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ABSTRAKT

Diplomovéa praca pojednava o globalnej optimalizacii, ktord je zalozend na
vyhl'adavani globalneho minima ucelovej funkcie v pritomnosti obmedzeni.
Cielom tejto prace je implementacia metdody alphaBB ako metody globalnej
optimalizacie a vytvorenie algoritmov v prostredi MATLAB, ktoré sa pouzivaju
na najdenie minimalnych vlastnych ¢isel intervalovej matice. Diplomova praca
obsahuje aj vzorové priklady, ktoré s vyrieSené viacerymi metdédami opisanymi

teoreticky v tejto praci.

KTlacové slova: globalna optimalizécia, vlastné ¢isla intervalovych matic, algoritmy.



ABSTRACT

Diploma work deals with global optimization, based on global minimum search of
objective function in the presence of constraints. . The aim of this work is an
implementation of alphaBB method as a global optimization method and creation of the
algorithms in MATLAB, which are used for finding the minimal eigenvalue of the
interval Hessian matrix. Diploma work also includes the model examples resolved by
the methods theoretically described in this work.

Key words: global optimization, eigenvalue of interval matrix , algorithms.
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UvoD

Vo vel’kom mnozstve optimalizaénych problémov vznikajucich v priemyselnom
alebo vedeckom kontexte, ktoré sa v sucasnosti rieSia pomocou algoritmov nelinearneho
programovania (NLP), sa Casto stretdvame s nekonvexnostou V niektorych funkciach
vystupujucich v tychto problémoch (Repcikova, 2009). Tato nekonvexnost’ spdsobuje,
7e tieto problémy vykazuju niekolko lokalnych extrémov, ¢o viedlo k rozvoju metod
globalnej optimalizacie (Adjiman a kol., 1998).

Ciel'om globalnej optimalizacie je ndjst’ najlepsie, t.j optimalne rieSenie ulohy.
Globalna optimalizécia rieSi nekonvexné optimalizacné problémy, ktoré sa vyznacuju
pritomnostou viacerych lokalnych extrémov. Uelova funkcia nadobudne najniZsiu

hodnotu v bode, ktory sa nazyva globalne minimum. V tomto bode je ucelova funkcia

vlastne minimalizovana.

Metddy globélnej optimalizdcie sa delia na deterministické a stochastické.
V diplomovej praci st rozobraté deterministické metody, pretoze zaruCuju e-
konvergenciu ku globalnemu rieSeniu, a to konkrétne metéda vetiev a hranic (Branch
and Bound), ktora riesi problémy globdlnej optimalizacie.

Prva kapitola diplomovej prace pojednava konkrétne o danej problematike s
najjednoduchsim vysvetlenim. Je tu opisana metdda vetiev a hranic atato je zalozena
na principe konvexnej relaxacie povodného nekonvexného problému. Principom
metddy vetiev a hranic je vytvaranie hornych a dolnych ohraniceni tcelovej funkcie.
Alfa je parameter urCujuci mieru nekonvexnosti aje funkciou vlastnych C¢isel
intervalového Hessianu funkcie. Dalej st tu opisané itera¢né metédy, ktoré sa pouZivaju
na najdenie vlastnych ¢isel intervalového Hesianu, na zaklade, ktorych sa ur¢i konvexna
relaxacia problému. Tieto metddy sa rozdeluju na dve skupiny, a to na metody, kde je
potrebné poznat’ iba jednu alfa hodnotu a na metddy na vypocet odlisnych alfa hodnot.

Druhé kapitola sa zameriava na aplikovanie vybranej deterministickej metddy
globalnej optimalizacie S pouzitim iteracnych metod. Je praktizovana na vzorovych

prikladoch, kde je vysvetleny aBB algoritmus. Na tychto prikladoch je otestovana
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spravna funkcnost’ vytvorenych funkcii v prostredi MATLAB, ktoré su teoreticky
opisané v tejto praci. Priklady s rieSené scasti analyticky a scasti numericky v
programovom prostredi MATLAB.

Ciel'om diplomovej prace je implementacia algoritmov na najdenie minimalnych
vlastnych ¢isel intervalovych matic pre rieSenie problémov globalnej optimalizécie

a taktiez aj na najdenie odlisnych alfa hodnot.
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1 GLOBALNA OPTIMALIZACIA

Globalne optimalizacné metddy hl'adaju rieSenia nekonvexnych optimalizacnych
problémov, t.j problémov, ktoré vykazuji nieckolko lokalnych extrémov (Adjiman a
kol., 1998). Znamena to, ze Standardné optimalizaéné metdody cCasto poskytuju
suboptimalne rieSenia, ¢o viedlo k rozvoju globalnej optimalizacie (Repcikova, 2009).

Metody globalnej optimalizacie zo zakladného hladiska mézeme rozdelit' na
deterministické a stochastické. Jednou z najviac vyuzivanych deterministickych metod
je metoda vetiev a hranic (Branch-and-Bound, BB). Rozsirenie pévodnej metddy je
priestorova metoda vetiev a hranic (Spatial Branch-and—Bound, sBB) (Adjiman a kol.,
1998). Priestorova metoda vetiev a hranic pracuje na principe konvexnej relaxacie

(Repcikova, 2009).

1.1 Priestorova metdoda vetiev a hranic

Dan4 metdda sa nazyva priestorova metdda, pretoze deli Euklidovsky priestor,
kde je definovany problém postupne na mensSie a mensie oblasti. RieSenie problému
spoc¢iva vo vytvarani konvergentnych postupnosti hornych a dolnych ohraniceni
ucelovej funkcie (Repcikova, 2009), Cize zaklad tejto metddy spociva v ndjdeni hornej
a dolnej medze (Hirmajer, 2001).

Priestorova metoda vetiev a hranic moZe sluzit aj na rieSenie celociselnych
problémov pomocou postupnej optimalizécie uloh linearneho (LP) alebo nelinearneho

programovania (NLP) (Prokop, 1985).
1.1.1 Formulacia NLP problému

Formulécia NLP problému je nasledovna:

min, J(x) (1.1.1)
h(x) =0 (1.1.2)
gx) <0 (1.1.3)
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kde x S R™ n —rozmerovy priestor redlnych ¢isel. Funkcia ] (x) predstavuje
optimalizaéné kritérium, h(x) je vektor obmedzeni typu rovnosti a g(x) je vektor
obmedzeni typu nerovnosti. Dané funkcie musia patrit do C?, o znamen4, Ze funkcie

musia mat’ spojité druhé derivacie (Adjiman a kol., 1998).
1.1.2 Algoritmus alphaBB

Algoritmus aBB moéze byt pouzity na rieSenie problémov, ktoré patria do
Sirokej triedy NLP, ¢ize bol navrhnuty na vyrieSenie nekonvexnych minimalizacnych
problémov. Jeho teoretické vlastnosti zarucuju néjdenie globalneho optima daného

problému s kone¢nou e-konvergenciou (Adjiman a kol., 1998).

Algoritmus vetiev ahranic zaina srelaxaciou povodného nekonvexného
problému, ¢o vedie k ziskaniu nového konvexného problému. Pri rieSeni relaxovaného
problému ziskame dolnu hranicu rieSenia, o je v porovnani s rieSenim originalneho
problému ovela jednoduchSie. Relaxovany problém je v skutocnosti konvexny
optimalizacny problém, ktorého ucelova funkcia podhodnocuje nekonvexnt ucelova
funkciu na uréitom intervale. Pretoze kazdé lokalne minimum takéhoto problému je
stcasne globalnym minimom, Standardné NLP algoritmy uréené na hl'adanie lokalnych
extrémov su schopné tito dolnu hranicu najst’ spol'ahlivo. Horna hranica je ziskana ako
lokalne rieSenie povodného nekonvexného problému na danom intervale (Adjiman
a kol., 1998).

Ak dolna ahorna hranica nie st vo vzajomnej vzdialenosti s uréitou &
presnostou, potom interval bude rozdeleny jednou zo stratégii vetvenia. Tymto
sposobom sa ziskali dva nové subproblémy. Ak je dolna hranica na nejakom
subintervale véc¢Sia ako sucasnd horna hranica, tak na tomto subintervale neexistuje
globalne riesenie, a preto je vyluCeny z d’alSiecho vypoctu. Takato operacia sa nazyva
fathoming (Adjiman a kol., 1998).

Cely tento proces vetvenia a ohraniCenia sa opakuje, az kym sa dolnd hranica
nebude priblizovat’ aktudlnej hornej hranici s pozadovanou presnostou & (Adjiman
a kol., 1998). Relativna presnost’ vyjadruje mieru konvergencie algoritmu globalnej
optimalizacie ku globalnemu optimu, apreto mobéze byt na zaklade

predchadzajtcich vlastnosti priestorovej metody vetiev a hranic

14



vyjadrend, ako podiel rozdielu najlepSej (najmenSej) hornej hranice a
najlepSej  (najvdacSej)  dolnej  hranice ku  hodnote  najvdcSej  dolnej
hranice. Na zaklade tohto podielu je mozné uréit mieru konvergencie
optimalizacného algoritmu v kazdej iteracii. Z praktického pohladu je
potom mozné hovorit o epsilon-globdlnom minime, ak je relativna

presnost’ mensia ako zvolend hodnota epsilon.
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1.2 Konvexna relaxacia

Predpoklada sa, ze funkcia | a gijy 1=01,..mp, j=1,2,..5; mbze byt
rozlozena na sumu c¢lenov, kde kazdy ¢len mdze byt klasifikovany ako linedrny ¢len
(LT), konvexny €len (CT), bilinearny ¢len (BT), trilinearny €len (TT), zlomkovy clen
(FT), zlomkovy trilinearny c¢len (FTT) alebo jednorozmerny konkavny clen (UT)
(Paulen, 2010). Linearny a konvexny clen nie je potrebné podhodnocovat’. Na takomto
principe pracuju BB algoritmy (Adjiman akol., 1998). Vsetky nasledujuce vztahy
obmedzeni typu nerovnosti su analogické ako pre ucelova funkciu.

Prvym krokom konvexnej relaxacie je rozdelenie jednotlivych ¢lenov na sumu
Specialnych nekonvexnych ¢lenov (STNT) a vSeobecnych nekonvexnych c¢lenov
(ATNT). Na zaklade tohto ¢lenenia ucelova funkcia f(x) nadobuda nasledovny tvar
(Adjiman a kol., 1998) :

J(x) = STNT(x) + ATNT (x)

(1.2.1)
pricom
npr nrr
STNT(x) = LT(x) + CT(x) + Z bixgri1Xpri2 + Z LiXTriaXTTi2 XTTi,3
i=1 i=1
nrr NfETT nyr
x .
+Zfl FTi,1 n Z fi, SETTAXETTE2 FTTll FTTi,2 +ZUT Ceuro)
= XFTi,2 XFTi,3
(1.2.2)
ATNT(x) = ;T NT;(x) (1.2.3)

kde npr je pocet bilinearnych ¢lenov,
Xpri1 @ Xpri2 sSu dve premenné vystupujice v i-tom bilinedrnom ¢lene;
b; je jeho koeficient;
nyr je pocet trilinearnych ¢lenov;
X7Ti1TTi2 @ X7Ti3 0ZNaCuju tri premenné vystupujuce v i-tom trilinedrnom ¢lene;
t; je jeho koeficient;

ngr je pocet zlomkovych ¢lenov;
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Xfpri1 A Xpriq SU dve premenné vystupujlce v i-tom zlomkovom ¢lene;
fi Je jeho koeficient;

nerr je pocet zlomkovych trilinearnych ¢lenov;

XFrTi1, XFrTi2 @ XprTi3 SU tri premenné vystupujice v i-tom zlomkovom
trilinedrnom ¢lene;

xrri je jeho koeficient;

nyr je pocet jednorozmernych konkavnych ¢lenov;

Xyri 0znacuje premennu, ktord v iom vystupuje;

nyr je pocet vSeobecnych nekonvexnych ¢lenov;

NT;(x) je i-ty vSeobecny nekonvexny ¢len.

Podhodnocovat’ musime vsetky ¢leny, okrem linearneho a konvexného, ale blizsie si

rozoberieme tie, ktoré su pouzité vo vzorovych prikladoch (Repcikova, 2009).
1.2.1 Podhodnocovanie bilinearnych ¢élenov

V pripade bilinearnych c¢lenov xy ziskame konvexné dolné ohranienie na
oblasti [xf, xU] x [yt,yY] zavedenim novej premennej wgy, ktord nahradza vsetky
vyskyty xy v danom probléme a pridanim Styroch linearnych obmedzeni typu

nerovnosti (Adjiman a kol., 1998):

wgr = xty + xyt — xLyl (1.2.4)
wer = xUy + xy¥ —xUyU (1.2.5)
wgr < xty + xy¥ — xlyY (1.2.6)
wpr < xVy + xyt — xUyt (1.2.7)

1.2.2 Podhodnocovanie jednorozmerovych konkavnych élenov

Jednorozmerné konkavne ¢leny sa podhodnocuji ich linearizaciou na niz$ie
viazané premenné. Podhodnotitel konkivnej funkcie UT na intervale [x!,xY]

nadobuda tvar linearnej funkcie premennej x (Adjiman a kol., 1998):

UT (x%) + ) (x —xb) (1.2.8)

xU_xL
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1.2.3 Podhodnocovanie vSeobecnych nekonvexnych élenov

Nekonvexné ¢leny l'ubovolného typu st podhodnocované na celej oblasti

[xL, xU] funkciou L, (x), ktora je definovana ako:
Lo(x) = NT;i(x) + X1y ai(xf — %) (xF — x;) (1.2.9)

kde a; = 0 zodpoveda ¢lenom i = 1, ..., nyr. VSetky nekonvexnosti v povodnej
funkcii NT;(x) mézu byt relaxované konvexnym kvadratickym ¢lenom vzhl’adom na
dostato¢ne velké hodnoty @; parametrov. Ked’ suma v predchadzajiicom vztahu (1.2.9)
je urcite zdporna na celej oblasti [xX, xV], L,(x) je podhodnotitelom funkcie NT;(x)

(Adjiman a kol., 1998).
1.2.4 Celkovy konvexny podhodnotitel

Vysledny podhodnotitel’ L(x) k funkcii J(x) nadobuda tvar:
npr nrr nrTT

L) = LTG) + CT) + ) biwri + ) fiweri + ) ftiwern
i=1 i=1 i=1

nyr _

UT;(xY,) — UT; (xkor;

+Z UTi(lejTi) + l( UTI;) l( UTL)
i=1"

I
uti ~Xuri

(xi_bei)]

nNT

+ Z NT;(x) + z aij(xf — %) (x} - x]-)‘
i=1 | Jj=1

(1.2.10)

kde a;; zodpovedd i-temu vSeobecnému nekonvexnému clenu a j-tej premennej
a premenné Wgr;, Wrri , Wepp; Musia spliiiat’ prislugné obmedzenia (Adjiman a kol.,

1998).

18



1.2.5 Podhodnocovanie obmedzenia typu rovnosti

V pritomnosti konvexnych, vSeobecne nekonvexnych alebo jednorozmerovych
konkavnych ¢lenov musi byt’ pévodna rovnost’ h(x) = 0 prepisana ako dve nerovnosti

s opa¢nymi znamienkami (Adjiman a kol., 1998),

h(x) <0
—h(x) <0
(1.2.11)

Tieto dve nerovnosti musia byt podhodnocované nezavisle. Jednorozmerové konkavne
¢leny sa javia v nekonvexnej rovnosti ako konvexné v jednej z dvoch nerovnosti, kym
konvexné cleny zostavaju nekonvexné a vSeobecne nekonvexné cCleny zostavaju

konvexné (Adjiman a kol., 1998).
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1.3 Podhodnocovanie vSeobecnych nekonvexnych ¢lenov

Nekonvexné cleny l'ubovolného typu st podhodnocované na celej oblasti

[xE, xY] funkciou L, (x), ktora je definovana ako (Adjiman a kol., 1998):

La(@) = f0) + a; ) (x = %) (e = x)
(1.3.1)

Pre triedu metod na vypocet minimalnych vlastnych cisel je podhodnocovanie

preformulované, tak aby sa pouzivala len jedna hodnota a:

L, (x)= f(x)+ aZ(xiL —x Jx —x,)

(1.3.2)
Funkcia L(x) je konvexny podhodnotitel’ u¢elovej funkcie f(x) ak:
1
@z (0’ 2 i,anslalcrsle li(x))
(1.3.3)

kde 4; st vlastné Cisla matice Hp(x) a Hessova matica je ucelova funkcia f(x)

(Adjiman a kol., 1998).

Medzi metdédy podhodnocovania vSeobecnych nekonvexnych ¢Elenov patria
analytické a iteracné metody. Tato trieda metdd umoziuje vypocet odliSnych a hodnot

pre premenné v podhodnotitel’'ovi, ktory ma nasledovny tvar (Adjiman a kol., 1998):
n
La(®) = fO) + ) ay(a = x) ek = x0)
i=1

(1.3.4)
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Minimalizaény problém, ktory je uvedeny vrovnici (1.3.4) mdze byt pisany
nasledovne:
mip
He(x) —AI =0
x € [xL, xY]
(1.3.5)
kde I je jednotkova matica (Adjiman a kol., 1998).
Dany problém moéze byt nekonvexny, a preto sa na najdenic najmensicho vlastného
isla Hessianu funkcie f(x) na intervale [x%,xY] pouzije intervalovy Hessian
skonstruovany na takomto intervale (Adjiman a kol., 1998).
Vlastné ¢isla matice Hy(x) s nezaporné, ak je ucelova funkcia f(x) konvexna,
potom z predchadzajuceho vztahu (1.3.3) vyplyva, ze @ =0 apdvodna funkcia sa
nemeni (Adjiman a kol., 1998).

Ak mame intervaloviu Hessovu maticu [Hf] c {Hf (x),x € [xF, xU]}, potom postacujuca

podmienka konvexnosti podnodnotitela (1.3.5) je dana ako:

e (0.3 Amall1]))
(1.3.6)

kde A,,,;,, je minimalna hodnota vlastnych ¢isel intervalovej matice [Hf]

(Adjiman a kol., 1998).

Nasledujiice podkapitoly sa zameriavaji na efektivne hladanie minimalnych

vlastnych ¢isel intervalovych matic.
1.3.1 Gersgorinova metéda

Tato metoda je jednoduché rozsirenie GerSgorinovej tedrie intervalovych matic.
Zatial’ ¢o jej vypoctova zlozitost je iba n?, hranice, ktoré stanovuje na vlastné ¢&isla st

Casto vol'né (Adjiman a kol., 1998).
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Pre realnu maticu A = (aij) pozname tedriu, ktord uvadza, ze vlastné cCisla su

ohranicené niz8ie podl'a A,,;, . Nadobtdaju nasledovny tvar (Adjiman a kol., 1998):

Amin = miin a;; — Zlaul

J#i
(1.3.7)
Pre intervalova maticu plati nasledovny vztah (Adjiman a kol., 1998):
Amin = min [%—;max(Iﬁ,‘au‘)]
(1.3.8)

1.3.2 Metoéda E-matice

Tato metdda je rozSirenie teodrii, ktoré formulovali Deif (1991) a Rohn (1996)
pre vypocet dolnej hranice vSetkych vlastnych ¢isel intervalovej matice. Kym oni ziskali
vyrazy pre realne a imaginarne Casti matic, iba redlne Casti su zaujimavé pre symetrické

matice, ktoré sa tu uvazuji (Adjiman a kol., 1998).

Intervalova matica [A] s prvkami [aij ,a_ij ,

e je polomer matica

a..
AA = (Aa;;) ,ak Aa = | ——==

2
(1.3.9)
¢ je modifikovany polomer matice
574 = (AQU) ,ked’ Aaij =0 aki :]
Aaij = Aaij
(1.3.10)
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e je stred matice

Ay = (aM,ij) aKay;j = ———

(1.3.11)
e je modifikovany stred matice
;1;1 = (aM’U) . ked C/lm; = a_ij' ak i =]
Ty = Ty
(1.3.12)
e je vrcholova matica
Av = (av,ij) , ak av,ij = a_ij alebo av‘ij = a_l]
(1.3.13)
Minimalna hodnota vlastnych ¢isel je vypocitateI'na nasledovne :
Amin(A) = Amin (m + E) - p(m + |E|)
(1.3.14)

kde p(M) je maximalna absolutna hodnota vlastnych ¢isel a |E| je absolitna hodnota
matice uvazovana po prvkoch, ktora méze nadobtidat’ hodnoty (Adjiman a kol., 1998) :
e E=0
e E =diag(AA)

1.3.3 Mori a Kokame metoda

Mori a Kokame (1994) navrhli pouzitie dolnej a hornej vrcholovej matice za

ucelom ziskat' dolnti hranicu minimalnej hodnoty vlastnych ¢isel intervalovej matice

(Adjiman a kol., 1998) .
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Minimalna hodnota vlastnych ¢isel intervalovej matice je dana ako:
Amin(A) = Amin(A) - .0(“T - A)
(1.3.15)

kde A= (aij ) je dolnd hranica intervalovej matice ,

A= (a_”) je horna hranica intervalovej matice.

1.3.4 Metoda relaxovaného Hessianu

Tato metdda sa pouziva na rieSenie dolnej hranice minimalnych vlastnych ¢isel
intervalovej Hessovej matice. Pouzitie nevyhnutnej a dostacujicej podmienky
konvexnosti dokazal Stephens (1997), ohraniCenie Hessianu moze byt definované

z hl'adiska vlastnosti jeho kvadratickej podoby (Adjiman a kol., 1998) .

Intervalova Hessova matica[A] ma nasledovny tvar:

[A]= (I_aij 2y

(1.3.16)

Pre intervalovi maticu [A] plati, Ze relaxovany Hessian L(redlna symetrickd matica)
dava xTLx < xTAx pre kazdé Ax € R™ avsetky prvky A intervalovej matice [A]
(Adjiman a kol., 1998).

Realna symetricka matica L(x), kde:
Ay — A

lij=ﬁ+2k¢i_T i=]

|l == i # ]

(1.3.17)

je dolné ohrani¢enie Hessovej matice [A] (Adjiman a kol., 1998) .
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1.3.5 Kharitonova metoéda

Kharitonova tedria (Kharitonov, 1979) sa vyuziva na urCenie intervalovej

polynomovej mnoziny P(A). MnozZina je definovana nasledovne (Adjiman a kol., 1998):

P(A) = [ak, al] + [ak,a¥]A + ... [ak_,,aY A"t + An
(1.3.18)

kde a} < d?, Vi.

Polyném P,(A)oznacuje predmet tejto mnoziny, ktory obsahuje nasledovné Styri realne
polynémy (Kharitonove polynomy) (Adjiman a kol., 1998) :
K.(f,.X,) =ak+atd+alA? + af A3 + alA* + ak2® + aP2° +
KX, ) =a + a2+ ak2? + akA3 + al2* + af 25 + akn® +
K;(f, X, 1) =a¥ + ald+ as2? + a3 + afA* + akAS + al2® +
K, (f, X,2) =ak+a¥1+ a¥22 + ai23 + akA* + aZ2° + af 2% +
(1.3.19)

Potom P (1) a P,(4) maju rovnaké A,,;, po+ (Adjiman a kol., 1998) .

Nasledujaci postup potom mozno pouZzit na vypocet dolnej hranice minimélnych
vlastnych ¢isel Hessovej matice H(x) (Adjiman a kol., 1998) :
1.) Determinant H(x) — Al (1.3.20)

kde I je jednotkova matica.
2.) Determinant H(x) — Al je rovny nule. RieSenie polynému ma podobu:
P(x, 1) = ag(x) + a; ()1 + a,(x)1* + as ()2 +
(1.3.21)
3.) Pouzitie intervalovej aritmetiky na ziskanie intervalovej polynomovej mnoZiny
P(A), ktora obsahuje P(x, 1).

4.) Vypocet dolnej hranice minimalnych vlastnych ¢isel Hessianu H (x).

25



1.3.6 Hertzova metdéda

Tato metdda opisuje najdenie dolnej hranice minimdlnych vlastnych cisel
intervalovej Hessovej matice alebo najmensSiu redlnu cast’ koretiov intervalového

charakteristického polynému.

Hertzova metoda predstavuje algoritmus pre vypocet minimalnych vlastnych cisel
n X n rozmerovych symetrickych matic. Na to, aby sa naSlo minimélne vlastné ¢islo
intervalovej matice sa musi zostrojit' 2"~ symetrickych vrcholovych matic, kde n je

pocet riadkov matice (Jury, E. I, 1989).
Matica [A] = ([aij ,a_,J) musi byt symetricka matica, ¢ize symetricka intervalova Hessova

matica. Potom 2™ si moZné kombindcie pre oznaenie x;x;, V ktorom si zachované

znamienka prvkov vektora x (Jury, E. I, 1989).

Vrcholova matica Ay, € [A] je definovana ako A k[afj], kde

a; = & akx;x; = 0,i #j

a.k.=a ak x;x; <0, L+ ]
(1.3.22)

Potom najmenSie vlastné ¢islo zo vSetkych matic {A;} je minimalne vlastné ¢islo

vrcholovej matice [A] (Adjiman a kol., 1998).
1.3.7 Vahovana Gersgorinova metoda

Téato metdda je jednoduché rozsirenie Ger§gorinovej tedrie intervalovych matic.
Pouziva sa na vypocet odlisSnych a hodnét. Pre kazdy vektor d > 0 a symetrickt
intervalova maticu [A] je definovany vektor a, ktory sa vypocita z nasledujicej rovnice

(Adjiman a kol., 1998):

1 d;
a; = max O,—E %—Zlalud—l

J#i
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(1.3.23)

j?

kde [al;; = max{[a-- a ,}
Potom pre vSetky A € [A], matica A, =A+2A s A=diag(a;) je pozitivne

semidefinitna matica (Adjiman a kol., 1998).
1.3.8 Metdéda H-matice

Danda metoda patri medzi iterané metody. V tejto metdode sa vyuzivaja
vlastnosti H-matic a metéda H-matice sa pouziva na identifikaciu zodpovedajicej
diagonalnej matice A pre intervalovi maticu [A] s pouzitim G = A + 2A . Matica A je
Stvorcova matica, ktora ma na diagonale hodnoty a. Modifikovany stred matice [G] je
potom A, + A, kde 4,, je modifikovany stred matice [A] .Podmienky pre pozitivnu
definitnost’ intervalovej matice [A] + A su potom (Adjiman a kol., 1998):

1. Ay + A je pozitivne definitna

2. pre porovnavaciu maticu plati, ze matica(C[A] + 2A) je H-matica , kde

(C=Ay+n)".

Porovnavacia matica (A) na intervalovej matici [A]= qaij ,a_ij) je (A);;

=0aki=jaOe[aij,aij

ij?

= min{la, 2|} aki=jaoe [a,a
= —|a|ij ak i :/:_]
(1.3.24)

kde |a|l-j = max{laij,a ,}.

Stvorcova intervalova matica [A] je H-matica, ked’ porovnavacia matica (A) je M-
matica. Stvorcova matica A je M-matica, ked’ vietky nediagonalne prvky st nepozitivne

a existuje realny pozitivny vektor u (prvky vektora su realne ¢isla), a tak plati: Au > 0.
Iteracny postup pouziva vypocet matice A, ktord zabezpeci vyssie uvedené podmienky

(Adjiman a kol., 1998).
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1.3.9 Metéda maximalnej separaénej vzdialenosti

Tato metdda patri medzi iteracné metdody. Maximalna separa¢na vzdialenost’ je
najvacsia vzdialenost medzi pévodnou funkciou f(x) ajej podhodnotitelom L(x)

(Adjiman a kol., 1998) .

n
1 2
dna = 1= max, (/) ~10) =3 ) et =)
i=
(1.3.25)

Pomocou optimalizaéného algoritmu sa najdu také prvky matice delta (A), ktoré
minimalizujt:
min(x¥ —xHTAXY — x%)
(1.3.26)
pricom musi platit’ nasledovna podmienka:
L+2A>0
(1.3.27)

Pomocou konvexnej optimalizicie, konkrétne pomocou semidefinitného programo-
vania hladaji prvky diagondlnej matice A, ktoré budi maximalizovat separacnu

vzdialenost’ (Adjiman a kol., 1998) .
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2 VZOROVE PRIKLADY

2.1 Vzorovy priklad 1

Na zndzornenie aBB algoritmu uvazujeme nekonvexny optimaliza¢ny problém:
min, J(x) = x1+x;

X1, X2 € [_2, 2]

(2.1)

a jej obmedzenia st typu nerovnosti:
gii—x2—x2+1<0 (2.2)
g2:x2+x2—4<0 (2.3)
g3t X1—x; —1<0 (2.4)
ga: —x1+x,—1<0 (2.5)

Ulohou je najst globalne minimum téelovej funkcie pomocou aBB algoritmu
(Visweswaran a kol., 1990).
Riesenie:
Prvym krokom je rozdelenie jednotlivych ¢lenov ucelovej funkcie a jej obmedzeni
podla typov:
> Ukelova funkcia
X1 - linearny ¢len (LT)

X, - linearny ¢len (LT)

» Obmedzenia
—x% —x5+1<0 -dvakonkdvne ¢leny (ATNT)

x?+x3—-4<0 - konvexné &leny (CT)

X1—x,—1<0 - linearne Cleny (LT)

—x1+x, —1 <0 - linearne Cleny (LT)
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Vidime, ze je potrebné podhodnocovat iba prvé obmedzenie, pretoze iba toto
obmedzenie sa sprava ako nekonvexny clen aostatné ostavaji nezmenené.

Podhodnotitel’ nekonvexného ¢lena moze byt vytvoreny troma roznymi spdsobmi:

» 1. sp6sob — Podhodnocovanie v§eobecnych nekonvexnych ¢lenov:

* Funkcia ma tvar: g;(x) = —x? —x5 +1

Podhodnotitel’ bol vytvoreny na zaklade vztahu (1.2.9)
L,(x) = ATNT(x) + a(xV — x)(x! — x)

= —xf —x5 + 1+ af(x{ —x)(xf —x7) + (xf — %) (xF — x)] (2.6)

Celkovy podhodnotitel’ potom podl'a vzt'ahu (1.2.10) nadobtda tvar:
L(x) = Lg(x)+ CT(x) + LT (x)
=—xf —xf + 1+ alCef —x)(ef — %) + (6F — 22) (x5 — x2)]
(2.7)

Vo vztahu (2.7) mame jedini neznamu a tou je parameter a, ktory vypocitame
nasledovne:

= Je treba poznat’ Hessovu maticu H;(x) funkcie g(x)

09, (x1,x3) _
0x,

6291 (x1,x2) _

—2x
! 0x?

=2

091 (x1,x3) _
dx,

6291 (x1,%2) _

—2x
2 dx2

2

6291 (x1,x2) _

0
0x,0x,

6291 (x1,x2) _

0
0x,0x,

(2.8)

HwW=g"@=7 2
(2.9)

= Hessian je negativne definitivna matica.
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» Hodnotu parametra @ moézeme vypocitat’ z nasledovného vzt'ahu

= (0, - %Amin([Hj])) (2.10)
- Vypocet vlastnych ¢isel pomocou prikazu v Matlabe: eig(H)
A =2
Ay = =2
@z (o, —%(—2)) = max(0;1) > a>1 (2.11)

Po dosadeni hodnoty parametra a do vztahu (2.7), celkovy podhodnotitel’ funkcie

g1(x) pre xq,x, € [—2; 2] nadobtda tvar :

L(x) =L,(x)+ CT(x) + LT (x)
=—xf = x5 +1+[2—x)(=2—x) + 2 = x)(~2 — x)]
=—xt—x5+1—4—2x; +2x; +x} —4—2x, +2x, + x5
=—x?—x5+1+ xf+x7—8)
= —7
2.12)

Dal3im krokom je uréenie dolnej a hornej hranice rieSenia problému, ¢ize najdenie
lokalneho minima ucéelovej funkcie a jej hodnoty. Riesenie spociva v implementacii

aBB algoritmu v prostredi MATLAB a toto sa pouziva vo vzorovych prikladoch.

Spustenim aBB algoritmu dostdvame nasledovné hodnoty:

CPU = 0.1092
P_OPT =-1.4142
-1.4142
JU = -2.8284
ITERACIA =0
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kde cpu je ¢as vypoctu v sekundach;
p_opt je optimalna hodnota optimalizovanych premennych;
Ju je najdené globalne optimum ucelove;j funkcie;
iteracia je pocet iteracii, za ktoré algorimtus skonvergoval ku globalnemu

optimu.
Dané oznacenie je anologické aj pri d’alSich dvoch sposoboch.
» 2.sposob — Podhodnocovanie jednorozmerovych konkavnych ¢lenov:
» Funkcia matvar: g;(x) = —x% — x5 + 1
Podhodnotitel’ bol vytvoreny na zaklade vzt'ahu (1.2.8)

UT(xY) — UT(x")

UT (x") + " (x —xb)

xU—
Celkovy podhodnotitel’ potom podl'a vzt'ahu (1.2.10) nadobtida nasledovny tvar:

L(x) = Lg(x) + CT(x) + LT(x) = —x? —x2+ 1

U2 L\2
X -\ X
kde x; = (x1)2 %(M‘x%)

Xy —x

—Ceh)? + =) (o,

X3
potom
v UN2 N2 L UN2 2
Lo = —(abyr 4 S DR yaye (ZOR
x1 1 xz - %
= (22 + T oy — (29 - (22 + T (- (-2 + 1
=—17 — 2(x; + x3) (2.13)
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RieSenie ziskané pomocou aBB algoritmu v prostredi MATLAB:

CPU =0.0780

P OPT =-1.4142

-1.4142
JU =-2.8284
ITERACIA=0

» 3. sposob - Podhodnocovanie bilinearnych ¢lenov:

Podhodnotitel bol vytvoreny na zaklade vztahov (1.2.4) az (1.2.7), Cize
k celkovému podhodnotitelovi sa pridaji S$tyri linearne  obmedzenia typu
nerovnosti:

= prex; € (—2;2)

wy = —xVx; —xxb + xVxk

wy = —xbx; —xxf + xbxV

wy < —xfx; —xxl — xfxY (2.14)

wy < —xbx; —xxk — xbxl

= prex, € (—2;2)

wy = —xdx, — xpxk + xY xk

wy = —xbx, — xox¥ + xkxl

wy < —x¥xy —xpxd — x¥xY (2.15)

w, < —xbx, — x,xk — xbxk
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Celkovy podhodnotitel’ potom podla vzt'ahu (1.2.10) nadobuda nasledovny tvar:
L(x) =L,(x) +CT(x)+LT(x) =w; +w, +1 (2.16)

Vypocet lokalneho minima pomocou aBB algoritmu v prostredi MATLAB:

CPU =0.1404
P_OPT =-1.4142
-1.4142
JU = -2.8284
ITERACIA=1

Matematicky zapis globaneho minima tGcelovej funkcie:
minJ (x4,X;) = minJ(—1,4142; -1,4142) = —-2,8284

Ako mdzeme vidiet’ z rieSenia, tak pri r6znom podhodnocovani nekonvexnych
Clenov je rozdielny cas vypoctu. NajvyhodnejSie je pouzit podhodnocovanie
jednorozmerovych konvexnych ¢lenov, pretoze pri tejto metdde je najkratsi ¢as vypoctu

a to v dosledku najmensieho poctu obmedzeni.

Globalne optimum bolo najdené v prvych dvoch metddach po nultej iteracii

a v poslednej po prvej iteracii (deleni intervalu).
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Obr. 1 Obmedzenia povodného nekonvexného problému

Na Obr. 1 st znazornené obmedzenia povodného nekonvexného problému, ¢ize

naSa dovolena oblast’, ktort sme podhodnocovali.
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Podhodnocovanie jednorozmerowch konkawych ¢lenov

A

\

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
x1

Obr. 2 Konvexifikovana dovolena oblast’

kde tyrkysovou farbou je znazornené obmedzenie typu nerovnosti vyjadrujici
vztah (2.2);

fialovou farbou je zndzornena dovolend oblast’, ktort vymedzuje obmedzenie typu

nerovnosti podl'a vztahu (2.3);
modré priamky vyjadruju vztah (2.4) a (2.5);
Cervené priamky vyjadruji celkového podnodnotitela jednorozmerovych

konkavnych ¢lenov.

Podhodnocované je obmedzenie typu nerovnosti (2.6), pretoze tcelova funkcia je
linearna. Na Obr. 2 st zobrazené podhodnotitele nekonvexného obmedzenia po
prvom vetveni intervalu x;. Z obr. 2 vidime, ze Vv prvej iteracii bude dovoleny
(konvexifikovany) priestor Vvyznaceny zelenou a zltou farbou. V druhej iteracii je
dovoleny priestor vyznaceny zelenou farbou, ¢ize algoritmus alphaBB rozdeli interval
x; naintervaly [-2,0] a[0,2].

36



2.2 Vzorovy priklad 2

V tejto kapitole sa zaoberame prikladom dvojrozmernej optimalizacie

V pritomnosti explicitnych obmedzeni na optimalizatné premenné x a y.

Ucgelova funkcia ma tvar:

min, f = cosxsiny — (2.17)

yZ+1
x €[—1;2]
y€[-1;1]

Riesenie spociva v najdeni globalneho minima ucelovej funkcie pomocou aBB
algoritmu vyuzitim metod, ktoré st opisané teoreticky v tejto praci (Adjiman a kol.,
1998).

Na zaciatok je potrebné urobit’ analyzu jednotlivych ¢lenov ucelovej funkcie:
> Ukelova funkcia

cosxsiny - nekonvexné ¢leny (ATNT)

2X - nekonvexné ¢leny (ATNT)

y +1

Z analyzy jednotlivych €lenov je zrejmé, Ze je treba podhodnocovat’ obidva cleny
ucelovej funkcie, pretoze sa sprava ako nekonvexny ¢len. Podhodnotitel nekonvexného

Clena je vytvoreny nasledovnym spdsobom :

» Podhodnocovanie vSeobecnych nekonvexnych ¢lenov pre pripad pouzitia

metéd na vypocet jednej hodnoty « :

* Funkcia ma tvar: f(x) = cosxsiny—

vy +1
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Podhodnotitel’ bol vytvoreny na zaklade uz spominaného vztahu (1.3.2) :

L, (x)= ATNT(x)+ azi:(xiL —x Jx = x)

— cosxsiny— y2X+1 Fal(l — x)(xk — x) + (7 — x,)(xk — x,)]

(2.18)
Celkovy podhodnotitel’ potom podla vzt'ahu (1.2.10) nadobuda tvar:
L(x) = Lgs(x) + CT(x) + LT (x)
. X
= cosxsiny-— v+l +al(xf —x)(f = x9) + (xf — %) (xF — x)]
(2.19)

» Podhodnocovanie v§eobecnych nekonvexnych ¢lenov pre pripad

pouZzitia metod na vypocet odliSnych hodnot « :

* Funkcia ma tvar: f(x) = cosxsiny—

yZ+1

Podhodnotitel’ bol vytvoreny na zéklade vztahu (1.3.4) :

Lo(x) = ATNT (x) + Z a;(x! —x)(xF — x;)

. X
= COsXxsiny-— 4l + oy [(xf = x) (e — x)] + @[ (] = %) (x5 — x3)]

(2.20)

Celkovy podhodnotitel’ podl'a vztahu (1.2.10) nadobuda nasledovny tvar:
L(x) = Lg,(x)+ CT(x) + LT (x)

= cosxsiny— yzx+1 + [ — 2) (ot — 2)] + @[ — x) (b — x)]
(2.21)
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Vo vztahu (2.20) a (2.21) st dve nezname ato je parameter @, a a,, ktoré

vypocitame nasledovne:

= Potrebujeme poznat’ Hessovu maticu Hf(x) funkcie f(x)

ofxy) _sinxsiny — ——
dx Y y2+1
M = —cosxsin
0x? 4
3y YT
’f(x,y) - 2x(y? + 1)? - 8xy*(y* + 1)
2 cosxsiny Gz D"
dx0dy Y (y? +1)?
dyox y (y? + 1)?
(2.22)
. . 2y
) —cosxsiny —sinxcosy + o
FXY) = . 2y . 2x(y2+1)2—8xy2(y2+1)
—sinxcosy + —o—5;  —cosxsiny + T
(2.23)
= Vy¢islena Hessova matica :
[—0,84148 0,84148] [—3,00000 2,84148] )
[ =
He(x,y) < [Hf] ([—3,00000 2,84148] [—40,84148 32,84148]
= Hodnotu parametrov a; a, mézeme vypocitat’ z nasledovného vztahu
1
a2 (0, Aman([14)) 224

Na vypocet Amin([Hj]) resp. a; sa pouzivaju metddy opisané teoreticky vyssie.
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Dalsim krokom je najdenie globalneho optima.

Riesenie

spo¢iva v

implementacii BB algoritmu v prostredi MATLAB pomocou metdd, ktoré st opisané

Vv tejto praci.

Spustenim aBB algoritmu dostavame nasledovné hodnoty:

CPU P_OPT JuU ITERACIA
Gersgorinova metéda 35.9738 | 2.0000, 0.1058 | -2.0218 20
Metoda E-matice (E = 0) 34.2890 | 2.0000, 0.1058 | -2.0218 20
Metoda E-matice (E = diag(AA)) | 39.9831 | 2.0000, 0.1058 | -2.0218 21
Mori a Kokame metoda 51.7143 | 2.0000, 0.1058 | -2.0218 30
Metoda relaxovaného Hessianu 33.6806 | 2.0000, 0.1058 | -2.0218 20
Kharitonova metoda 103.6159 | 2.0000, 0.1058 | -2.0218 20
Hertzova metoda 33.0722 | 2.0000, 0.1058 | -2.0218 19

Tab. 1 Vysledky pre vzorovy priklad 2 ziskané pomocou aBB algoritmu

pouzitim metod na vypocet jednej a hodnoty

kde cpu je ¢as vypoctu v sekundach;

p_opt je optimalna hodnota optimalizovanych premennych;

Ju je najdené globalne optimum ucelovej funkcie;

iteracia je pocet iteracii, za ktoré algoritmus skonvergoval ku globalnemu

optimu.

Dané oznacenie je analogické aj pri d’alSich tabul’kach s vysledkami.

V Tab. 1 vidime hodnoty, ktoré sme ziskali pomocou algoritmu aBB pouzitim

metdd na vypocet jednej hodnoty parametra a. Zo ziskanych vysledkov moézeme usudit,

ze najkrats$i Cas vypoctu méa Hertzova metdda a najdlhsie konverguje ku globalnemu

cvwr

metode, pri Mori a Kokame metdde konvergencia trvala za najvicsieho poctu iteracii,

a to konkrétne sa priblizovala k pozadovanému vysledku v priebehu 30 iteracii.
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CPU P_OPT JU ITERACIA

Vahovana Gersgorinova 12,1681 2,0000 -2,0218 15
metoda (d; = 0) 0,1058
Vahovana Gersgorinova 11,9653 2,0000 -2,0218 15
metéda (d; = x{ — x}) 0,1058
Metoda H-matice 603,5055 2,0000 -2,0218 27

0,1058
Metoda maximalnej 25,5374 2,0000 -2,0218 15
separacnej vzdialenosti 0,1058

Tab. 2 Vysledky pre vzorovy priklad 2 ziskané pomocou aBB algoritmu

pouzitim metéd na vypocet odliSnych a hodnot

V Tab. 2 sme ziskali vysledky pomocou aBB algoritmu pouzitim metéd na
vypocet odlisSnych hodndt parametra a V prostredi MATLAB. Ako mdzeme vidiet,
najkrat$i ¢as vypoctu dosiahla Vahova Ger$gorinova metéda pre pripad d; = x| — x}

a najdlhsie sa ku globalnemu optimu priblizovala metoda H-matice, 0 Com sved¢i aj

najvacsi pocet iteracii.

Matematicky zapis globaneho minima tGcelovej funkcie:

min f (x4,X;) = minJ(2;0.1058) = —2,0218

Ako mdézeme vidiet’ z rieSenia, tak pri réznych metddach na najdenie globalneho
minima je rozdielny €as vypoctu. Najvyhodnejsie je pouzit’ metodu, kde je najkratsi
¢as vypoctu, ¢ize konkrétne Vahovanli GerSgorinovu metodu pre pripad

(d; = x! = xF).
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Aplikacia metdéd podhodnocovania vSeobecnych nekonvexnych Cclenov je
zhrnuta v Tab. 3 av Tab. 4. Vypocet minimalnych vlastnych ¢isel funkcie zobrazuje
Tab. 3, kde sme pouzili metody na vypocet jednej alfa hodnoty . Vysledky v Tab. 4
zobrazuju pouzitie metdd na vypocet odlisnych alfa hodnoét, Co je vel'mi ucinny sposob

ako znizit' pocCet iteracii a maximalnu separa¢nt vzdialenost’ medzi funkciou f a jej

podhodnotitel'om.
METODY HODNOTA «a
Gersgorinova metéda 21,9208
Metéda E-matice pre pripad E = 0 21,8812
Metéda E-matice pre pripad E = diag(AA) 21,8812
Mori a Kokame metoda 57,6095
Metoda relaxovaného Hessianu 21,8812
Kharitonova metéda 21,3493
Hertzova metoda 20,5326

Tab. 3 Vysledky pre vzorovy priklad 2 pouZitim metéd na vypocet

jednej a hodnoty

Z Tab. 3 vidime, Ze vSetky metddy maju priblizne rovnaké alfa hodnoty, okrem
Mori a Kokame metdody, ¢o moze byt podmienené vys$§im poctom iteracii ako mézeme

vidiet’ v Tab. 2.
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METODY HODNOTA a
Vahovana GerSgorinova metoda (d; = 0) 1,9207 21,9207
Vahovana Ger$gorinova metéda (d; = x! — xI) 1,4207 22,6707
Metoda H-matice 21,8812 21,8812
Metéda maximalnej separacnej vzdialenosti 1,9075 21,9406

Tab. 4 Vysledky pre vzorovy priklad 2 pouZitim metéd na vypocet
odliSnych a hodnot

Ako mozeme vidiet’ z vysledkov v Tab. 4, je len jedina metdda na vypocet

odlisnych hodnét parametra a, ktora ma obidve alfa hodnoty rovnaké a to je metdéda H-

matice.
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2.3 Vzorovy priklad 3

Ugelova funkcia ma nasledovny tvar (Floudas a kol., 1990):

min, f = —xq — xy (2.25)
x, € [0; 3]
x, € [0; 4]

Ciel'om je najdenie globalneho minima ucéelovej funkcie pomocou aBB algoritmu

vyuzitim metéd konvexného podhodnocovania nekonvexnej funkcie.

Najprv spravime analyzu jednotlivych ¢lenov ucelovej funkcie a jej obmedzeni:
> Ukelova funkcia
%, - linedrny ¢len (LT)

X, - linedrny ¢len (LT)

» Obmedzenia
x, —2x{ +8x3 —8x2 -2<0 - nekonvexné ¢leny (ATNT)

x, — 4xf + 32x7 — 88x% + 96x; —36 <0 - nekonvexné ¢leny (ATNT)

Z analyzy jednotlivych clenov je zrejmé, Ze je treba podhodnocovat obidve
obmedzenia, pretoze sa spravaji ako nekonvexné ¢leny. Podhodnotitel’ nekonvexného

¢lena vytvorime nasledovnym spdsobom :

» Podhodnocovanie v§eobecnych nekonvexnych ¢lenov:
* Funkcie maju tvar:
g1(x) = x, — 2x§ + 8x3 — 8x% — 2
g2(x) = x, — 4x{ + 32x7 — 88x2 + 96x; — 36
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Podhodnotitel’ bol vytvoreny na zaklade uz spominaného vztahu (1.3.2) :

Lq, (x) = ATNT(x) + aZ(xiL —x ) = x,)

=x, —2xf +8x3 —8x2 — 2+ ay[(xY —x)(xk — x)) +
+ (x5 — %) (x5 — x3)]

(2.26)

Lq,(x) = ATNT(x) + ozZ(xiL ~X Xx,” - xi)

= x, — 4x{ + 32x3 — 88x% + 96x; — 36 + a,[(x¥V — x)(xl — x)) +
+ (g — x2) (x5 — x2)]

(2.27)

Celkovy podhodnotitel’ podl'a vzt'ahu (1.2.10) nadobtida nasledovny tvar:
" L(x) =Lqa(x) +CT(x) +LT(x) = —x; — X3 + Lg, + Lg,

(2.28)

Vo vzt'ahoch (2.26) mame neznadmu parameter a; a vo vztahu (2.27) parameter «,.
= Potrebujeme poznat’ Hessovu maticu Hy, (x) funkcie g, (x)

091

a_)q(xllxz) = —8xf + 24xf —16x;
%‘le(xl,xz) = 24x? — 48x, — 16
Z—i:(xpxz) =1

%f;(xpxz) =0

ey G170 =0
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0%9:
0x,0x;

(X1, Xz) =0

(2.29)

2 _ _
Hy, (o y) = |24 =40 =16 (2.30)

= Potrebujeme poznat’ Hessovu maticu Hy, (x) funkcie g,(x)

99:
dxq

6292 2
W(xl,xz) = —48x; + 192x, — 176

dg
a_xz (x1,x) =1

62g2
@ (x1,x2) =0

(x1,%,) = —16x3 + 96x% — 176x, + 96

0%g,
dx,0x,

(x1,%3) =0

0%g,
0x,0x,

(xlﬂ xZ) =0

(2.31)

—48x? +192x, — 176 0
ng (x! J’) = X1 1 O]

. (2.32)

Cielom je ndjst’ dolnti a hornt hranicu ucelovej funkcie ajej hodnotu. Ked’ze
Hessova matica v pripade prvého aj druhého obmedzenia ma iba jeden nenulovy prvok,
tak skoro vSetky metody davaju rovnaku alfa hodnotu. Vysledky pre vzorovy priklad 3

pouzitim metdd, ktoré st teoreticky opisané vyssie v tejto praci su nasledovné:
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> presnost’ £ = 1071

CPU P_OPT JuU ITERACIA
GerSgorinova metéda 164.0975 | 2.3295,3.1785 | -5.5080 17
Metoda E-matice (E = 0) 163.7542 2.3295, 3.1785 -5.5080 17
Metéda E-matice (E = diag(AA)) | 116.7667 | 2 3295 3.1785 | -5.5080 17
Mori a Kokame metoda 453.7445 2.3295, 3.1785 -5.5080 25
Metoda relaxovaného Hessidnu 164.1911 | 23295, 3.1785 | -2.5080 17
Hertzova metoda 168.3875 | 2.3295,3.1785 | -5.5080 17
Tab. 5 Vysledky pre vzorovy priklad 3 pouZitim metéd na vypocet
jednej a hodnoty
CPU P_OPT JU ITERACIA
Vahovana GerSgorinova metéda 162.0226 2.3295 | _55080 17
(d;=0) 3.1785
Vahovana GerSgorinova metéda 199.1197 2.3295 | _55080 17
(d; = x/ - x}) 3.1785
Metéda H-matice 3.1773e+003 | 2.3295 | _55080 17
3.1785
Metoda maximalnej separacnej 1.6558e+003 | 2.3295 | _55080 17
vzdialenosti 3.1785

Tab. 6 Vysledky pre vzorovy priklad 3 pouzitim metoéd na vypocet

odliSnych a hodnét

Tab. 5 a Tab. 6 zobrazuje vysledky pre prvu presnost, avSak pre d’alSie zvolené

presnosti su hodnoty globalneho optima rovnaké, meni sa len €as vypoctu a pocet

iteracii. V danom priklade algoritmus alphaBB pocita s relativnou presnostou.
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=101 £=1072 =103
Ger3gorinova metoda 164.0975 827.5853 1.0314e+003
Metoda E-matice (E = 0) 163.7542 811.6420 986.2695
Metoda E-matice (E = diag(AA)) 116.7667 838.7082 1.0467e+003
Mori a Kokame metéda 453.7445 1.0531e+003 1.1118e+003
Metoda relaxovaného Hessianu 164.1911 851.7967 1.0579e+003
Hertzova metoda 168.3875 912.6215 1.1296e+003
Viahovana Gersgorinova metéda 162.0226 818.0068 1.1033e+003
(d; =0)
Vahovana Gersgorinova metéda 199.1197 1.0292e+003 1.2815e+003
(d; = x{—xb)
Metéda H-matice 3.1773e+003 | 1.8520e+004 2.5919e+004
Metéda maximalnej separacnej 1.6558e+003 | 1.0379e+004 1.3608e+004
vzdialenosti

£=10"* | £=10" e=10"°
Ger3gorinova metéda 1.0827e+003 | 1.1932e+003 | 1.2471e+003
Metoda E-matice (E = 0) 1.0146e+003 | 1.0148e+003 | 1.0581e+003
Metéda E-matice (E = diag(AA)) 1.0353e+003 | 1.0364e+003 | 1.0604e+003
Mori a Kokame metéda 1.1139e+003 | 1.1123e+003 | 1.1209e+003
Metéda relaxovaného Hessidnu 1.0401e+003 | 1.0087e+003 | 1.0284e+003
Hertzova metoda 1.2108e+003 | 1.1385e+003 | 1.1307e+003
Viahovana Ger$gorinova metoda 1.0360e+003 | 1.0573e+003 | 1.0701e+003
(d; =0)
Vahovana Ger$gorinova metoda 1.2930e+003 | 1.2610e+003 | 1.2605e+003
(d; = x{—xb)
Metéda H-matice 2.2872e+004 | 2.2878e+004 | 2.6217e+004
Metéda maximalnej separaénej 1.2974e+004 | 1.2735e+004 | 1.2726e+004

vzdialenosti

Tab. 7 Porovnanie ¢asu vypoctu danych metdéd pri ré6zne zvolenej presnosti
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V Tab. 7 su =zobrazené vSetky metddy podhodnocovania vSeobecnych
nekonvexnych ¢lenov, o mdzeme vidiet' v riadkoch tabul’ky a v stipcoch porovnavame
¢as vypoctu pre rozne zvolené presnosti. Ako si mézeme vSimnut’, tak z dosiahnutych
vysledkov je jasné, ze najlepsi Cas vypoctu pri rézne zvolenej presnosti dosiahne
metéda E-matice pre pripad E = diag(AA), ato konkrétne pre presnost &= 1071,
Najdlhsi ¢as vypoctu dosahuje metéda H-matice pri presnosti € = 1076, pretoze patri
medzi iteratné metoddy. Z tohto dovodu trva dlhsie, kym algoritmus skonverguje ku
globédlnemu optimu.

Zaujimavé je, ze pri kazdej tolerancii najdeme rovnaké globalne optimum. To
znamena, ze akonahle je dovoleny priestor premennych x; a x, dostatoéne
zredukovany, je mozné najst skutocne globalne optimum aj s velmi malou

pozadovanou presnost'ou (vel’kou hodnotou tolerancie).

Metddy na wpocet jednej alfa hodnoty

1400 ¢
——
1200 B
i
1000
w,
2
&) 800
=} |
0 | ]
8 [
S 600 SRA i
> LTI
% | ‘ !!
>O \ IR
400 Gergorinova metdda i
Metoda E-matice (E=0) \ i
Metéda E-matice (E=diag(deltaA) \
200 Mori a Kokame metdéda )
Metdda relaxovaného Hessianu 3
o R Hertzova metoda LU
10° 10° 10" 10° 107 10"

presnost’

Obr. 3 Porovnanie metéd na vypocet jednej alfa hodnoty pri rézne zvolenej

presnosti
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Obr. 3 znazornuje grafické porovnanie Casu vypoctu metodd na vypocet jednej a

hodnoty. Ako moézeme vidiet, tak priebeh metody E-matice pre pripad E = 0 a

E = diag(AA), metddy relaxovaného Hessianu je priblizne rovnaky.

Metody na wpocet roznej alfa hodnoty
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4 —— \
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Vahova GerSogorinova metoda (in-x:‘)
N
] . N
Metoda H-matice O
Metdda maximalnej separacnej vzdialenosti
102= F_F FFFFFFF F F F FFEFFF F F F FFFFFF F F F FFPPFE rrrrE
-6 5 -4 -3 2 -1
10 10 10 10 10 10

presnost
Obr. 4 Porovnanie metéd na vypocet réznej alfa hodnoty pri réozne zvolenej

presnosti

Z obr. 4 vidime porovnanie ¢asu vypoctu metod na vypocet roznej alfa hodnoty

pri rozne zvolenej presnosti.
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e=10"1 | £=102% | e=10"3 | £¢=10"* | =105 | £¢=10"°
Gersgorinova metoda 17 55 66 68 72 76
Metéda E-matice (E = 0) 17 55 66 68 72 76
Metéda E-matice 17 55 66 68 72 76
(E = diag(AA))
Mori a Kokame metoda 25 70 80 84 88 76
Metéda relaxovaného 17 55 66 68 72
Hessianu
Hertzova metoda 17 55 66 68 72 76
Viahovana Gersgorinova 17 55 66 68 72 76
metoda (d; = 0)
Vahovana Gersgorinova 17 55 66 68 72 76
metoda (d; = x — x})
Metéda H-matice 17 55 66 68 72 76
Metéda maximalnej 17 55 66 68 72 76

separacnej vzdialenosti

Tab. 8 Porovnanie poé¢tu iteracii danych metéd pri réozne zvolenej presnosti

V Tab. 8 st zobrazené v riadkoch metddy pre vypocet jednej alfa hodnoty

ataktiez aj metody pre vypodet odlidnych alfa hodnét a stipce reprezentuju pocet

iteracii. Vidime, ze vSetky metody, okrem metédy Mori a Kokame skonverguji ku

globalnemu optimu za rovnaky pocet iteracii pri réznej hodnote presnosti.
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ZAVER

Cielom diplomového projektu je implementacia algoritmov na néjdenie
minimalnych vlastnych cisel intervalovych matic pre rieSenie problémov globalnej
optimalizacie. Dalej praca obsahuje kniZnicu funkcii na rieSenie istej skupiny
matematickych problémov.

Metody globalnej optimalizacie je mozné rozdelit’ na dve vel'ké skupiny, a to na
deterministické metody a stochastické metddy. RieSenie deterministickej metody, a to
konkrétne metddy vetiev a hranic je uvedené v kapitole 2, ako aj pouzitie danych
algoritmov. Algoritmy slizia na hladanie minimalnych vlastnych Ccisel, kde
potrebujeme poznat’ jednu hodnotu alfy a d’alSie slizia na hl'adanie odlisnych a hodnét.
Spravna funk¢nost’ algoritmov a vlastnosti danej triedy iteratnych metod boli

otestované na konkrétnych prikladoch.

Vo vzorovom priklade ¢islo 1 sme podhodnocovali obmedzenie typu nerovnosti,
pretoze ucelova funkcia je linearna. Podhodnotitel’ nekonvexného ¢lena bol vytvoreny
troma r6znymi spOsobmi.

Vo vzorovom priklade Cislo 2 sme otestovali funkcnost’ metod podhodnocovania
vSeobecnych nekonvexnych ¢lenov, ale vo vzorovom priklade ¢islo 3 sme otestovali
dané algoritmy pre viaceré presnosti priblizovania sa ku globalnemu optimu ato
konkrétne pre Sest’ presnosti.

Vzorové priklady sluzia na ilustraciu pouzitia metddy vetiev a hranic
a otestovanie danych funkcii.

Pokracovanim tejto prace modze byt aplikacia existujicich a vyvoj novych
stratégii vetvenia. Proces vetvenia v alphaBB algoritme ma vplyv na rychlost

konvergencie, ked’Ze podhodnotitel Casto zavisi od hranic premennej (Repcikova,
2009).
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PRILOHY

Na prilozenom CD sa nachadzaji metdédy na vypocet jednej alfa hodnoty
a metody na vypocet roznej alfa hodnoty. Dané programy pozostavaji zo suborov typu

m-file a sptstaji sa v prostredi MATLAB. Dalej CD obsahuje vietky vzorové priklady

na najdenie globdlneho optima.
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