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Abstrakt

Tato praca sa venuje rieSeniu problému explicitného prediktivneho
riadenia (eMPC), ako zjednodusit evaluiciu riadiaceho pravidla.
Ak je riadenie vyrieSené parametricky, dostaneme po cCastiach
afinnu funkciu (PWA), ktord mapuje vektor stavov do vektora
optimalnych akénych zasahov. Venujem sa mriezkovej reprezentacii
PWA funkcie. V préci som vytvoril matlabovské algoritmi pomo-
cou, ktorych sa da tato reprezentécia zjednodusit. V désledku ¢oho

sa urychli celd evaluacia riadiaceho pravidla.

Klacové slova: explicitné prediktivne riadenie, po castiach

afinna funkcia, mriezkova reprezentacia.

Abstract

This thesis addresses solution of explicit model predictive control
(eMPC) problem, specifically to simplification of the explicit
control law. If the solution is parametric we deal with piecewise
affine function (PWA), which maps vector of states into vector
of optimal control inputs. T focus to a lattice representation of
PWA function. T created matlab algorithms which simplify this
representation. This simplification leads to faster evaluation of the

control law.

Keywords: explicit model predictive control, piecewise affine

function, lattice PWA.
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Kapitola 1
Uvod

Prediktivne riadenie s modelom (MPC) sa pouziva v8ade tam, kde treba riadit zlo-
7ity systém a dodrziavat ohranic¢enia, ako je napriklad bezpecna teplota, presnd kon-
centracia alebo limity materidlu. Riadiace pravidlo sa ziskava rieSenim ohrani¢eného
optimaliza¢ného problému v kazdom riadiacom cykle. Ak narasta pocet premennych
v optimaliza¢nej ulohe, narasta tiez ¢as vypoctu, ktory moze Tahko prekrocit dlzku
riadiaceho cyklu. Je preto nevyhnutné najst taky optimaliza¢ny pristup, ktory bude
spliiat takéto ohranicenie. Jednym z rieSeni je explicité MPC[1]. Vystupom explicit-
ného MPC je rieSenie vo forme pocastiach afinnej funkcie(PWA), ktora je definovana
nad stavovym priestorom optimaliza¢nej ulohy. Uloha vypo&tu optimalneho akéného
zésahu sa zredukuje na néjdenie aktivnej afinnej funkcie v tabulke afinnych funkcii.
Bezne pouzivanou metdédou na néjdenie aktivnej afinnej funkcie pre dané x je sek-
ven¢né prehladavanie, alebo binarne prehladévacie stromy. V svojej praci sa venujem
mriezkovej reprezentacii PWA funkcie[1] z rieSenia, ziskaného z multiparametrického
toolboxu|2]. Wenn a kolektiv vo svojom ¢lanku [1| navrhli dve lemy pomocou ktorych
sa da jednoducho, ale efektivne znizit zlozitost mriezkovej reprezentacie.

V prvej kapitole uvediem zékladné definicie, ktoré dalej vo svojej praci pouzivam,
vysvetlim prediktivne riadenie s modelom v redlnom case ako aj explicitné prediktivne
riadenie. Druha kapitola sa venuje pravidlam na zjednodusenie PWA funkcie v mriez-
kovej reprezentacii. V tretej kapitole demonstrujem efektivnost tohto zjednoduSenia

na niekolkych PWA funkciach.



1.1 Zakladné definicie

V tejto kapitole zadefinujem pojmy, ktoré d'alej budem pouzivat.

Definicia 1.1 Konvexna mnoZina:[3] Mnozina C je konvexné ak kazda tsecka spaja-
juca 2 body z mnoziny C lezi tie7 cela vo vnutry C. {z|z = 0x; + (1 — 0x2), Vo, 29 €

C,v0,0<0<1}CC.

(a) Konvexna mnoZina (b) Nekonvexna

mnozina

Obr. 1.1: Hustracia konvexného a nekonvexného utvaru.

Definicia 1.2 Okolie bodu:[4] Okolie bodu = € R" je mnozina bodov, ktoré lezia vo

vnutri gule so stredom v x a polomerom e.

Definicia 1.3 Uzavretd mnozina:[4] Mnozina S je uzavreta vtedy, ak kazdy bod,

ktory nie je z S mé okolie ktoré nie je z S.

Definicia 1.4 Ohrani¢end mnozina:[4] Mnozina S je ohrani¢ena v R™ ak vieme najst

gulu B, = {x € R"|||z||2 < €} s polomerom € < inf, ktora obsahuje celd mnozinu S.

Definicia 1.5 Kompaktna mnozina:[4] Mnozina je v R" je kompaktna ak je uzavreta

aj ohranicena.

Definicia 1.6 H-Polyhredon:[5] Konvexnd mnozina S C R" rerezentovana ako prie-
nik kone¢ného poc¢tu uzavretych polpriestorov sa nazyva H-Polyhredon. S = {z €
R"S%z < 8%}, kde S® € R?*", S° € RY, ¢ je pocet pol-priestorov ktoré vytvaraji

polyhedron a operator < vyjadruje porovnanie vektorov po prvkoch.

Definicia 1.7 H-Polytop:[5] Ohrani¢eny polyhedron P CR" P = {x € R" | P*x <
P°} sa nazyva H-Polytop.



Definicia 1.8 (V-polytop, [5]): Polytop moéze byt tiez reprezentovany konvexnou

kombinéaciou jeho vrcholov V)
Up Up
P={zxeR" |x:Zain(i),O§ai§1,Zai:1} (1.1)
i=1 i=1

kde V})(i) oznaeuje i-ty vrchol P a v, je celkovy pocet vrcholov z P.

/N

-

E i i \ i / i i i
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(a) H-reprezentacia polytopu (b) V-reprezentacia polytépu

Obr. 1.2: Tlustracia V-reprezentécie a H-reprezentéicie polytopu

Definicia 1.9 (Dimenzia polytopu, [6]): Polytop P C R" je dimenzie d < n, ak
existuje d-rozmerné gula s radiusom € > 0 obsiahnuta v P a neexistuje ziadna (d-+1)-

rozmerna gula s radiusom € > 0 obsiahnuta v P.

Definicia 1.10 (Stena, Vrchol, hrana, hrebeii, aspekt, [6]): Linearna nerovnost a’x <
b plati pre vSetky x € P. Podmnozina F polyhedronu sa nazyva stena v P, ak moze

byt reprezentovana ako

F=Pn{zreR"a"s =0} (1.2)

pre niektoré platné nerovnosti a’x < b. Steny polyhedronu P dimenzii 0, 1, (n-2) a

(n-1) sa nazyvaju vrcholy, hrany, hrebene, respektivne aspekty.

Definicia 1.11 (Minimélna reprezentacia polytopu, [6]): Hovorime, ze polytop P C
R" P = {z € R* | Pz < P°} je minimélnou reprezentéciou ak odstranenie hoci-
jakého z riadkov z P C R", P = {x € R" | P*x < P°} ho zmeni. Inymi slovami

neobsahuje ziadne redudantné riadky.



1.2 Online MPC

V tejto kapitole vysvetlim tilohu prediktivneho riadenia s modelom(MPC) a jeho vy-
hody. Hlavnou myslienkou MPC, je vytvorenie matematického modelu riadeného pro-
cesu, ktory charakterizuje jeho vyvoj pocas niekolkych krokov do buducnosti [6]. Do
tohto modelu sme schopny zahriiit ekonomické, technologické a bezpecnostné kri-
téria vo forme ohrani¢eni. Potom rieSenie optimalizacného problému vedie k vys-
Siemu ekonomickému vytazku a niz§im rizikAm pri operécii riadeného zariadenia.
Moznost zahrnut ohrani¢enia do tlohy riadenia je jednou z najvicsich vyhod MPC
oproti inym typom riadenia. Cielom prediktivneho riadenia je vyrie§it ohranic¢eny
optimalizac¢ny problém, ktorého rieSenim je sekvencia optimalnych akénych zasahov
u’ = [uf,ul, ..., u’], ktory minimalizuje pozadovanu veli¢inu (napriklad spotrebu pa-
liva) s tym, ze respektuje vSetky stanovené ohranicenia. V praxi sa v i-tom riadiacom
kroku vypocita vektor u a aplikuje sa prvy ¢len vektora akénych zasahov a ostatné sa
zahodia.V dalSom kroku sa na zaklade novych merani vyrieSi optimaliza¢ny problém
a znova sa aplikuje iba prvy ¢len vektora optimalnych akénych zasahov, tento cyk-
lus sa opakuje v kazdom kroku riadenia. Z tohto mechanizmu vyplyva jeden dolezity
predpoklad. A to je vyrieSenie celého optimaliza¢ného problému a aplikovanie u} na
riadeny systém v ¢asovom intervale jedného riadiaceho kroku. V pripade, Zeby sme
tiato operaciu neurobili v danom c¢asovom intervale, moze dojst k nestabilite celého
systému. Cim mame mensi ¢as medzi jednotlivymi akénymi zasahmi, tym potrebujeme
vykonejsi hardware s prislusnym opera¢nym softwarom na riesenie daného optimali-
zacného problému. Toto je hlavny doévod preco je online MPC vyuzivane prevazne
na systémy s pomalou dynamikou. Preto ked sa rozhodujeme pre prediktivne riade-
nie v readlnom ¢ase, musime sa brat do uvahy dolezité faktory. Zlozitost riadeného
systému a jeho modelu, nase oc¢akavania a cenu hardwaru, softwaru ktory chceme
na riadenie pouzit. Vac¢sinou chceme vyrieSit optimalizacny problém ¢o najrychlejsie
a pomocou ¢o najlacnejsiecho hardwaru. Napriklad Digital Signal Processors (DSP),
Field Programmable Gateway Arrays (FPGA), alebo Programmable Logic Control-
lers (PLC)[6]. V porovnani s osobnym pocitac¢om, ktory je vybaveny CPU, maju tieto
zariadenia mensiu vypoctovi silu a ovela menej pamite, kde mozeme ukladat udaje.

Prave tu spociva vyzva v navrhu prediktivneho riadenia.
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1.3 Offline MPC

Ako som spomenul v predoslej sekcii implemetacia prediktivneho riadenia v real-
nom ¢ase, je naro¢na pre procesy s kratkou periodou riadenia (rddovo milisekundy
a menej). AvSak pokial, je rieSenie optimalizaéného problému urobené parametricky
[6] dostaneme explicitné rieSenie vo forme regulatora. Takyto regulator je vo forme
PWA funkcie, ktord mapuje stav x na vektor optimalneho riadiaceho zédsahu u*, pre
akukol'vek hodnotu x z oblasti rieSsenia. PWA funkcia je uloZzena v pamiti vo forme
tabulky. Pocas riadenia, uz nieje potrebné riesit zlozity optimaliza¢ny problém, ale
sta¢i len najst vhodné rieSenie a vydcislit prislusni afinnu funkciu. Tato operacia sa
da vykonat v priebehu mili az mikro sekind. V pripade pouzitia multiparametrického
toolboxu[2] dostaneme PWA funkciu vo forme u* = fpywa(z) = Foox + G, ak x € P,
pre P, = {z|H, < K,}, kde r = 1,..., R a R je rovny poctu regiénov nad ktorymi
je definované riesenie. Této ¢ast sa vykona off-line. Pri on-line vypocte sa v kazdom
kroku vyhodnoti fpwa(x) pre x = x(t) v kazdom riadiacom cykle. Aby explicitné

prediktivne riadenie fungovalo v praxi, musia byt splnené 3 kritéria:|6]
1. musi byt mozné vypodcitat PWA reprezentaciu fpwa(x).

2. musime byt schopny ulozit vSetky parametre PWA funkcie v pamiti nasej ria-

diacej jednotky, t.j. matice F,., G, H,, K, pre v8etky r =1, ..., R.

3. musi byt mozné vycislit fpwa(z) pre hocijaké © = z(t) v priebehu jedného

riadiaceho cyklu.

11



1.4 Sposob evaluacie explicitného prediktivneho ria-

denia

1.4.1 Sekvenc¢né prehladavanie

Ide o ¢asovo najdrahsi pristup, ktory spoc¢iva v postupnom prehladavani regiénov. Ci
je x € P; sa postupne overuje pre i = 1, ..., R. Ak plati nerovnost H,x < K, pre vSetky
riadky matice H, tak sme nasli prislusny region. Potom z pamite nacitame matice F,
a G, a vy¢islime F,z + G,. V najhorSom pripade néro¢nost tohto algoritmu je O(R),
kedze prehladame vSetkych R regionov. Z toho vyplyva, ze budeme musiet spravit Ny
nasobeni, Ny s¢itani a Ny porovnani pocas prehladavania. Nasledne m * n nasobeni
a m s¢itani na vycislenie F,.x + G,. N; je pocet hran {P.}E | alebo N; = S He

r=1*

1.4.2 Binarne prehl'adavacie stromy

Tato metoda spociva v rozdeleni regionov P, do binarneho prehladévacieho stromu a
tym sa zredukuje zlozitost na O(logs R). Algoritmus je nasledovny. V kazdom kroku,
je najdend rovina, ktorad rozdeli priestor rieSenia pomocou linedrneho programovania.
Mnozina {P,}, je rozdelena na dve podmnoziny P;_ a Py, s priblizne rovnakou kar-
dinalitou. Algoritmus pokracuje novo vzniknutymi podmnozinami, az kym kardinalita

podmnoziny nieje rovna jednej|6].

1.4.3 Intervalové prehl'adavacie stromy

Idea tejto metody, je vo vibere niekol’kych oblasti z mnoziny { P, }X , ktoré by mohli

obsahovat z¢. Nésledne su kandidati prehladany. Samostny strom je prehladany so
zlozitostou O(loga R), avsak teoreticky v najhorSiom pripade mozeme ziskat az R kan-
didatov, ¢o znamend, ze ¢asova naro¢nost moze byt az O(R). Napriektomu pripady
7z praxe davaju velmi dobré vysledky|6]. Tieto tromy sa daji vytvorif s pouzitim
O(R) zlozitym lineArnym programovanim, pre porovnanie pri binarnych prehlTadéva-

cich stromoch je naro¢nost O(R?).
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1.5 PWA funkcia

Kvalita linearizacie funkcie rastie s po¢tom bodov v okoli ktorych je funkcia linearizo-
vana. Ozna¢me si fi, (@, u) ako linearizaciu f(x,u) okolo i-teho bodu. Ak spravime

ny, tychto aproximéacii dostaneme:

frina

fring

| frinN |

0.9 s

08 #

07 - Py
-

06— -
-

041

0.3

0214,
p

0.1

Obr. 1.3: Ukazka klesajtcej kvality linearizacie funkcie f(x) = /x

Na vybratie ktora z linearizacii bude pouzita na konkrétne u a x pouzijeme agre-
gator funkcie. Matematicky povedané f(x,u) ~ g(F,z,u).Ak vyuzijeme agregator na

zéklade selekcie

9(F,z,u) = frini(z,u) ak e P; (1.4)
u

kde P; znaci region x-u priestoru, kde i-ta linearizacia dominuje nad vSetkymi os-
tatnymi. P; moZeme chéapat tiez ako region platnosti frryi(z,u). Toto sa nazyva po
¢astiach affina ( linearna) funkcia, skratene PWA. Z definicie je zrejmé, Ze rozmery
matice, v ktorej chceme uchovat koeficienty pri jednotlivych premennych x a u zavi-
sia od ich poc¢tu ako aj od poctu regionov, nad ktorymi je PWA funkcia definovana.
Cize matica parametrov bude mat rozmery ny X (ng + ny). Z toho vyplyva, ze len
na uloZenie vSetkych ¢isel potrebujeme m x (n, + n,)Xx pocet bitov na jedno ¢islo
s desatinnou ¢iarkou pre jeden region PWA funkcie. Toto ¢islo eSte treba vynéasobit
poc¢tom regiénov, aby sme dostali celkovy pocet bitov ktoré dana PWA funkcie bude v

pamaéti hardwaru zaberat. Pocet regionov vplyva na najhorsi pripad algoritmu, ktory

13



hlada, kde sa x nachadza. Na evaluaciu vplyva velkost vektora x a u. Druhy sposob
ako ulozit PWA funkciu je v min-max forme. Vtedy je cela PWA funkcia prepisana
do formy minima z maxim afinnych funkci. V tomto zapise uSetrime pamét, lebo

nemusime zapisovat matice, ktoré definuju regiony, konkrétne H a K.

14



Kapitola 2

Definicia problému

Ak chceme zrychlit evaludciu PWA funkcia mame na vyber bud zniZit po¢et premen-
nych x a u, ale znizit pocet regiénov, na ktorych je PWA funkcia definovanéa. Prvy
pripad je z praktického hladiska naro¢ny, niekedy az neprijatelny, preto sa venujem
druhému sposobu. V sucastnosti je navrhnutych niekolko sposobov ako tento prob-
lém riesit, napriklad zlu¢ovanie regionov|7|, clipping filter|8] alebo prepis celej funkcie
do mriezkovej reprezentacie|[l]. Z tychto metdd som si vybral tretiu, a venujem sa

matlabovskej implementacii algoritmov na zjednodusie mriezkovej reprezentéacie.

2.1 Existujtce pristupy optimalizacie

2.1.1 Zlucovanie regiénov

V explicitnom rieseni sa stava, ze niektoré regiony zdielaji rovnaké riadiace pravidlo.
Cize F, = F, a G, = Gy. Tieto opakujiice sa matice, len zbytoc¢ne zaberaji miesto
a preto mozu byt nahradené smernikom na prvy vyskyt matic F, a G,. Regiony s
rovnakou afinnou funkciou mézu byt zlacené do vacsich celkov, tak aby sa zachovala
konvexnost regionov|6]. Vysledok bude nova PWA funkcia fow (), ktora je ekviva-

lentn4 originalu. Inak povedané prA(:U) = fpwa(x), Vo € U;P;.

2.1.2 Mriezkova reprezentacia

Ak je PWA funkcia spojita na celom definiénom obore, mézeme ju prepisat do tzv.mriezkovej
reprezentacie. Mriezkova reprezentacia vyjadri cela PWA funkciu v tvare min-max

funkcie. Zadefinujem teraz maticu $truktiry[1]:
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Definicia 2.1 Nech /;(z) = a;x + B, prex € P; a l;(x) = ajz + B, pre © € Pj, kde

P; aj P; su regiony toho istého polyhedronu a ¢;(x) aj ¢;(x) su jednotlivé linearne

funkcie zo spojitej PWA funkcie. Potom:

by =
7o

U = [1;;]M*M je matica Struktiry.

Priklad: majme nasledujicu PWA funkciu:

p

l1:$+5

1 ak l;(x) > £i(x)

nak

ak x € Py = [—6, —4]
ak x € Py = [—4, -2]
ak x € Py = [-2,0]
ak x € Py =10,2]

ak x € Ps = [2,4]

Obr. 2.4: Graf PWA

Matica struktiary bude vyzerat:

1S
I
o o o o =

1
1
0
0
1

funkcie z prikladu

e = =)
[ I T

1
1
0
0
1

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Tuto maticu vieme potom jednoducho prepisat do formy minima z maxim jednot-

livych linearnych funkcii. V nasledujicej kapitole ukazem, ze tato matica Struktiry je
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ekvivalentna nasledujticej min-max reprezentécii:
f(x) = min {l;, max {l4, 5} ,max(ls, ly), max {{3,l5}} (2.4)

Wenn vo svojej praci[l| uvadza lemu2, ktora zjednodusi porovnéavanie ¢i funkcia

(;(x) je na celom intervale vacsia ako ¢;(z).

Definicia 2.2 Nech R; a R; st dva n-dimenzionalne konvexné polytopy, kde ¢;(x), ¢;(x)
st ich lokalne linearne funkcie a i,5 € {1,..., M}. Potom matica $truktary ¥ =

[0 ]M*M moZe byt vypoéitand pomocou:

1 ak Ci(vg) > i(vg) v €{l,--- K}

/
q]“:
0 ak Ci(vg) < li(vg) v, €{1,--- K}

v

(2.5)

kde vy, znaci vrcholy polytopu R;, R; respektive a K je celkovy pocet tychto vrcholov.

Definicia 2.3 (Min-max reprezentiacia PWA funkcie,[1]):Majme maticu Struktiry
U = RVVN kde U;; € {0,1} a nech ¢;(x) = oyo + Bi,i = 1,---, N. Potom fun-
kcia f: R" — R:

f(z | ¥) = min { max {fj(x)}} (2.6)

1<i<N | 1<5<N,¥;;=1

sa nazyva mriezkova reprezentacia PWA funkcie.

Matica struktiry bude obsahovat i riadkov a j stipcov jednotiek a nil. Lahko sa
prepise do min-max formy. Prejdeme jednotlivo vsetkych i riadkov a v kazdom i-tom
maxime budeme hladaf maximum zo vietkych lokalnych funkcii, kde v j-tom stipci

sa nachéidza 1.
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Kapitola 3

Navrh rieSenia

Vo svojej praci [1] navrhol Wenn dve lemy ako zjednodusit mriezkovu reprezentaciu
PWA funkcie. Jedna sa o zjednodusenie matice struktiry po riadkoch, tiez nazyvani
RVS lema(row vector simplification lema) a zjednodusenie po stlpcoch, alebo CVS
lema (column vector simplification lema). V nasledujicich odsekoch ich uvediem. Vzdy

budem zac¢inat definiciou, matlabovskou implementéciou a prikladom.

3.1 Implementacia mriezkovej reprezentacie v Mat-

labe

V prilohe prikladam algoritmus na vytvorenie mriezkovej reprezentacie z Tubovolne;j
spojitej PWA funkcie. Vstup do algoritmu st matice F;, G; a P, ktoré vytvorime
pouzitim multiparametrického toolboxu|2]. Matica F; je matica koeficientov pri na-
Sich stavovych premennych x a G; je stlpcovy vektor konstant. Pn musime pomocou
funkcie extreme z MP toolboxu upravit na V-reprezentaciu ( reprezentéaciu polytopu
pomocou stiradnic jeho vrcholov). Cely algoritmus sa skladéa z jedného for cyklu v kto-
rom postupne prejde jednotlivé lokdlne linearne funkcie a druhého vnoreného cyklu v
ktorom su jednotlive funkcie navzajom porovnané a vyhodnotené na zaklade lemy?2.

Vystup z algoritmu je bindrna matica struktiry W.

18



3.2 Implementacia metoéd zjeduSenia mriezkovej re-

prezentacie

3.2.1 Zjednodusenie po riadkoch (RVS lema)

Definicia 3.1 (RVS lema, [1]): Nech f(z | ) : D € R" — R je LPWA funkcia

odvodena zo spojitej PWA funkcie s N linedrnymi tsekmi pouzitim definicie matice

struktary. Ak plati prvkova nerovnost ; —@; < 0 pre vSetky i,7 € {1,---, N} potom
existuje zjednodugena matica Struktary WO-D*N 7o plati:
fla|9) = f(z|¥) (3.1)

kde ¥ € RNXN - [9017 790N] a 1/} € R(Nil)XN - [9017 L, P5-1, P, 790N]-

Kedze jednoducho povedané RVS lema, hovori, 7Ze ak si rovnaké riadky, alebo v
opakujicom riadku je 1 na mieste kde v aktudlnom aktivnom riadku je 0, mo6zeme
opakujici riadok vylicit bez toho aby sme zmenili vyznam IPWA funkcie. Preto tento
algoritmus za¢ne prechadzat maticu Struktury a ak najde riadok nad ktorym je ak-
tivny riadok dominantny zmaze tento redundantny riadok a zvysné posunie o 1 hore.
Pokra¢uje nasledujucim riadkom az kym neddjde na koniec. Cyklus sa zastavi ked
algoritmus prejde posledny riadok matice. Vstup aj vystupom z algoritmu je matica

Strutary.

Ak aplikujeme tuto lemu na PWA funkciu z predoslého prikladu, dostaneme:

(1 1 0 1 1
01 0 1 1

=10 0 1 1 0 (3.2)
01 1 0 1

3.2.2 Zjednodusenie po stipcoch (CVS lema)

Najskor zadefinujem komparativne matice, ktoré v leme budem potrebovat.

Definicia 3.2 (komparativna matica, [9]): Bindrna matica C(l;) € BY*Y pre jednu
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i-tu afinnu funkciu /;(x)spojitej PWA funkcie je definovand ako:

(Gi>b)p, (G>0)p, -+ (L>l)py
€z>€ ) €1>€ €,>€
c) = ( | 2)p | 2) P, | ( .2)7>N (3.3)
(G >Un)p (Gi>Un)p, o+ (6> Un)py ]
kde
1 ak  mingeip, (Ci(x) — Li(z)) >0
0 inak
a mnozina komparativnych matic je:
Komparativne matice pre PWA funkciu z prikladu:
000 0 0 100 0 0
01111 00000
Cly)=10 0 1 1 1|,Cly)=C(ls)=10 0 1 1 1],
11111 11110
01 111 00 00O
- . _ - ; - (3.6)
100 00 00 00O
11000 00001
C(ls)=10 0 0 0 0],C(ls)=10 0 0 1 1
11100 00 00O
110 00 00001

Definicia 3.3 (CVS lema, [9]):Nech f(z | ¢) : D C R* — Rje IPWA funkcia defi-
novana na N linearnych regionoch. Nech U4 = ln(2) je lokdlna maximéalna afinna
funkcia f(x | »)podla definicie z nasledujticej sekcie a C' je mnozina komparativnych

matic funkcief(x | ¥). Potom mozeme aplikovat nasledujice pravidla:
1. Pre hocijaké i € {1,---, N}ak ¥;;,, = 1 nastavit ¥;; =0,Vj € {1,--- N} \'m
2. Pre hocijaké i,5,k € {1,--- N} ze U;; =1a Uy =1aj#k,

e ak k-ty riadok C(/;) obsahuje iba samé nuly nastavit ¥;; =0

e ak k-ty riadok C(/;) obsahuje iba samé jednotky nastavit W, = 0
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3. Ak ¥;; = 0,¥5 € {1,---, N} potom existuje zjednodusena matica Struktury
T € BV-D*N e plati
fla|9) = fla] W) (3.7)

Vstupom do algoritmu je matica §truktiry, matice F;, G; a matica suradnic vr-
cholov polytépu Pn. Algoritmus na zaciatku zavola pomocnu funkciu na vytvore-
nie vSetkych komparativnych matic. Funkcia vrati mnozinu komparativnych matic,
ktorta nasledne algoritmus prehlada aby naSiel riadky v ktorych st bud samé jed-
notky alebo nuly. Nésledne aplikuje column vector simplification lemu. Vystupom z
algoritmu je zredukovana matica Struktiry. Algoritmus ma eSte jeden volitelny vstup
options, ktory moze nadobidat hodnoty 1 alebo defaultne 0. V pripade jeho zvolenia,
algoritmus este pred prehladavanim mnoziny komparativnych matic zavola pomocnt
funkciu na najdenie maximalnej affinej ( linearnej) funkcie, ktora sice predizi ¢as ktory
algoritmus potrebuje na prebehnutie, ale dokaze este viac zjednodusit PWA funkciu.

V experimente sa venujem aplikicii aj s hfadanim supervektora, aj bez neho.

3.2.3 Maximalna afinna funkcia (MAF)

Definicia 3.4 (Maximalna afinna funkcia,[9]): MAF zo spojitej PWA funkcie £,,4, =

al ¥+ Bnje taka funkcia, Ze plati:
® lrar > a;‘-rx%—ﬂj?Vj e{l,--- ,N},z €P;
e maximalizuje k; pre k = 0; ak {4, > a]TaJ + B;,Vj € NY potom k =k +1

Inymi slovami MAF [,,,, ohrani¢uje zhora vsetky ostatné funkcie na vSetkych regi-
6noch. Pri viacerych vhodnych kandidatoch hladame taka funkciu, ktora je rovna
najvac¢siemu poc¢tu funkcii z PWA systému. V pripade, Ze najdeme takuto funkciu,
mozeme aplikovat prvy predpoklad z CVS lemi a tym zjednodusit min-max reprezen-
taciu.

Ak vyuzijeme MAF pri CVS leme na PWA funkciu z prikladu dostaneme ovela

jednoduch$iu min-max reprezentéciu:

f(x) = min {1, ly, max(ls,ly)} (3.8)
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Tabulka 3.1: Tabulka vysledkov experimentov:

PWA funkcia bez aplikacie ém  RVS lema CVS lema celkové zjednodusenie (%)

PW A(prikl) 12 10 7(4) 42(67)
PW A(exp.1) 33 22 11 67

3.3 Experiment - priklad

Experiment som urobil na 1 rozmernej PWA funkcii definovanej na 8 polytopickych
regionoch. Na PWA funkciu som aplikoval algoritmus na vytvorenie matice struktury.
Potom som ju zjednodusil pomocou RVS lemy. Vysledky pred a po tomto zjednoduseni
st uvedné v prvom a druhom stipci tabulky. Na tito zjednodugent maticu som potom
aplikoval CVS lemu s MAF aj bez neho. V pripade, 7e MAF priniesla Zelany vysledok

je uvedeny v zatvorke.

™)pwa
—_
W
T

e
W
T

|
<
W
\

Obr. 3.5: PWA funkcia z prvého experimentu

Vyslednd min-max reprezentacia PWA funkcie z prvého experimentu:

f(x)PWA — min {max (61, £2) ,max (gg, gg) , max (67, Eg) ,max (657 667 £7) , max (65, 68)}
(3.9)
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3.4 Zhodnotenie

Obréazok 3.6 ukazuje, ze algoritmi funguji spravne. Cervenou farbou som nechal vy-
kreslit novi zjednoduSenit PWA funkciu a modrou pévodni PWA. Cervena zjedno-
dusend, ktora bola aplikovana ako druhé tplne prekryla povodnt modri. Vo svojej
praci som ukazal, ze mriezkova reprezentacia PWA funkcie ma velky vyznam v ex-
plicitnom prediktivnom riadeni. Nielen kvoli tomu, 7Ze v paméti vypoctovej jednotky
zaberd menej miesta, ale aj vdaka jednoduchosti a efektivnosti zjednoduSovania jej
reprezentacie. V matlabe boli implementované algoritmy pre pracu s mriezkovou re-
prezentaciou PWA funkcie a jej optimalizaciu. Buduca praca bude spocivat v rozsireni
matlabovskych skriptov o funkcie prevodu medzi jednotlivymi formami PWA funkcie

(LPWA, PPWA, min-max).

{00y o

Obr. 3.6: Modra origindlna PWA funkcia je prekryta ¢ervenom zjednodusenou min-

max PWA.
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Kapitola 4

Prilohy

Na prilozenom CD sa nachadzaju vsetky algoritmy, ktoré som v praci pouzil. Tu uve-
diem, len ¢ast ktora sa zobrazi v Matlabe po zadani prikazu help.

function struct mat — structure matrix(Fi, Gi, Pn)

Algorithm creates structure matrix from matrices of continuous PWA function
Inputs

Fi = matrix of parameters

Gi — matrix of constants

Pn = matrix of polytope’s vertexes

Output

structure matrix

function struct_mat = row_ vector simplification(struct mat)
Algorithm simplifies LPWA by removing redundant rows

Input

structure matrix

Output

structure matrix

function [struct mat, C] = column_vector simplification(struct _mat, Fi, Gi, Pn,
varargin)

Algorithm simplifies LPWA function by removing redundant columns. If you would
like to search for maximal affine function, enter 1 as optional parameter after Pn

matrix.

———INPUTS===
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struct _mat = structure matrix
Fi, Gi = matrices of parameters from MPT toolbox

Pn = matrix of politopic vertexes
———0OUTPUTS——=—

structure matrix and vector of comparative matrices

TestBce

Jednorozmerna spojita PWA funkcia na testovanie algoritmov k Be.praci

Count_ fnc(sm)

Spocita pocet afinnych funkcii
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