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Abstrakt

Obsahom mojej bakalarskej prace je modelovanie komplexného systému predator — korist’
pomocou dvoch réznych metdd. Prva sa zakladd na znamom Lotka — Volterrovom modeli
predstavujucom systém nelinedrnych diferencidlnych rovnic. Pri tejto metdde pouzivam
poznatky z oblasti rieSenia obycajnych diferencidlnych rovnic a systémov diferencialnych
rovnic. Druha metdda je zaloZzena na ABM modeli s agentmi. V tomto pripade formulujem
pravidla, podl'a ktorych sa sprava redlny systém a nasledne pomocou nich tento systém
simulujem. Na simulaciou som pouzila prostredie NetLogo. V praci analyzujem citlivost
oboch modelov na zmenu parametrov atestujem spravanie modelu po externom zasahu.
Vytvorila som tiez oba typy modelov pre systém rozsireny o potravu koristi.

KPucové slova: systém predator — korist; diferencialne rovnice; Lotkov — Volterrov

model; ABM model; komplexné systémy



Abstract

In my bachelor thesis | study modeling of complex predator — prey system using two different
methods. The first method is based on well-known Lotka — Volterra model representing
a system of nonlinear differential equations. This method appears from knowledge of the
solutions of ordinary differential equations and systems of differential equations. The second
method is based on ABM model with agents. It is important to formulate rules that reflect the
real behavior of the system in the best possible way and then to use them for simulation. For
the simulation | have used the modeling environment NetLogo. In the thesis | analyze
sensitivity of both models with respect to variation of the parameters and test behavior of the
model after external intervention. Moreover, | have created two types of models which
include a food of prey extension.

Keywords: predator — prey system; differential equations; Lotka — Volterra model; ABM

model; complex systems
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Uvod

V poslednych rokoch sa vo svete objavuju nové vedné discipliny ako systémova biologia,
vypocCtova ekondmia, bioinformatika a mnoho dalSich. Prave tieto discipliny vyuzivaju
pocitacové simuldcie a analyzy, a tym poskytuju novy pohlad na tradi¢né discipliny.

Dnesny svet ¢eli mnohym problémom ako znecistenie Zivotného prostredia, populacné
epidémie, nahle zmeny klimy, narodnostna neznasanlivost a pod. Ide 0 tzv. komplexné
systémy, ktorych rieSenia mozZeme uz v sucasnej dobe hladat’ aj pomocou modelovania
a simulécii. Ide o zlozité systémy s velkym poctom casti, ktoré sa navzédjom ovplyviiuji a su
ovladané spétnou vizbou. Vicsinou sa jedna o nelinedrne systémy s chaotickym spréavanim.

Jednym z najjednoduchs$ich nelinearnych modelov, je systémovy model nazvany podla
znameho amerického matematika, fyzikalneho chemika Alfreda Jamesa Lotku (1880 - 1949)
a talianského matematika Vita Volterru (1860 - 1940). Ide o model systému predator - korist’,
ktory sa stal zakladom pre rieSenie komplexnych tloh z oblasti popula¢nej dynamiky, ale ma
aplikacie aj v inych oblastiach, napr. v chémii.

Vo svojej bakalarskej praci sa venujem diferencialnym rovniciam, obzvIast’ systémom
diferencidlnych rovnic, pretoze prave tie sa vyuzivaju pri modelovani zlozitych komplexnych
systémov. Ked’Ze systém diferencialnych rovnic predstavujicich Lotkov — Volterrov model
nemozno riesit’ analyticky (riesenie najdeme len v implicitnom tvare ako uroviiové mnoziny
istej funkcie dvoch premennych), na rieSenie sistavy rovnic vyuZijem numerické metody ako
Eulerova metéda a Rungeho-Kuttova metdda 4. radu. RieSenie uskuto¢nim v programe MS
Excel, kde vykreslim aj prislusné grafy rieSenia. Na zaklade odchylky tieto metody porovnam.
Spravanie takto najdeného priblizného rieSenia suhlasi aj s vlastnostami presného rieSenia ako
ich ocakavame na zaklade analyzy stacionarnych bodov a typu stability.

V prostredi NetLogo vytvorim model, ktory by mal odraZat’ redlnu situdciu a spravanie sa
vel'kosti populacie predatora a koristi vratane prvku nahody. Na zaklade tohto modelu
simulujem systém predator — korist' a vykreslim populaény graf, ktory popisuje vyvoj
populécie koristi a predatora v Case a populacnu krivku. Nakoniec zrealizujem analyzu

citlivosti, ktorou ur¢im vplyv parametrov na spravanie sa modelu.



1 Modelovanie a simulacia

1.1 Zakladné pojmy

Skor ako sa zacneme zaoberat’ konkrétnymi sposobmi modelovania, je potrebné si ozrejmit
vzt'ah medzi modelovanim a simulaciou. Pri modelovani vytvarame model, ktory predstavuje
zjednodusenie resp. abstrakciu reality. Model nereprodukuje skuto¢nost’ ¢o najpresnejsie, ale
zamerne ju zjednoduSuje atym nam pomaha pochopit’ Cast komplikovanej reality. Pri
simulacii berieme uz vytvoreny model auvadzame ho ,,do pohybu® asledujeme jeho
spravanie v roznych situacidch. Modelovanim a simuldciou komplexnych systémov sa
zaobera napr. R. Pelanek v monografii [1]. Tato kniha bola nasim hlavnym zdrojom pre tuto
kapitolu.

Modelovanie a simulaciu mézeme pouzit' na rozmanité Gcéely, napriklad v technickych
odboroch, kde pri modelovani sa snazime o maximdlnu presnost asimuldcia by mala
vierohodne reprodukovat’ spravanie realneho systému, pricom skusame rézne moznosti
navrhu a vyhodnocujeme zésahy do systému. Typickym prikladom je konstrukcia dopravnych
prostriedkov. Dal§im prikladom vyuZitia modelu moze byt meteorologia alebo finanénictvo.
V tychto pripadoch vyuzivame napriklad data z historie, pomocou ktorych model kalibrujeme.
Ak mame model hotovy, vyuZivame simulaciu na predpovedanie budiceho spravania.
U komplexnych systémov sa najastejSie vytvaraju modely, ktoré predstavuju nase hypotézy
0 fungovani systému a pomocou simulacie skimame, do akej miery jednotlivé hypotézy
odpovedaju realite.

Existuje vel'ké mnozstvo modelov, pricom niektoré druhy st tizko zviazané s konkrétnym
cielom (napr. hry sucenim a zabavou), vd¢sinu modelov vSak mdzeme pouzit rdéznymi
sposobmi. Pre nas bude najdolezitejsi pojem matematicky model. Tento typ modelu tvoria
matematické rovnice, ktoré vyjadruji stav sveta. Matematické modely mo6Zzeme d’alej rozdelit’
na dve kategorie. Prvl z nich tvoria opisné modely, ktoré udavaji vztah medzi premennymi v
urcitom ¢asovom okamihu, bez toho, aby sami o sebe vysvetlovali, preco tento vzt'ah plati.
Ide napriklad o $tatistické regresné modely, napr. vztah medzi HDP a ogakavanou dizkou
zivota. Druht kategoriu tvoria dynamické modely, ktoré opisuji, ako sa menia hodnoty

premennych v Case. Ide o diferencidlne rovnice, napr. vztah medzi velkostou populacie



predatora a koristi. Tieto modely sa nazyvaji aj analytické modely. Snazime sa vyriesit

system rovnic a najst’ rovnovaznu situciu.
1.2 Metody modelovania a simulacie

1.2.1 Matematické modelovanie

Téato metdda modelovania je zalozend na nasledujucich principoch:

e Stav systému vyjadrime pomocou stavovych premennych, ¢o st premenné kddujuce
suhrnné informacie, napriklad vel'kost populacie koristi, pocet aut, celkovy zisk firmy
alebo miera inflécie.

e Spravanie systému vyjadrime pomocou rovnic, v ktorych vystupuji stavové
premenng.

Rovnice udédvajui, ako sa meni hodnota premennych. Tato zmenu moZzeme robit’ v diskrétnych
casovych krokoch alebo spojite. V oboch pripadoch mézeme spravanie modelu definovaného
rovnicami d’alej skimat’ dvoma spdsobmi. Po prvé, mdézeme pouzit exaktni matematicku
analyzu problému, pomocou ktorej najdeme vSeobecné rieSenie rovnic alebo hodnoty
premennych, pre ktoré sa spravanie modelu ustéali. Po druhé, moZzeme pouzit’ simulaciu, Cize
zvolime pociatoéné hodnoty premennych a d’alSie spravanie modelu uréime numerickym

vypoctom.

1.2.2 Modelovanie zaloZené na agentoch a bunkové automaty

Pristup k modelovaniu zalozeny na agentoch byva oznaceny réznymi (anglickymi) terminmi
ako agent-based modeling (ABM), individual-based modeling (IBM), agent-based systems
(ABS) a agent-based modeling and simulation (ABMS). My budeme pouzivat’ skratku ABM.
Modely st zalozené na autonomnych agentoch. DoéleZitou sucastou modelu je prostredie, v
ktorom sa agenti pohybuju a ktoré sa moze menit’ bud interakciou s agentami alebo
samovolne. Modely typicky obsahuji velké mnozstvo jednoduchych agentov, nie malé
mnozstvo sofistikovanych agentov. Pravidld, ktorymi sa riadia agenti, by mali byt ¢o
najjednoduchsie, teda dbame na pouzitie len lokdlnych interakcii. Délezitou sucastou ABM
modelu je heterogenita a nahodnost. Heterogenitu mézeme zaclenit’ pouzitim réznych typov
agentov (napr. lovec a korist’). Heterogenitu dosahujeme taktiez pomocou nahodnosti,

napriklad tak, Ze urcitl vlastnost’ agentov rozdelime v populacii ndhodne.
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Bunkové automaty (cellular automata, CA) st diskrétne dynamické systémy zlozitého a
premenlivého spravania aj napriek jednoduchej konstrukcii. Bunkovy automat je tvoreny
pravidelnou mriezkou diskrétnych jednotiek — buniek. Pri teoretickych analyzach sa bunkové
automaty uvazujui na nekone¢nych mriezkach, pre simuléciu na pocitaci sa vyuziva kone¢na
mriezka. Kazda bunka méze existovat’ v jednom z kone¢ného mnozstva stavov, pricom Stav
buniek sa meni v diskrétnych casovych krokoch. Bunkové automaty mozno vyuzit na
modelovanie fyzikalnych, chemickych alebo aj prirodnych javov, napr. Krystalizacia,
tvarovanie krajiny vplyvom er6zie, mechanizmus vytvarania vzorov na musliach alebo na
kozi zebry, zirafy atd’.

Modelovanie sa nepouziva len pre malé abstraktné modely, ktoré demonstruju zakladné
principy, ale taktiez pre detailné modely, pomocou ktorych moézeme tvorit konkrétne
predpovede. Typickym prikladom modelovania predpovedi, ktoré ovplyvituje kazdodenne nas
zivot, je modelovanie pocasia. Zakladny princip modelov pocasia nie je zlozity, ale pre
ziskanie vierohodnych predpovedi je potrebné naplnit modely rozsiahlymi datami
arealizovat’ vypoctovo naro¢né simulacie. Obr. 1 znazoriuje model ALADIN, ktory
predpovedd teploty ku konkrétnemu diu na uzemi Slovenska. Predstavuje tzv. numericka

predpoved’ pocasia, ktoru realizuje na Slovensku iba Slovensky hydrometeorologicky tstav.

SHMU - Predpoved ALADIN z @4.85.2014 (ne) ©6:00 na ©4.85.2014 (ne) 06:08 UTC
TEPLOTA [C] v 2 m

Obr. 1: Model ALADIN predpovedajtci teploty na uzemi Slovenska [2]
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1.2.3 Iné metédy modelovania

Pristup vyuzivany predovsetkym pre modelovanie racionalneho uvazovania pri strategickych
rozhodnutiach je vyuzivany pri tedrii hier, ktord predstavuje d’al$iu metodu modelovania.
Modely sa Vv tejto oblasti nazyvaju hry a st vhodné pre zachytenie situacii, kde kazdy hrac
(agent) ma nickol’ko moznosti, medzi ktorymi sa moéze rozhodnut, hra¢ pri svojom
rozhodovani berie do uvahy potencidlne spravanie sa ostatnych a vSetci hraci sa spravaju
raciondlne (snazia sa najst optimalne rozhodnutie, priCom vyuzivaju vSetky dostupné
informacie). Medzi modely zalozené na teorii hier patri napriklad hra Dilema vézna, ktora je
zalozena na zakladnej otazke, ¢i sa moéze udrzat' resp. vyvinat spolupraca v skupine
sutazivych egoistickych jedincov. Teoriu hier mozno aplikovat aj napr. v ekondmii
a kvantitativnom finan¢nictve.

Iny pristup k modelovaniu je zalozeny na teérii sieti ( network science). Tato oblast’
vyskumu prudko expanduje. Tedria sieti ako d’al$ia z metdéd modelovania vyuziva komplexné
siete, pri analyze ktorych ignorujeme Specifiké jednotlivych uzlov a siete povazujeme za holy
graf, t.j. za mnozinu uzlov (l'udia, web stranky, vedecké ¢lanky) a hran (znamosti, odkazy,
citacie). Tieto siete maju vela spolo¢nych vlastnosti ako napriklad malé vzdialenosti,
zhlukovanie a bezskalovité rozlozenie stupiiov uzlov. Prikladmi komplexnych sieti su
napriklad socialne siete alebo internet. Zdkladnym modelom komplexnych sieti st ndhodné
grafy, ktoré maju vela zaujimavych vlastnosti, kvoli ktorym ich matematici intenzivne
Studuji. Dal§imi modelmi komplexnych sieti st tzv. grafy malého sveta alebo model
bezskalovitej siete. Pomocou tychto modelov mdzeme skumat procesy prebichajuce na
sietach a vplyv topologie siete na tieto procesy. Priklady procesov na sietach st utoky,

chyby, vyhl'addvanie alebo Sirenie epidémie.

1.2.4 Simulacia a analyza

Ak sa nam podari vyrobit’ model, o ktorom sme presvedceni, Ze je pre naSe ucely vhodny,
dokladne ho analyzujeme. Ciele analyzy spadaju pod nasledujuce otazky. Akt rolu hraju
jednotlivé prvky modelu? Ktoré prvky modelu maji najvacsi vplyv na jeho spravanie? Aké je
spravanie modelu pri meniacich sa podmienkach? Ak dokladne rozumieme spravaniu modelu
avplyvu parametrov, mézeme vykonat experimenty s tymto modelom. Tieto experimenty
spocivaju v uskutoéneni zmien v modeli, v sledovani ich dopadu a pripadne vo vzajomnom

porovnani. My sa budeme zaoberat’ simulaciou a analyzou systému predator — korist’.
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2 Diferencialne rovnice

V nasledujtcej kapitole vychadzame z [3].

2.1 Obycajné diferencialne rovnice

Matematické modely mozu opisovat’ to, ako sa menia hodnoty jednotlivych premennych
v case. Tieto modely su teda opisané diferencidlnymi rovnicami, v ktorych vystupuju
nezndme funkcie a ich prislusné derivacie. Ak sa podari njst’ vztah medzi nezndmou funkciu

a jej derivaciou, pomocou neho dokdzeme urcit’ neznamu funkciu.

Definicia 2.1. Obycajnou diferencialnou rovnicou (ODR) s nezndmou funkciou y = y(x)
nazyvame rovnicu

F(x,v,y".y", ...,y(”)) =0 (1)
Riesenim ODR (1) na intervale J nazyvame taka funkciu y = ¢(x), ktora ma na intervale J n
derivécii a

F (2,000, 0' (), 0" (), .., g™ (x)) = 0 (2)
pre kazdé x € J. Prirodzené ¢islo n nazyvame radom obycajnej diferencialnej rovnice (1). Ak
lava strana rovnice (1) je polynom prvého stupna vzhladom na premenné
v,y y", ...,y™, nazgvame rovnicu (1) linedrnou diferencidlnou rovnicou.

Diferencidlna rovnica méze mat jedno rieSenie, nekonecne vel'a rieSeni alebo nema ziadne
rieSenie. Zalezi od typu diferencidlnej rovnice aod zaciatocnych podmienok. RieSit
diferencidlnu rovnicu znamena ndjst mnozinu vSetkych rieSeni diferencidlnej rovnice.
Mnozinu vSetkych rieSeni nazyvame vsSeobecnym rieSenim diferencidlnej rovnice. AK je
vSeobecné rieSenie dané rovnicou, volbou konStant dostdvame jednotlivé rieSenia
diferencidlnej rovnice. Nazyvame ich partikuldarnymi rieseniami. Casto treba najst’ aj rieSenie,
ktoré spina tzv. Cauchyho pociatocné podmienky definované ako

y(x0) = bo, y'(x0) =by ..., y(n_l)(xo) =by1 3
kde x,, by, by, b, ..., b,,_1 St dané ¢isla. Ak predpiSeme hodnoty hl'adanej funkcie v r6znych

bodoch, hovorime o okrajovych podmienkach.
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2.2 Systém linearnych diferencialnych rovnic

Systém n linedrnych diferencidlnych rovnic s N neznamymi funkciami tvaru

Y1) = a1y1 () + agy,(6) + - +ayn () + f1 (1)

Y2(t) = azy:1(t) + azy, (t) + + aznya (t) + f2(t) (4)

yrll(t) = anlyl(t) + an2y2 )+ -+ annyn(t) + fu(®)

kde y;(t), y,(t), ..., ¥, (t) su nezname funkcie, funkcie f;(t), fo(t), ..., f(t) su spojité na
intervale J a a;; = 1, ..., n st redlne ¢isla. Budeme ho skritene nazyvat’ linedrny diferencidlny
systém (LDS).
My sa obmedzime na pripad, ze n=2:

y1(8) = a1 () + ay2 () + f1(6)

V2(t) = a1y1(t) + azy,(t) + f2(t)

Q)

Ak funkcie fi(t) a f,(t) su nulové, dostavame homogénny linedrny diferencialny systém
(HLDS).
Majme tento HLDS

x'(t) = a1 x(t) + a;py(¢)

(6)
y'(t) = azx(t) + azy(t)

Rovnice rieSenia, ktoré spifia zaGiatoéné podmienky mozeme povazovat za parametrické
rovnice krivky v rovine. Takuto krivku {[x(t), y(t)] € R? t € ]|}, nazyvame trajektoriou. Ak
je linearny diferencidlny systém matematickym modelom fyzikalneho systému, potom

rieSenie tohto systéme x = x(t) a y = y(t) udava stav systému v Case t

_[x(®)
x(®) = [y(t)

a rovinu nazyvame stavovy priestor alebo fdazovy priestor. Pojem fazovy priestor sa pouziva

()

hlavne pri nelinedrnych systémoch. Z geometrického hl'adiska moézeme stav systému
reprezentovat’ bodom trajektorie [x(t); y(t)]. V Case t = 0 je stav systému dany zaciatoénymi
podmienkami. Pre t < 0 parametrické rovnice Krivky v rovine (rovnice riesenia) popisuju
minulost’ systému. Pre t > 0 rovnice rieSenia popisuju buducnost’ systému. My sa budeme

zaujimat’ len budicnostou systému. Trajektoriu mozno orientovat’ v zmysle rastiiceho ¢asu,
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preto kazda trajektéria bude vychadzat zbodu wuréeného Cauchyho pociatocnymi
podmienkami vtvare x(0) =x, , y(0) =y, Fazova trajektoria je geometrickym
znazornenim dynamického spravania sa systému. Jednotlivé trajektdrie znazoriiuju tzv. fazovy
portrét systemu, ktory podava uplny obraz vlastnosti v§eobecného rieSenia sustavy rovnic.
Vektor b = (by; b,) sa nazyva staciondrnym riesenim HLDS alebo staciondrny bod systému,
ak
a;1by +ab, =0 (8)
a,1by + ayyb;, =0
Stacionarne rieSenie je reprezentované pokojovym stavom (rovnovaznym stavom).
Stacionarne rieSenia mdézu mat taku vlastnost, Ze trajektorie rieSeni vychadzajicich z
blizkych bodov sa od nich v podstate nevzd’aluju. Takéto stacionarne rieSenia budeme
nazyvat stabilnymi rieseniami.
Definicia 2.2 Staciondrne riesenie b LDS nazyvame stabilné, ak pre kazdé € > 0 existuje také
o >0, Ze pre kazdé riesenie x(t,xq) so zaciatocnym stavom x, € Uy(b) plati x(t,xq) €
Ug(b) pre kazdé t = 0.

Vektorové riesenie (7) ktoré spiia zagiatoéné podmienky

0 =50 =[] = ) ®

Budeme oznacovat’ x(t, xq). Geometricky to znamena, Ze trajektoria takéhoto rieSenia zac¢ina
v bode (x4; ¥o)-
Stacionarne rieSenie b budeme nazyvat’ asymptoticky stabilné, ak je stabilné a existuje také o-
okolie Uy (b), ze pre kazdé rieSenie x(t, xg) SO zaciato¢nym stavom x, € Us(b) plati

th_)rg x(t,xo) =b (10)
Ak stacionarne rieSenie b je asymptoticky stabilné, potom mnozina tych x,, pre ktoré plati
(10) sa nazyva oblastou pritazlivosti stacionarneho riesenia b.
Stacionarny bod, ktory nie je stabilny, nazyvame nestabilnym staciondarnym bodom.
Veta 2.2 Stacionarne riesenie b = (0; 0) je stabilné prave vtedy, ak charakteristické hodnoty
matice tohto systéemu maju zaporné redlne casti.
Priklad: N4jdime stacionarny stav HLDS a zistime, ¢i je stabilny.

X' =4x -y

y =x+2
RieSenie: Zrovnic 4x —y =0, x + 2y = 0 zistime, ze systtm ma jediny stacionarny stav

0O(0;0). Najdeme vlastné hodnoty matice systému z rovnice
15



4 —r, -1

— 2 _ —
1, z_r—r 6r+9=0

Rovnica ma dvojnasobny koren r; = r, = 3. Podl'a vety 2.2 stacionarny stav O je nestabilny.

Obr. 2 znazoriiuje rozne moznosti fazového portrétu vzhladom na znamienka vlastnych

hodnét 1y, r, matice systému.

Stred Stabilné ohnisko Nestabilné ohnisko
r=a-+thi
YA a=0, b=0
X
Sedlo Stabilny uzol Nestabilny uzol

r=o y ¢ Fi<0 ri-0
r2<0 A r2<o rz=0

- B

Obr. 2: Rozne typy fazového portrétu [4]

aqq

V pripade, ze |A| = |a21

a
a;z|¢0, vSetky vlastné hodnoty su nenulové. V pripade, Ze

|A| = 0, ma matica vlastni hodnotu r; = 0 a rovnice (8) maji nekonecne vel'a rieSeni, a teda
systém ma nekonecne vela stacionarnych rieSeni.

Pre nelinedrne systémy diferencialnych rovnic vySetrujeme stabilitu rieSenia pomocou tzv.
linearizacie systému vyuzivajucej Jacobiho maticu, t.j. maticu prvych parcialnych derivacii

rovnic systému. Pre systém

x'=fxy) 1)
y'=g9xy)
Jacobiho matica vyzera nasledovne
if(xy) of(xy)
dx dy (12)
xX,y) =

e =1 ag(ry) 90y)

0x dy /
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Linearizaciou systému (11) v bode (X, y) potom nazyvame nasledujtci linearny diferencialny
systém

x' = Ax + By
(13)
y'=Cx+ Dy
v ktorom koeficienty A, B, C a D su koeficientmi Jacobiho matice povodného diferencialneho

systému v bode (X, ¥).

3 Numerické metody

Numerické metddy neriesia ulohu analyticky, t.j. nendjdu analyticky predpis funkcie, ktora je
rieSenim danej ulohy, ale riesia tlohu Ciselne. Numerické riesenie diferencialnej rovnice je
dan¢ tabul’kou aproximovanych funkénych hodnét na zvolenej mnozine bodov. Tito mnozinu
bodov nazyvame sief’ a jednotlivé body su uzly siete.

Numerické metddy sa nazyvaju aj pribliznymi metodami, pretoze okrem klasickych chyb
sposobenych nepresnostou pouzivanych c¢isel, vznika aj chyba sposobend nahradenim
intervalu mnozinou uzlov (chyba diskretizacie). Zakladna vlastnost’, ktori pozadujeme od
numerickej metody, spociva v tom, Ze pri zmensujucom kroku postupnost’ rieseni konverguje
k presnému rieSeniu [5]. Numerické metddy nie st vhodné pre tlohy, ktoré nie su stabilné, t.j.
ulohy, kde mala zmena v zac¢iato¢nych podmienkach sposobi vel’ku zmenu hodnot rieSenia.

Vsetky tri nizSie uvedené metddy rieSenia obycajnych diferencidlnych rovnic sa daji
jednoducho modifikovat’ pre rieSenie systémov diferencidlnych rovnic nahradenim nezname;j

funkcie y = y(x) vektorom neznamych funkcii y = y(x).
3.1 Eulerova metoda

Eulerova metdda je najjednoduch$ou numerickou metédou na hl'adanie priblizného rieSenia
Cauchyho ulohy typu

Y =fxy),y(x) =y (14)
Vychadza z geometrickej predstavy — aproximacie integralnej krivky diferencialnej rovnice
lomenou ¢iarou s vrcholmi (x;,y;), i = 0,1, ...,n. Smernicu k; usecky danej bodmi (x;, y;),

(Xi+1,Vi+1) nahradime smernicou doty¢nice K integralnej krivke v bode (x;, y;) [6].
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Dostavame

ki =SCxuyih) =y'(x) = f(xu 1) (15)
Predpokladajme pravidelnt siet, tj. ekvidiStanéné rozmiestnenie uzlovych bodov
{xo, X1, ..., xn } S krokom h. Vo vsetkych bodoch siete plati

y' () = F(x, y(x:) (16)

Derivaciu na l'avej strane nahradime numerickou derivaciou a dostdvame

y( l+1)h y( l) — F(xi,y(xi)) (17)
Nahradime y(x;) pribliznou hodnotou y; a mézeme vyjadrit’ pribliznt hodnotu pre y(x;;1)
nasledovne

Yi+1 = Yi + hF (x;, y:) (18)

Tym dostavame vztah, ktorym dokdzeme vypocitat’ pribliznt hodnotu v nasledujicom

uzlovom bode pomocou hodnét v predoslom uzlovom bode [7].

Obr. 3: Aproximacia integralnej krivky DR lomenou ¢iarou [6]

Priklad: Pomocou Eulerovej metddy riesme Cauchyho pociatoéna tlohu y = x? — vy,

vy(0) = 1 naintervale <0;0,5> s krokom h = 0,1.
RieSenie: Analytické rieSenie tejto diferencilnej rovnice je y(x) = —e ™ + x% — 2x + 2.

Plati, ze x, = 0, y, = 1 a rieSenie h'adame v bodoch x, =0, x; = 0,1, x, = 0,2, 3 =0,3,
x4 = 0,4, x5 = 0,5 pretoze x;,; = x; + h. V nasledujucej tabulke Su vypocitané presné

hodnoty y(x;) a priblizné hodnoty y; podla vzorca (18).
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Tab. 1: Hodnoty y(X;), y; pre Eulerovu metodu

i X y(xi) Yi
0 0 1 1
1 0,1 0,90516  0,90000
2 0,2 0,82127  0,81100
3 0,3 0,74918  0,73390
4 0,4 0,68968  0,66951
5 0,5 0,64347  0,61856
1,2
1 -
0,8
0,6 ——y(xi)
0.4 ——yi
0,2
0 . . . . . .
1 2 3 4 5 6

Obr. 4: Riesenie pomocou Eulerovej metody

Z grafu (Obr. 4) vidno, ze vypocitané hodnoty zo vSeobecného rieSenia diferencialne;
rovnice y(x;) ahodnoty, ktoré sme dostali na zaklade Eulerovej metody y;, su priblizne
rovnaké. Pre Eulerovu metodu s krokom h plati, Ze chyba jedného kroku je radovo rovna h?

a kumulativna chyba je radovo rovna h.
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3.2 Modifikovana Eulerova metoda

Tato metdda poskytuje presnejSie vysledky ako Eulerova metoda. Najskor vypocitame

pomocné hodnoty k; a k, apomocou nich potom priblizn hodnotu rieSenia v d’alSich

uzlovych bodoch [7].

Y

X; Xi s iz X

Obr. 5: Aproximacia krivky DR lomenou ¢iarou [6]

V pripade prvej modifikovanej Eulerovej metody pocitame podla vzorcov
kl =F (xil y i)
1 1
ky, = F(x; + Eh’yi + Ehkl)

Yi+1 = ¥i + hk,

a U druhej modifikovanej Eulerovej metody podla
ky = F(x;,y:)

k, = F(x; + h,y; + hky)

1
Yit1 =Yi + Eh(k1 + k3)

20
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Priklad: Pomocou prvej modifikovanej Eulerovej metody rieSme Cauchyho pociatocnu tlohu

y'=x—y+1,y(0) =1 nainterval <0;1> s krokom h = 0,1.

RieSenie: Analytické rieSenie tejto DR je y(x) =x+e™*. Plati, ze x, =0 a y, =1
ariesenie hladame v bodoch x, =0, x; =0,1, x, =0,2, x3 =0,3, x, =04, x5 =0,5,
pretoze x;,1 = x; + h. V nasledujucej tabul’ke st vypocitané presné hodnoty y(x;), priblizné

hodnoty y; a pomocné veli¢iny k; a k, podla (19).

Tab. 2:Hodnoty y(x;), vi, kK1, k, pre modifikovanti Eulerovu metodu

i X; y(x;) Vi k, k>

0 0 1 1 0 0,05

1 01 100s83 L1005 0095 014025
2 0,2 1,01873 1,01902 0,18097 0,22192
3 0,3 1,04081 1,04121 0,25878 0,29584
4 0,4 1,07032 1,07080 0,32919 0,36273
5 0,5 1,10653 1,10707 0,39292 0,42327

1,12

1,1
1,08 //
1,06

1,04

=—=yi
1,02
1 4 == y(xi)
0,98
0,96
0,94 T T T T T 1

Obr. 6: Riesenie pomocou modifikovanej Eulerovej metody

Z grafu riesenia (Obr. 6) vidno, ze modifikovana Eulerova metoda je presnejsia ako
oby¢ajnd Eulerova metdda. Krivky maju takmer totoznu trajektoriu. Chyba totiz postupne
narastd, ale pomalSie ako pri Eulerovej metode. Chyba jedného kroku je rddovo rovna h3,

kumulativna chyba je radovo rovna h?.
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Druhtt modifikovani Eulerovu metdédu sme pouzili na rieSenie systému diferencidlnych

rovnic opisujucich model typu Lotka-Volterra v kapitole 4.2.

3.3 Rungeho — Kuttova metéda

Tieto metddy st jedny z najdolezitejSich a najviac pouzivanych jednokrokovych metdéd. Do
tejto skupiny patri aj Eulerova metdda a jej modifikacie. NajcastejSie pouzivana metoda je

metoda Runge-Kutta 4. radu [7]. Pre jej jeden krok platia rekurentné vzt'ahy

ky = F(x;,y:)
1 1
kz =F (xl- +§h1yi +§hk1>
1 1
ks = F(x; + 5 h,yi + 5 hky) (21)

ky =F(x; + h,y; + hk3)
1
Yit1 =Yi + hg(lﬁ + 2k, + 2k3 + ky)

Tato metdda je presnejsia ako Eulerova metéda. Nevyhodou je, Ze v kazdom kroku musime
pocitat’ hodnotu funkcie F v Styroch réznych bodoch, ale chyba kroku je uz rddovo rovna len

hS.

4 Matematicky model systému predator

— korist’

Pri formulacii modelu vyuZzijeme tzv. systétmov( dynamiku, ktor moZno povazovat za
yuziyj y yn ) p

graficku nadstavbu nad matematickym modelovanim pomocou diferencialnych rovnic [1].

Obr. 7 zobrazuje priklad jednoduchého systémového modelu, ktory zachytava vztahy
medzi populaciou predatora P a koristi K. Ide o0 model, kde predpokladame, Ze:
e Korist md neobmedzené mnozstvo potravy a je ohrozovana iba predatorom.
e Jedinym zdrojom potravy predatora je korist’.

e Pri stretnuti predatora a koristi dojde k thynu koristi s istou pravdepodobnost’ou.
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Pre spravne odvodenie matematického modelu je potrebné zvolit’ si aj parametre, ktoré
maju znaény vplyv na spravanie sa koristi a predatora, ato: faktor mnozenia koristi (@),

koeficient predacie (b), faktor thynu predatora (C) a reprodukéna miera predatora na jednu
korist’ (p).

- M
(s} N

.. —
. ant N
) { 1)
et . - P | 1)

prirastok P

prirastok K

Obr. 7: Jednoduchy model systému predator korist’

Model je rozsireny o externy zasah predstavujici vylovenie predatora a ochorenie Koristi
(Obr. 8). Vylovenie predatora zaporne ovplyviuje velkost populacie predatora a zaroven

kladne velkost’ populacie koristi. Podobne ochorenie koristi zaporne ovplyviiuje velkost

populacie koristi ako aj vel’kost’ populacie predatora.

vylovenie P
s

P
[{=)]
\.:‘ o

prirastok P

|r’ )
L

ochorenie K

Obr. 8: Model systému predator — korist’ rozsireny o externy zasah

Systémové modely su systémy diferencialnych rovnic. Na priklade predatora a Koristi

ukaZeme, ako z grafického stvarnenia odvodime model popisany takymito rovnicami. Aby
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sme to mohli urobit’, potrebujeme si zadefinovat’ pociato¢né hodnoty populécie predatora
a koristi, v nasom pripade P a K. Dalej potrebujeme hodnoty parametrov a, b, ¢ a p.

Nésledne tak moézeme vyjadrit' rovnice pre prirastok predatora, rovnicu pre prirastok
koristi, rovnicu pre ubytok predatora a rovnicu pre Gbytok koristi. Dalej ostava uz len uréit

rovnicu pre vypocet hodnot populacii P a K. Pre na$ model potom dostavame

= aK — bKP
(22)

dK
dt
ap = —cP + pKP
ac - TP
Tento model sa nazyva Lotkov — Volterrov model a ide o jeden zprvych modelov
Studovanych v oblasti populac¢nej dynamiky vytvoreny nezavisle v rokoch 1925 a 1926
Alfredom J. Lotkom a Vitom Volterrom. Tento model nie je linearny.

Lotkov — Volterrov model by sme mohli rozsirit’ o tretiu rovnicu vyjadrujucu mnozstvo

potravy Koristi, ktora ma nasledovny tvar

dz

—=qZ —dZK 23

=4 (23)
kde g predstavuje parameter vyjadrujuci faktor mnozenia potravy koristi a d predstavuje
koeficient predacie koristi voci potrave koristi.

Model rozsireny o tito rovnicu, by mé potom tvar:

aK =aK — bKP + fZK

a ¢ f

dP

E =—cP + pKP (24)
az =qZ — dZK

ac 1

Prva rovnica vyjadrujica zmenu mnozstva Koristi v Case sa rozsirila o ¢len fZK, kde f je
koeficient mnoZenia potravy koristi, ktoré je zavislé na energii ziskanej z potravy. Z modelu
je zrejmé, ze mnozstvo potravy koristi, priamo ovplyviiuje mnozstvo koristi. Parametre

a, b, ¢, p maji rovnaky vyznam ako v predoslom modeli.

Nasledujuci obrazok (Obr. 9) znazornuje model predator — korist’ — potrava koristi.

24



" Gbytok P

\ .

4
prirastok P

prirastok K —,
F L )

(D)

prirastok Z

Obr. 9: Systémovy model predator — korist’ — potrava koristi

4.1 Analytické rieSenie modelu

V predchadzajucej Casti sme zaviedli nelinearny systém diferencialnych rovnic predstavujici

Lotkov — Volterrov model systému predator — korist”:

dx b

—— = ax — bxy

dt (25)
dy

Frin —cy + pxy

Sice nevieme najst’ explicitné vyjadrenie rieSenia diferencidlneho systému v tom zmysle, Ze
nevieme najst’ analyticky predpis funkcii x(t) a y(t) v zavislosti od t, ale vieme najst
vzajomnu zavislost’ x a y implicitne nasledovnym spdsobom. Vydelenim rovnic a naslednou

separaciou dostavame:

dy _ (zc+px)y
dx (a—by)x

a—>b —C + px
ydyz d dx
y X
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Po integracii oboch stran a tpravach dostavame vztah
Inx¢y®* — by — px = konst.

Hrladana funkcia zavislosti x @ y ma teda tvar
F(x,y) = Inx°y® — by — px = konst.
Trajektorie diferencialneho systému (25) st vrstevnicami funkcie F (x, y).

Pri vySetrovani stability rieSenia diferencialneho systému (25) budeme podla kapitoly 2.2

pouzivat’ linearizaciu systému. Stacionarny bod néjdeme rieSenim sustavy

flx,y)=ax—bxy =0
g(x,y) = —cy +pxy =0

Vysetrime nulkliny daného systému. Nulkliny su krivky, pre ktoré plati f(x,y) =0,

g(x,y) = 0. VySetrenim nulklin teda dostavame tieto stacionarne body:

x — nulkliny:
dx 0
dt

ax — bxy = 0 =>dostavame 2 nulkliny: x =0 ay = %

y — nulkliny:
dy
i 0

—cy + pxy = 0 =>dostavame 2 nulkliny: y =0 ax = ;
Stacionarne body systému teda su (0,0) a (g, %).

Jacobiho matica systému je:

_(a—by  —bx
=" o) (29)
Jacobiho matica podl'a (12) pre prvy stacionarny bod je
a 0
jo0=(3 ") (27)

Vlastné hodnoty tejto matice su redlne, pricom jedna z nich je kladné a druhd je zaporné

realne ¢islo. Preto podla kapitoly 2.2 ide o stacionarny bod typu sedlo.

26



Jacobiho matica pre druhy stacionarny bod je

C
0 —-b-
cC a
J(=,=) = P (28)
pb E 0
PY

Vlastnosti rieSenia modZeme vysetrit aj pomocou Hessovej matice funkcie F(x,y)

Vv stacionarnych bodoch tejto funkcie, t.j. matice

0%F(x,y) 0%F(x,y)

_ 0x? d0xdy
Hxy) =| 92F(x,y) 02F(x,y)
\ayax dy? /

Funkcia F(x,y) ma jediny stacionarny bod, a to bod (i, %). Hessova matica tejto funkcie ma

tvar:

x2
H(x,y) = a
0

Stacionarny bod (g,%) je lokédlny extrém funkcie. Matica druhych derivacii je negativne
definitnd v kazdom bode (x,y), funkcia F je teda v celom prvom kvadrante konkavna.
Z tychto dvoch vlastnosti vyplyva, Ze vrstevnice funkcie F s uzavreté krivky [8].To
potvrdzuje, Ze stacionarny bod (%, %) je typu stred (centrum).

Nech parameter a =1, b = 0,03, ¢ = 0,4 a p = 0,01. Pomocou programu Matlab a funkcie
ode23 sme vykreslili rieSenia tohto systému Vv Case od t, =0 az ty = 100 pri roznych
pociato¢nych stavoch populacii (Obr. 10). Modré trajektorie predstavujii pociatoény stav
[15;15]. Z obrazku je vidiet' cyklické kolisanie populacii okolo stacionarneho bodu so
stradnicami [g;%] = [40; 33.3] vyznaceného Cervenou farbou, ktory predstavuje centrum.

Podobne mozno na obrazku pozorovat’ spravanie systému v okoli bodu (0,0), kde sa fazovy

portrét riadi sedlovym charakterom tohto stacionarneho bodu.
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Obr. 10: Fazovy portrét modelu (25) pri zvolenych parametroch

4.2 RieSenie pomocou numerickych metod

Na rieSenie systému nelinearnych diferencialny rovnic predstavujuceho Lotkov — Volterrov
model (25) sme pouzili prvit modifikovani Eulerovu metodu (vid’ kap. 3.2). Na vypocty sme
pouzili tabul’kovy procesor MS Excel.

Zvolili sme si parametre modelu nasledovne: a=1, b =0,03, c=0,4 a p=0,01 a
h =0,1. S aplikdciou na systém predator korist, parameter a predstavuje podobne ako
v predchadzajucej kapitole faktor mnozenia koristi, parameter b koeficient predacie,
parameter ¢ faktor thynu predatora, parameter p reprodukénu mieru predatora a h predstavuje
krok vypoctu. Poc¢iato¢ny stav populacie koristi aj predatora je 15.

Obr. 11 znazorfuje rieSenie nelinedrneho systému pri  zvolenych parametroch
a pociatoénych stavoch populéacii vcase t =0 az t = 300. Ide o populacny graf, ktory
popisuje vyvoj populacii predatora a koristi v ¢ase. Ide o periodicky sa opakujuci cyklus.
Cervenou farbou je znazorneny vyvoj populacie koristi v dase t a zelenou farbou vyvoj

populécie predatora v Case t.
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Obr. 11: Populaény graf

Obr. 12 zobrazuje tzv. popula¢nu krivku ako zavislost’ populéacie predatora a koristi. Os x
predstavuje velkost populécie koristi a 0S y velkost’ populdcie predatora. Ked'Ze sme na
vypocCet pouzili rovnaké hodnoty parametrov ako v predchadzajucej kapitole, mozno

s urCitostou povedat, Ze stacionarny bod [%;%] ma stradnice [40;33.3] a predstavuje

centrum.

80

€0 o~

ol ™~
o\ )

/

0 T T 1
0 50 100 150

Obr. 12: Populaé¢na krivka

Tabulka hodndt vel'kosti populécii je priloZzend v Prilohe A.

NaSim cielom je aj urCit’ vplyv parametrov na spravanie sa modelu. Taktiez chceme zistit’,
ktoré parametre maju vysoky a ktoré nizky vplyv na spravanie modelu [1]. Preto postupne
menime hodnoty jednotlivych parametrov a sledujeme, ako sa menia zakladné vlastnosti.

Obr. 13 znazornuje vplyv parametra a na spravanie sa modelu. V prvom riadku je
populacny graf a populacné krivka pre hodnotu parametra a = 1. V druhom riadku st tie isté

grafy avsak s inou hodnotou parametra, a = 2. Zvicsenie hodnoty parametra a sposobi, ze
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rastie populacia koristi, suCasne s rastom populacie koristi rastie aj populdcia predatora

a skracuje sa peridda jednotlivych cyklov.
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Obr. 13: Analyza citlivosti pri zmene parametra a

Obr. 14 znazornuje, ako sa sprava model pri zmene parametra b. V prvom riadku je
populac¢ny graf a populacna krivka pre hodnotu parametra b = 0,03 a Vv druhom riadku su
vykreslené grafy pre b = 0,08. Pri zvdcSeni Kkoeficientu predacie teda dochadza
k rychlejsiemu ubytku koristi. Tym, Zze ma predator k dispozicii menej koristi, znizi sa aj

mnozstvo predatora. Na grafoch mozno vidiet, Ze sa zvacSuje aj peridda medzi cyklami.
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Obr. 14: Analyza citlivosti pri zmene parametra b

Obr. 15 odraza zmenu parametra ¢ predstavujuceho faktor thynu predatora. Pri jeho
zvacSeni z hodnoty 0,4 na hodnotu 0,8 sme zistili, Ze dochadza k narastu populacie predatora

aj koristi a predlzuje sa perioda medzi jednotlivymi cyklami.
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Obr. 15: Analyza citlivosti pri zmene parametra ¢
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Obr. 16 znazoriiuje spravanic sa modelu pri zmene parametra p predstavujuceho
reproduként mieru predatora. Pri zvdcSeni parametra z hodnoty 0,01 na hodnotu 0,05 sme
zistili, Ze pocet predatorov je ovela vacsi ako pocet koristi a zvdcSuje sa peridda medzi

cyklami.
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Obr. 16: Analyza citlivosti pri zmene parametra p

5 ABM model systému predator — korist’

O ABM modeloch sme sa uz zo vSeobecného hl'adiska zmienili v kapitole 1.2. V tejto

kapitole sa budeme zaoberat’ ABM modelom systému predator korist'.

Na modelovanie komplexnych systémov, ktoré sa vyvijaju v Case je dobré pouzit
multiplatformové prostredie NetLogo. Zakladom NetLoga su agenti oznaCovani v programe
ako ,, turtles “ a policka, po ktorych sa mézu agenti pohybovat’, oznacované v programe ako
,patches . Vztfahy medzi agentmi st vyjadrené pomocou ,links“, Cize tzv. spojov.

Programovanie v NetLogu je oproti inym programovacim jazykom ovela jednoduchsie
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Z hl'adiska syntaxe jednotlivych prikazov. Vyhodou NetLoga je, Ze sa v iiom vytvorené
simuldcie daju vizudlne interpretovat’ na dobrej tirovni.
Uvazujme teda model systému predator korist. V naSom modeli vici predstavuju predatora

a ovce korist. Budeme ich spolocne oznaCovat’ ako agentov, kori sa pohybuji po prostredi
modelu tvoreného mriezkou a interaguji medzi sebou. Pre ovce ako agentov platia
nasledovné pravidla:

e Pohybuju sa nahodne.

e Pozieraju travu, z ktorej ziskavaju energiu a zaroven pohybom cCast’ energie stracaju.

e Rozmnozuji sa v zavislosti od parametra predstavujiceho faktor mnozenia koristi

(ovca sa rozdeli na dve d’alsie s polovi¢nou energiou).

e Hyn, ak je ich energia rovna (alebo mensia) nule, alebo ak ich zozerie vik.
Pre vlkov ako agentov platia tieto pravidla:

e Pohybuju sa ndhodne.

e Ak savlk stretne s ovcou na jednom poli¢ku, zoZerie ju.

e Z oviec takto ziskavaju vlci energiu, pohybom vsak Cast’ energie stracajq.

e Rozmnozuji sa v zavislosti od parametra predstavujuceho reprodukénti mieru
predatora (vlk sa rozdeli na dvoch d’alsich s polovi¢nou energiou).

e Hynu, ak je ich energia rovna (alebo mensia) nule.

Agenti sa pohybuju bud’ po polickach, ktoré predstavuju travu, resp. potravu oviec (zelené
policka) alebo po spasanych polickach (hnedé policka) (Obr. 17). Ak ovca spasa travu, po
ur¢itom Case trava dorastie (hnedé policko zozelenie). Aj tymto je zabezpecené, Ze ovce maju
potravu k dispozicii, avSak v zavislosti od nastavenia Casu dorastania travy. Tento Cas
mozeme povazovat za jeden zhlavnych parametrov modelu. Dal§imi nastavitelnymi
parametrami su: energia, ktora ziskaju ovce po spdsani travy; energia, ktoru ziskaju vlci po
zozrati ovce; uz vySSie spomenuty faktor mnozenia koristi a reprodukéna miera predatora.
Dolezité je tiez zvolit' si pociato¢né mnozstva oviec a vlkov. Obr. 17 znazoriuje tzv. svet,
Vv ktorom sa pohybuji a medzi sebou interaguju ovce a Vvici v zavislosti od vyssie uvedenych

parametrov.
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Obr. 17: Model ,,sveta“, v ktorom ,,ziji“ ovce a vlci

Nasim hlavnym cielom bolo nastavit’ jednotlivé parametre modelu tak, aby ¢o najvernejsie
odrazali spravanie sa redlneho systému a nasledne urobit simuldciu modelu pri tychto
nastaveniach. Hodnoty jednotlivych parametrov ako aj vysledky simulacie (popula¢ny graf
a popula¢na krivka) sa nachadzaju v Prilohe B. Popula¢ny graf vyjadruje zavislost’ populacie
oviec avlkov od casu apopulacnd krivka vyjadruje zavislost populacie oviec a vikov.
Z populacného grafu vidno, Ze ide o periodicky sa opakujici cyklus. Popula¢na krivka je
uzavretd, pretoze mnozstvo predatora a koristi osciluje okolo stacionarneho bodu, ktory

predstavuje centrum.

5.1 Analyza citlivosti ABM modelu na zmenu parametrov

Podobne ako pri rieSeni Lotkovho — Volterrovho modelu numerickymi metdédami, aj tu
budeme vykonavat' analyzu citlivosti pri zmene parametrov. Budeme uvazovat model
systému predator — korist — potrava koristi. V modeli st defaultne nastavené nasledujtce
parametre a ich hodnoty, ktoré vSak mozno menit’ v priebehu simulacie alebo este pred jej

spustenim.
Cas dorastania travy (grass-regrowth-time) = 23
Energia ziskana z oviec (energy-from-sheep) = 20

Energia ziskana z travy (energy-from-grass) = 4
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Reproduk¢na miera oviec (Sheep-reproduce) = 4
Reproduk¢na miera vlikov (wolf-reproduce) = 12
Pociato¢né mnozstvo oviec (initial-number-sheep) = 100

Pociato¢né mnozstvo vlkov (initial-number-wolves) = 35

V prostredi NetLogo sme vykreslili popula¢ny graf (Population graph) a popula¢nua krivku
(Population curve) pri takto zvolenych parametroch. Ciernou farbou st vykresleni vlci,
ruzovou farbou su vykreslené ovce azelenou je vykreslend trava. Pri takto zvolenych
hodnotiach parametrov je systém ustileny, trajektorie populacnych zavislosti st zhruba
cyklické krivky a spravanie systému silne koreSponduje s ,,idedlnym” analytickym Lotkovym
— Volterrovym modelom. Odchylka od ideélnej trajektdrie ja spdsobend jednak diskretizaciou

a jednak prvkom nahody, ktory je zahrnuty v ABM modeli.

Obr. 18 zobrazuje zvicsenie hodnoty prvého parametra, ato Casu dorastania travy
z hodnoty 23 na hodnotu 70 ajeho zniZenie na hodnotu 10. Pri vysokom nastaveni Casu
dorastania travy sa znizi mnozstvo travy dosledkom ¢oho sa znizi aj pocet oviec a vlkov.
Pretoze Cas dorastania travy sme zmenili na prili§ vysoku hodnotu a takisto pocet vlkov bol
relativne nizky, doSlo k uplnému vyhynutiu vlkov. Pri zniZeni parametra ddjde k vyraznému
zvySeniu populdcie oviec, ¢im sa zvysi aj populécie vlkov. Ti zoZert takmer vSetky ovce, co
ma za nasledok, ze nakoniec vyhynu a ovce sa d’alej rozmnozuji. S narastom populacie oviec,
klesa mnozstvo travy. Nas model vykazuje vysoku citlivost’ na parameter dorastania travy.

Grafy vprvom riadku predstavuju vyvoj populacii pre vychodiskové nastavenie
parametrov, grafy v druhom riadku vyvoj populacii pri zvacseni prislusného parametra a grafy

Vv tretom riadku zobrazuju spravanie sa modelu pri zmenSeni parametra.
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Obr. 18: Analyza citlivosti pri zmene ¢asu dorastania travy

Obr. 19 znazoriuje zmenu d’alSicho parametra, ato zvySenie energie vlkov ziskanej pri
zozrati ovce z hodnoty 20 na hodnotu 40 a zniZenie na hodnotu 10. Dosledkom zvysenia
energie vlkov sa zmens$i populacia oviec, ¢im sa prudko zvacsi mnozstvo travy a sucasne
mnozstvo vlkov prekro¢i populaciu oviec. VIci v§ak vyhynu, pretoze zozer skoro vsetky
ovce a po ¢ase nemaju o lovit. Populacia oviec sa postupne dostane do takmer rovnovazneho
stavu. Pri znizeni hodnoty parametra dojde k takmer okamzitému vyhynutiu populacie vlkov,
pretoZe nie je dostatocny pocet oviec na to, aby doslo k CastejSiemu stretu ovce a vlka, ¢im by

vlk ziskal energiu a mohol sa rozmnoZovat’. Ovce a trava sa dostanti do rovnovazneho stavu.
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Obr. 19: Analyza citlivosti pri zmene energie vlkov ziskanej z oviec

Obr. 20 znazornuje priebeh grafov pri zmene energie oviec ziskanej z travy. ZvySenim tejto
energie z hodnoty 4 na hodnotu 15 do$lo k tomu, Zze vyhynuli vSetci vici, pretoze zozrali
takmer vsetky ovce. Zvy$né ovce sa zacali prudko mnozit, pricom trava pribudala s ¢asom
pomalSie. ZniZzenim parametra na hodnotu 2 spociatku pocet oviec klesol takmer na nulu, ¢im
doslo k vyhynutiu populacie vlkov. Ovce sa zacali d’alej mnozit' astrdvou udrzali

rovnovazny stav.
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Obr. 20: Analyza citlivosti pri zmene energie oviec ziskanej z travy

Dalsi obrazok (Obr. 21) predstavuje zmenu reprodukcie oviec. Pri zmene reprodukcie
z hodnoty 4 na hodnotu 8 doslo k narastu populacie oviec aj vlkov. Z oboch grafov
zobrazujucich zmenu parametra vidno, ze oscilacie s menej pravidelné ako pri povodnych
parametroch. Znizenim parametra na hodnotu 2 vyhynula populacia vlkov, pretoze sa na
zaCiatku znizil pocet oviec, ¢im mali vlci k dispozicii menej koristi. Po vyhynuti vlkov

narastol pocet oviec a S travou vytvoril rovnovazny stav.
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Obr. 21: Analyza citlivosti pri zmene reprodukcie oviec

Obr. 22 zobrazuje priebehy grafov pri zmene reprodukcie vlikov z hodnoty 12 na 16. Doslo
k thynu populécie vlkov, pretoze ich populacia sa natol’ko zvysSila, Ze zozrali takmer vsetky
ovce. Kedze je oviec malo, vlci stracaju viac energie a hynu. Dalej sa teda vykresluje len
krivka populécie oviec a mnozstva travy. Znizenim hodnoty parametra na hodnotu 6 doslo
k zachovaniu takmer rovnovazneho stavu. Piky boli menej pravidelné, nedoslo k tthynu

ziadnej populdcie.
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Obr. 22: Analyza citlivosti pri zmene reprodukcie vlkov

Citlivost’ na zmenu pociatoéného mnozstva oviec ukazuje Obr. 23 z hodnoty 100 na hodnotu
200. Vplyvom zvdcSenia parametra dochadza k rychlejSiemu nérastu populacie vlkov.
Znizenim hodnoty parametra doslo na zaciatku k tomu, ze populacia vlkov mierne prekrocila
populaciu oviec, no nakoniec vlci vyhynuli pretoze nemali dostatok oviec na dalSie

rozmnozovanie.
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Obr. 23: Analyza citlivosti na zmenu poc¢iato¢ného mnozstva oviec

Pri zmene pociatoéného mnozstva populacie vlkov (Obr. 24) z hodnoty 35 na 60 doslo
spociatku k prudkému narastu populacie vlkov, pretoze zozrali takmer vSetky ovce, Cize
populacia oviec vyrazne klesla. Po Case sa vSak systému ustaloval a osciloval okolo
stacionarneho bodu. Znizenim parametra na hodnotu 15 na zaciatku mnozstvo vlkov

neprekrocilo mnozstvo oviec, vici takmer vyhynuli, no systém sa nakoniec ustalil .
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Obr. 24: Analyza citlivosti na zmenu pociato¢ného mnozstva vlkov

5.2 Externy zasah v systéme predator — korist’ — potrava

koristi

Model predator — korist — potrava Kkoristi sme rozsirili o externé zasahy predstavujlice

vylovenie predatora a ochorenie koristi.

Na nasledujicom obrazku je zndzorneny ,,svet v prostredi NetLogo, v ktorom medzi
sebou interaguju ovce, vici, potrava oviec a pol'ovnik znazorneny zltou postavickou. Prave on

predstavuje externy zasah do systému. Polovnik ma nasledujuce vlastnosti: Zasiahne do
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systému v Case, ked’ je pocet vlkov rovny alebo vac¢si ako 120 ato tak, ze ,,vystriela®

vSetkych vlkov vo svojom definovanom okoli. Ak je pocet vikov mensi alebo rovny 5, odide.
Gy tds: 196 _

Obr. 25: Externy zasah do systému predstavujici vylovenie ¢asti populacie predatora

Populac¢ny graf a populacné krivka pre vychodiskové nastavenie parametrov si znazornen¢ na
nasledujucom obrazku. Z grafov vidno postupné znizovanie poctu vlkov zapri¢inené zasahom
polovnika do systému a nésledné zvySovanie populéacie oviec a zniZenie mnozstva travy. PO

skonceni externého zasahu sa systém po urcitom Case opat’ ustali.
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Obr. 26: Popula¢ny graf a popula¢na krivka s ¢iastoénym vylovenim koristi

Dalsim externym zasahom je ochorenie (epidémia) oviec (Obr. 27). Choré ovce su
znazornené Cervenou farbou. Epidémia sa Siri zo stredu ,,sveta”, resp. kazda ovca, ktora sa
dostane do blizkosti tzv. ohniska epidémie, ochorie. Kazdych 5 sektind sa znizuje jej energia
0 3 a sfarbi sa naferveno. Ak je energia rovna (alebo mensia) nule, ovca hynie. V modeli je
zabezpecené aj Sirenie epidémie, resp. nakaza oviec medzi sebou. Kazda ovca ma definované

okolie, do ktorého ked sa dostane ind ovca, nakazi sa. Opét’ sa to prejavi zniZenim energie
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a sfarbenim nacerveno. Ovce sa vSak mozu aj uzdravovat, a to tak, Ze ak je ich energia vacsia
b 9

alebo rovna 8, sfarbia sa dobiela, ¢o znamena, Ze st zdravé.

Obr. 27: Externy zasah predstavujici ochorenie oviec

Populacny graf a populacna krivka pre vychodiskové nastavenie parametrov sit znazornené na
nasledujucom obrazku. Vplyvom epidémie sa rychlejS§ie vyrovnava pocet jedincov
Vv jednotlivych populaciach, t.j. piky a oscilacie s mensie ako v pévodnom modeli bez
externého zéasahu. Napriek tomu vykazuje nd$ model relativnu odolnost’ voci externému

zasahu typu epidémia a po jej odozneni sa ustali.
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Obr. 28: Populaény graf a popula¢na krivka s epidémiou oviec
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5.3 Porovnanie modelov

V tejto kapitole porovnavame rieSenie systému nelinearnych diferencialnych rovnic
predstavujici Lotkov — Volterrov model pomocou numerickych metod s ABM modelom.
Zakladnym rozdielom medzi tymito dvoma modelmi je to, Ze v prvom pripade ide 0 spojity
model a v druhom pripade ide o diskrétny model zahriiujuci prvok nahody. V pripade ABM
modelu sme analyzovali trojdruhovy model, tento ale pri nastaveni velkosti populacie
predatora na nulova hodnotu koreSponduje s dvojdruhovym modelom.

Najprv sme v kapitole 4.2 riesili Lotkov — Volterrov model pouzitim prvej modifikovanej
Eulerovej metody. Zvolili sme si parametre a, b, ¢, p a na zaklade definovanych vztahov sme
v Exceli vypocitali zmeny populacie predatora a Koristi v ¢ase. Nasledne sme vykreslili
popula¢ny graf, v ktorom mozno pozorovat pravidelné piky Stakmer rovnakou vyskou
predstavujuce jednotlivé populacie. Peridda medzi jednotlivymi cyklami je tiez pravidelna,
s asom sa pre obe populdcie nemeni. Priebeh grafu sa meni s vyraznejSou zmenou
ktoréhokol'vek parametra, no piky a oscilacie si zachovéavaji pravidelnost a nemeni sa
periodicky charakter rieSenia.

Pri. ABM modeli v prostredi NetLogo sme sa snazili nastavit' parametre tak, aby ¢o
najlepsie odrazali spravanie realneho systému. V populaénom grafe a populacnej krivke je
mozné pozorovat nepravidelné piky a oscilacie. Takisto sa meni Casto aj perioda medzi
cyklami. Na vysledky ma aj tu znaény vplyv zmena ¢o i len jedného z parametrov. Priebeh
grafu pri vyraznejSej zmene parametra moze byt teda uplne iny aky bol pri nastaveni
vychodiskovych parametrov. Vyznamnua ulohu tu vSak zohrava okrem parametrov aj prvok
nahodnosti zahrnuty v modeli. V ABM modeli sme na rozdiel od riesenia Lotkovho —
Volterrovho modelu pomocou numerickej metddy, pracovali s viacerymi parametrami, ktoré
mali zna¢ny vplyv na vysledky. ABM model vykazuje najvacsiu citlivost’ na nasledovné
parametre: Cas dorastania travy (reprodukénd schopnost potravy koristi), energia vikov
ziskana zozratim ovce (koeficient predacie predatora), energia oviec ziskana z travy
(koeficient predacie koristi vzhI'adom k potrave koristi). Citlivost’ je vysoka az do tej miery,
ze pri velkej zmene tychto parametrov dochddza k zmene charakteru rieSenia, model straca
stabilitu a dochadza k vyhynutiu niektorej populacie. Model je vSak stabilny vzhladom na
zmenu ostatnych parametrov vcitane pociatoénych podmienok, t.j. pociatocnych velkosti
populécii. Na nasledujicom obrazku je populacny graf a populacna krivka pre oba typy
modelov.
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Obr. 29: Popula¢né grafy a popula¢né krivky pre oba typy modelov
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6 Zaver

V  praci sme sa snazili zhrmUt  zdkladné pojmy, postupy a metddy
modelovania komplexnych systémov. V naSom pripade $lo o Lotkov — Volterrov model
a ABM model systému predator — korist. ABM model sme vytvorili pre systém rozsireny
0 potravu koristi.

V zavere prace sme porovnali Lotkov — Volterrov model a ABM model. Zakladom ABM
modelu st agenti, ktori predstavuju diskrétne jednotky. Na§ ABM model bol viac citlivejsi na
zmeny parametrov ako Lotkov — Volterrov model a poskytuje menej presné vysledky ako
rieSenie Lotkovho — Volterrovho modelu pomocou prvej modifikovanej Eulerovej metody.
V skutoc¢nosti vSak ABM model ovel'a lepSie koreSponduje so spravanim redlneho systému,
ako ho pozname zo skusenosti. Je to aj vd’aka prvku nédhody, ktory je sucastou redlneho sveta,
nie je vSak zahrnuty v matematickom modeli.

V préci ostali aj otvorené smery, ktorymi by bolo zaujimavé zaoberat' sa v buducnosti.
Napr. pri skimani externého zdsahu do systému v podobe epidémie koristi vznika otdzka, ako
interaguju dva komplexné systémy, t.j. ako ovplyvnia parametre konkrétnej epidémie
(infek¢nost’ ochorenia, rychlost’ uzdravenia, pripadne to, ¢i ide o smrtel'nti chorobu) spravanie

modelu.
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Prilohy

Priloha A — stibor L-Vmodel.xls — numerické rieSenie Lotkovho — Volterrovho modelu

Priloha B — sibor ABMmodel.nlogo — ABM model systému predator — korist’
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