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Abstrakt

Cielom tejto prace, je poukdzat na metddy
matematickej Statistiky a ich vyuzZitia v redlnom Zivote,
pomocou prikladov z réznych vednych disciplin a réznych
oblasti fudskej ¢innosti.

Stretdvame sa tu s mnohymi zakonitostami
pravdepodobnosti, kde vysledky opakovanych merani
nejakej veliCiny za rovnakych podmienok sa velmi Casto liSia.
V skutocnosti nevieme Co to zapriCinuje a preto tieto
priklady nam pomdéziu lepsie interpretovat danu

problematiku.

Klacové slova: Statistika; diskrétne; spojité



Abstract

The aim of this thesis is to point out the methods of
mathematical statistics and their use in real life by giving
examples from different scientific disciplines and areas of
human activities.

We encouter with a lot of probability theory
phenomenomns here, when the results of repeated
measurings of the same parameter in the same conditions
are varying. In fact we do not know the reason of this
variability. For better interpretation and explanation of this

problem we use examples shown in this work.

Key words: statistics; discrete; continuous
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1 Uvod

Datové subory sa v Zivote spravaju rézne. MOzu to byt sibory udajov
zozbierané zo zistovani pri réznych vyskumoch, experimentoch, alebo z
jednoduchych pozorovani spravania sa urcitej wudalosti vo viackrat
opakovanych pokusoch vykonanych za rovnakych podmienok.

Na zaklade takychto udajov sa Statistika opiera o poznatky z tedrie
pravdepodobnosti, pricom cielom je vypozorovat nejaké zavislosti a na ich
zaklade vyvodit urcité raciondlne zavery. Tato tedria ma v dneSnom svete
nezastupite/né miesto. Dévodom je jej vyuzitelnost, ¢i uz to v technickych
veddach akou je chémia, v armade, priemysle, bankovnictve a v mnoiZstve
dalsich oblasti. Mojim cieflom je zaoberat sa zakonitostami, ktorymi sa riadia
datové subory (vysledky merani nejakej nahodnej veli¢iny) a ukazat na
konkrétnych prikladoch, ako tieto zakonitosti funguju. Ktomu to ucelu som
vyuzil matematicky software Mathematica verzia 8.0 a Statgraphics.
Pomocou nich som dokazal vypocitat, jednak kolko percent hodn6t
moZeme ocakdvat v nejakom konkrétnom intervale a tiez niektoré Ciselné
charakteristiky, ktoré datovy subor lepSie interpretuju. Kazda z tychto
hodnoét ndm viac vypovedd o meranej veli¢ine. Casto, zvlast v chémii,
kedZe je to experimentdlna veda a vysledkami sU realne C¢isla, ktoré sa
vacsSinou chovaju ako spojité aj ked nie je vynimkou diskrétne spravanie,
mozZeme tieto poznatky vyuZit. V praxi to znamend, Ze vieme dopredu

povedat s akou pravdepodobnostou sa vyskytnd aké udalosti.



2 Modelovanie diskrétnych datovych suborov

Vo vSeobecnosti sa ddatové subory delia na jednorozmerné
a viacrozmerné. V tomto semestralnom projekte sa zameriam hlavne na
jednorozmerné datové subory. Jednorozmerné datové subory vznikaju ako
vysledky merani (pozorovani) jednej veli¢iny na viacerych vzorkdach alebo
opakovane na jednej vzorke. Je zrejmé, Ze aj v pripade opakovanych merani tej
istej veli¢iny na jednej vzorke, dostdvame rozne vysledky. Hovorime tomu, zZe
tieto vysledky zavisia od ndhody. Zaujimavé je a hlavne tym sa budem zaoberat
v tejto praci, Ze aj ked'tie vysledky zavisia od ndhody, daju sa vypozorovat urcité
zakonitosti, ktorymi sa riadia. Z matematického hladiska su jednorozmerné
datové subory hodnoty nahodnych veli¢in (ndhodnych premennych). Nahodna
veli¢éina (budeme ju oznaCovat X) je zobrazenie z mnoZiny vysledkov
experimentu (Q) do mnoziny redlnych &isel (R). Cize kaZzdému vysledku
experimentu priradi redlne Cislo.

X:Q->R

Hodnoty ndhodnej veli¢iny X budeme oznacovat x4, x5, ... , X, a to je vlastne
jednorozmerny datovy subor. Nahodné veli¢iny delime na diskrétne a spojité.
Nahodnu premennu X na pravdepodobnostnom priestore (Q,2,P) nazyvame
diskrétna, ak jej obor hodnot X(£1) € R je spocitatelnd mnoZina. Teda také,
ktorych hodnoty su izolované body a je ich konecne alebo spoditatelne vela.
Prikladom diskrétnej ndahodnej veliéiny mbze byt datovy subor
(0,0,1,2,0,3,5,3,2,0,1...). Diskrétne datové subory su dané tabulkou rozdelenia
pravdepodobnosti. V prvom riadku si hodnoty, ktoré mézu nadobudnut
a v druhom riadku pravdepodobnosti s akymi tie hodnoty nadobudaju. Sucet

vSetkych pravdepodobnosti je rovny jednej (3;p; = 1).



Xi X1 Xy Xn

pi P1 P2 Pn

Spojité ndhodné veliciny su také, ktorych hodnoty mézu byt lubovolné redlne
¢isla z nejakého vhodného intervalu. Hodnoty spojitych nahodnych veli¢in sa uz
nedaju zadat pomocou takejto tabulky (moZnych hodndt je nespocitatelne vela)
a preto sa zaddvaju pomocou hustoty rozdelenia pravdepodobnosti f(x). Je to
nezaporna integrovatelna funkcia, ktora rozdeluje pravdepodobnost nie je
jednotlivym bodom ale intervalom. Pravdepodobnost, Ze hodnota spojitej

nahodnej veli¢iny X je zintervalu < a, b > sa rovna integralu od a po b z hustoty

f ().
b
Pla<X<b)= jf(x)dx

Tato pravdepodobnost sa da odvodit z definicii a vlastnosti hustoty f(x)
a distribuénej funkcie F (X).
Nech (Q), X, P) je pravdepodobnostny priestor a nech X je ndhodna premenna
na priestore udalosti (Q, X). Distribu¢nou funkciou nahodnej premennej X
nazyvame funkciu F: R — R, ktord je pre kazdé x € R definovana vztahom
F(x) = P[X < x]

Zakladné vlastnosti distribuénej funkcie ndhodnej premennej: Nech F je
distribu¢na funkcia ndhodnej premennej X , potom plati:

1. 0<F(x) <1previetky x € R,

2. F je neklesajuca a spojitd zlava,

3. limF(x)=1a lim F(x)=0.
X—>—00

X—00
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Uvediem este Ciselné charakteristiky nahodnych velic¢in, v ktorych su zhustené

informacie o nich.

Ciselné charakteristiky

. Stredna hodnota E(x). Je najdbleZitejSou Ciselnou charakteristikou. Je
to charakteristika polohy. Udava polohu, okolo ktorej sa nachadza najviac
hodnot (realizacii) nahodnej veliciny X.

Pre diskrétne a spojité nahodné veli¢iny je definovana vztahmi:

oo

EOO =Y xp E(O = f x f()dx

l —oo
Casto je potrebné pocitat strednu hodnotu nejakej funkcie g(X) ndhodnej

veli¢iny X. Tato je pre diskrétne a spojité nahodné veli¢iny definovana vztahmi:

Bg0) =Y gbp E(e0) = [ gGofeods

= Rozptyl (disperzia) D(x). Je charakteristikou rozptylenia (variability).
Cim je vacsi, tym st hodnoty ndhodnej veli¢iny viac rozptylené okolo strednej

hodnoty. Pre diskrétne a spojité nahodné veli¢iny je definovany vztahmi:

D) = Y (= EQOYp DO = [ (= BOOY fG)dx

Vypoctové vzorce pre rozptyl, pre diskrétne aj spojité nahodné veli¢iny su:

oo

D) = Yy~ B DO = [ ¥ fCdx - E?

l — oo
. Smerodajna odchylka S(X). Je tieZ charakteristikou rozptylenia

s podobnymi vlastnostami ako rozptyl a je definovana ako odmocnina z rozptylu.

S(X) = /DX

11



. Koeficient Sikmosti (asymetrie) a;. Je definovany pomocou druhého

a tretieho centrdlneho momentu a je to charakteristika symetrie (asymetrie).

@y =42
Ko
Ked' je rovny nule ide o symetrické rozdelenie (hustota je symetrickd podla
priamky x = E(X)). Ked' je kladny, hustota je natiahnutda doprava a ked je
zadporny, dolava. ESte uvediem vztah pre k-ty centralny moment u (k = 2,3, ...)

pre diskrétne a spojité ndhodné veliciny:

pe= Y i EOOYp = [ (= BOO) fGdx
i Zoo
Ak (k = 2) pre centralny moment y; , potom plati:

b =D = ) (x = EXOYy

l

Centralne momenty sa ¢asto pocitaju aj pomocou zaciato¢nych momentov zo

vztahu:
k
(%Y.
He = Z(—l) i ViVi—i
i=0
. k-ty zaciatoény moment v, (k = 1,2,3,...). Je definovany ako stredna

hodnota funkcie nahodnej veli¢iny X* a pre diskrétne a spojité ndhodné veliciny

je definovany vztahmi:

oo

Vi :lekpi Vi = kaf(x)dx

l — oo
Prvy zaciatotny moment je strednad hodnota. Zacdiatocné momenty sa casto
pocitaju nie z definicie, ale z momentovej vytvérajucej funkcie M, (t), ktora je
definovand ako strednd hodnota funkcie g(X) = e'X nahodnej veli¢iny X. Pre

spojité ndhodné veliciny plati, Ze

12



oo

M,(t) = E(e¥¥) = f e™ f(x)dx

—o0

a pre diskrétne
M (©) = E(e) = ) e,
k

Tieto Ciselné charakteristiky méZeme pocitat aj z momentove] vytvarajucej

funkcie, ktora je definovana vztahom

2 3
t
M, (t) =E(e*™)=1+tv; + = TCRIETE I
a ked urobime jej derivacie v bode t = 0 dostaneme jej zaciatocné momenty
. t2
Mx(O) = [U1 + tUz +EU3 + "']t=0 = Ul

. t?
Mx(O) = [UZ + tU3 EU;} + "']t=0 =V,

M (0) = v, k=12, ..,n

Momentova vytvarajuca funkcia sa vyuziva nielen na vypocet zaciatocnych
momentov nahodnej veliéiny, ale aj na urcenie rozdelenia pravdepodobnosti
nahodnej veliCiny. Plati totiz, Ze ak dve nahodné veli¢iny maju rovnaké
rozdelenie pravdepodobnosti, maju aj rovnaké momentové vytvarajuce funkcie
a naopak, ak maju rovnaké momentové vytvarajuce funkcie, maju aj rovnaké
rozdelenia pravdepodobnosti.

Ked sme uz definovali diskrétne a spojité nahodné veli¢iny a ich ciselné
charakteristiky, uvediem najskér najvyznamnejsie diskrétne rozdelenia a potom

tiez najvyznamnejsie spojité rozdelenia pravdepodobnosti.

13



2.1 Binomické rozdelenie

Je také, kde dany experiment opakujeme n-krat (za tych istych podmienok), pri
ktorych moéZe nastat jav A, pricom pravdepodobnost nastatia udalosti
A v kazdom opakovani je P(A) = p. Diskrétna ndhodna veli¢ina X ma binomické
rozdelenie s parametrami n a p (n je prirodzené cislo a p € [0,1]), ak nadobuda

hodnoty 0,1, ..., n s pravdepodobnostami
n
P(X =k) = (k) pk1—p)"* k=012, ..,n

Pre strednu hodnotu, disperziu (rozptyl) a koeficient asymetrie plati:
1-2p

Vvnp(1—mn)

Pre n = 1 sa toto rozdelenie nazyva alternativne rozdelenie.

E(X) =np DX)=np(1-p) az=

Klasickymi prikladmi binomického rozdelenia su opakované hody mincou,
kockou, pocet zlych vyrobkov pri opakovanych kontrolach (pricom kazdy

vyrobok musim vratit do zasielky, ide o tzv. vyber s opakovanim) atd.

2.1.1  Priklad

HadZzem kockou 5-krdt a chcem zistit kolko krat padne 6-ka s akou
pravdepodobnostou. Urcite tabulku rozdelenia pravdepodobnosti, vypoditajte
strednu hodnotu a smerodajnu odchylku poctu padnutych Sestiek a koeficient
asymetrie

RieSenie:

Paic(4) = () p*(1 = p) "

14



Graf zavislosti p od x
1
0,9
L 08
3 0,7
S 06
-§ 05 ,401878  0,401878
n ’
$ 04
8 03 0,160751
20, ,0321502 0,00321502 0,000128601
0,1
0
0 1 2 3 4 5
pocet hodov kockou
x; 0 1 2 3 4 5
0,40187 | 0,40187 | 0,16075 | 0,032150 | 0,0032150 | 0,00012860
Pi 8 8 1 2 2 1
Suma pravdepodobnosti xpi=1
Stredna hodnota EX)=np= 5.% = 0,8333
E(X) = Z Xi Di
Disperzia D(x)=—n(—1+p).p =-5. (—1 + %) .% = 0,6944
1-2p 1-23

Koeficient asymetrie =0,8

Y= e \/5%(1_%)

Pri binomickom rozdeleni nas zaujima pravdepodobnost, Ze sa dana udalost
vyskytne prave pri k krat z n uskutoénenych. Na zaklade tychto vztahov medzi
charakteristikou polohy a charakteristikou variability vZdy plati tadto nerovnost:

E(X) > D(X)
15



Tieto charakteristiky v praxi velmi ¢asto pozname alebo ich vieme odhadnut,
a na ich zaklade vieme rozhodnut o vhodnosti zvoleného typu rozdelenia na
aproximdciu naSich dat. Pre lepSie pochopenie uvediem priklad, kedy

opakovane hadZzem kockou 600-krat (n = 600). Pravdepodobnost, Ze padne

1

Sestka v jednom hode je p = . Stredna hodnota, Ze nastane udalost A, teda

padne Sestka (plati viak pre vietky &isla od 1 do 6) je 100. Cislo $est by malo
teoreticky padnut 100-krat. Rozhodne vsak tomu nemusi byt tak. Rozptyl

ukazuje ako velmi sa moéze lisit skuto¢nost od tohto teoretického predpokladu.
D(x) = —600. (—1 +%).% = 83,33. Ak by som pouzil empirické pravidlo 3-
sigma, potom asi 95% hodno6t by lezalo plus minus dve smerodajné odchylky od

strednej hodnoty, v tomto pripade 100 — 2.,/D(x) a 100 + 2.,/D(x) tzn.
vintervale < 82; 118 >. Ak by niektoré ¢islo padlo menej ako 82-krat alebo viac
ako 118-krat z 600 hodov, existovala by len 5% pravdepodobnost, Ze kocka je

dobre vyvazena.

Vypocet v programe mathematica pozri str. 32

2.2 Geometrické rozdelenie

Experiment, ktory ma dva mozné vysledky a to udalost A s pravdepodobnostou
p a udalost A€ s pravdepodobnostou (1 — p = q) nezavisle opakujeme az kym
nenastane udalost A. Polet opakovani experimentu je diskrétna nahodna
veli¢ina s geometrickym rozdelenim.

Diskrétna ndhodnd veli¢ina X ma geometrické rozdelenie pravdepodobnosti

s parametrom p, ak jej hodnoty su k = 1,2,3, ... s pravdepodobnostami

P(X =k)=p(l—p)k? k=12,..

16



Pre strednu hodnotu a disperziu geometrického rozdelenia plati, Zze

1-p
pZ

1
E(X) —5 D(X) =

2.2.1  Priklad
Toto rozdelenie si moZeme takisto ukdzat na priklade s kockou. HadZzem
s kockou kym nenastane udalost A, ¢ize kym nepadne 6-ka. Vypocitajte strednu

hodnotu a smerodajnu odchylku po¢tu hodov.

RieSenie:
PX =k) =p(1—p)?
. raf zavislosti X
018 | 0166667 Graf zavislosti p od
0,16 -
0,138889
0,14 -
% 012 - 0,115741
s 0,0964506
s 01 - 0,0803755
° 7
& 0,08 0,0669796
32 0,0558163
® 0,06 - 0,0465136
a 0,0387613
0,04 - 0,0323011
0,02
0 T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pocet hodov kockou
X; 1‘ 2‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘10‘ .N...
1
2 3 4 5 6 7 8 9 -1
PiECI-'P q--p|q.p|q-P|qQ.p|q-P|q.p Q-P‘Q-P‘qn p
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Suma pravdepodobnosti Xpi=1

1 5
P=6 17%
Stredna hodnota E(X) = % = % =6
6
Disperzi DY) =12 = 2 3
isperzia X) = - = ? =
Smerodajna odchylka S(X) =yD(X)=5477

Vypocet v programe mathematica pozri str. 33

2.3 Poissonove rozdelenie

Diskrétna nahodnd velicina X ma Poissonove rozdelenie pravdepodobnosti
s parametrom A(1 > 0), ak nadobuda hodnoty 0,1,2, ... s pravdepodobnostami
Ake=2

k!

Poissonovym rozdelenim sa riadi napriklad pocet signdlov v telefénnej Ustredni,

P(X =k) =

k=1012,..

pocet poruch nejakého zariadenia v konstantnom intervale, pocet vad skla
s konstantnym ploSnym obsahom, pocet mikroorganizmov v zornom poli

mikroskopu a podobne. Pre momentovu vytvarajucu funkciu plati, Zze

o)

Ake—2 > Let)k
M, (t) = Z etk T e~ % = gtee’ = gMe-1)
k=0 ' k=0

a odtial' dostaneme vztahy pre strednud hodnotu, disperziu, koeficient asymetrie.

Vypocitame aspon strednu hodnotu

E(X) = vy = M,(0) = [e*De],og = 2

EX)=DX)=1  az=

Sl-

18



2.3.1  Priklad
Je zname, Ze pri vyrobe tabulového skla urcitého vyrobcu su v priemere 3 vady
na 1 m2 Podet vad vyrobenych tabulovych skiel s obsahom 1,5 m? su teda
hodnoty, ktoré sa riadia Poissonovym rozdelenim s parametrom A = 4,5.
a) Urcite tabulku rozdelenia pravdepodobnosti
b)  Vypocitajte kolko percent tychto skiel bude mat pocet vad mensi ako 3
c)  Vypoditajte kolko percent tychto skiel bude mat pocet vad vacsi ako 5

/lke—)L 4,50.6_4'5

P(X =k) =— o = 0011109
Graf hustoty Poissonovhorozdelenic
015 -
010 -
005 -
5 10 15 2
x;| O 1 2 3 4 5 6 7 8
0,011 | 0,049 | 0,112 | 0,168 | 0,189 | 0,170 | 0,128 | 0,082 | 0,046
Pl 9 4 7 8 8 1 3 3

P(x>5)=1—-P(x<5)
=1-0,011109 + 0,0499905 + 0,112479 + 0,168718

+ 0,189808 + 0,170827 = 0,29707
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Pocet vad vacsi ako 5 bude mat 29,707 % tabulovych skiel.
P(x < 3)=0,011109 + 0,0499905 + 0,112479 = 0,17358
Pocet vad mensi ako 3 bude mat 17,358 % tabulovych skiel.

Vypocet v programe mathematica pozri str. 34

2.3.2  Priklad
Pri prenasani binarnych dat komunika¢nou linkou dochddza k zamene bitu (0 na
1 alebo 1 na 0) za 1200 ps. Pomocou Poissonovho rozdelenia urcite, aka je
pravdepodobnost, Ze behom 4800 ps.
Ak za 1200 us dochddza k jednej zdmene bitu, behom 4800 us dochadza
k Styrom, odtial' dostdvam priemerny pocet poruch za ¢as, teda 1 = 4.
a) Neddjde k Ziadnej chybe

Mgt 40 o4

k! 0!

b) Dojde k maximalne trom chybdm

P(X=k) = =0.018316

L 40 41 42 43 _
P(x <3)=e ™ a+ﬁ+a+§ = 0,43347

c) Doéjde k dvom az Styrom chybdm

42 43 44
R A T TR
P2<x<4)=e .<2! + 3 + 4!> = 0,53726
d) Déjde k menej ako dvom chybam
0 41
P(x<2)=e™™ <E+F> = 0,091578

Vypocet v programe mathematica pozri str. 34

Binomické rozdelenie s n > o, s p — 0 asnp = A sa mOZe aproximovat
Poissonovym rozdelenim s parametrom A = np.
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2.3.3  Priklad

Pravdepodobnost toho, Ze 25 roc¢ny muz preZije dalsi rok je podla Statistickych
tabuliek 0,998. Poistoviia ponuka tymto poistencom, Ze pri rocnom poistnom
vo vyske 50 € vyplati pozostalym v pripade Umrtia 10 000 €. Je poistenych 1000
muZov. Akd je pravdepodobnost, Ze zisk firmy ku koncu roka bude asporn
30 000€ ? Nech X je ndhodna premenna, nadobuda hodnoty k = 0,1,2, ...,1000

s pravdepodobnostami:
1000
P(X = k) = ( p ).o,oozk. (1 — 0,002)1000-k

Pre binomické rozdelenie je parameter n dost velké Cislo a naopak parameter p
malé Cislo, preto moino pouZit aproximaciu Poissonovym rozdelenim
s parametrom A = np = 1000.0,002 = 2.

Mee=t 20 =2

P(X=0)= 0 = 0l = 0.135335
Ake=t 21 72

PX =1) = —-—=——= 0270671
Me=t 22 72

P(X =2) =———=—>— = 0270671

Hladand pravdepodobnost je rovna pravdepodobnosti, Ze ndhodna premenna
X nadobudne hodnoty 0,1 alebo 2.
PX<2)=PX=0+4+PX=1)+PX=2)=0,676677

Vypocet v programe mathematica pozri str. 35
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3 Modelovanie spojitych datovych suborov

3.1 Normalne (Gaussove) rozdelenie

Gaussove rozdelenie je zakladnym a najcastejSie sa vyskytujucim rozdelenim
v spojitych datovych stboroch. Budeme ho oznacovat ako rozdelenie N(u, o).
Kde u je strednd hodnota a ¢ smerodajna odchylka. Jeho hustota ma pre x € R
tvar:
1 —(x-w?
e 202
oV2n

kde u € R ao € R* st parametre tohto rozdelenia. Z momentovej vytvarajucej

flx,u,0) =

funkcie

—(-w?
My (t) = —= f "2 dx = eht+ott?2

Dostaneme jednotlivé Ciselné charakteristiky ako derivacie v bode 0

EX) =vy =M, 0) = [e"" 2 (u+0%)]i0 = 1

v, = My (0) = [ 2 (u+ 020)*+e" T2 0%y = p? + 02

DX)=p, =v, —vi =p*+0° —p* =0’

Pre strednu hodnotu, smerodajnu odchylku, koeficient asymetrie, koeficient
Spicatosti a Ze

a?k(2k)!

EX)=p SX)=0 a3=0 ppp-1=0 pip = 2k k!
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Distribuc¢na funkcia normalneho rozdelenia sa da uviest len v tvare integralu

X

F(x,u,0) = f

— 00

1 —(x—u)zd
e 202 dx
o\2m

Tymto rozdelenim sa riadia hodnoty opakovanych merani, ndhodné chyby

merani a r6zne deje.

3.1.1 Priklad

Nakreslite funkciu hustoty ak:

a) u=15, o=1,0=2,0=3
b) u=20, o=1

RieSenie:

0.5~

0.3

0.1r-

Vypocet v programe mathematica pozri str. 35
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3.1.2 Priklad

Obsah Zeleza vo vzorke sa modeluje pomocou normalneho rozdelenia so

strednou hodnotou u = 0,7 a smerodajnou odchylkou o = 0,1.

Vypoditajte:
a) Aka je pravdepodobnost, Ze obsah Zeleza vo vzorke je vacsia ako 0,8 ?
b) Aka je pravdepodobnost, Ze obsah Zeleza je medzi 0,6 a 0,7 ?

c) Zakreslite graf hustoty.
1 —(x-w?

X, U,0) = e 202
flop o) =

il 1
1+ 2
\' L L h L / rr
0.6 0.8 10
1 —(x-0,7)?
xX) = e 2012
f1(x) XWir

a) P(X>08) = [ fi(x)dx = 0,158655
b) P(0,6<X<07) =" fi(x)dx = 0,341345

Pravdepodobnost, Ze obsah Zeleza vo vzorke je vacésia ako 0,8 je 15,8655%.
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Pravdepodobnost, Ze obsah Zeleza vo vzorke je medzi 0,6 a 0,7 je 34,1345%.

Vypocet v programe mathematica pozri str. 37

3.1.3  Priklad
Zistovali sa hodnoty obsahu fenolu v kontrolnom roztoku, ktoré boli stanovené
sériou opakovanych merani. Ich hodnoty st uvedené v nasledujucej tabulke:

Ddta: Obsah fenolu v kontrolnom roztoku [mg/I]

0,374 0471 0,377 0,374 0,438 0416 0,404 0,406 0,391 0,485
0,461 0,368 0,374 0,377 0,422 0475 0,353 0435 0,441 0,413
0,425 0,365 0,397 0,358 0,343 0,434 0,379 0,469 0,366 0,394
0,342 0,407 0,387 0,392 0,369 0,338 0,415 0,404 0,365 0,370
0,436 0,439 0,366 0,442 0,329 0,387 0,469 0,366 0,453 0,368
0,386 0,362 0,464 0,401 0,387 0,394 0,380 0,425 0,471 0,424
0,312 0,483 0,364 0,409 0,373 0,321 0,442 0,347 0,395 0,319
0,382 0,492 0,345 0,334 0,355 0,394 0,391 0,399 0,409 0,436
0,424 0,353 0,398 0,357 0,367 0,384 0,371 0,361 0,372 0,386
0,338 0,375 0,399 0,362 0,409 0417 0,398 0,403 0,367 0,398

Zistite akym rozdelenim sa tieto ddta riadia pomocou histogramu a pomocou

jadrového odhadu hustoty:

Histogram

40 £ | | | | | 3

30 - .

frequency 20 7 7
10

0 L‘ : : : : ]

0,3 0,34 0,38 0,42 0,46 0,5 0,54

fenol

¢ Histogram je velmi jednoduchy odhad hustoty f(x), konStruovany
principom, Ze v akom pomere su velkosti ploch nad jednotlivymi intervalmi,
v takom pomere sU aj pocty hodndét ndhodného vyberu v jednotlivych
intervaloch.
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Density Trace

10
8 — //'
6 N
density - “
4 \

O;

0,31 0,35 0,39 0,43 0,47 0,51
fenol

¢ Jadrovy odhad hustoty je podstatne presnejsi odhad hustoty ako
histogram. Je kon3truovany pomocou tzv. jadrovej funkcie K(x). Je to funkcia

definovand na mnozine reélnych ¢isel s hodnotami v intervale [0, o) tak, ze

o)

fK(x)dle lim|x| K(x) =0
X—00

—00

Jadrovym odhadom hustoty f(x) je

= iy K (52

i=1

Kde {h, };m=1 je vhodna postupnost kladnych ¢isel konvergujucich k nule.

Z vyslednych grafov moZeme vycitat, Ze tieto data by sa mali (preto, lebo su to
opakované merania) riadit Gaussovym rozdelenim. Podrobnejsim spravanim sa
datovych suborov sa zaoberd tzv. popisna Statistika, bodovymi odhadmi,
testovaniami Statistickym hypotéz, korelacnou analyzou, regresnou analyzou.

Vystup z programu Statgraphics:

Count 100
Average 0,39453
Median 0,389
Mode 0,387
Standard deviation|0,0401461
Skewness 0,45135
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3.1.4  Priklad

Chromatografickou metédou sa stanovovala koncentracia kofeinu vo vzorke
opakovanym meranim. Vypocitané hodnoty su v nasledujicej tabulke
v [mg/ml]. Zistite strednd hodnotu, smerodajnu odchylku, koeficient Spicatosti
a akym rozdelenim sa tieto data riadia pomocou jadrového odhadu hustoty.

0,00876 0,00905 0,00919 0,0091 0,00926 0,0094
0,00887 0,00906 0,00921 0,00912 0,00931 0,00941
0,00887 0,00908 0,00926 0,00912 0,00941 0,00941
0,00892 0,00908 0,00927 0,00915 0,00953 0,00945

0,00893 0,0091 0,00927 0,00916 0,00953 0,00946
0,00894 0,00906 0,00927 0,00918 0,0093 0,00947
0,00894 0,00909 0,00927 0,00921 0,0093 0,00947
0,00901 0,00912 0,00928 0,00922 0,00932 0,0095

0,00904 0,00916 0,00929 0,00924 0,00938 0,00956
0,00905 0,00918 0,00929 0,00924 0,00939 0,00966

Density Trace

Oil..wl‘.”\.‘.lw‘.‘..‘\.Hl.‘.\..‘l".l‘.‘\;

87 88 89 90 91 92 93 94 95 97
Kofein (X0.0001)
1 1 -
p=x= ;Z x; =0,0092195;6 = s = mz("i — %)2 = 0.00019191
i=1 i=1
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1
M3 ; n l(xl - x)3
== 377 = —0,0491424
M

2 =2t (x — %)

Vyberové Ciselné charakteristiky koreSponduju s vyssie definovanymi Ciselnymi
charakteristikami nahodnych veli¢in a maju obdobné vlastnosti. Vyberovy
aritmeticky priemer x je najlepsim nevychylenym odhadom strednej hodnoty v,
vyberovd smerodajnd odchylka s je najlepSim nevychylenym odhadom
smerodajnej odchylky o, vyberovy koeficient Sikmosti (asymetrie) As
definovany podielom tretieho a druhého vyberového centrdlneho momentu
umocneného na tri polovice je najlepsim nevychylenym odhadom koeficientu
Sikmosti (asymetrie) 3. Zapornd hodnota koeficientu asymetrie poukazuje na

mierne natiahnutie hustoty dolava.

¢ Vyberovy k-ty centralny moment M, = =Y (x; — X)%; (k = 2,3,...).

¢ Najlepsi nevychyleny odhad. Odhad 8 = g(xy, x5, ..., X,) neznameho
parametra 6 sa nazyva najlepsim nevychylenym odhadom, ak je nevychyleny
a ak pre jeho disperziu plati, ze

D(g(xq,x3,...,%)) < D(h(xq, %5, ..., %))

kde h(xq, x5, ..., X) je lubovolny nevychyleny odhad parametra 6.
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3.2 Gama rozdelenie

Riadi sa nim hlavne Zivotnost vyrobkov a spolahlivost zariadeni. Hustota gama
rozdelenia zavisi od parametrov m,A(m > 0,1 > 0). Parameter A mbzieme
nazvat poruchovym parametrom a parameter m tvarovym parametrom.

Amx™ e /r(m), x>0
0, x<0

fem ) = fG) =

a pre momentovu vytvdrajucu funkciu dostaneme, ze
PLI
M,(t) =—— | x™ e Mdx = (1 - 2A1"1)™
(0 =7 | (-1
0

Pre najvyznamnejsie Ciselné charakteristiky plati, ze

2 6
EX)=mAt DX)=ml? a3=— aqa,=—
vm m

Treba eSte uviest, Zze I'(m) je tzv. gama funkcia, definovana ako nevlastny

integral vztahom

r(m) = f x™ le*dx
0

Pre prirodzené Cisla plati, ze '(m) = (n — 1)

3.2.1 Priklad

Zivotnost pozinkovanych plechov je ndhodna veli¢ina, ktord sa riadi Gama
rozdelenim so strednou hodnotou E(X) = 40 a parametrami m = 10,4 =

0,25.

Vypocitajte:
a) Kolko percent plechov prezije 40 rokov ?

b) Kolko percent plechov sa poskodi za 20 rokov ?
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c) Kolko percent plechov sa poSkodi medzi 10. a 20. rokom ?
d) Vypoditajte koeficient Sikmosti pomocou centralnych momentov.
RieSenie:

000 -
0025 |
000 -
0015 |
0010 -

0005 [

Pozn. Zacina v nule a je natiahnuté doprava.
/lmxm—le—lx
I'(10)

a) P(X>40) = [, f, (x)dx = 0,54207

fo(x) =

b) P(X <20) = [ f, (x)dx = 0,03183
¢) P(10<X <15) = [ f, (x)dx = 0,005

12 (x=EX) f()dx 1280
d) as = !;32 = : 3 T 16032
2% (x—EM))  fa(x)dx?

= 0,632456

Pravdepodobnost pozinkovanych plechov, Ze neskoroduju 40 rokov je 54,21%.
Pravdepodobnost kordzie pozinkovanych plechov do 20 rokov je 3,18%.

Medzi 10. a 15. rokom je pravdepodobnost skorodovania pozinkovanych
plechov 0,5%. Koeficient Sikmosti je kladny, hustota je natiahnuta doprava.

Vypocet v programe mathematica pozri str. 38

30



3.2.2 Priklad

Zivotnost (v mesiacoch) uréitého druhu vyrobkov je ndhodnd veli¢ina, ktord sa
riadi gama rozdelenim s parametramim = 7,1 = 0,3.
a) Urcite hustotu rozdelenia pravdepodobnosti a nakreslite jej graf
b) Vypocitajte kolko percent vyrobkov tohto druhu prezije 30 mesiacov
c) Vypocditajte kolko percent vyrobkov tohto druhu sa pokazi do 20
mesiacov
d) Vypoditajte strednu hodnotu Zivotnosti tychto vyrobkov
m,m-1,-2x
f) =

004 [
003 -
o

001 -

20 40 60 80

P(X > 30) = f fs (x)dx = 0.206785
30

20

P(X < 20) = f fo (x)dx = 0.393697
0

7

= 23.33
0,3

EX)=mAt=

Vypocet v programe mathematica pozri str. 40
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4 VYPOCTY V PROGRAME MATHEMATICA 8.0

Bi[p,n,k]=Binomial[n,K]*p"k*(1-p)*(n-k)
(1-p)™**" p* Binomial[n,k]
Sum[Bi[p,n,k],{k,0,n}]

1

Sum[Exp[t*K]*Bi[p,n,k],{k,0,n}]
(1+(-1+e™) p)”
Mx[t_]=(1-p+p*Exp[t])"n
(1-pt+entp)"

N1=Mx'[0]

np

N2=Mx"[0]

n p+(-1+n) n p?

M2=N2-N1"2

n p+(-1+n) n p>n? p?

Simplify[%]

-n (-1+p) p

Simplify[%]

Bi[0.166667,5.,5.]

Bi[1/6,5,5]

Bi[1/6,5,5]

Bi[1/6,5,5]//N

Bi[0.166667,5.,5.]
N[Table[Bi[1/6,5,k],{k,0,5,1}]]
{Bi[0.166667,5.,0.],Bi[0.166667,5.,1.],Bi[0.166667,5.,2.],Bi[0.166667,5.,3.],Bi
[0.166667,5.,4.],Bi[0.166667,5.,5.]}
Sum[Bi[1/6,5,k],{k,0,5}]
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Bi[1/6,5,0]+Bi[1/6,5,1]+Bi[1/6,5,2]+Bi[1/6,5,3]+Bi[1/6,5,4]+Bi[1/6,5,5]
Sum[Bi[1/6,5,k],{k,0,5}]//N
Bi[0.166667,5.,0.]+Bi[0.166667,5.,1.]+Bi[0.166667,5.,2.]+Bi[0.166667,5.,3.]+
Bi[0.166667,5.,4.]+Bi[0.166667,5.,5.]

Spéat na zadanie prikladu

Geom[p_,k_]=p*(1-p)*(k-1)
(1-p)y**p

Sum[Exp[t*k]*Geom[p,k],{k,1,c0}]
(et p)/(1-et+et p)

MXx[t_]=p*Exp[t]/(1-Exp[t]+p*Expl[t])
(et p)/(1-et+et p)

N1=Simplify[Mx'[0]]
1/p

N2=Simplify[Mx"[0]]
(2-p)/p?

N3=Simplify[Mx"[0]]
(6-6 p+p?)/p®

M2=Simplify[N2-N1/2]
(1-p)/p?

M3=Simplify[N3-3*N1*N2+2*N1/3]
(2-3 p+p?)/p?

E(X)=1-p/p=(1-(1/6))/(1/6)

Set::write: Tag Plus in -1+1 is Protected.
Set::write: Tag Times in e X is Protected.
5
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Table[N[Geom[1/6,k]],{k,1,10,1}]
{0.166667,0.138889,0.115741,0.0964506,0.0803755,0.0669796,0.0558163,0.0
465136,0.0387613,0.0323011}

q=5/6
5/6
p=1/6
1/6
Sum[g*(n-1)*p.{n,1,:0}]
1
Spat na zadanie prikladu

Po[\[Lambda] _,k_]=(\[Lambda]*k*Exp[-\[Lambda]])/k!
(E~-\[Lambda] \[Lambda]~k)/k!
Sum[Po[\[Lambda],k],{k,0,\[Infinity]}]

1

Table[N[Po[4.5,k]],{k,0,8,1}]
{0.011109,0.0499905,0.112479,0.168718,0.189808,0.170827,0.12812,0.08236
29,0.0463292}

Sum[Po[4.5,k],{k,6,\[Infinity]}]

0.29707

Sum([Pol[4.5,k],{k,0,2}]

0.173578

Spat na zadanie prikladu

Po[\[Lambda]_,k_]=(\[Lambda]*k*Exp[-\[Lambda]])/k!
(E~-\[Lambda] \[Lambda]~k)/k!
Sum[Po[\[Lambda],k],{k,0,\[Infinity]}]

1

Table[N[Pol[4,k]],{k,0,7,1}]
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{0.0183156,0.0732626,0.146525,0.195367,0.195367,0.156293,0.104196,0.059
5404}

Sum[Pol[4,k],{k,0,0}]

1/Er4

Sum[Pol[4,k],{k,0,3}]

71/(3 Er4)

Sum[Pol[4,k],{k,2,4}]

88/(3 Er4)

Sum[Pol[4,k],{k,0,1}]

5/ENd

Spéat na zadanie prikladu

Po[\[Lambda]_, k_] = (\[Lambda]*k*Exp[-\[Lambda]])/k!
(E~-\[Lambda] \[Lambda]”*k)/k!

Sum[Po[\[Lambdal], k], {k, O, \[Infinity]}]

1

Sum[Po[2, k], {k, 0, 2}] // N

0.676676

Spéat na zadanie prikladu

Clear[f1,f2,£3,f4]
f1[x_]=Exp[-(x-15)"2/2]/(Sqrt[2*Pi]*1)
N N
f2[x_]=Exp[-(x-15)"2/8]/(Sqrt[2*Pi]*2)
CemE e
f3[x_]=Exp[-(x-15)"2/18]/(Sqrt[2*Pi]*3)
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8 3 V)
fA[x_]=Exp[-(x-20)"2/2]/(Sqrt[2*Pi]*1)
1 20 x 2/\/7

Plot[f1[x],{x,10,20}]
04
03

02 -

01 r

1 1 1 1 L L L 1 L L L n n |
12 14 16 18 20

Plot[{fL[x],f2[x]},{x,10,20}]

04 +
03 -
02 -

01

S R R
12 14 16 18 20

Plot[{f1[x],f2[x],f3[x]},{x,0,30},PlotRange—{0,0.5}]
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05
04 f
03 f
02 |

o1l

0 5 10 15 20 25 0

Plot[{f1[x], 2], 3[x], F4[X]}, {x, O, 30}, PlotRange -> {0, 0.5}]

05 -

04 -
03 -
02 -

01

Spat na zadanie prikladu

f1[x_]=Exp[-(x-0.7)*2/0.02]/(Sqrt[2*Pi]*0.1)
3.98942 « = o7’
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Integrate[f1[x],{X,-c,o}]
1. -6.00077x107° 1
Plot[f1[x],{x,0.3,1.1}]

41

06
Integrate[f1[x],{x,0.6,0.7}]//N
0.341345
Integrate[f1[x],{x,0.8,}]//N
0.158655_-6.00077x107" i

Spéat na zadanie prikladu

Clear[f1]
f1[x_]=0.25"10*x"9*Exp[-0.25*x]/Gamma[10]
2.62807x10? -0.25 x x°
Integrate[f1[x],{x,0,40}]
0.54207
Integrate[f1[x],{x,0,20}]
0.0318281
Integrate[f1[x],{x,10,15}]
0.00502982
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Plot[f1[x],{x,0,90}]
ows |
oo |
0.015 —
0.010 f

0005 -

e=40

40

1=0.25

0.25

m=10

10

rm=\!\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(\[Infinity \)\(x*\((m - 2)\)*EA\((\(-

x\))\) \[DifferentialD]x\)\)
362880

f2[x_]=((1"m)*(x*(m-1))*(EA(-1*x)))/rm//N
2.62807*107-12 2.718287(-0.25 x) x"9
c2=(x-e)"2*f2[x]

2.62807*107-12 2.71828M(-0.25 x) (-40+x)A2 xA9
Integrate[c2,{x,0,\[Infinity]}]

160.

c3=(x-e)"3*f2[x]
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2.62807*107-12 2.71828(-0.25 x) (-40+x)A3 xA9
Integrate[c3,{x,0,\[Infinity]}]

1280.

alfa3=1280/1607(3/2)//N

0.632456

2/Sqrt[10]//N

0.632456

Spéat na zadanie prikladu

fx_,m_,2_]=2"m*xN(m-1)*Exp[-A1*X]/Gamma[m]
(e-x 2 x’T*™ xm)/Gamma[m]
Integrate[f[x,7,0.3],{x,0,0}]
1.

f[x,7,0.3]

3.0375x107 e-0.3 x x°
Integrate[f[x,7,0.3],{x,30,0}]
0.206781
Integrate[f[x,7,0.3],{x,0,20}]
0.393697

7/0.3

23.3333
Plot[f[x,7,0.3],{x,0,80}]
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5 Zaver

Naplfiou tejto bakalarskej prace bolo poukazat na redlne vyuZitie
teoretickych modelov, ktorymi sa riadia diskrétne alebo spojité datové subory.
Uviedol som definicie a zdkladné vlastnosti rozdeleni, ktoré sa najcastejSie
vyuZivaju v Statistickych analyzach. K tomuto cielu sa pouzili tri modely
diskrétnych datovych suborov a dva modely spojitych datovych suborov.
Stanovené ulohy sa podarilo splnit a kvoli lepsej implementacii sa riesili aj
grafickym vypocltom. Zaroveri mojou snahou bolo, poskytnut pre Citatela
zakladné informacie z oblasti Statistickej analyzy jednorozmernych dat
a nevyhnutné softvérové minimum. Na redlne vyuzitie Statistiky v chémii chcem
esSte poukazat na moZnost pouZitia Statistickych testov dobrej zhody ndhodného

vyberu s modelom, ¢o by mohlo byt rozSirenim tejto prace.
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