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Abstrakt

Préca je venovana problematike navrhu hladania optimadlnej cesty pre heterogénne vozidla.
Ponimané vozidla pozostdvaji z dvoch casti, ktoré sa dokazu pohybovat individualne
kazdé zvlast. Jedno z nich je rychlejsie, ale mé kratky dosah, a je preto potrebné, aby
sa drzalo v urcitej vzdialenosti od hlavného vozidla. Cielom je najst optimalnu cestu
prejdend v najkratSsom moznom case za podmienky, aby rychlejsia ¢ast z heterogénneho
vozidlového systému navstivila vSetky zelané body na trase prave raz. V rdmci rieseného
problému uvazujeme tri situdcie.

V prvom pripade uvazujeme, ze poradie navstev jednotlivych bodov je dané. Ukdzeme
si, ze hladanie optimalnej cesty v tejto situacii je mozné riesit ako celociselné programo-
vanie nad kuzelom druhého radu.

V druhej verzii predpokladdme, ze poradie, v ktorom chceme body na trase navstivit,
nie je dané a nasSim cielom bude najst také poradie, pri ktorom bude trvat prejdenie
trasy najkratsie. V praci prezentujeme dva pristupy ako dany problém vyriesit, pricom
pri porovnavani vysledkov zohladnujeme vypoctovi naroc¢nost.

V tretom pripade uvazujeme, Ze body, ktoré chceme na trase navstivit, si v pohybe

zaroven s vozidlom.

KItcové slova: multivozidlovy systém, hladanie optimalnej cesty, celociselné programo-

vanie, programovanie nad kuzelom druhého radu






Abstract

This thesis considers a path planning problem for heterogeneous vehicles. Such vehicle
consist of two parts which have the ability to move individually. One of them is faster,
but has shorter range and is therefore required to keep in a close distance to the main
vehicle. The objective is to devise an optimal path of minimal length under the condition
that the faster part of the heterogeneous system visits all desired waypoints exactly once.
Three versions of the problem are considered.

One assumes that the order in which the waypoints are visited is known a-priori.
In such a case we show that the optimal path can be found by solving a mixed-integer
second-order cone problem.

The second version assumes that the order in which the waypoints are visited is not
known a-priori, but can be optimized as to shorten the length of the path. Two appro-
aches to solve this problem are presented and evaluated with respect to computational
complexity.

In the third situation we consider that visited points are moving in real time along

with the vehicle.

Keywords: multi-vehicle system, path planning, mixed-integer programming, second or-

der cone programming
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Kapitola

Uvod

Problémy planovania trasy sa stdvaju v dnesnej dobe Coraz viac oblastou vyskumu a stt-
dia. Hlavny zaujem v tychto problémoch prameni z potreby znizovania nakladov na cel-
kovi logistiku. Potrebné Setrenie sme schopni dosiahnut optimalizovanim trasy vozidiel
operujucich v teréne. Vyhodou skréatenia diiky trasy je nie len Setrenie paliva, ale najma
¢asu, ktory ma v stcasnosti stdle vyssiu cenu. Zisk je pritom na oboch stranach — dodava-
tela i odberatela. Nehovoriac o véasnom prichode zachranarskych zloziek, kedy usetreny

¢as moze mat i cenu zivota.

1.1 Problém smerovania dopravnych tras

Logistika ako problém sa riesi v oblasti opera¢ného vyskumu uz dlha dobu. Formulacia
problému stvisi s problémom obchodného cestujiceho (angl.: Traveling Salesman Prob-
lem — TSP), ktorym sa zaoberali matematici uz v 19. storo¢i. Ako optimaliza¢na tloha
bol tento problém sformulovany okolo roku 1930 s cielom minimalizovat dizku trasy pri
prechadzani medzi jednotlivymi vrcholmi grafu. Vo vedeckej publikécii ho ale ako prvi uve-
rejnili Dantzig a Ramser (1959). Vo svojej praci sformulovali prvy algoritmicky pristup,
ktory bol vyuzity pri distribucii paliva. V roku 1964 Clarke a Wright vylepsili Dantzigov
a Ramserov algoritmus novym pristupom, nazyvanym ukladaci algoritmus (angl.: saving
algorithm) (Clarke a Wright, 1964), vyuzivajicim tzv. pazravi metédu. Najdenie mini-
mélnej dizky trasy prehladanim vSetkych moznosti je tloha, ktorej zlozitost narastd s pri-
budajicim poétom vrcholov superpolynomialne, ¢o oznacujeme v kombinatorickej opti-
malizécii ako nedeterministicky polynomiélne tazky (alebo len NP-tazky) problém (Toth a
Vigo, 2001). Preto sa pri riesen{ uplatiiuju heuristické metédy. Tieto metddy je mozné po-

uzit aj na rieSenie problému smerovania dopravnych tras (angl.: Vehicle Routing Problem

23



24 KAPITOLA 1. UVOD

- VRP), ktory predstavuje zovSeobecnenie problému obchodného cestujiceho pre sku-
pinu vozidiel s ur¢itymi obmedzeniami. Podla charakteru obmedzeni rozoznavame dalSie
varianty problému smerovania dopravnych tras, ako napr. problém s obmedzenymi kapa-
citami dut, problém s ¢asovymi oknami (kedy je presne uréeny ¢asovy interval, v ktorom
musia byt jednotlivé miesta obslizené), problém so zberom a dorucovanim a podobne.
Vo vécsine podobnych pripadov sa v praxi na hladanie riesenia pouziva TSP, ktoré je rie-
Sené ako problém zmiesaného celociselného programovania (Applegate, 2006; Miller et al.,
1960).

V poslednej dobe je ale riesenie problému pldnovania trasy pre jedno vozidlo nedos-
tacujuce. Vela firiem a korporacii vo vécsine pripadov operuje s niekolkymi vozidlami,
ktorych pohyb a trasy je potrebné efektivne skoordinovat. V mnohych pripadoch su tieto
vozidla usporiadané do jedného heterogénneho systému. Takéto heterogénne vozidlo po-
tom pozostava z niekolkych casti, ktoré mézu byt oddelené od hlavného vozidla a vykona-
vat tlohy separatne. Po uskutocneni jednotlivych tloh sa tieto vozidla vracaju naspét na
hlavné vozidlo, ¢i uz kvoli nacerpaniu paliva alebo kvoli opdtovnému zasobovaniu (Hoff
et al., 2010).

VRP riesi mnoho aplikécii v priemysle. Faktom je, Ze pouzitie optimaliza¢nych prog-
ramov moze uSetrit spolo¢nosti az 5% nédkladov (Hasle et al., 2007), kedZe preprava je
zvyCajne vyznamnou zlozkou z ceny produktu a tvor{ obycajne aj 10% (Rodrigue et al.,
2009) — prepravny sektor ¢ini v Eurépskej tnii 10% z HDP (hrubého doméaceho produktu).
Preto akékolvek Setrenie v oblasti VRP, dokonca i menej ako 5%, mé velky vyznam (Hasle
et al., 2007).

1.2 Prediktivne riadenie

Planovanie trasy je iba jednou zo zloziek logistiky. Coraz ¢astejsie sa vyskytuju v logistike
autonémne vozidla, ¢ drony (Ackerman (2013), Miah (2016)). V tejto praci sa pozrieme
na tento typ problému komplexnejsie. Naplanujeme trajektériu, ale zaroven zabezpecime
lokalne riadenie vozidla tak, aby tuto trajektériu sledoval. Na tento el vyuzijeme pre-
diktivne riadenie.

Prediktivne riadenie (angl.: Model Predictive Control — MPC) je v dnesnej dobe velmi
rozsirené. Je pouzivané v roznych odvetviach priemyslu po celom svete a kedze sa v posled-
nej dobe stala spotreba energie zariadeni vaznym problémom, jeho popularita stale rastie.
Je to najmé vdaka jeho schopnosti zlepsit ekonomické nédklady na bezpecéni prevadzku.
Aby sme boli schopni viest bezpeént prevadzku, musime dodrzat kritéria bezpecnosti, ako
dodrzanie ohraniceni a spatnoviazbovej stability, ale aj kritéria vykonnosti. Tymi st mini-

malizicia spotreby suroviny a energie, maximalizacia vytazku a Cistoty produktov, mini-
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malizdcia fyzickej zétaze (napr. zabrdnenie velkym zmendm vstupov), presnost a rychlost
sledovania ziadanej hodnoty, atd. MPC sa vyuziva v réznych priemyselnych procesoch od
roku 1980, napr. v chemickych prevadzkach a ropnych rafinéridch. Uz v tychto zac¢iatkoch
pouzivania sa vytvorilo vela dspesnych priemyselnych MPC aplikacii (Qin a Badgewell,
1997).

V 70. rokoch bol vyvinuty ropnymi inziniermi v Shell prvy MPC algoritmus znamy ako
metdda Dynamic Matrix Control (DMC) (Cutler a Ramaker, 1979). Tento algoritmus bol
predstaveny zaciatkom roka 1980 a bol urceny pre pouzitie v ropnych rafinériach. Tato
osvedcend metdda je schopnd fungovat po dlhia dobu takmer bez akéhokolvek vyznamného
ludského zdsahu, pricom neklesa jej vykonnost. Prediktivne riadenie je technika, ktora je
schopnd zvazit obmedzenia modelu a predpovedat odozvy zariadenia. DMC algoritmus
bol uréeny prave predovsetkym na predpovedanie odozvy zariadenia. Metoéda DMC sa
pouziva dodnes takmer vo vsetkych komercénych priemyselnych distribuovanych riadia-
cich systémoch a softvérovych balickoch simula¢nych procesov. Aplikécie, v ktorych je
implementovana, sa nachadzaju v celej rade oblasti, vratane chemického a petrochemic-
kého priemyslu, spracovania potravin, v automobilovom priemysle a leteckych aplikacii.
Podobnou metédou, ktora je tspesne aplikovand vo velkych priemyselnych procesoch je
atraktivne a Siroko pouzivané prediktivne heuristické riadenie (Richalet et al., 1978). Silné
stranky tejto metédy spocivaju a v jej robustnosti a v jednoduchosti jej vykonavania. Aj
tento algoritmus ma vcelku velkd hospodarnost pre pouzitie v praxi, kde sa vie ocenit
jeho ucinnost.

Prediktivne riadenie sa vyuZiva aj v oblasti riadenia robotickych vozidiel (Borrelli
et al., 2005; Corona a De Schutter, 2008). V histérii sa pokus o vytvorenie kompletne
autonémneho vozidla vyskytol uz v roku 1926 (Sentinel, 1926). V dnesnej dobe uz st
autonémne vozidla v oblasti vyskumu realitou, pricom v poslednych rokoch je snaha za-
viest i autonémnu prepravu. V Eurdpe, mesta v Belgicku, Francizsku, Taliansku a Velkej
Britdnii maji v pldnoch zaviest transportny systém pre vozidla bez vodi¢a (CitynetMobil,
2013; News, 2014).

1.3 Sucasny stav riesenej problematiky

Ako sme spominali uz v uvode, hlavny zdmer tejto prace spociva v optimalizdcii tra-
jektorie pre heterogénne vozidlo a v riadeni tohto vozidla, aby tuto trajektériu sledoval.
V nasledujucej Casti si rozoberieme, v akej miere sa riesi tato problematika vo svete.
Ako prvy priklad bola v rdmci tivodu spominané publikdcia Hoff et al. (2010). V tejto
referencii autori spominaja stratégiu dodavky potravin do ostrovnych krajin prostrednic-

tvom lode, ktord méa na palube zasobovacie vozidla. Tieto ndkladné autd sa vylodia na os-
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trov, aby zasobili jednotlivé potravinové centra a potom sa vratili spat na lod pre opéatovné
zasobenie. Tato ista publikacia skiima aj distribticiu nealkoholickych napojov spolocnosti
Coca-Cola. Tato spolo¢nost pouziva velkokapacitné vozidla v kombinécii s mensimi vo-
zidlami. Kym malé vozidlad dodavaja tovar priamo do jednotlivych lokécii, velkokapacitné
prinasaji napoje iba na miesto, odkial sa tovar presunie do mensich vozidiel. Spravne
zostladenie tohoto heterogénneho systému ukazuje vyrazné znizenie celkovych nékladov
na distribiciu. Podobné aplikacia je opisand aj v Fagerholt (1999), len s tym rozdielom,

Ze sa zameriava na namorny priemysel.

Iny pripad aplikécie pre riadenie heterogénneho multivozidlového systému sa zaobera
zbieranim odpadu. Stidia bola publikovani v Tung a Pinnoi (2000), kde sa rozobers
zbieranie odpadu v meste Hanoi. Multivozidlovy systém obsahuje vozidla s rozdielnymi
kapacitami, ktoré musia byt skoordinované spolo¢ne tak, aby sa minimalizovali vydaje na

zozbieranie odpadu v jednotlivych oblastiach mesta.

Planovanie trasy pre heterogénne vozidlo bolo rozoberané tiez v praci Mathew et al.
(2014). Autor riesil problém Specifickej distribticie tovaru v mestskych lokalitach, kde
nékladné auto nieslo kvadrikoptéru. T4 odnésala jednotlivé balicky na zelané miesta,
¢im vyrazne urychlovala dodavkovy proces. V tomto pripade autori ukézali, Ze riesenie
takéhoto problému je vypoctovo netrividlne, a tak sa priklonili k rieSeniu s pouzitim
heuristiky na koordinaciu trasy nakladného auta a kvadrikoptéry.

Vo vsetkych hore uvedenych odkazoch sa autori rozhodli zamerat na heuristické pri-
stupy pre najdenie trasy pre heterogénne vozidla. Heuristické riesenia sa v mnohych pri-
padoch najdu pomerne lahko. Ich nevyhodou vsak je, Ze nedavaju zaruku, ze vysledné
riesenie je skuto¢ne optimalne, a teda najlepsie mozné. Ba ¢o viac, nevie sa pri nich urcit
ani ako daleko je najdené riesenie s heuristikou od skutoc¢ne optimalneho riesenia.

Praca, ktord sa zaoberala nidjdenim optimélneho riesenia problému planovania trasy
pre heterogénne vozidlo, bola publikovand v Garone et al. (2012). Autori uvazovali hete-
rogénne vozidlo pozostavajice z dvoch zloziek: lode a helikoptéry. V tomto usporiadani sa
berie lod ako vozidlo s neobmedzenym dojazdom a nizkou rychlostou v porovnani s heli-
koptérou. T4 je na druhej strane rychla, avsak jej dolet je casovo obmedzeny vzhladom na
velkost nadrze. Cielom je najst optimalnu trasu pre heterogénne vozidlo, v ramci ktorej
je potreba stanovit miesta vzletov a pristati helikoptéry, ktorej cielom je navstivit Zelané
stanovistia. Autori navrhli formuldciu zmieSaného celo¢iselného nelinedrneho problému
(MI-NLP) na ndjdenie optimdlnej cesty. Zamysland MI-NLP formuldcia m4a niekolko ne-
vyhod. Prvou je predpoklad, Ze poradie navstev jednotlivych stanovist je predom dané.
Druhou je, Ze rieSsenie MI-NLP optimalizacného problému je vypoctovo velmi narocné,
pricom tato naroc¢nost vyrazne rastie s pribidajicim mnozstvom stanovist. Autori v pub-

likacii ukdzali, Ze dokonca uz pri malom mnozZstve stanovist (rddovo 7) dosahuje ¢as na
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vyrieSenie takéhoto MI-NLP problému niekolko hodin. Preto sa nakoniec uchylili k pou-
zitiu niekolkych heuristickych pravidiel, ¢im vsak ziskali opat len suboptiméalne rieSenie.
Navyse, dané heuristické pravidla opéatf predpokladali, ze poradie navstev jednotlivych
stanovist bude pevne dané.

Na zéklade analyzy sticasného stavu riesenej problematiky sme zistili, ze autori v spo-
minanych pracach implementovali optimalizaciu trasy pre heterogénne vozidlo bud s pou-
zitim heuristickych metéd, alebo so stanovenymi obmedzeniami pri hladani optimalneho
rieSenia. Vysledky préace Garone et al. (2012) neboli uplatnitelné v praxi pre vysokd vy-
poctovi zlozitost. Preto sa v tejto praci zameriame na hladanie optimdlnej trasy pre
heterogénne vozidlo tak, aby sa ndm podarilo vypoctovu zlozitost rieSenia znizit na taka
urovern, aby sme mohli rieSenie uplatnit v praxi aj pri vic¢Som mnozstve stanovist, ktoré

potrebuje heterogénne vozidlo navstivit.

1.4 Ciele dizertacnej prace

Hlavnym cielom tejto prace je navrhniaf formuldciu optimaliza¢ného problému planova-
nia trasy pre heterogénne vozidlo. Pritom chceme zabezpecit, aby sme rieSenie nasli bez
pouzitia heuristickych metéd a teda, aby najdené riesenie bolo skutocne optiméalne. Zaro-
ven by sme chceli vypoctovu zlozitost znizit do takej miery, aby bola softvérova aplikacia
pouzitelna v praxi. Z hladiska stanovenia problému sa zameriame na heterogénne vozidlo
pozostavajuce z dvoch Casti: pomalsieho vozidla s neobmedzenym dojazdom, ktoré zaroven
slazi ako nosi¢ druhého, rychleho, tzv. agilného vozidla, ktoré ma casovo obmedzeny do-
jazd. Cielom bude navstivit vopred dané stanovistia agilnym vozidlom. Dalej sa venujeme
sledovaniu trasy heterogénnym vozidlom prostrednictvom prediktivneho riadenia.

Ciastkové ciele tejto dizertacnej prace by sme mohli zhrnit v niekolkych bodoch:

e Navrhnit vypoctovo jednoduchsiu formulaciu optimalizacie trasy pre problém rie-
Seny v praci Garone et al. (2012). V spominanej publikécii autori navrhli na rieSenie
problému formuldciu zmiesaného celo¢iselného nelinedrneho problému. Nasim cie-
Tom je navrhnit vypoctovo vyhodnejsiu formuldciu zmiesaného celoc¢iselného prog-
ramovania nad kuZzelom druhého rddu (MI-SOCP). Formulicia MI-SOCP je ovela

.....

pocet stanovist.

e Navrhnut formulaciu pre rozsirené riesenie vyssie spominaného problému, tak aby
sme boli schopni optimalizovat aj poradie navstev jednotlivych stanovist. Kedze sa
riesenie problému hodnoti vopred ako vypoctovo velmi naroc¢né, volime dva pristupy

na dosiahnutie ciela:
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— ziskat poradie navstev stanovist vyriesenim TSP problému, ktoré opomina sku-
tocnost, ze vozidlo je heterogénne a nasledne navrhnutou formuldciou v prvom
bode ziskat trasu pre heterogénne vozidlo. Treba podotknif, Ze ziskané riese-
nie je iba suboptimalne, ale hladanie riesenia je vypoctovo jednoduchsie ako

v nasledujtiicom pristupe popisanom nizsie.

— N3ajst skutocne optimélne rieSenie prostrednictvom rozsirenej MI-SOCP for-

mulécie, ktora by bola schopné optimalizovat aj poradie bodov.

e Navrh prediktivneho reguldtora na sledovanie optimélnej trajektérie a urcenie vplyvu

volby tcelovej funkcie na kvalitu sledovania.

e Rozsirit formulaciu hladania optimalnej trasy pre heterogénne vozidlo tak, aby sme
zvazili moznost pohybu jednotlivych stanovist v redlnom case, behom navigicie

heterogénneho vozidla.

1.5 Clenenie price

V praci sa budeme zaoberat predovsetkym problematikou optimalizacie trasy pre hete-
rogénne vozidlo. V kapitole 2 spominame Standardné typy optimalizacnych problémov,
na ktoré sa dé& tloha hladania optiméalnej trajektérie pre heterogénne vozidlo previest.
Kedze zakladom vyskumu je efektivne definovanie daného optimaliza¢ného problému, ve-
nujeme sa tu dloham programovania od linearnych, kvadratickych az po semidefinitné
programovanie a programovanie nad kuzelom druhého radu. K niektorym optimalizac-
nym problémom si uvedieme aj metédy a techniky rieSenia.

Kapitola 3 ukazuje zdkladné fundamenty, pomocou ktorych budeme sledovat opti-
malnu trajektoriu pre heterogénne vozidlo. Povieme si o prediktivnom riadeni vo vse-
obecnosti — ¢o vlastne znamen4, z ¢oho sa skladéd a ako funguje. Predstavime si formulé-
ciu MPC ako optimalizacného problému, ktory sa sklada z tcelovej funkcie a ohraniceni.
Sformulujeme problém MPC pre stavové modely a opiSeme si jeho implementéiciu. Ro-
zoberieme si ohranic¢enia systémov a sposoby, ako sa s nimi vysporiadat tak, aby sme
dodrzali zakladné kritéria bezpec¢nosti.

Kapitolou 4 otvarame problém s hladanim trajektorie pre heterogénne vozidlo, kto-
rého tilohou je navétivit stanovené cielové body, tak aby bola dizka trasy minimalna. Na
problém sa da pozerat z viacerych uhlov, preto podrobne rozoberame riesenia pri réznych
podmienkach. V pripade, ze mame poradie navstev cielovych bodov dané, opisujeme opti-
maélne riesenie v kapitole 4.2. Hned v nasledujicej kapitole 4.3 rozoberame situaciu, kedy
potrebujeme optimalizovat aj poradie bodov. Tu si ukdzeme dva pristupy, pricom jeden

nam ponukne casovo efektivnejsie, avSak subooptimalne riesenie, kym druhy vypoctovo
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narocnejsie, ale optimalne riesenie. Najzaujimavejsi problém ale riesime v kapitole 4.4, kde
sa zaoberame simulaciou a uplatnenim optimaliza¢ného riesenia v praxi. Ukézeme si jed-
noduché prediktivne riadenie autonémneho vozidla podla ziskanej trasy v redlnom case,
pricom uvazujeme aj pripad, kedy sa cielové body v ¢ase pohybuji. Technické riesenie

prezentované v kapitolach 4.2 a 4.3 vychadza z nasich préc:

e Klauco, M. — Blazek, S. — Kvasnica, M.: An Optimal Path Planning Problem for He-
terogeneous Multi-Vehicle Systems. International Journal of Applied Mathematics
and Computer Science, 26(2), 297-308, 2016.

e Klauco, M. — Blazek, S. — Kvasnica, M. — Fikar, M.: Mixed-Integer SOCP Formu-
lation of the Path Planning Problem for Heterogeneous Multi-Vehicle Systems. In
European Control Conference, Strasbourg, France, 1474-1479, 2014.

V pripadovej studii si porovname vysledky jednotlivych ziskanych rieseni, vypoctovii
narocnost a zanalyzujeme dopad suboptimality pri optimalizovani poradia bodov. Na
zaver zhrnieme prinos prace a vysledok vyskumu v oblasti optimalizacie trasy pre he-
terogénne vozidlo. Vysledky kapitol 4.4 a 4.5 neboli doteraz publikované a predstavuja

rozsirenie predchadzajicich prac.






Kapitola

Prehlad optimalizacnych problémov

V matematike a pocitacovej vede sa hladanie najlepsieho zlucitelného riesenia zo vsetkych
povazuje za optimaliza¢ny problém. Riesenie je mozné hladat pomocou rozli¢nych metdd.
Medzi najpouzivanejsie patria metédy matematického programovania. Uloha matematic-
kého programovania pozostéva z cielov a ohranicujicich podmienok.

Ciele predstavuju optimalizacné kritéria, ktoré si maximaliza¢ného alebo minimali-
zacného charakteru. Vyjadruji sa pomocou jednej alebo viacerych funkcii, ktoré nazyvame
ucelové funkcie.

Ohranicenia predstavuji podmienky a obmedzenia, vzhladom ku ktorym hladdme
optimum k tcelovej funkcii. Vyjadruji sa pomocou rovnic, nerovnic alebo ich sistav.

VsSeobecny optimaliza¢ny problém je stanoveny ako

min  fo(z) (2.1a)

T

vzhladom na  fi(z) <0, i=1,...,m. (2.1b)

Vektor z € R™ je optimalizovand premenna, fy : R™ — R je tcelova funkcia a f; :
R™ — R predstavuji funkcie ohranic¢eni. Optimélne rieSenie k (2.1) oznacujeme x*, pre
ktoré plati fo(z*) < fo(z), Vz € {z | fi(z) <0}.

2.1 Konvexné optimalizacné problémy

V praci sa budeme venovat konvexnym optimalizacnym problémom, ktoré si charakte-

ristické tym, ze maju konvexnu tcelovi funkciu a ohranicenia tvoria konvexné mnoziny.

Definicia 2.1.1 (Konvexnd funkcia). Nech f je funkcia spojitd na intervale [a, b]. Potom

hovorime, Ze funkcia f je na konvexnd prave vtedy, ked pre vSetky hodnoty A\ € [0,1] a

31
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Obr. 2.1: Priklad konvexnej (vlavo) a nekonvexnej (vpravo) mnoziny v R?

pre vsetky body x,y z definicného oboru funkcie f plati

fOz+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y) (2.2)

Definicia 2.1.2 (Konvexnd mnozina). Neprdzdna mnozina M € R" sa nazyva konvexn4,
ak plati
Ox + (1 —0)y e M, (2.3)

pre vSetky z,y € M a pre vSetky 0 € [0, 1].

Mnozina M je konvexnd, ak s kazdymi dvomi bodmi obsahuje aj celt ich spojnicu
a plati, ze mnozina M je podmnozinou R". Priklad konvexnej a nekonvexnej mnoziny je
na Obr. 2.1.

Vlastnosti ucelovej funkcie a funkcii ohrani¢eni ndm hovoria o type optimaliza¢ného

problému. V nasledujucich kapitolach si jednotlivé typy opiseme.

2.2 Linearne programovanie

Linedrne programovanie (LP) je Specifickym pripadom matematického programovania,
kedy je ucelova funkcia optimalizacnej dlohy a jej ohranicenia linedrne (Berezny a Kra-
vecova, 2012; Cechlarova a Semanisin, 1999; Plesnik et al., 1990; Rosinova a Dubravska,
2007).
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Definicia 2.2.1 (Linedrna funkcia). Funkciu n-premennych f(z),z = [x1,...,2,]7, 2 €

R”™ nazyvame linedrnou funkciou, ak spiiia nasledujice podmienky
o flx+y)=f(z)+ f(y) aditivnost
e f(6z) =60f(x) proporcionalita

Poznamka 2.2.2. Podmienku linearity vieme pretransformovat aj do jedného vztahu.

V tom pripade, by sme hovorili, Ze spojitd funkcia f(z) je linedrna, ak

fOx+ (1 —=0)y) =0f(x)+(1—-0)f(y) (24)
plati pre vsetky =,y € R™ a vSetky 6 € R.

V pripade, zZe funkcie fy (2.1a) a f; (2.1b) s linedrne v zmysle vseobecného optimali-
zacného problému definovaného v (2.1), potom mézeme dany problém formulovat a riesit

ako problém, respektive tilohu linedrneho programovania.

Definicia 2.2.3 (Uloha linedrneho programovania). Vieobecnt tilohu linedrneho progra-
movania nazyvame tlohu extremalizdcie (minimalizovania alebo maximalizovania) linedr-
nej ucelovej funkcie viacerych premennych

n

min Z(cjxj) (2.5a)

x

Jj=1
za podmienok v tvare
n <
E (aijxj) = bl 1= 1, ,m, (26&)
Jj=1 >
kde x1,...,z, nazyvame rozhodovacie premenné, ci,...,c, su koeficienty ucelovej fun-
kcie, ai1,a12,.-.,amn sU koeficienty ohraniceni a bq,...,b,, koeficienty pravych stran

ohraniceni.

Ucelovu funkciu a ohranicenia z Definicie 2.2.3 vieme zapisat aj vo vektorovom zapise

min ' (2.7a)

IN

v.n. Az ¢ = % b. (2.7b)
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Ohranicenie 2.7b rozdelujeme na nerovnosti a rovnosti a zapisujeme ho v tvare

min 'z (2.8a)
v.n. Az <b, (2.8b)
Aeqx = beop (28(})

kde ¢ € R", A € R™*™ b € R™, Agq € R™ea*™ a beq € R™ea. V tomto pripade meq a m

predstavuje pocet ohraniceni v tvare rovnosti a nerovnosti.

2.2.1 Standardny tvar tlohy linedrneho programovania

Okrem zépisu (2.8), moZeme problém formulovat aj v tzv. standardnom tvare

min ' (2.9a)
v.n. Aeq® = beg, (2.9b)
x > 0. (2.9¢)

Obe tieto formuldcie (2.8 a 2.9) su si ekvivaletné a je mozné previest zapis reprezenticie
z jednej do druhej a naopak. Na prevody tlohy linearneho programovania z jedného tvaru
do druhého pouzivame niekolko zakladnych transformécii.

Zmenu extremalizdcie ucelovej funkcie realizujeme vynasobenim poévodnej tcelovej

funkcie ¢islom —1. Majme teda nasledovnt tlohu
max  f(x). (2.10)

Upravami vztahu (2.10), spominanymi vyssie, dostaneme

min  —f(x). (2.11)

T

Zmenu ohranic¢ujicej podmienky v tvare nerovnice typu < na ohranic¢ujicu podmienku
v tvare nerovnice typu > alebo naopak, realizujeme opét vynasobenim povodného ohra-

nicenia ¢islom —1
n

> (ajz;) > b (2.12)

Jj=1

Po tprave ziskame zo vztahu (2.12) formuldciu

n

> (—aijz;) < —b;. (2.13)

j=1
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Nésledne mézeme z € R™ zapisat ako rozdiel dvoch vektorov z+ a z~. Substiticiou

tvaru x = 21T — £~ dostaneme

mwin clat —cla™ (2.14a)
V.o Azt — Az~ <b, (2.14b)
Aeqt™ — Acqz™ = beg, (2.14c¢)
>0, 27 >0. (2.14d)

Nerovnost v (2.14b) vieme konvertovat na rovnost pridanim premennej s € R™, pricom
s>0

mzin clat —cla™ (2.15a)
v.n. Azt — Az~ +s=b, (2.15Db)
Aeqt™ — Aeqt™ = beg, (2.15c¢)
x>0, 2z~ >0, s>0. (2.15d)

V tejto chvili je uz vidiet, Ze problém definovany v (2.15) je ekvivalentny s (2.9) s novou

optimaliza¢nou premennou z = [m+T, a7, sTT
min ez (2.16a)
V.1 Acqz = beq, (2.16Db)
z >0 (2.16¢)
s
‘ A -4 b
c= —cC ,Aeq = e al;eq = . (2'17)
Aeq _Aeq ©meq Xm beq
@mxl

Konvertované LP mé 2n 4+ m premennych a mcq + 2n + m ohraniceni. Standardnd
forma (2.9) moZe byt Tahko prevedend do reprezenticie (2.8) vyberom A = I,,x, a b =
Omx1-

Rovnostné ohranicenia v (2.8¢) mozeme odstranit parametrizovanim vsetkymi zlaci-
telnymi rieSeniami v Aeqx = beq s * = Fz + x0, kde F € R™** je matica nulovych
vektorov matice Aeq, 7o je akékolvek partikuldrne rieSenie v (2.8¢) a 2 € R¥ je teraz nova
optimalizovand premenna. PovSimnime si, Ze plati & = n — rank(Acq). S touto zmenou

premennych vieme LP (2.8) prepisat na

min I (Fz + x) (2.18a)
v.n. A(Fz+ x9) <b. (2.18b)
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Tento problém mé n — rank(Aey) optimalizaénych premennych a m ohraniceni.

V praxi plati, Ze ak rieSime LP s n premennymi a m+meq ohrani¢eniami, potrebujeme

v priemere priblizne O((n® + n?s)\/m + Mmeq) operacii (den Hertog, 1994)).

Definicia 2.2.4 (Zlucitelné rieSenie). Pre tlohy linedrneho programovania platia nasle-

dovné tvrdenia (Berezny a Kravecova, 2012):

e Vektor € R™ vyhovujici ohrani¢eniam (2.1b) nazyvame zlicitelnym riesenim da-

nej ulohy linedrneho programovania.

e Ulohu linedrneho programovania nazyvame zlicitelnou, ak méa aspon jedno zlaci-

telné rieSenie. V opa¢nom pripade ju nazyvame nezlicitelnou.

e Zlucitelné riesenie z € R™, v ktorom tucelova funkcia (2.1a) danej dlohy LP na-

dobtida pozadovani extremdlnu (minimélnu alebo maximdlnu) hodnotu, nazyvame

optimélnym riesenim x*.

e Zlucitelni tlohu linedrneho programovania nazyvame neohrani¢enou, ak hodnoty

zlicitelného rieSenia modzu byt lubovolne velké (v kladnom alebo zépornom smere).

V opacnom pripade pripustna tlohu LP nazyvame ohranicenou.

Mnozina zluc¢itelnych rieseni podla Definicie 2.2.4 mdze byt prazdna, neprazdna ohra-
nic¢end a neprazdna neohranicena. Pre problém LP mo6zeme mat pocet optiméalnych rieseni
nula, jedno, alebo nekonec¢ne vela. Tabulka 2.1 znazornuje prehladne jednotlivé kombina-

cie moznosti, ktoré moézu nastat.

Tabulka 2.1: Vztah medzi mnozinou pripustnych rieseni a poc¢tom optimalnych rieseni

prazdna | neprazdna ohraniCend | neprazdna neohranicend
ziadne ° - °
prave jedno - . .
nekonecéne vela - ° °




2.2. LINEARNE PROGRAMOVANIE 37

2.2.2 Simplexovia metéda

Majme dant tlohu LP v standardnom tvare (2.9) s n-premennymi a m-ohrani¢ujicimi
podmienkami nasledovne
n

min Z(cjxj) (2.19a)

x

j=1
n
v.n. Z(aijxj) =b prei=1,...,m, (2.19b)
j=1
z; >0 prej=1,...,n. (2.19c¢)
Nech existuje baza B = {Apq),...,Apm)} matice ohrani¢eni A.q zo vztahu (2.9)

a nech zp je bazické zlucitelné riesenie prislichajice tejto baze, ktorého bazické zlozky
s X190, T20, - - - , Tmo, Pricom nebazické zlozky st nulové, potom plati

m

Z(l’ioAB(i)) =b. (2.20)

i=1
Kedze B je béza matice A, tak kazdy stipec Ajpre j =1,...,n, matice A sa dd vyjadrit

ako linedrna kombinacia bazovych stlpcov

A-:

J

I

(i AB (), (2.21)

i=1

kde z;; je i-ta siradnica stipca Aj v baze B.

Na zdklade toho je mozné odvodit nasledujicu vetu (Berezny a Kravecovd, 2012):

Veta 2.2.5. Nech je dané nejaké bazické zlucitelné rieSenie x stustavy Ax = b prislucha-
juce baze B = {Ap(),..-,Ap(m)}- Nech A; je taky stipec matice A, ze A; ¢ B. Potom

riesenie z(, uréené nasledovne

xi0 — x5, prei #k

Thy = (2.22)
0; vprei=k,
kde
x x;
0 == — min{=2; pre i také, 7e z;; > 0} (2.23)
Tk Lij
je zlucitelnym bazickym riesenim s bazickymi zlozkami 7, pre ¢ = 1, ..., m, prislichajtce

baze B' = BU{A’} \ {A}}. Symbol A’ oznacuje aktudlny j-ty stipec, ktory do bézy

vstupuje a A} oznacuje aktudlny k-ty stipec, ktory z bazy vystupuje.

Definicia 2.2.6. Prvok z;;, definovany vo Vete 2.2.5, nazyvame pivot a prechod medzi

béazickymi zlic¢itelnymi rieSeniami nazyvame pivotovanie.
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Nech je dana tdloha LP v standardnom tvare s m-premennymi a m-ohranicujicimi

podmienkami v maticovom tvare nasledovne

min 'z (2.24a)

v.L. Az =b (2.24b)

x>0 (2.24¢)

a nech g = [71,...,2,]7 je nejakym bézickym zlucitelnym rieSsenim ohraniceni tejto

tlohy LP. Hodnotu ucelovej funkcie v tomto bazickom zlucitelnom rieseni vypocitame

up = cx. (2.25)
Definicia 2.2.7 (Relativna cena). Pre kazdé j = 1,...,n definujeme u; nasledovne
Uj; = Z(Cj[ﬁij). (226)
i=1

Cislo ¢j = ¢; — u; nazyvame relativna cena stlpca A;.

Ak v béazickom zluciteInom rieseni xy urobime pivotovanie, pri ktorom stlpec A; vsttpi

do bazy, ucelova funkcia sa zmeni o hodnotu
9@ = e(Cj — Uj). (2.27)

Ak pre kazdé j =1,...,n je ¢; = ¢; — u; nezdporné, tak dané bazické zlucitelné riesenie
T je optimélne.

Ak existuje j také, ze platia sicasne nasledujice podmienky
e ;<0
o z;; <0Oprevsetkyi=1,...,m,

tak tato tloha LP je zlucitelnd neohranicena.

Primarny algoritmus simplexovej metédy

Simplexovy algoritmus je iteraény vypoctovy postup na hladanie optimalneho riesenia
tlohy LP (Berezny a Kravecovd, 2012). Majme danti ilohu LP v Standardnom tvare (2.9)

s n-premennymi a m-ohrani¢ujicimi podmienkami nasledovne

min Z(cjxj) (2.28a)

v.n. Az =b, (2.28b)
x> 0. (2.28c¢)
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Nech existuje baza B = {Ap(1), .., Ap(m)} matice ohraniceni A. Kazdy stipec A; pre

j=1,...,n matice A sa d4 vyjadrit ako linedrna kombinécia bazovych stipcov a teda:
Aj = (2ijApa). (2.29)
i=1

Nech x5 = [x1,...,2,]T je bazické riesenie prislichajtice baze B. Plat{ pe neho, 7e z; =0
pre vSetky j také, ze A; ¢ B a tiez:

n m

D (xA5) = (wiApe) =b,

j=1 i=1

(2.30)

kde symbolom z;9 oznacujeme také z;, ze A; = Apg(;). Hodnotu ticelovej funkcie pre dané

bézické zlucitelné riesenie vypocitame takto:

n m

Ug = Z(chj‘) = Z(IiOCB(i))'

j=1 i=1

(2.31)

Pri rieseni tlohy LP prostrednictvom simplexového algoritmu musime ststavu rovnic
ilohy LP prepisat do maticovej podoby, ktora sa postupne meni, az kym sa nedospeje

k rieseniu. Tato matica sa zapisuje do simplexovej tabulky.

Tabulka 2.2: Forma simplexovej tabulky

|

B [wl o v [ | o
- —f | e =201 | C2 = wp2 Cp = Ton
TB(1) 10 T11 T12 Tin
TB(2) T20 T21 T22 Ton
xB(n) Tmo Tm1 Tm?2 Tmn

Nech je béaza B tvorend stipcami jednotkovej matice rozmeru m x z, potom:
e stipec B obsahuje oznacenia premennych, ktorym prislichaju bazické stipce,

e stipec z obsahuje hodnoty prislugného bazického rieSenia, teda prislusné prvky

pravych strdn ohraniceni (s vynimkou — f),
o stipec x; obsahuje stradnice stipca A; v baze B,

e v riadku oznacenom ’-’ sa zapiSe do bunky — f nula a do ostatnych buniek koeficienty
ucelovej funkcie. Pred zacatim riadkovych dprav nastavime tento riadok tak, aby
nad bazickymi stipcami boli nuly. Po jednotlivych riadkovych operacidch dostaneme
v bunke —f hodnotu ucelovej funkcie pre prislusné béazické riesenie a v ostatnych

bunkach tohto riadku hodnoty zodpovedajtcich relativnych cien.
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Ak pivotujeme simplexovi tabulku podla prvku xj; uréeného vzorcom (2.23), tak pre

vsetky i =1,...,mal=0,...,n sa prvky simplexovej tabulky zmenia nasledovne:
Lil —
il pre i = k,
=™ _
Ty — ha pre i # k.

kj

Simplexova tabulka tlohy linearneho programovania je primarne zlucitelna, ak z;9 > 0
pre kazdé i = 1,...,m. Ak plati xo; > 0 pre kazdé j = 1,...,n, hovorime, Ze tato tabulka
je dudlne zlucitelna. Ak je tabulka primérne aj duédlne zlacitelnd, oznac¢ujeme simplexovi

tabulku tlohy linedrneho programovania ako optiméalnu.

2.3 Kvadratické programovanie

Problémy, kde je ucelovd funkcia fo v (2.1) konvexnd a kvadratickd a ohranicenia f; st
linedrne, definujeme ako problémy kvadratického programovania (v angli¢tine: quadratic

programming — QP problem) (Hamala, 1972; Manas, 1979)

1
min §:cTHx +cla (2.32a)
x
V.. Az < b, (2.32b)
kde A je matica sustavy ohraniceni (A = [a;;] pret =1,...,ma j=1,...,n), bje vektor

pravej strany ohraniceni (b € R™), x je vektor rozhodovacich premennych (z € R™), H je
matica n X n, ¢ je vektor koeficientov tucelovej funkcie (¢ € R™) a n je poéet rozhodovacich
premennych ulohy. Aby bola ucelova funkcia konvexné, musi byt H symetrickd kladne
semidefinitnd matica (H = H = 0).

Kedze ststava ohranic¢eni tlohy kvadratického programovania je tvorena linearnymi,
a teda konvexnymi funkciami a predpokladame, ze matica H je kladne semidefinitna,
a teda aj ucelova funkcia tlohy je konvexnd, tak uloha kvadratického programovania je
konvexnym optimaliza¢nym problémom.

Efektivita riesenia kvadratického programovania byva v hrubom meritku rovnaka ako
v pripade linearneho programovania, ale napriek tomu sd riesenia QP v priemere pri-
blizne patkrat pomalsie ako LP riesenia (Neumaier, 2004). Jednotlivé softvérové baliky si

uvedieme v kapitole (2.7).

2.3.1 Metéda aktivnych mnozin

Na riesenie tloh QP je jednym z najcastejsie pouzivanych pristupov metéda aktivnych
mnozin (Lau et al., 2009). Tdto metdda riesi kvadraticky problém (2.32) prostrednictvom

identifikovania aktivnej mnoziny jej riesenia x* a jej postup zachytava Algoritmus 1.
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Obr. 2.2: Grafické znazornenenie metédy aktivnych ohrani¢eni. Mnohouholnik predsta-
vuje mnozinu pripustnych rieseni. Sipka ukazuje posun bodu zy o hodnotu A
redukovanii na hodnotu aA kvoli ohrani¢eniu. Tymto spésobom sme nasli bod

x1, ktory vstupuje do nasledujicej iteracie cyklu.

Na zaciatok si nadjdeme pociatocné zlucitelné rieSenie xy. Metéda zacina s pociatocnym

odhadom Wy mnoziny aktivnych ohranic¢eni. V kroku 4 rieSime problém

1
IrAlin i(l'k + Ak)TH(l'k + Ak) + CT(Z'k + Ak) (2.33&)
k
v.1. AW;C ({Ek + Ak) = bwk, (233b)

kde Aw, st iba tie riadky matice A, ktoré si indexované prvkami aktivnej mnoziny Wj.
Tento problém riesime pomocou Lagrangeovych nésobi¢ov. Ziskame zlepsenie A ako
zlepsujuci smer povodného odhadu z. Ak Ax = 0 a zaroven si vsetky A nezaporné, po-
tom xj, je optimélnym riesenim problému definovaného v (2.32). Ak Ay = 0, ale existuje
A, ktora je zdporna, potom odstranime z mnoziny Wy, index, ktory zodpovedd indexu naj-
mensej hodnoty A a pokrac¢ujeme v cykle s hodnotou zj, aj do dalsej iteracie. V pripade,
7e ziskané hodnota Ay je rozna od nuly, existuje moznost, Ze je potrebné pridat dalsie
ohranicenie. Ak bod xpy1 = xp + Ak spiﬁa ohranicenia (2.32b), aktivnu mnoZinu neme-
nime (teda Wy, = Wy) a pokrac¢ujeme dalSou iterdciou. Ak xzy + Ag porusi ohranicenia,
najdeme také skratenie vektora Ay, aby bod x +aly lezal v ohrani¢eniach. Zaroven pri-
dame jedno ohranicenie do aktivnej mnoziny. Graficky je najdenie bodu xy41 zobrazené
na Obr. 2.2. Nésledne pokracujeme iterativne dalej az do chvile, kym nenajdeme presni
mnozinu aktivnych ohraniceni.

V Algoritme 1, A; predstavuje i-ty riadok A a Ay, je matica ziskand ponechanim
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Algoritmus 1 Metéda aktivnych mnozin

Vstupy: tloha kvadratického programovania (2.32)

Vystupy: optimalne riesenie z*

8:

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:

vypocitaj pociatoéné zlicitelné riesenie xg
Wo=10
k=0

while true do

k+—k—+1
H AL A
ries [ Wi 4§

A 0

Aw, 0
if A, =0 then
if A > 0 then

¥ = xp a ukondi cyklus

= l_c_ka] pre (Ag, \)

else
odstran z mnoziny Wy index, ktory zodpovedd najmensej hodnote A
Tk4+1 = Tk
end if
else
Dy = {i ¢ Wy, : AiAy, > 0, gt < 1}
if D), = then
Tpt1 = T + Ay
Wit =Wy
else
« = min {bl_Alxk}
i€Dy, A; A
Tit1 = Ti + Ay
vytvor Wiy pridanim jedného elementu Dy, do Wy
end if
end if

25: end while

26: return z*
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i-teho riadku z A pre vSetky ¢ € Wy. Ak st vSetky hodnoty b vo vztahu (2.32b) kladné,

potom xg = (0,0,...,0)T je zlt¢itelné poéiatoéné riesenie pre (2.32).

2.4 Celociselné lineaArne programovanie

Pod tlohou celo¢iselného linedrneho programovania (angl.: Integer Linear Programming
— ILP) rozumieme maximalizaciu alebo minimalizdciu linedrnej icelovej funkcie pri line-
arnych ohraniceniach, pricom na rozdiel od LP predpokladame, Ze vsetky optimalizované

premenné su celociselné. Formulécia dlohy ILP mé nasledujici tvar

min 'z (2.34a)
v.n. Ax <b, (2.34D)
xeZ". (2.34c)

Ak z tdlohy celociselného linedrneho programovania (2.34) odstranime podmienku ce-
lo¢iselnosti premennych (2.34c), dostaneme tlohu linedrneho programovania, ktord nazy-
vame relaxovanou tlohou ILP. Ak mame optimalne rieSenie relaxovanej tlohy celocisel-
ného linearneho programovania celociselné, tak je zaroven aj optimalnym rieSenim tlohy

celociselného linedrneho programovania.

2.4.1 Zmiesané celociselné programovanie

Ak je vektor z optimalizovanych premennych zlozeny z redlnej aj bindrnej casti, Cize
= [zl 211" sz, € R™ ax, € {0,1}™ a tcelova funkcia fy a ohranienia f; st linedrne,
tak problém definovany v (2.34) sa riesi ako zmiesané celo¢iselné programovanie (angl.:

Mixzed Integer Linear Programming — MILP). Formalne ho mézeme zapisat

min ¢z, +clx (2.35a)

T
v.o. A,z + Apzy < b, (2.35Db)
xp € {0,1}™. (2.35¢)

MILP problém sa rozsiahlo studuje rovnako ako po teoretickej tak aj po praktickej
stranke (Floudas (1995), Fletcher a Leyffer (1998)), pricom vzniklo aj mnoho softvérovych
implementécii (ILOG, Inc. (2009), Dash Associates (1999)).

2.4.2 Metdbdy riesenia celociselného programovania

Pokial by sme tlohu ILP riesili pomocou metdd na riesenie LP, s tym, ze by sme vysledok

zaokrahlili, nie je zarucené, Ze by sme dostali optimélne riesenie. Priklad je zobrazeny
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Obr. 2.3: Aproximécia celo¢iselného programovania: bod A — optimélne riesenie LP, bod

B — optimaélne riesenie ILP

na Obr. 2.3. Dokonca by sa mohlo stat, Ze rieSenie by nebolo pripustné. Celociselné
optimalne rieSenie totiz méze byt vnutornym bodom mnoziny pripustnych rieseni, ktort
tvoria izolované celociselné body (angl.: lattice points).

Napriek tomu sa v praxi zaokrihlovanie pouziva v tlohéch, kedy je suboptiméalne riese-
nie akceptovatelné. Ide hlavne o tlohy, ktoré obsahuju vela premennych, kde je problémom
¢asové a pamitova naro¢nost. Casova zlozitost je hlavnou nevyhodou ILP. Kym tiloha LP
je rieSitelnd v polynomidlnom case, tiloha ILP mé naro¢nost NP-hard (Nemhauser a Wol-
sey, 1988), ¢ize vSeobecne nie je zndmy polynomidlny algoritmus na rieSenie. No napriek
tomu, niektoré Specidlne pripady st riesitelné pomocou polynomialnych algoritmov. Tie
su zaloZené napriklad na tzv. pazravom pristupe (angl.: greedy algorithm) (Cormen et al.,
2001), ktory v kazdom svojom kroku vyberd lokdlne optimélne rieSenie v nddeji, Ze je toto
rieSenie globalne optimalne. Jeden z najznadmejsich pripadov, kde je mozné pouzit tento
pristup je dloha minimélnej kostry — Kruskalov algoritmus (Jensen a Bard, 2003).

Podstatny rozdiel pri MILP oproti standardnému ILP problému definovanom v (2.34)
je jeho bindrne obmedzenie (2.35¢), ktoré ndm vytvara nekonvexny problém, ktory znacne
komplikuje riesenie globalneho optima. Zlozitost algoritmu je, v najhorsom pripade, expo-
nencidlna v pocte bindrnych premennych n.

Medzi najrozsirenejsie metédy riesenia tloh celociselného programovania a MILP pat-
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ria:

e enumeracnd metéda (angl.: Fnumerative method) (Eiselt et al., 2000)

e metdda seénych nadrovin (angl.: Cutting plane algorithm) (Schrijver, 1986)

e metéda vetiev a hranic (angl.: Branch and bound method) (Williams, 2009)

Enumeracéna metéda

Vypocet riesenia je zalozeny na prehladavani oblasti zahriujicej vsetky pripustné riesenia.
Vzhladom k celoc¢iselnému obmedzeniu premennych je pocet tychto rieseni koneény ale
ich pocet je neprakticky velky. Preto je tdto metéda vhodnd iba pre malé problémy
s obmedzenym poctom diskrétnych premennych.

Postup je mozné zovseobecnit na tlohu MILP tak, ze ku kazdej kombindcii diskrét-
nych premennych je vyriesend tloha LP, kde st diskrétne premenné brané ako konstanty.
Potom je mozné prehladavanie realizovat ako binarny strom, ¢o umoznuje redukovat pocet

nepripustnych stavov.

Metéda se¢nych nadrovin

Algoritmus zac¢ina vypoctom tlohy tak, Zze zanedbava poziadavku na celo¢iselné hodnoty
a uloha je vyrieSend klasickymi metédami LP. Vypocet sa realizuje iterativne tak, ze
v kazdom kroku je pridand dalsia obmedzujica podmienka zuzujica oblast pripustnych
rieSeni. Hovori sa aj o zavddzani tzv. platnych nerovnosti (angl.: valid inequalities). Kazdd

nova podmienka musi splnat nasledujice vlastnosti:
e optimélne riesenie ndjdené pomocou LP sa stane nepripustnym

e ziadne celociselné riesenie pripustné v predchadzajiicom kroku sa nesmie stat ne-

pripustnym

Nové obmedzenie splnujice tieto vlastnosti je pridané v kazdej iteracii. Vzniknuta
iloha ILP je vzdy znovu riesend ako LP. Proces sa opakuje az dovtedy kym sa nendjde
pripustné celociselné riesenie. Konvergencia takéhoto algoritmu potom zavisi na sposobe
pridavania obmedzujicich podmienok. Medzi najpouzivanejsi algoritmus pouzivajici tato
metdédu patri Gomoryho algoritmus (Floudas a Pardalos, 2009).

Najprv sa pomocou simplexovej metddy vyriesi relaxacia danej ILP. Potom sa prida-
vaji k tlohe LP ohrani¢ujice podmienky (Gomoryho rezy), ktoré zuzuji mnozinu pri-
pustnych rieseni. Na riesenie tlohy rozsirenej o takyto rez je vyhodné pouzit dudlnu

simplexovii metodu.
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Nech je dana tloha celociselného linearneho programovania v standardnom tvare

min 'z (2.36a)
V.o Az = b, (2.36b)
x>0,x€Z". (2.36¢)

Majme optimalnu tabulku pre relaxaciu tlohy ILP. Prvky danej tabulky budeme ozna-

covat Yig-

Veta 2.4.1. Nech v optimdlnej simplexovej tabulke existuje také i € {1,2,...,m}, pre
ktoré plati v;o ¢ Z. Ak k tabulke priddme rovnicu:

n
D {vitei —g={w}, 920, (2.37)
j=1
tak Ziadne celociselné pripustné riesenie ILP sa nevylici a nova simplexova tabulka bude
primdrne nepripustné, dudlne pripustnd a bézickd (Berezny a Kravecovd, 2012).
Algoritmus:

1. Vyriesime relaxaciu ulohy ILP. Ak ziskame optimélne riesenie, potom je zaroven aj

rieSenim danej dlohy. V opacnom pripade pokracujeme dalej.

2. Kedze relaxdcia ILP nemé celoéiselné rieSenie, existuje nejaké ;0 ¢ Z. Podla toho

riadku pridame nové ohranicenie, tzv. Gomoryho rez:
n
Y itz —g={ro}, g=0. (2.38)
j=1

3. Do optimélnej tabulky pre relaxéciu priddme jeden stipec pre premennt ¢ a riadok

pre Gomoryho rez.

4. Pomocou simplexovej metédy ndjdeme nové optimum. Ak je celo¢iselné, je zaroven

optimom aj pévodnej ILP. Ak nie je, vratime sa k bodu 2.

Symbolom {a} oznacujeme zlomkovi Cast a. Plati, ze {a} = a — |a|. Symbolom |a]
oznacujeme zaokrihlenie ¢isla a nadol, ¢ize najblizsie mensie alebo rovné celé ¢islo k ¢islu

a.

Metbéda vetiev a hranic

Princip tejto iteracnej metdédy spociva v tom, Ze sa postupne menia ohranicenia danych
premennych a vytvdraju sa nové dlohy LP (Chattovd, 2011). Jednotlivé tlohy rieSime
kazdua zvlast a dosiahnuté rieSenia posudzujeme vzhladom na podmienku celociselnosti.

Schému algoritmu mézeme zhrntit do nasledujucich dvoch krokov:
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e vetvenie (angl.: branching) - predstavuje rozklad mnoZiny pripustnych riesenf
na navzdjom disjunktné podmnoziny. K danej tlohe, ktorej premennd x; mé ne-
celociselné hodnotu b?—, vytvorime dve ciastkové tlohy a k jednej z nich pridame
obmedzenie

z; < [by), (2.39)
kym k druhej zase obmedzenie
z; > |bj] + 1. (2.40)

Ostatné ohranicenia rovnako ako ticelovii funkciu ponechavame v obidvoch tlohach

nezmenené.

V nasledujucich pripadoch médme splnentd podmienku na ukoncenie vetvenia v da-

nom uzle:

— relaxovana LP tloha nemé pripustné riesenie,

— optimdalna hodnota tcelovej funkcie relaxovanej tlohy nie je lepsia ako hodnota

ucelovej funkcie v doteraz v najlepsom najdenom pripustnom rieseni,

— optimalne rieSenie relaxovanej tlohy LP je celociselné,

e ohraniCovanie (angl.: bounding) - uréime pre kazdd z podmnozin dolni (ak
méame minimaliza¢nd tlohu), resp. hornt (ak méme maximalizaéni tlohu) hranicu
hodnoét tcelovej funkcie na danej podmnozine. Nasim cielom je teda ziskat odhad,
ktory poskytuje informéciu nakolko dobré (v zmysle hodnoty tcelovej funkcie) moze
byt najlepsie pripustné riesenie. Preto sa aj v pripade tejto metddy riesi relaxovana
tloha k danej ILP tlohe.

Pri rieseni niektorych typov tloh ILP je metéda velmi efektivna. Tyka sa to predov-
setkym praktickych tloh s mensim poc¢tom premennych, kedze nam pocet riesenych par-
cidlnych tloh rastie exponencidlne. V niektorych pripadoch je mozné urcit dolnt a horna
hranicu pre jednotlivé premenné, pricom optimalne riesenie lezi niekde medzi tymito hra-
nicami. Cim méame uzsf inicializaény interval, tym sa musi spracovat mensi priestor pre-

hlad4vania.

2.4.3 Problém obchodného cestujiceho

Problém obchodného cestujticeho (angl.: Travelling Salesman Problem — TSP) je jedna
z najznamejsich a najviac studovanych optimalizaénych tloh (Crowder a Padberg, 1980;
Miller et al., 1960; Reinelt, 1994). Je to aj vdaka velkému mnoZstvu jej praktickych
aplikécii - logistika dopravy, distribacia tovaru, apod. TSP je vSak aj opornym bodom

pri rieseni mnohych inych optimaliza¢nych tdloh. Definujme si jeho znenie.



48 KAPITOLA 2. PREHLAD OPTIMALIZACNYCH PROBLEMOV

Problém 2.4.2. Dany je zoznam miest a vzdialenosti medzi nimi. Ulohou je navrhnit
najkratsiu moznu trasu tak, aby sa navstivilo kazdé z miest prave raz a potom sa navratilo

do pévodného mesta.

Problém 2.4.2 sa z hladiska kombinatorickej optimalizacie povazuje za NP-hard prob-
lém. Z toho vyplyva, ze s rasticim poctom miest ndm vypoctova zlozitost pre najhorsi
mozny scenar narastd superpolynomialne, inym slovom, exponencialne. Z tohoto dévodu
sa zavadzaja pri rieSeni rozne heuristické metddy. Jednou z nich je napriklad heuristika
algoritmu najblizsieho suseda, kde ako uz nazov napoveda si hladdme cestu tak ,ze vybe-
rieme nasledujice mesto také, ktoré je k nam aktualne najblizsie. V priemere tato metdda
vrati o 25% dlhsiu trasu ako je optimdlna (Johnson a McGeoch, 1997).

TSP vieme formulovat ako tilohu celociselného linedrneho programovania. Majme zo-

znam miest oznacenych 0,...,n. Definujme si premenné z;; nasledovne
1 ak cesta vedie z mesta ¢ do mesta 7,
0 inak.
Pre i = 0,...,n si definujeme pomocnd premennd u; a c;; predstavuje vzdialenost

z mesta ¢ do mesta j. Samotna formulacia ulohy TSP je

IIlmiIl Z Z (Cijwij) (242&)

i=0 j=1,j#i
V.o z;; €{0,1} i,j=1,...,n, (2.42b)
u €4 i=1,...,n, (2.42¢)
Y omy=1 j=1,...,n, (2.42d)

i=0,i%j
Yo owy=1 i=1,...n, (2.42¢)

=0,j#i
ui—uj+nr; <n—1 1<i#j<n, (2.42f)

kde ohranicenie (2.42d) vyjadruje, Ze kazdé mesto moze byt navstivené prave z jedného
mesta, ohranifenie (2.42e) znadi, Ze z kazdého mesta mdze byt iba jedna cesta a posledné
ohranicenie (2.42f) ndm zabezpecuje, Ze existuje iba jedna uzavretd trasa, na ktorej lezia
vsetky mestd. Inymi slovami nemoéze existovat viacero tras, ktoré by pokryvali dokopy

vSetky mestéa, ale navzajom by neboli prepojené.

2.5 Semidefinitiné programovanie

Na dlohu semidefinitného programovania (SDP) sa d& pozerat ako na rozsirenie tlohy

linedrneho programovania (Wolkowicz et al., 2012). Vezmime si teda tlohu linedrneho
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programovania v Standardnom tvare (2.9). Podmienka nezédpornosti © > 0 z LP je v pri-
pade SDP nahradend zovseobecnenou nerovnostou vzhladom na priestor kladne semidefi-
nitnych matic. Semidefinitné programovanie mézeme povazovat za vSeobecnejsie ako LP
prave vdaka tejto nelinearnej podmienke. Preto velké mnozstvo konvexnych tloh mozno
formulovat a efektivne riesit ako dlohu SDP (Vandenberghe a Boyd, 1994, 1999).

V tlohe SDP optimalizujeme linedrnu funkciu symetrickej matice X, vzhladom na m
linedrnych maticovych nerovnosti za podmienky kladne semidefinitnej matice X. Takato

podmienka je sice nelinearna, ale konvexna. Ulohu SDP mozno definovat v nasledujicom

tvare
n%n CeX (2.43a)
V.1 A;e X =0, prei=1,...,m, (2.43Db)
X =0, (2.43¢)

kde X € S™, ¢o je priestor symetrickych n x n matic, b € R™, A; € R"*™ su koeficienty
ohranic¢eni a C € R™*™ je koeficient tucelovej funkcie. Nerovnost X > 0 znaci obmedzenie
matice X na kladne semidefinitnii maticu.

Zépis C e X predstavuje skalarny sicin symetrickych matic C' a X:

n n

CeX = ZZCUXZ-]-. (2.44)

i=1j=1
V tlohe (2.43) predpokladdme symetrickost matic C' a A;. Ak by C nebola symetrické,

bolo by mozné maticu C' nahradit maticou %(C + OT), ktora uz symetrickd je.

2.6 Programovanie nad kuzelmi druhého radu

Programovanie nad kuzelmi druhého rddu (angl.: Second Order Cone Programming) —
SOCP) je trieda tloh konvexnej optimalizdcie, v ktorych minimalizujeme linedrnu funkciu
cez prienik polyédrickej mnoziny a kuzelov druhého radu (Alizadeh a Goldfarb, 2003; Lobo
et al., 1998). Ulohu SOCP mézeme formulovat v tvare

min T (2.45a)
v.n. Az =, (2.45Db)
2]l < o, (2.45¢)

kde c € R",b € R™ A € R™*" g = (10;T) € R, pricom zg € R, T € R"!, a ohranicenie
||Z|| < xo je ohranicenim kuzela druhého radu.

Kuzel druhého radu s dimenziou n definujeme nasledovne

Q, = {z = (20;7) €R™ : 20 > |||}, (2.46)
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kde ||.|| je standardnd Euklidovskd norma, g € R, T = (21,22, ..., 2,_1)7 € R" ! an je
dimenzia kuzela Q,,. V pripade n = 1 nadm ostane z kuzela druhého radu iba polpriamka

leziaca na osi xg a zacinajica v bode xg = 0.

2.7 Softvérové riesenie optimalizacnych problémov

V stcasnosti je vyvinutych mnozstvo Specializovanych programovych balikov (angl.: sol-
ver) na rieSenie optimalizacnych problémov a to aj s velkym poc¢tom rozhodovacich pre-
mennych a ohraniceni. Programové baliky mame volne dostupné, alebo komercéné a medzi

najznamejsie patria:
e volné

— GLPK - (GNU Linear Programming Kit) je jeden z najzndmejsich softvéro-
vych balikov urceny predovsetkym na riesenie linedrneho programovania, ale
aj na zmiesaného celoc¢iselného programovania. Je to mnozina procedir orga-
nizovana do pouzivatelnej kniznice a napisand v jazyku ANSI C. Na riesenie
linedrnych dloh pouziva simplexovii metédu a metédu vnitorného bodu. Me-
tédu vetvenia a hranic spolu s metédou Gomoryho rezy pouziva na rieSenie

tloh zmiesaného celoéiselného programovania (Makhorin, 2008).

— PENLAB - je softvérovy balik ur¢eny na riesenie nelinearnych semidefinitnych
tloh. Pozornost pri tomto baliku bola venovana skor prehladnosti kédu ako jeho
efektivnosti. Cielom bolo, aby bol balik lahko pochopitelny pre pouzivatelov,
ktorych ma zaroven motivovat k jeho neustalemu vylepsovaniu. Ja napisany
v MATLABE a jeho ucel je nielen vedecky ale aj vyucbovy (Fiala et al., 2013).

— SDPT3 - zameriava sa na riesenie tiloh semidefinitného programovania a prog-
ramovania nad kuzelom druhého rdadu. Naprogramovany je v MATLABE, ale
niektoré casti su ulozené v C alebo vo FORTRANE. D6vodom bola neefektiv-
nost niektorych operacii v MATLABE ako napriklad extrahovanie vybranych
elementov z matice. Numerické vysledky ukazuji, ze pouzivané algoritmy st
pomerne efektivne a robustné pri problémoch s rozmermi radovo sto premen-
nych (Toh et al., 1999).

— SEDUMI - je takisto urceny na riesenie tloh semidefinitného programova-
nia a programovania nad kuzelom druhého radu. Na rieSenie pouziva metdédu
vnatorného bodu (Sturm, 1999).

e komercné
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— GUROBI - je komerc¢ny softvér na riesenie tloh linedrneho programovania,
kvadratického programovania ale aj zmieSsaného celoc¢iselného programovania
a programovania nad kuzelom druhého radu. Podporuje mnozstvo programova-
cich ale aj modelovacich jazykov. Na riesenie pouZiva simplexovi metédu (LP),
bariérové algoritmy (QP), metédu vetvenia a rezov (MIP). Okrem Standard-
nych met6d pouziva na riesenie LP a MIP aj tzv. sibezny optimalizovaé (angl.:
Concurrent Optimizer), ktory vyuziva efektivne viac jadrovy procesor. Vypoé-
tové metody pouziva rovnaké ako GLPK, avsak paralelne spusta niekolko roz-
nych stratégii na vypocet naraz, ¢im dosahuje vypocet vo vyrazne kratSom
¢ase (Gurobi Optimization, 2013).

— CPLEX - je dalsi z rady komercénych softvérovych balikov uréeny predov-
Ssetkym na riesenie linedrnych optimaliza¢nych problémov. Okrem standard-
nych metdd, ktoré vyuziva GUROBI, pouziva CPLEX aj preosievaci algorit-
mus (ILOG, 2007).

— MOSEK - sa vyznacuje najmé pouzivanim metédy vnutorného bodu, ktora
dokaze efektivne riesit predovsetkym tlohy linedrneho programovania, prog-
ramovania nad kuzelom druhého radu a semidefinitného programovania. Oso-
bitnou ¢rtou optimalizovaca je jeho zalozenie na tzv. homogénnom modeli, ¢o
znamena, ze dokaze spolahlivo detekovat primarny alebo dudlny neriesitelny
stav (Mosek, 2010).

Tabulka 2.3: Zameranie softvérovych balikov na jednotlivé optimalizacné ilohy

LP | QP | MILP | SDP | SOCP

GLPK . - ° - -
PENLAB | - - - ° -
SDPT3 - - - . °
SEDUMI | - - - . °
GUROBI | e . ° - °
CPLEX . ° ° - °
MOSEK ° ° ° ° °

Tabulka 2.3 zobrazuje prehladne zameranie jednotlivych spominanych programovych
balikov. Predovsetkym volne dostupné baliky st vac¢sinou tzko zamerané a preto je dobré
zvolit spravny vyber podla typu optimalizacného problému. V pripade, ze méame k dispo-

zicii komercny balik, postaci ndm na rieSenie vacsiny optimalizacnych tloh.
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2.8 Zhrnutie

V kapitole 2 sme sa zaoberali prehladom zakladnych optimaliza¢nych dloh. Vyjadrili sme
si vSeobecny optimalizacny problém a povedali sme si kedy hovorime o konvexnom opti-
malizacnom probléme.

Do prehladu optimalizacnych tloh sme si zaradili v prvom rade linearne programo-
vanie, kde sme si ukézali niekolko spésobov ako zapisat tlohu LP. Okrem Standardného
tvaru v kapitole 2.2.2 sme si ukazali ako riesit tlohu LP prostrednictvom simplexovej
metody. Obdobnym sposobom sme si v kapitole 2.3 uviedli metédu aktivnych mnozin,
prostrednictvom ktorej riesime tlohu kvadratického programovania. V ramci kapitoly 2.4
sme rozobrali aj tlohou zmiesaného celoc¢iselného programovania. Z metdd riesenia sme
sa zaoberali najma metdédou vetvenia a rezov. V ramci tejto kapitoly sme sa zaoberali aj
s jednou z najviac Studovanych optimaliza¢nych tloh - problém obchodného cestujiiceho.
V kapitole 2.5 sme si zadefinovali lohu semidefinitného programovania a v kapitole 2.6
sme dokladne rozobrali vlastnosti kuzelov druhého radu ako aj definovali tlohu progra-
movania nad kuzelmi druhého radu.

LP a QP vyuZijeme v kapitole 3 v prediktivnom riadeni, MILP a SOCP vyuzijeme
v kapitole 4 na ziskanie optimalneho poradia stanovist pri hladani trasy pre heterogénne

vozidlo.



Kapitola

Prediktivne riadenie systémov

s ohranic¢eniami

V tejto kapitole si preberieme zakladné principy prediktivneho riadenia (angl.: Model
Predictive Control - MPC) zariadenia, ktoré je potrebné riadit tak, aby boli dodrzané
vsetky procesné ohranicenia. Zakladnd myslienka v MPC je vyuzitie modelu procesu na
predpovedanie jeho budticeho spravania a sti¢asnu optimalizaciu akénych zasahov. Velkou
vyhodou optimélneho riadenia je, Ze ekonomické kritéria a obmedzenia procesu su zapu-
zdrené priamo vo formulécii optimalizacného problému riadenia vediceho k bezpeénému

a efektivnemu riadeniu procesu.

3.1 Pozadie MPC

O MPC by sme mohli uvazovat aj ako o metdde, ktora odraza do urcitej miery ludské spra-
vanie. V kazdom momente sa rozhodneme akt akciu vykoname, pricom sa snazime ¢innost
viest k najlepsim predpokladanym vykonom. Ci uz hovorfme o &loveku alebo o procese ria-
denia, v kazdom takomto momente sa rozhodujeme len na zaklade dostupnych informacif,
ktoré mame. Preto ak chceme vykonat tento vyber, potrebujeme vediet, ¢o ocakdvame od
procesu riadenia a podla toho zvolit interny model, ktory ndm pomoze spravit spravne
rozhodnutie. Po kazdej riadiacej akcii aktualizujeme nase poznatky, sledujeme zmeny oko-
lia na riadiacu ¢innost a robime na zéklade toho dalsie rozhodnutia. V bodoch by sme

vedeli povedat, Ze zdkon prediktivneho riadenia mé nasledujice zlozky (Rossiter, 2003):
e zakon riadenia, ktory zavisi na predpokladanom spravani

e vystupné predpovede, ktoré si pocitané pomocou procesného modelu

93
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e optimélne akéné zasahy, ktoré st urcené optimalizaciou urcitej miery predpoklada-

nej vykonnosti

e posuvny horizont, ktory hovori o tom, ze riadiaci vstup je aktualizovany v kazdej

periéde vzorkovania

Aj ked sme vyssie dali do popredia riadenie s predikciou budtcnosti, nie vsetky riadiace
zdkony ju musia brat do dvahy. Napriklad PID (proporcionélne-integracne-derivacny) re-
gulator berie do uvahy predikciu len vo velmi obmedzenej miere. Napriek tomu je Siroko
pouzivany v priemyselnych riadiacich systémoch, stal sa zakladnym prvkom skorych ria-
diacich systémov a Standardnym nastrojom pri vzniku procesného riadenia v roku 1940
(Astrom a Higglund, 2006; Kozak a Huba, 2003). MPC mé oproti nemu ale dve velké
vyhody. Pocita s predikciou a aj s ohrani¢eniami. Tie st v praxi nevyhnutné na dodrzanie
bezpecnosti a vykonnosti. To znamend, ze bez splnenia ohranic¢eni, predikcie a optimali-
zacie nemdzeme hovorif o bezpecnosti, vykonnosti a stabilite v procese riadenia.

Model v MPC, ako riadiacej stratégii, je nevyhnutny na predpovedanie budtceho spra-
vania procesu. Model nam definuje ako sa proces chova a ukazuje zavislost vystupu od
aktudlne nameraného stavu a stcasnych/budicich vstupoch. V tejto praci sa budeme
zaoberat predovsetkym linearnymi modelmi, ale v skuto¢nosti tento model moéze byt aj
nelinedrny (Fontes a Vinter, 2000; Magni et al., 2009). V praxi via¢sina MPC algoritmov
pouziva linearne modely, takze zavislost predpovedi na budicom riadeni je potom ta-
kisto linedarna. Nelinedrny model je uzitoény v pripadoch, kedy linearne aproximécie nie
st dostato¢ne presné. Dodat vsak treba, ze pri nelinearnych modeloch musime ratat aj
s podstatne vyssimi vypoc¢tovymi narokmi a preto ho realne vieme vyuzit iba v pripadoch
ked nie sme v tomto smere nijako obmedzeni. V prediktivnom riadeni je pouzity model iba
na vypocet predikcie vystupu systému. Podla potreby by sme mali preto zvazit zlozitost
modelu, tak aby bol ¢o najjednoduchsi a zaroven daval dostatoéne presné predpovede.

Vo faze rozhodovania sa, ktora akcia bude pre nas v danej chvili najlepsia je dolezité
stanovit kritéria, podla ktorych to budeme vediet zistit. Pre vyber je nevyhnutné mat
¢iselnu definiciu, ktora ocenuje hodnotu vstupu tak, aby boli ¢o najnizsie ndklady. Na toto
nam slizi acelova funkcia. Jej vyber a definovanie je netrividlna zalezitost, ktora je dodnes
vyskumnou oblastou inZinierstva a teoretického posudenia (Rodriguez a Cortes, 2012).
Volba tucelovej funkcie ma casto nemaly vplyv na kvalitu riadenia. Hlavnou poziadavkou
je, aby pri sme ¢o najmensej cene dosiahli spravnu kvalitu riadenia. Predpokladané vstupy
st vybrané tak, aby minimalizovali dani funkciu. Uéelové funkcia musi byt pritom natolko
jednoduché, aby plnila pozadovant tc¢innost.

Kazdé rozhodnutie a teda vyber dalsej akcie do procesu vychadza z dostupnych in-

formacii, ktoré mame z aktudlneho stavu zariadenia alebo prostredia. Tento nas limit sa
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kazdym krokom rozsiruje o dalSie poznatky a mohli by sme o flom hovorit ako o limite
nasho videnia do budicnosti. Ako sa pohybujeme vpred, nasa hranica videnia sa posuva
s nami a tento jav sa nazyva posuvny horizont. Neustale vyzdvihujeme nové informaécie
z obzoru a tato informacia sa pouziva pre aktualizdciu riadiacich akcii. Tento jav nam
predstavuje predikované spravanie s ohrani¢enym vyhladom do budicnosti. S prichodom
novych informacii sa vstup automaticky upravuje tak, aby zohladnil nové prijaté informé-
cie. Pre nas by bolo ideédlne, keby sme toto dokazali robit od sticasnosti az do nekonecna.
To vsak v praxi nie je mozné a preto sa snazime najst ¢o najvhodnejsi dosah nasho vi-
denia, tak aby sme vedeli urobif ¢o najlepsie rozhodnutie a aby to predstavovalo pre
nas ¢o najmensie naklady. Toto je tiez oblast teoretického posidenia a vyskumu v MPC.
Horizont pre predikciu musi byt totiz vybrany tak, aby boli dodrzané vsetky potrebné

podmienky dynamického riadenia.

Ked hovorime o bezpecnej prevadzke riadenia, je nutné hovorit aj o jeho stabilite. Uz
v minulosti bola venovana velkd pozornost prediktivnym zakonom riadenia na zaistenie
stability, pricom je dolezité urcit Specifikdciu pozadovaného vykonu. Ak zvolime spravnu
konfiguraciu, MPC bude vzdy garantovat stabilitu uzavretej slucky. Preto nastava otazka
na zamyslenie, ako dostat rovnovahu medzi vykonom, dobrou citlivostou a tiez rovnovahou
medzi vstupnou aktivitou a rychlostou reakcie. Toto vSetko nam riesi pouzitie vahovych
matic. To znamenad, ze davame rézny déraz na vykon v réznych ¢asovych krokoch riadenia
podla vyznamu. Zovseobecnenie hodnot pre urcenie vah je ndrocné, pretoze kazdy proces
ma iné priority. Existuje ale aj moznost, ze sa nam podari definovat relativne jednotna

dolezitost vykonu a vtedy je ladenie ovela jednoduchsie.

Dolezitou vyhodou v MPC je jeho schopnost systematickym spdsobom osetrit ohrani-
¢enia. Ohranicenia stability a vykonu si zahrnuté vo formulacii optimaliza¢ného problému
a na zaklade nich algoritmus MPC zariadi optimalizaciu predikovaného vykonu. Podrob-
nosti o tom, ako st zahrnuté obmedzenia do systému st velmi zavislé na nasadenom
algoritme. V kazdom pripade sa ale MPC snazi pri vSetkych obmedzeniach o dosiahnutie

¢o najvacsieho vykonu.

MPC systematicky nardba s prijimanymi informdaciami, ¢o umoznuje zavcasu zarea-
govat na ocakavanu situdciu. Napriklad pri PID sa v pripade nepriaznivej situdcie snazi

systém co najlepsie zareagovat v danej chvili, ale pri MPC sa vieme pripravit na situdciu

.....
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3.2 Predikéné modely a ohranicenia

Uvazujeme systém, ktorého dynamické spravanie sa je dané aktualizacnou rovnicou stavu

v diskrétnom case:
z(t+1) = f(z(t),ut)) (3.1)

kde z(t) € R™ je stavovy vektor v ¢ase t € N, pricom N je mnozina celych kladnych ¢isel,
x(t + 1) predstavuje stav v nasledujicom kroku, u(t) € R™ je vektor akénych zdsahov
a f(-) je funkcia aktualizovania stavu. Predpokladd sa, Ze stavy a vstupy podliehaji

nasledovnym obmedzeniam:

z(t) eXCR", (3.2)
u(t) € U C R™. (3.3)

Pre obe obmedzenia plati, Ze chceme aby boli splnené V¢ > 0. Predpokladé sa, ze hod-
nota x(t) je dostupnd v akomkolvek ¢ase t. V najbeznejsich pripadoch moéZe byt funkcia
aktualizujica stav f(z(t),u(t)) Tubovolného typu — linedrna, po Castiach afinna, neline-
arna, nespojita, atd. My sa ale budeme zaoberat iba pripadom, kedy je stavova funkcia

linedrna.

3.2.1 Stavové modely

Linearne systémy su definované v oblasti diskrétneho casu ich stavovou reprezentaciou,

takze mozeme funkciu aktualizacie stavu prepisat nasledovne:
f(2(t), u(t)) = Az(t) + Bu(t), (34)

kde A € R™"™ a B € R™ " predstavuju aktualizacné matice stavu, ktorych hodnoty
nezavisia od Casu t. Optimaliza¢ny problém sa v linedrnych systémoch riesi relativne
jednoduchsie ako v pripade nelinedrnych a z tohto dévodu sa zvyknu nelinearne funkcie

f(x,u) linearizovat (Rau a Schroder, 2002)).

Stavové modely mozeme definovat nasledovne:

xl(t + 1) ai,i 1,2 . ai,n X1 (f) b171 bl,g . bl,m ul(t)
T2 (t + 1) a271 a272 N a27n T2 (t) 6271 b272 I b2_’7n U2 (t)
= + (3.5)
Tp(t+1) n1 Qn2 - Gppl| |Ta(t) b1 bno oo bum| |um(t)
—_——

Ti41 A Tt B Ut
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Y1 (t) 01’1 01’2 I Cl,n {I,‘l(t) dl,l d1’2 e dl,m U1 (t)
Y2 (t) C2.1 C2.2 .. C2n T2 (t) d271 d272 e d27m (%) (t)
= + (3.6)
Yn(t) ail G2 ... Cn Zn(t) dip dip ... dim U (t)
—— —— ——
Yt C Tt D Ut

V skratenej forme by sme mohli napisat:

Ti41 — A.’ﬂt + But, (37&)
ye = Cuxy+ Duy (3.7b)

kde y € R! je vektor vystupov z procesu a matice A, B,C, D definuji samotny stavovy
model.
Velkou vyhodou MPC je, ze vie pracovat bezne aj so systémami, ktoré maju vela

vstupov a vystupov (angl.: Multiple Input Multiple Output — MIMO).

3.3 Ohranicené optimalne riadenie na kone¢cnom hori-

zonte

V tejto kapitole si opiSeme zdklady ohrani¢eného optimélneho riadenia na koneénom
horizonte. Dalej o tiom budeme hovorit len ako o MPC probléme. Predpokladdme, ze
méme model riadeného procesu v tvare systému (3.1), kde je hodnota nameraného stavu
xo = x(t) v Case t. Predikovand hodnota stavu x, v ¢ase z(t+k) a riadiacej akcie uy, v Case
u(t+k) je dand pociatoénym stavom x(t). Predikcia je realizovana cez k = 0,... N, kde N
nazyvame predikény horizont, pre ktory plati N € Ny < co. Potom problém ohraniceného

riadenia v kone¢nom case je definovany ako:

N-1

Iy (xo) = H[Evn In(zn) + ; Uz, ug) (3.8a)
v.n. Trt1 = f(zp, ugk), (3.8b)

sweX, k=0,... N-1, (3.8¢)

up €U, k=0,... N—1, (3.8d)

TN € Tset, (3.8¢)

kde Jy(z) predstavuje optimédlnu hodnotu tGcelovej funkcie s podiatoénym stavom xo,

Uy =[ul,. .. vk )" e RN™ (3.9)
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je cela sekvencia vstupov optimdlneho riadenia, zy je konecny predikovany stav,
Iy (xzn,un) je termindlna penalizicia, €(xy, u) je priebeznd penalizdcia v kroku k a Tget
reprezentuje mnozinu koneénych ohraniceni, ktord byva casto pouzita pre pridanie ur-
¢itych vlastnosti ako napriklad stabilita a ohranicenia potrebné behom celého priebehu

riadenia.

Definicia 3.3.1 (Pripustnd mnozina Xy ). MnoZina pociatoénych stavov xg, pre ktoré je

mozné riesit problém optimélneho riadenia definujeme ako N-krokovii mnozinu Xy C R™:
Xn = {zo € R" | IUnN také, ze plati (3.8b)—(3.8¢)}, (3.10)
kde Uy je definované v (3.9).

Cielom je vyriesit MPC problém definovany v (3.8) ako optimalizaény problém pre
akékolvek xg € Xy, ¢ize nédjst optimalnu sekvenciu vstupov Uy takid, aby boli splnené
ohranicenia a zminimalizované kritéria vykonnosti funkcie (3.8)). Jednotlivé ¢asti opti-
malizovanej tucelovej funkcie zavisia od konkrétneho ciela riadenia. Zvycajne sa v praxi

zvazuju nasledovné nastavenia (Mikles a Fikar, 2007):

o Regulacné problémy — cielom je riadenie systému tak, aby vzdialenost x; od pociatku
stradnicovej sustavy bola miniméalna a popritom sme boli schopni zminimalizovat
aj néklady na riadenie. Naviac tiez penalizujeme aj vzialenost uy od pociatku (teda

od nulovej hodnoty). Tieto poZiadavky vieme formélne zapisat nasledovne:

In(zn) @nzw|r, (3.11a)
e(xka uk) = HQx‘rkHT + HQuuk”rv (311b)

kde Qn € R™™"™, Q, € R™™ ", a Q, € R™*™ gt vahové matice pouzivané na lade-
nie vykonnosti. Pritom || - ||, reprezentuje Stadardnt penalizdciu v tvare r-normy,
¢ize |Pslln = X, |Pizil, pod |z|l2 s miernym zneuZzitim notdcie rozumieme z7 Pz

a || P.||co = max; |P;z;| pre lubovolny vektor z a maticu P.

e Sledovacie problémy — cielom je riadenie systému tak, aby rozdiel medzi predikova-
nym stavom xj, a predpisanym referenénym bodom z,.s bol minimélny a popritom

sa snazime zminimalizovat aj zvySené ndklady na riadenie.

KN(‘,'UN) = ”QN(:EN - xref)”m (312&)
g, ug) = [Qx(@k — Trer) || + [|QuAugllr, (3.12b)
kde Auyp = up — up_1. Minimalizdcia inkrementu riadenia je v tomto pripade po-

uzitd na dosiahnutie integrac¢nych vlastnosti, a tym padom k odstraneniu trvalej

regulacnej odchylky.
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o Minimdlny cas riadenia — chceme riadif stavy systému z zy do cielovej mnoziny za

najmensi pocet krokov.

Predtym, ako si povieme, ako sa MPC problém riesi priamo pre systémy v tvare (3.1),

si vyjadrime potrebny predpoklad.

Predpoklad 3.3.2. Mnoziny X,U a 7yt st vSetky kompaktné (uzavreté a ohranicené),
konvexné v tvare polytopov a ucelova funkcia je zlozend z ¢lenov v tvare r-normy. Na-
viac uvazujeme, ze systém xi11 = f(xk,ur) je riaditelny a Ze v kazdom casovom kroku

poznéme stav systému z(t).

Predpoklad 3.3.2 hovori aj o tom, ze X moze byt prepisany do tvaru {z | Hyz < Ky}.
Podobne méme U = {u | Hyu < Ky} a Teet = {2 | L < M }.

3.3.1 Ohranicené optimalne riadenie v koneénom case pre line-

arne systémy

Ak je predikény model (3.8) dany linedrnou stavovou reprezentéciou ako xy1 = Axy +
Buy, a st splnené vsetky podmienky Predpokladu 3.3.2, potom moéze byt MPC problém

formulovany bud ako linedrny alebo ako kvadraticky program, zavisly od r-normy v (3.11).

Linearna ucelova funkcia

Uvazujme predikény model (3.8) zavisly od r-normy, kde index p je z mnoziny {1,00}.

Potom mame MPC problém v nasledujiicom tvare:

N-1
Jn(zo) =min || Qnayll + I;)(llewkllr + [|Quuallr) (3.13a)
V.. xo = z(t), (3.13b)
Tr1 = Az + Bug, (3.13c)
ar€X, k=0,...,N—1, (3.13d)
up €U, k=0,...,N—1, (3.13¢)
TN € Tset- (3.13f)
Kedze funkcie || - [{1,00} nie st linedrne, musime spravit niekolko tprav, aby sme
dosiahli linearnu ti¢elovt funkciu. Vztah min ||z||; so 2z = [z1,...,2,|T vieme prepisat do
ekvivalentného tvaru min ) . e; vzhladom na &; > 21,61 > —21,...,6p > 25 8 & 2> — 2y
s pouzitim doplnkovych premennych ¢; € R, kde ¢t =1,...,n.

Obdobnym spdsobom vieme vztah min ||z|| prepisat takisto do tvaru mine;, za pod-
mienok € > 21,6 > —z1,...,6 > zp a € > —z,. V tomto pripade nam postaci jedna

doplnkova premenni ¢.
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o k—1 L . .
Substitticiou zy = AFx+ >0 A*Buy,_1_; a pri uvazovan{ r = oo v (3.13a) mézeme

naformulovat MPC problém ako linedrny program v tvare:

N—-1
Iy (xo) = min (ex +6k) + (3.14a)
Un,€0,..,EN—1,
80, ON—1,7Y k=0
V.. Trr1 = Az + Buyg, (3.14b)
Hep <Ko, k=0,...,N—1, (3.14c)
Hyup < Ky, k=0,...,N—1, (3.14d)
Lzy < M. (3.14e)
Quuk S lf‘:ka*Quuk S 15167 k:077N7 17 (314f)
mek < 16k7 _Qxxk < 15ka k= Oa R N - 17 (314g)
QNxN S 1’}/, —QN],‘N S 1’)/, (314h)

kde ohranicenia (3.14f) az (3.14h) s pouzité pre opis tcelovej funkcie s tym, ze 1 je
vektor jednotiek prislusnych rozmerov, e, modeluje ||Quu|oo, O vyjadruje ||Qxzk |0 & ¥

definuje [|QnTN|oo-

Podobnym spoésobom vieme vyjadrit MPC problém v pripade pouzitia 1-normy.

N-1

Ji (o) = g, > (e +176) +17y (3.15a)
80sesdn—1,y F=0

v.n. ZTr+1 = Az + Buy, (3.15b)
Hyxp, <Ky, k=0,...,N—1, (3.15¢)

Houp < Ko, k=0,...,N—1, (3.15d)

Loy < M. (3.15¢)

Quup <eg, —Quug <eg, k=0,...,N—1, (3.15f)

Qxxp < 0, —Qxxp <, k=0,...,N—1, (3.15g)

Qnzy <7, —QnzNn <7, (3.15h)

kde ohrani¢enia (3.15f) az (3.15h) st pouzité pre opis tcelovej funkcie s tym, Ze g, ok, ¥
su vektory prislusnych rozmerov, pri¢om e modeluje ||Quug|l1, Ik vyjadruje ||Qxzk|1 &
definuje ||@nzn||1. Treba si uvedomit, Ze e a v st vo vztahu (3.14) skaldrne premenné,

kym v (3.15) st vektory.
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Kvadraticka tucelova funkcia

Ak predpokladame, Ze r = 2, ¢iZe Iy (zn) = 2X QNN a In(Tg, ug) = 21 Qo) +uf Quuk,
MPC problém (3.8) bude mat tvar:

N-1
I (o) = n{}}vn N Qnan + kzo 21 Qury + F Quuy, (3.16a)
v.n. Trp+1 = Axy + Buy, (3.16b)
Hey <Ko, k=0,...,N—1, (3.16¢)
Hyup < Ky, k=0,...,N—1, (3.16d)
Lxy < M. (3.16¢)

Tito formuldciu vieme prepisat do Standardnej QP formy (2.32) dvomi spoésobmi.
V prvom pripade mézeme uvazovat o premennych ug, . .. uxny_1 rovnako akoo z1,...zx

ako o optimaliza¢nych premennych, ¢ize:

Vy = [UF, X% e RNOmm), (3.17)

kde
Un = [ug,...,u%_l]T c RN™, (3.18a)
Xy =[], 2] e RN (3.18b)

Prepojenie medzi xy,uy a xpi1 reprezentované vztahom (3.16b) je potom zabezpedené
rovnostnym ohranienim v tvare GeqVn = Weq + Eeqo. Ohranicenia (3.16¢) — (3.16¢)
potom prevedieme do tvaru GVy < W 4 Ex(. Nakoniec méoze byt acelovéd funkcia (3.16a)

reprezentovand ako VEQVN sQ = diag(Qu, -, Qu, Qzy - -+, Quy QN).-
Takze problém definovany v (3.16) vieme riesit ako QP problém:

I (o) = H‘}in VEQVN, (3.19a)
N

v.1. GVy < W + Exy, (319b)

GquN = Weq + E‘eq.%'()7 (3.190)

Pre ilustraciu si uvedieme, aky tvar by mohli mat matice G, W, E, Geq, Weq, Feq V pri-

pade, ak N = 3. Potom budeme mat:

[H, 0o 0 0 0 O U K, 0

0 H, 0 0 0 0 uy K, 0

0 0 H, 0 0 0 s K, 0

< + o, (3.20)

0 0 0 H, 0 0 T Ky 0

0 0 0 0 H, O s K, 0
L0 0 0 0 0 L||las] | M| [0]
——— —— N~

G VN w E
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]
Ui
-B 0 0 1 0 o0 A
U
O -B 0 -A I o0 = +1 0 | xo (3.21)
x
0 0 —-B 0 —AI !
T2 —— N —
Geq Weq Eeq
L T3 |
———
VN
Druhy sposob prevedenia je zdmena rovnostného ohranicenia xii1 = Axy + Bug

v (3.16b) s implicitnou reprezentaciou z = AFxzq + Zf;é A Buy,_1_ . Potom:

Xy = Azy + BUy, (3.22)
S
A B 0 o0
A= %2 ,B = AB B : (3.23)
: : : -0
AN AN-1p AN—2B ... B
a problém vieme prepisat do tvaru:
Tn(zo) =  alYaxo+ rglivn{Uf,HUN + 28 FUNY, (3.24a)
v,  GUx < W + Exy, (3.24b)

s H=BTQB+ Q,, F = ATQA, kde Q = diag(Q,, ... Q.,Qn) a Q. = diag(Qu, ... Q).
Ak je zndma hodnota xg, mdzeme ziskat implicitnii reprezentéciu optimalizovaca

* «T «T «T T
U = [up" ™o (3.25)

s riesenim korespondujicim QP problému pouzitim prislusného softvéru ako bolo opisané
v Kapitole 2.3.

3.4 Posuvny horizont

Na dosiahnutie najlepSej moznej miery vykonnosti a na zabezpecenie splnenia ohranic¢eni
v kazdom c¢asovom kroku by bolo idedlne, ak by predikény horizont N bol nekone¢no. To
v8ak (aZ na parcidlne vinimky, vid. Grieder et al. (2004)) vedie na optimaliza¢ny problém
s nekone¢nym poctom premennych, o nie je realizovatelné. Preto v MPC uvazujeme ko-

necny predikény horizont. Nasou tilohou je néjst postupnost vstupov optiméalneho riadenia
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U}, definovand v (3.25), ktord minimalizuje dané vykonnostné kritérium (3.8a), pri¢om
berie do tivahy obmedzenia stavov systému a riadiacich vstupov (Kvasnica, 2009). MPC
je zvycajne implementované v uzavretej slucke a posuvnom horizonte. V tomto pripade je
MPC problém formulovany s pociatocnou podmienkou zavislou od aktudlne dostupného
stavu:

xo = x(t). (3.26)

Ak by sme riesili MPC problém ako optimaliza¢ny problém, optimélne riadenie Uy, by
sme ziskali ako postupnost ¢iselnych hodnét ug, . .., wj_; ako je zndzornené vo vztahu (3.8).
Nasledne, iba prvy prvok vektora Uy, teda ug sa v tej chvili implementuje ako riadiaci

signdl. V dalSom kroku ¢ + 1 riesime problém (3.8) znovu, ale tento raz pre:
xo =z(t + 1), (3.27)

ku ktorému prislicha nova sekvencia riadiach signalov a tento proces sa opakuje do neko-
necna. Pripady, kde sa tento postup opakuje v kazdom kroku, nazyvame MPC s posuvnym
horizontom.

Optimélne riesenie pre MPC problém definovany v (3.8) méze byt urcené v redlnom
¢ase pomocou metéd LP, alebo QP pre pociatoénit podmienku z¢ = z(t). Pri vSetkych
pristupoch hréa dominantnt tlohu vektor optimalneho riadenia Uy, ktory moze byt ap-
likovany do systému v podobe otvorenej slucky na pohyb systémovych stavov z z(t) do
xz(t+N). Ak z(t+ N) nie je rovny ziadanej hodnote, problém musi byt rieSeny znovu, pre
novi hodnotu poéiatoénej podmienky xzg = z(t + N + 1), aby sme ziskali novi sekvenciu
akcif riadenia. AvSak nie je isté, Ze po tychto krokoch sa stane nové riesenie automaticky
uskutocnitelné. Na prekonanie tohto problému je mozné rozsirit predikény horizont N
na nekonecno, ¢o vedie k tzv. optimdlnemu riadeniu v nekoneénom c¢ase (Grieder et al.,
2004). Hoci je tento sposob velmi ndpomocny, jeho rieSenie je Casto vypoctovo velmi
narocné. Preto sa sa stalo beznym javom priblizit sa pouzitiu nekonecného horizontu
s rieSenim MPC problému, pouzivanym opakovane v kazdom kroku. Tato stratégia sa na-
z§va riadenie s posuvnym horizontom (angl.: Receding Horizon Control — RHC'). Dalsim
doévodom pre pouzivanie RHC stratégie je fakt, ze predikované spravanie systému repre-
zentované predikénym modelom na zéklade vypocitanej optimalnej vstupnej trajektorie
Uy sa zvycajne lisi od aktudlneho sprévania riadeného objektu. Takymto spdsobom by
sme v lepsom pripade neziskali optimalnu moznost riadenia, avSak v horSom by mohlo
dojst v praxi k poskodeniu kvoli poruseniu danych ohranic¢eni. Pri RHC k takémuto prob-
lému nedochédza, nakolko poniika spétnt vézbu do riadiaceho systému.

Politika RHC je zalozena na rieseni problému optimélneho riadenia v konecnom cCase
v kazdom casovom kroku. V nlom vzdy ziskame novi vstupnd sekvenciu riadenia Uj;.

Toto moézeme riesit pomocou prislusnych metéd LP, QP. Nésledne vezmeme ale iba prvy
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element zo ziskanej sekvencie a ten aplikujeme do riadeného procesu. V dalsom kroku
je stav merany znovu a procedira sa opakuje od zaciatku pre aktualizovanii hodnotu
podiatocnej podmienky g, pozri Obr. 3.1. Zial, prave nutnost optimalizacie v kazdom
kroku robi MPC tazko pouzitelnym na riadenie rychlych systémov, pripadne systémov,
kde musime pouzit na implementaciu jednoduchy hardware. Z tohto dévodu je dodnes
predmetom vyskumu vytvaranie metdd so znizenymi narokmi na spotrebu paméte ¢i casu.

o Tx T T =77
Uy =lupul, .. ]

eleai 1 optimalizaény
ziskaj U} problém
stav x
pouZi u’ system -
———

vystup y

Obr. 3.1: RHC implementéacia v redlnom case

3.5 Zhrnutie

V kapitole 3 sme opisali zéklady prediktivneho riadenia (MPC) ako riadenia, ktorého z&-
kladnd myslienka je vyuzitie modelu procesu na predpovedanie jeho budiceho spravania
a stcasnu optimalizaciu akénych zasahov. Vyzdvihli sme jeho pozitiva a i slabsie stranky
v porovnani s napriklad PID reguldtorom. V kapitole 3.2 sme si skratene opisali linedrne
modely systémov, pricom sme blizsiu pozornost venovali stavovym modelom, ktoré budua
pre nas zaujimavé este neskor v praci. V kapitole 3.3 sme si opisali zaklady ohranice-
ného optimalneho riadenia v konecnom case. Vzhladom na ciel riadenia sme sa zaoberali
rozdelenim problémov na regulacné, sledovacie, ¢i problémy s minimalnym casom riade-
nia. Uviedli sme si problém prediktivneho riadenia s linedrnou a kvadratickou ticelovou
funkciou, ktorej pouzitie zavisi napriklad od pouzitia normy pri urcovani vzdialenosti.
V zavereCnej Casti sme sa venovali posuvnému horizontu prediktivneho riadenia, ktory
by bol sice idedlny, keby bol nekonec¢ny, no prakticky na najdenie optimalnej postupnosti
krokov riadenia sme schopni pracovat iba s koneénym predikénym horizontom. Politika
RHC je vhodna pre adaptaciu riadenia na zmeny, no prave hladanie optimalneho riesenia
v kazdom c¢asovom kroku predstavuje vysoky narok na hardvérové casti, a tak je MPC ne-

ustdlym predmetom vyskumu na znizovanie naroc¢nosti na vykon ¢i paméat. MPC a RHC
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vyuzijeme v kapitole 4 pri sledovani trasy heterogénnym vozidlom.

65






Kapitola

Smerovanie heterogénneho vozidla

Hned v tvode price sme spominali hlavny ciel dizertacnej prace. Nim je navrhnut for-
mulaciu optimalizdcie problému planovania trasy pre heterogénne vozidlo, pricom chceme
zabezpecit, aby sme rieSenie nasli bez pouzitia heuristickych metdéd a teda, aby najdené
rieSenie bolo skutoéne optimélne. V nasledujicich kapitoldch sa budeme zaoberat kon-

krétnym detailnym riesenim jednotlivych cielov a podcielov stanovenych v kapitole 1.4.

Ako prvé si v tejto kapitole formalne definujeme tri hlavné problémy. Potom si v ka-
pitole 4.2 ukdzeme problém planovania trasy pre dané poradie navstev jednotlivych sta-
novist. Najprv si uvedieme MI-NLP formuldciu z publikdcie Garone et al. (2012) a potom
prejdeme k stanoveniu vypoctovo uzitocnejsej MI-SOCP formuldcie. Nésledne sa budeme
zaoberat aj diskutovanim o moznych jednoduchych rozsireniach vhodnych pre simuléciu
scenarov z reality. V kapitole 4.3 rozoberieme zlozitejsiu situiciu, kedy budeme potrebo-
vat optimalizovat aj poradie bodov, pricom ukazeme dve mozné stratégie rieSenia. Prva
prindsa sice suboptimélne rieSenie, ale je vypoctovo jednoduchsia, kym druha prindsa
napriek velkej vypoctovej zlozitosti skutocne optimalne riesenie. V kapitole 4.4 sa opit
priblizime k scenaru blizs§iemu k realite, kde uvazujeme situaciu, kedy by sa cielové sta-
novistia pohybovali v redlnom case. Pre uplatnenie formuldcie si vytvorime jednoduchu
situédciu, kde budeme riadit heterogénne vozidlo prostrednictvom prediktivneho riadenia
podla ziskanej trajektorie. V ramci pripadovych studii zhrnieme ziskané vysledky v ¢is-
lach, rozoberieme vypoctové zlozitosti jednotlivych pripadov a budeme sa zaoberaf aj

mierou suboptimality navrhnutych rieseni.

67
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4.1 Stanovenie problému

Hlavnou prekézkou pri rieSeni problémov hladania optimalnej cesty je poradie lokalit,
ktoré ma vozidlo navstivit. V praci sa budeme venovat nielen problému néjdenia opti-
malnej cesty pre heterogénne vozidlo za predpokladu, ze je poradie navstevy jednotlivych
bodov dané, ale budeme sa zaoberat aj navrhom optimalne zvoleného poradia.

Uvazujeme systém heterogénneho vozidla, ktoré pozostava z dvoch vozidiel. Prvé ma
nizku maximalnu rychlost, ale je schopné dlhej cesty, pricom nesie druhé vozidlo. Preto
ho nazyvame aj nosic. Druhé, tzv. agilné vozidlo, je schopné rychleho presunu avsak iba
na kratku vzdialenost. Pre lepsiu ilustraciu budeme pod tymto heterogénnym systémom
rozumiet lod (ako nosi¢), ktord nesie helikoptéru (agilné vozidlo). Predpokladdme, Ze
lod sa pohybuje konstantnou rychlostou v. a jej dosah nie je nijako obmedzeny. Index
¢ je oznacenie z anglického slova carrier a budeme ho pouzivat pre vsSetky premenné
tykajice sa lode. Helikoptéra je bud odstavena na lodi, alebo je vo vzduchu a v takom
pripade sa pohybuje konstantnou rychlostou vy,. Index h budeme pouzivat pre vsetky
premenné tykajice sa helikoptéry. Jej limit pre maximalnu prejdenti vzdialenost bude
ohranicovat premennd ty max, €0 je Cas, ktory vydrzi helikoptéra vo vzduchu bez doplnenia
paliva. Kedykolvek helikoptéra pristane na lodi predpokladiame, ze okamzite natankuje
plnt nadrz, pricom cas Cerpania zanedbavame.

Heterogénne vozidlo zac¢ina v bode ¢s a jeho poslanim je navstivit kazdy z bodov
(stanovist) ¢i,...,q, presne raz, kym doraz{ do koneénej destindcie gr. Kym podiatoény
a cielovy bod musime navstivit s lodou, priebezné body moézu byt navstivené iba helikop-

térou, pricom helikoptéra mdze navstivit viacero bodov na jedno vzlietnutie.

Poznamka 4.1.1. Priebezné stanovistia nie je povolené navstivit lodou, nakolko v praxi

vo vacsine pripadov nie je nosi¢ uspésobeny na to, aby plnil tlohu agilného vozidla.

Nasim cielom je najst optimélnu trasu, ktora minimalizuje ¢as na splnenie celej misie

vzhladom na dané limity. Formélne by sme mohli stanovit problém nasledovne:

Problém 4.1.2. Mame dané: zoradend mnozinu bodov ¢; € R% pre i = 1,...,n, $tarto-
vaci bod ¢s € R?, findlny bod ¢r € R? (body ¢s a ¢t mdézu byt zhodné), rychlost lode v,
rychlost helikoptéry vy, a dosah helikoptéry ¢y, max. Je potrebné urcit:

e mnozinu indexov Iy, ...,Z,, kde Z; C {1,2,...,n}, oznacujtcu, ktoré body ¢; heli-

koptéra navstivi behom jedného vzletu,

e mnozinu vzlietajicich a pristavajicich bodov {7, ¢;} takych, Ze 7; predstavuje bod,
kedy helikoptéra opusti lod a navstivi body g¢;, ..., ¢; (indexované Z;), kym pristane

opat na lod v bode ¢;.
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Ciele st nasledovné:
e kompletny ¢as misie je minimalny,

e pre kazdu lietaciu fazu obsahuje prislusnd mnozina indexov Z; iba indexy ¢;, ktoré

su v dosahu doletu helikoptéry,

e kazdy prostredny bod g¢; je navstiveny presne raz v poradi i = 1,...,n, ¢ize mnoziny
indexov Z; st vo vzéjomnej exklizii Z;NZ), = () pre vSetky j # k, kym ich zjednotenie
spiita U, Z = {1,...,n}.

Vsimnime si, Ze kym je helikoptéra vo vzduchu a obieha body g;,...,g;, lod ide pria-
mou cestou z bodu 7; do ¢;. Preto minimalne mnozstvo vzletov je m = 1 (kedy dosah
helikoptéry umozni obletiet vSetky dané body ¢, ..., ¢, na jeden vzlet), kym maximum
jem =n.

Pre lepsie pochopenie premennych predstavenych v Probléme 4.1.2 sa pozrime na
obrazok 4.1, ktory ilustruje tlohou, v ktorej chceme navstivit 5 bodov ¢1, ..., g5, zac¢ina-
jucich v g5 and konciacich v g¢. V scendri zobrazenom na obrazku 4.1 lod ide nasledujicou
cestou: qs — 71 — 1 — 70 = €y — 75 — 5 — qr. Ked dorazi na poziciu 7y, helikoptéra
vzlietne a navstivi jeding bod ¢; (teda Z; = {1}) predtym, ako sa vrati opat na lod na
pozicii ¢; kvoli natankovaniu. Odtialto ida obe vozidla spolo¢ne, az kym nedosiahnu bod
7. Tu helikoptéra vzlietne opét. Tentoraz navstivi body g2, g3, g4, ktoré koresponduja
s Io = {2,3,4}. Medzitym lod postupuje priamo do ¢4, kde sa stretne s helikoptérou.
Dvojica postupuje dalej spolocne do 75 kde sa helikoptéra opdt oddeli, aby navstivila
g5 (s Zs = {5}) a potom sa opét vratila na lod, ktord medzitym dopldvala do bodu 5.
Odtialto sa nase heterogénne vozidlo presunie spaf do pristavu v cielovom bode g.

Povsimnime si, ze v Probléme 4.1.2 predpokladéame, ze poradie bodov je dané. Podobné
situacia ¢asto nastava pri zachrannych operaciach, kde prioritu urcuja rézne faktory podla
naliehavosti situdcie ako napriklad zdravotny stav zachranovanych osob. V inych pripa-
doch moze byt najvyhodnejsie poradie také, ktoré zabezpeci, aby bol celkovy ¢as misie ¢o
najkratsi. Napriklad, ak by helikoptéra mala za tilohu skontrolovat stav jednotlivych vezi
veternych elektrarni, alebo vrtnych vezi. Preto si teraz zadefinujeme rozsirenie k Prob-
lému 4.1.2.

Problém 4.1.3. Mame dané: Startovaci bod gs, konecny bod ¢f a prostredné body ¢;,
i =1,...,n. Je potrebné ur¢it optimalnu trasu minimalnej ¢asovej dizky a optimélne
poradie, v ktorom maji byt body ¢; navstivené tak, aby heterogénne vozidlo navstivilo

vSetky prostredné body prave raz.

Kym v Probléme 4.1.2 index ¢ v ¢; odkazuje na pevne dané poradie bodov navsti-

venych helikoptérou, v Probléme 4.1.3 st tieto indexy rozhodovacimi premennymi a sa
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qs qf qs

Obr. 4.1: Tlustracia optimalnej dréhy pre heterogénne vozidlo. 7; a £; predstavuju vzletové
a pristavacie body helikoptéry. Plné ¢iary znazornuju trajektoériu lode, preruso-
vané Ciary zobrazuju trasu helikoptéry, ktora potrebuje navstivit body q1, ..., g5
v stanovenom poradi. Kvoli ¢asovému obmedzeniu helikoptéry pre dizku letu

vSak musi helikoptéra spravit niekolko zastavok na lodi a natankovat.

optimalizované.

V oboch spominanych problémoch predpokladdame, Zze navstevované body si stacio-
narne a ich poloha sa nebude menit. V beznom zivote vSak mozeme mat aj situéciu,
kedy potrebujeme obist ciele, ktoré sa pohybuji. Napriklad v pripade zachrany topiacich
mozeme predpokladat, ze jednotlivé osoby plavaja alebo, Ze ich unasa prud. V takom
pripade ziskana naplanovand trasa vyriesenim Problému 4.1.3 ndm nepomoéze, nakolko
v Case pohybu heterogénneho vozidla bude uz situicia tplne ind ako v case, ked sme

trajektoriu planovali. V praci sa budeme zaoberat aj rieSenim takéhoto problému.

Problém 4.1.4. Mame dané: Startovaci bod gs, koneény bod ¢ a prostredné body ¢;(t),
pre ¢ = 1,...,n, pricom pozicie tychto bodov st ¢asovo premenlivé. Je potrebné uréit
optimélnu trasu minimélnej dizky, aby boli body ¢; navitivené heterogénnym vozidlom

préave raz.

Problém 4.1.4 budeme uvazovat najprv pre pripad, kde je poradie navstev bodov
pevne dané a potom aj pre pripad, kde je optimalizované. Poznamenajme, ze v kazdom
Case t pozname len polohu bodov ¢;,. Nepredpokladdme teda, ze by sme vedeli pohyb

navstevovanych bodov predvidat.
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4.2 Riesenie s pevne danym poradim

4.2.1 Nelineidrna formulacia

V tejto kapitole popiSeme riesenie Problému 4.1.2 pomocou zmiesanej celo¢iselnej neli-
nedrnej formuldcie (MI-NLP) tak ako bolo navrhnuté v (Garone et al., 2012). Majme
dant binarnu maticu a s m riadkami zodpovedajicimi jednotlivym vzletovym fizam he-
likoptéry a ku ktorym prislichaju mnoziny Zi,...,Z,, . Potom ak plati, ze o;; = 1,
interpretujeme situdciu nasledovne: pocas k-tej vzletovej fazy helikoptéra postupne ob-
lietava body g;, ..., q; bez jediného medzipristatia. V priklade ukdzanom na Obr. 4.1 ma

matica nasledovny tvar

(4.1)

Q

|
S O O O =
o o o o o
o O o o o
o O O = O
- o O O O

Aby sme mohli zabezpecit, Ze kazdy bod ¢; je navStiveny prave raz, musime uplatnit
nasledujiice ohranicenia

k n
S>> =1, k=1,....n. (4.2)

i=1 j=k

Jednoducho si vieme overit, ze « z (4.1) spliia podmienku (4.2), a zahffia tri vzletové

fazy:
e v prvej navstivi iba bod ¢ (Gize 7, = {1}),
e druhym vzlietnutim pokryje body g, ..., g4 (¢o zodpovedd Zo = {2, 3,4}),
e v poslednej oblet{ opét jediny bod ¢5 s Zs = {5}.

Vyhoda tejto navrhnutej sémantiky matice a, uplatnenej vztahom (4.2) je, Ze najviac
n prvkov z matice a moéze byt rovnych hodnote jedna. Tato vlastnost do urcitej miery
znizuje exponencialnu zlozitost celoc¢iselného programovania.

Ku kazdej vzletovej faze priradujeme jej celkovy letovy cas f; ; > 0, ktory predstavuje
dobu od vzlietnutia helikoptéry z bodu 7;, obletenie cez potrebnych navstevnych miest
gi,---,q;, az po pristatie opaf na lodi v bode ¢;. Cas, ktory moze stravit helikoptéra vo

vzduchu mame ohraniceny nasledovnym vzfahom

@ijfij < thmax- (4.3)
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Nésobenie ¢ ; s o ; € {0, 1} zaistuje, Ze ohranicenie bude mat platnost iba v pripade
ak a;; = 1, o zodpovedd vyberu bodov g;, ..., q; na obletenie. Ak plati a; ; = 0, ohra-
nicenie je nie aktivne. K tomuto musime zohladnit eSte fakt, ze za Cas, ktory je vrtulnik
vo vzduchu, musi stihnit jeho nosi¢ prejst z 7; do £; aby na lod mohla helikoptéra opaft
bezpecne pristat. Ak predpokladdame, Ze lod sa hybe priamociaro konstantnou rychlostou

ve, musi byt splnené nasledovné ohranicenie
i jllTi = &l < vefiy (4.4)

V opac¢nom pripade, by helikoptéra priletela k bodu stretu £; skor ako lod a pocas ¢akania
by sa jej mohlo minit palivo.

Ako posledné musime zohladnit celkovt dizku trasy, ktort helikoptéra planuje preletiet
a teda vzdialenost z bodu 7; cez ¢, ..., q; az po £; konStantnou rychlostou vy,. Formélne

zapiseme podmienku nasledovne
@i g (17 = qill + dij + lla = G) < onfig (4.5)

kde d; ; predstavuje celkovi dizku po Castiach linedrnej dréhy, ktord spaja jednotlivé

navstivené body ¢;,...,q;, tak aby bola jej dizka minimélna. Matematicky vyjadrené
j—1
diy =Y llar — grsall- (4.6)
k=i

Vsimnime si, ze matica d € R™*™ s hodnotami d; ; tak ako vystupuje vo vztahu (4.6)
moze byt vypocitand este pred samotnym rieSenim problému, a je teda povazovand za
maticu konstént, pretoze pozicie bodov ¢; st pevne dané. Cas s;.5, ktory sa plavi lod
spolu s helikoptérou od doby kedy helikoptéra pristdla ¢;, az po dalsie vzlietnutie 7,41,

sa nam viaze na « cez ohranic¢enie
;5[ — Tjsll < vesij (4.7)

Celkovy cas na vykonanie misie ¢y, ktory chceme minimalizovat je zloZeny zo Styroch

Casti

1. cas, ktory prechadza lod spolu s helikoptérou zo zacinajiceho bodu g5 az po prvé

vzlietnutie 7y, vyjadreny ako

e

qs - Tl”a (48)

2. cas, ktory potrebuje lod, kym sa presunie z bodu vzlietnutia do bodu, kde helikop-

téra opéat pristane definovany ako

SN fi (4.9)

i=1 j=i
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3. cas, ktory sa plavi lod spolu s helikoptérou od doby kedy helikoptéra pristala, az po

dalsie vzlietnutie
n n—1

SN sigs (4.10)

i=1 j=i

4. cas, ktory cestuje dvojica opéf spolu od posledného pristatia az do zaverecného
stanovista gr

v

Cy — |- (4.11)

Ked sc¢itame vsetky casy dohromady, vyjadrime celkovy Cas trvania misie

n n n n—1
tin = Yoe (las = 7ol + 1100 — ) + DD fig + DD i (4.12)
i=1 j=1i =1 j=1

Potom riesenie Problému 4.1.2 ziskame rieSenim optimaliza¢ného problému v tvare

min (4.13a)
o, f,s,7,0
k n
v Y Y ey =1, k=1,....n, (4.13b)
i=1 j=k
@i jfij < thmax; (4.13¢)
i jllTi = 45l < vefi g, (4.13d)
a;; (7 —all +dij +llg; — 4 < onfij, (4.13e)
Jj—1
dij = Z e — arsall, (4.13f)
k=i
@[l = Tjgall < vesiy, (4.13g)

s rozhodovacimi premennymi o € {0,1}"*", f € R™*", f;; >0, s € R"*", s, ; >0,
7 € R2X" a f € R?*™ pricom (4.13f) je iba vzorec pre vipocet konstant. Viimnime si,
7e kazdy stlpec z 7 a z ¢ predstavuje stradnice vzlietnutia pristdtia 2-dimenzionilnom
Euklidovom priestore. Kedze f; ; a s; ; 4 minimalizované s (4.12), ak ¢; ; = 0 je optimélne
rieSenie k (4.13), potom f; ; =0 a s; ; = 0 st zldcitelné optimélne rieSenia. Toto vyplyva
z (4.4), (4.5), a (4.7) ¢o ma za nasledok, ze f; ; >0 (a s;; > 0) pre o ; = 0.

Problém vyjadreny vztahom (4.13) je problém zmieSaného celoéiselného programova-
nia s nelinedrnymi ohranic¢eniami. Celo¢iselnd zlozka je predstavend bindrnou rozhodo-
vacou premennou «. Nelinearita vyplyva zo vztahu medzi o; ; a redlnymi rozhodovacimi
premennymi v (4.3), (4.4), (4.5), a (4.7).

Poznamka 4.2.1. Akondhle ziskame optimélne riesenie k (4.13) ekvivalenciu medzi «

a indexovymi mnozinami Z z Problému 4.1.2 vieme zostavif nasledovne:
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nech ¢ je index riadku «, ktory obsahuje aspon jednu nenulovi hodnotu. Potom Z; =

{i,...,j}, pre j také, ze o; ; = 1.

Pozndmka 4.2.2. Problém vyjadreny vztahom (4.13) je vzdy rieSitelny. V najhorSom
pripade je kazdy prostredny bod ¢; navstiveny individualne, ¢o znamen4, Ze o bude jednot-
kova matica. Zlucitelnost rieSenia vyplyva z faktu, ze dosah lode je neobmedzeny a celkovy

Cas trvania misie nema ziadne ohranicenia.

4.2.2 Formulacia zmiesaného celociselného programovania nad ku-

zelom druhého radu

Hlavné obmedzenie formuldcie zmiesaného celo¢iselného nelinedrneho programovania (MI-
NLP) optimaliza¢ného problému vyjadrenom vo vztahu (4.13) prameni z jej vypocétovej
zlozitosti. Konkrétne, autori v Garone et al. (2012) demonstrovali, Ze problém je riesitelny,
v primeranom case, avSak iba pre malé mnozstvo bodov g;, ¢ize pre nizku hodnotu n. Pres-
nejsie, najzlozitejsi pripad akym sa v danom zdroji zaoberali bol n = 7. V tejto kapitole si
ukazeme ako je mozné ekvivalentne preformulovat MI-NLP (4.13) na problém zmieSaného
celo¢iselného programovania nad kuzelom druhého rddu (MI-SOCP, rozoberanym pod-
robne v kapitole 2.6), ktory je mozné efektivne riesit pre stovky bodov. Hoci MI-SOCP
problémy si nekonvexné kvoli pritomnosti celociselnych premennych, vo chvili kedy sa
tieto premenné zafixuju prostrednictvom algoritmu vetvenia a hranic (angl.: branch-and-
bound) popisaného v kapitole 2.4.2, problém sa stédva konvexnym SOCP. Na druhej strane,
v MI-NLP problémoch st dokonca aj vnitorné problémy nekonvexné.

Zalneme tym, Ze si pripomenieme, Ze netrividlna ¢ast z (4.13) st nelinedrne ohranice-
nia, kde sa rozne rozhodovacie premenné navzajom ndsobia. Hoci, blizs{ pohlad na (4.3)—(4.5)
a (4.7) odhaluje, Ze takéto nelinedrne vztahy zahfliaji nésobenie medzi bindrnymi pre-
mennymi ¢ ; aa konvexnou funkciou. Vezmime si ako priklad (4.3). Ohranicenie méze

byt ekvivalentne zapisané ako logicky vyraz v tvare
(aij =1) = fi,j < thmax- (4.14)

Vsimnime si, Ze nezavisle od hodnoty «; ;, je letovy ¢as f; ; ohraniceny zospodus f; ; > 0

pre aktikolvek kombindciu ¢ a j. Podobne, (4.4) méze byt zapisany ako:
(aij =1) = |1 = 4] < vefij, (4.15)

¢o predstavuje striktne pozitivnu spodnt hranicu f; ; ak o;; = 1. Poznamenajme, Ze
pre a; ; = 0 ohraniCenie (4.4) zahfnia 0 < v.f; ;, €o je opéf ekvivalentné spodnej hranici

fi.j > 0. Rovnakym postupom mézeme postupovat dalej aj pri (4.5), ¢o je ekvivaletné s

(ij=1)= (1 — @l +dij + llgj — 1) < vnfiy (4.16)
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a (4.7) mozeme prepisat do
(aij=1) = [[{; — Tjs1ll < vesi; (4.17)

s Casom plavenia ohrani¢enym zospodu vztahom s; ; > 0.

Vyhoda prepisania (4.3)—(4.5) a (4.7) na skupinu implika¢nych pravidiel v (4.14)—(4.17)
je, ze ich mozeme dalej zjednodusit a previest na mnozinu ohraniceni, ktoré si konvexné
aj v rozhodovacich premennych o ;, fi j, Sij, 7 a £; pouzitim zakladnych pravidiel vy-
rokovej logiky (Williams, 1993).

Veta 4.2.3. Uvazujme bindrnu premennd § € {0, 1}, redlne premenné x € R™, a icelovii
funkciu g : R”™ — R. Potom
(6=1)=g(x) <0 (4.18)

vtedy a len vtedy ak
o) < M(1—9), (4.19)

plati pre nejaka konstantu M.
Doékaz. Mame dané dva logické vyroky Y7 a Ys,
(Y1 = Y2) & (Y1 VYa), (4.20)
kde Y, je negicia Y7 a V je logicky operator “or”. Nésledne jednoducho zistime, ze
([0 =1]Vvg(z) <0)) & (9(x) < M). (4.21)

Potom (4.19) priamo vyplyva z (4.20) a (4.21) bertic v ivahu negiciu § ako § = 1 — §

(pripomertime si, Ze ¢ je bindrna premennd). O
Aplikovanie Vety 4.2.3 na (4.14) ndm umozni prepisat logick implikdciu na
fi,j - th,max S M(l - ai,j)v (422)

so spodnym ohrani¢enim f; ; > 0. Podotknime, ze vztah (4.22) je linedrny v redlnych
rozhodovacich premennych f; ; a v bindrnych premennych c; ;. Podobne, (4.15)—(4.17)

mozeme prekonvertovat na

i =€l —vefiy < M(1— ayj), (4.23a)
(17 = qill + dij + llg; — 41) —onfiy < M(1— i ), (4.23b)
ng — Tj+1|| — ’UCSZ'J S M(l — Oli’j). (4230)

Vsimnime si, ze vSetky premenné v (4.23) st konvexné v prislichajicich rozhodovacich
premennych. Ba ¢o viac, vdaka Euklidovym normdam, (4.23) moZeme prepisat ako mnozinu

ohraniceni kuzela druhého rddu, viac v Boyd a Vandenberghe (2009).
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Hladanie optiméalneho poradia vzletovych a pristdvacich bodov z (4.13) mézeme teda

formulovat ekvivalentnym zapisom nasledovne

a)rjg}si)ri’é tm (4.24a)

v fij = thmax < M(1—a;;), (4.24b)

7 = 4l = vefij < M(1 — ), (4.24c)

(e = aill +diy + llgg = 41) —vnfiy < M1 — e y), (4.24d)

1€ = Tjall —vesij < M(1— oy 5), (4.24e)

fi; >0, 8,;>0, a;; € {0,1}, (4.24f)

s tm ako v (4.12) a ohrani¢eniami stanovenymi pre vsetky 4,5 € {0,...,n}. Problém de-

finovany v (4.24) je problém zmieSaného celociselného programovania nad kuzelom dru-
hého rédu, ktory sme schopny riesit s GUROBI solverom (Gurobi Optimization, 2013),
ktory vyuziva metodu vetvenia a rezov na efektivne eliminovanie neriesitelnych kombi-
nacii bindrnych premennych, aby sme sa vyhli prehladavaniu exponencidlneho mnozstva

pripadov.

Pozndmka 4.2.4. Je dolezité poznamenat, ze (4.24) je nekonzervativne preformulova-
nie (4.13). Ak a; ; = 1, potom ohranicenia z (4.24) st rovnaké ako v (4.13), ¢o je zretelné
z (4.22)—(4.23). Ak «; ; = 0, potom prislichajice optimélne hodnoty f; ; a s; ; budd nu-

lové, pretoze st minimalizované v (4.12) a pretoze st ohranicené zospodu nulou (4.24f).

Na vyriesenie (4.24) tak efektivne ako je mozné, hodnota M v (4.22) a (4.23) musi byt
vybrand ¢o najniz$ia mozné. Ako je poznamenané v Kvasnica (2008), ak by sme nezvolili
pevnt hodnotu pre konstantu M mohol by sa ndm radovo zdvihnit vypoctovy cas pre
rieSenie (4.24). Preto je ddlezité odvodit ¢o najpresnejsie mozné hodnoty M pouzivané
v (4.22)— (4.23). Ako je uvedené v Williams (1993), najpresnejsia hodnota M, ktord moze
byt vyuzitd v (4.19) je dand nasledovne

M = maxg(z), (4.25)

kde Q je (ohrani¢end) doména funkcie g(-). V pripade (4.22) je M jednoducho uréené ako

M =ty max- V (4.23a) je najnizsia hodnota M:
M = max (”Tz — EJ” - 'Ucfi,j)' (426)
Tiskj,fi;
Pretoze funkcia ||7; — ¢;|| — vefi,; je konvexnd v 7, £;, a v f; j, maximdlna hodnota sa

nadobtda v jednom z vrcholov prislichajicej domény

Q:QT XQ[XQf. (427)
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Tu st Q, a Q; podmnoziny R?, ktord vymedzuje prehladévaci priestor pre vzletové a pri-
stavacie body. V praxi moézu byt tieto mnoziny ziskané ur¢enim najmensieho mozného
stvorca, v ktorom sa body navstev ¢;, ¢ = 1,...,n mdézu nachadzat. Takéto Stvorcové

ohranicenie mézeme lahko vypocitat ako:
Q. =Q={z| miinqi <z< m?xqi}, (4.28)
kde ndm minimd a maximé uréuji stradnice bodov ¢;. Nakoniec ndm vyplyva z (4.3)
Qr ={f 10 < f < thmax}- (4.29)

Preto najtesnejsie M v (4.23a) mdzeme vypocitat z (4.26) vyhodnotenim ||7; — ;|| —vc fi
v kazdom rohu €, x €y x Qf, bertc v Gtvahu maximalnu hodnotu. Tesné hodnoty M

v (4.23b) a v (4.23c) vieme ziskat obdobnym spdsobom.

Poznamka 4.2.5. Priamy dosledok Poznamky 4.2.2 a 4.2.4 je, ze MI-SOCP formulé-
cia (4.24) je vzdy riesitelnd, za predpokladu, ze hodnota M je vybrand podla vztahu (4.25).

Rozli¢né startovacie pozicie Casti heterogénneho vozidla

Za istych okolnosti méze byt potreba riesit optimalizéciu trasy, ked je agilné vozidlo
oddelené od nosica. Takato situdcia moéze nastat v pripade, ked sa zmenia pociatocné
podmienky v case, ked uz je heterogénne vozidlo v pohybe. Moze ist napriklad o nahlasenie
nového stanovista na obletenie. P6vodny navigacny plan tak uz nebude platit. Podrobne sa
budeme tejto situdcii venovat pri rieseni Problému 4.1.4 v kapitole 4.4. Teraz si povieme,
ako sa ndm v takom pripade zmen{ formuldcia problému definovaného v (4.24).

Uvazujeme teda, ze v Case optimalizacie je helikoptéra vo vzduchu. Z toho ndm vy-
plyva, ze dolet bude pre prvy let kratsi o dobu, ktora je helikoptéra mimo lode. Pre
ostatné lety ostava cas nezmeneny. Moze nastat tiez situacia, ze hlasené stanoviste, ktoré
bolo treba navstivit uz obletiet netreba hoci helikoptéra uz k nemu smerovala. Alebo ak
by bolo stanoviste pohyblivé a iSlo by smerom od helikoptéry, mohlo by sa stat, Zze by
helikoptéra uz nemala dostatok paliva na bezpecny névrat na lod. Preto treba pri novej
formulacii ratat aj so situaciou, ze helikoptéra pri svojom prvom lete nenavstivi ani jeden
bod. Podme sa teraz pozriet ako spominané zmeny zahrnieme do matematickej formulécie
problému.

Kedze helikoptéra je v case hladania optimalnej trajektorie vo vzduchu, mézeme pova-
zovat jej pociatocny bod ¢sp za bod vzlietnutia, ¢o zaznamename pridanim nasledujiiceho

ohranicenia

T1 = 4sh- (430)
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Kedze je cas, ktory ma helikoptéra k dispozicii pri prvom lete kratsi ako pri nasledu-

jucich, musime ohranicenie (4.22) prepisat na tvar

fl,j - th,resta S M(l - Oll,j), (431&)
fij — thmax < M(1 —a;5), prei=2,...,n. (4.31b)

Nesmieme zabudnuf, ze lod nam zo Startovacieho bodu ¢ nejde do bodu prvého vzliet-

nutia, ale do bodu prvého pristédtia, preto sa ohranic¢enie (4.23a) musi upravit nasledovne

llgs = &5l = vefr; < M(1—aa5), (4.32a)
||T17€JH *Ucfi,j S M(l*Oti’j), prei:2,...,n. (432b)

Doteraz sme uvazovali, Ze ak helikoptéra vzlietne, obide 1 az n bodov. Teraz ale musime
ratat aj so situdciou, ze helikoptéra, ziaden bod nenavstivi. Tento fakt nam komplikuje
situdciu pri definovan{ o ohranicenim (4.2), ktoré hovori, Ze kazdy bod ma byt navstiveny
prave raz a zaroven zahifna, ze pocas vzletu musi byt navstiveny aspon jeden bod. Na
maticu « st napojené aj dalSie ohranicenia, ktoré pracuji s indexmi, ktoré zavisia na
jej obsahu. Aby sme predisli kompletnému prerobeniu ohrani¢eni, pomdézeme si malym
trikom. Priddme si na zaciatok pola navstevovanych bodov este jeden falosny bod, ktorého
suradnice st zhodné so stiradnicami pociatocnej polohy helikoptéry gsp. Tym dosiahneme
rozsirenie matice « o jedna, Co predstavuje pociatocnu letova fazu.

Mohli by sme predpokladat, ze pridanim falosného bodu si zhorsime ¢asovu efektivitu,
nakolko vypoctova zlozitost oboch algoritmov zavisi od velkosti n. Treba si vsak uvedo-
mit, ze vypoctova zlozitost nie je dana priamo poctom bodov, ale maximalnym moznym
poctom vzletovych faz, pricom plati, Ze ich pocet je ohrani¢eny prave poctom bodov n.
V nasom pripade sme nuteni uvazovat o jednu vzletovu fazu viac, kedy helikoptéra ne-
musi navstivit ani jeden bod, ale rovnako moze navstivit vsetky. Preto pridanie falosného
bodu prindsa vyhodu ponechania pdvodnej definicie a spolu s ohrani¢eniami na nej zé-
vislymi. Kedze falosny bod mé rovnaké sturadnice ako helikoptéra v ¢ase optimalizacie, je
povazovany okamzite za navstiveny a proces pokracuje dalej akoby neexistoval.

Ucelova funkcia (4.12) sa takisto nevyhne zmene, nakolko t4 zardtava aj ¢as zo Star-
tovacieho bodu po prvy vzlet. Niekomu by mohlo napadnit vymenit vzletovy bod za bod
prvého pristatia, treba si vSak uvedomif, Ze tento cas je zaratany v ramci letového casu

fi,j» preto staci z icelovej funkcie ¢as zo Startovacieho bodu po prvy vzlet iba vynechat.

n n—1

tm = Yoo||lln — gl + Z Zfi,j + Z Z Sij- (4.33)

i=1 j=i i=1 j=i
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Hladanie optimalneho poradia vzletovych a pristavacich bodov pre heterogénne vozidlo

s rozlicnymi Startovacimi poziciami jeho casti, mézeme teda formulovat nasledovne:

oI b (4.34a)
V.. T1 = (sh, (4.34b)
fr5 = threst < M(1— o 5), (4.34c)
fij—thmax < M(1—a;;), prei=2,...,n, (4.34d)

lgs — 451l — vefi,; < M(1—aq ), (4.34e)
|7 — 4| —vefi; S M(1—a;;), prei=2,...,n, (4.34f)

(I = @il + dij + llg; — 411) —vnfiy < M(1— i), (4.34g)

1€; — Tjp1ll = vesiy; < M(1 =y j), (4.34h)

fij 20, 8520, a;; €{0,1}. (4.34i)

Ucelové funkcia (4.12) je uzsou formou (4.34a), ohranicenia (4.34c) az (4.34f) st vy-
poctovo identické s ohrani¢eniami (4.24b) a (4.24c). Ide len o zmenu parametra pre i = 1,
teda pre prvy let. Problém definovany v (4.34) je teda aj nadalej problémom zmiesaného

celo¢iselného programovania nad kuzelom druhého rddu ako v pripade problému (4.24).

Rozsirenia rieSeného problému

Ukézali sme ako sa rieSenie Problému 4.1.2 d4 ziskat rieSenim (4.24) ako MI-SOCP prob-
lém. V tejto kapitole si predstavime niekolko modifikdcii (4.24), ktoré ndm navrhnuty
scenar priblizuju viac k skutoc¢nosti.

Ako prvé, mozeme ucelova funkciu (4.24a) rozsirit o vzatie do Gvahy minimaliziciu
casu letu helikoptéry, ktory je priamo tmerny spotrebe paliva. Toto mozeme vyriesit
pridanim vztahu (4.35) do (4.24a)

Z Z fije (4.35)
i=1 j=1

Ako druhé moze byt pozadované zminimalizovat pocet vzletov helikoptéry. Takato
poziadavka by mohla nastat z réznych technickych pri¢in alebo aj z bezpecnostnych.
Napriklad v pripade zlych poveternostnych podmienok moze kazdé vzlietnutie a pristatie
predstavovat zvySené riziko nehody. Toto mozZeme dosiahnut zahrnutim vztahu (4.36)
do (4.24a)

n n
> i (4.36)
i=1 j=1

Aby bolo mozné priradit jednotlivym cielom priority, oba vztahy st prepojené s po-

kutovymi premennymi v > 0 a vy, > 0 pre (4.35), respektive pre (4.36). Celkovd hodnota
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funkcie (4.24a) potom bude

n n n n
min ¢ i g i .
P e U D st ) D o (457
=1 j=1 =1 j=1
Ohrani¢enia (4.24) mézu byt takisto rozsirené. Jednou z moznosti je ur¢it maximalne

mnozstvo vzlietnuti helikoptéry. V takom pripade doplnime do ohranicenia

iiai,j S Mmax, (438)

i=1 j=1

kde mmpax je maximalne Zelané mnozstvo vzlietnuti. Treba vsak vziat do uvahy, Ze vy-
bratie prili§ nizkej hodnoty mmax moze viest k neriesitelnosti problému (4.24) ak dosah
helikoptéry, reprezentovany hodnotou ti max v (4.3) a (4.22), nedovoli helikoptére navstivit
vSetky ciele pocas muyax vzlietnuti. Aby sme sa vyhli takémuto obmedzeniu, navrhujeme
pouzitie jemnejSej verzie (4.38)

n n

Z Z Q5 4 < Mpax + 2. (439)
i=1 j=1
Tu je z > 0 nova redlna optimalizovand premennd, ktorda rusi pevné ohranicenie. Za
tucelom zamedzenia tomu, aby sme pevné pravidlo neporusili inak ako v nutnom pripade,
premennd z musi byt penalizovand s v,z v tcelovej funkcii s premennou ~,, ktord musi

byt dostatoéne vysokd (Kerrigan a Maciejowski, 2000).

4.2.3 Pripadova studia

V kapitole 4.2.2 sme si naformulovali problém zmiesaného celoc¢iselné problému nad kuze-
Tom druhého radu (4.24) pre hladanie optimalnych bodov vzletov a pristati 7, ¢; (ktoré
predstavuji zdroven trajektoriu nosica) a matice a, ktord urcuje navstivené body heli-
koptérou v jednotlivych vzletovych fazach. V tejto kapitole si najprv ukazeme priklad
hladania optimélneho navigacného planu pre heterogénne vozidlo s pouzitim navrhnutej
formulacie (4.24) a v dalSej Casti spravime analyzu zloZitosti, pricom porovnidme nami
navrhnuti formuldciu MI-SOCP (4.24) s formuldciou MI-NLP (4.13) uvedenej v (Garone
et al., 2012).

Problémy boli naformulované s pouzitim YALMIP (Lofberg, 2004), ktory automa-
ticky urcuje optimalne hodnoty M v (4.22)—(4.23). MI-NLP problém (4.13) bol rieSeny
YALMIPovym globalnym solverom vetvenia a medzi s fmincon ako podsolverom, ktory
bol konfigurovany na uskuto¢nenie najviac 1 - 10* iterdcii s najviac 5 - 10* vyhodnote-
niami funkcii. Vysledny MI-SOCP problém bol rieseny s GUROBI. Vsetky vypocty boli

uskutocnené na pocitaci s 3.2 GHz procesorom a 4 GB pamaétou.
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Tabulka 4.1: Umiestnenie bodov ¢, ..., q19. VSetky hodnoty si v uvedené v kilometroch.

i \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
| 0 0 1 46 48 46 50 50 20 30
vi |40 50 49 50 48 46 48 35 5 0

Priklad

Uvazujeme pripad s 10 bodmi ¢;, i = 1,...,10, ktorych sdradnice v 2-dimenziondlnom
Euklidovom priestore st uvedené v Tabulke 4.1. Heterogénne vozidlo pozostava z nosica -
lode, ktord cestuje konstantnou rychlostou v, = 18 km/h a ma neobmedzeny dosah. Nosi¢
nesie agilné vozidlo - helikoptéru, ktorej rychlost je vy, = 90 km/h, ale m& obmedzeny Cas
pobudnutia vo vzduchu ty max = 21 min. Lod zaé¢ina v bode ¢s = [0, 0]7 s helikoptérou
na palube a jej cielom je skoncit, po obleteni vSetkych desiatich stanovist helikoptérou,
v bode ¢; = [50, 0]T.

Optimélne riesenie k (4.24), ktoré podla popisu v kapitole 4.2.2 je ekvivalentné s rie-
senim (4.13), bolo ziskané priblizne za 2.2 sekundy. Optimdlna trasa lode a helikoptéry

spolu s optimalnymi bodmi vzletov a pristati st ukazané na Obrazku 4.2.

Bertic do tvahy data o polohe vSetkych stanovist z Tabulky 4.1, optimalna cesta po-
zostava zo 7 letovych faz. V prvej, helikoptéra opustila lod na pozicii 71, navstivila jedno
stanoviste ¢; a navratila sa spat pre doplnenie paliva na pozicii 1. Druhd letova faza
zahffiala stanovistia g, a gs. Dalej pokracovali spoloéne do 74, kde sa helikoptéra odde-
lila, aby navstivila body q4, g5, a gs, pred pristatim na palubu v bode £5. V nasledujicej
casti je navstivené stanoviste g7. Vsimnime si, ze hoci stanoviste g7 bolo v tesnej blizkosti
dalsich troch stanovist q4, g5, a ¢g, tak helikoptéra nemohla navstivit vSetky Styri stano-
vistia behom jedného letu, nakolko by jej doslo palivo. Musela sa preto vratit opéat na
lod a stanoviste g7 navstivit osamote v dalsej letovej faze. V nasledujtcich troch letovych
fazach boli po jednom obletené aj stanovistia gs, qg, q10, kde sa po kazdej navsteve mu-
sela vratit helikoptéra na opatovné doplnenie paliva. V zavere sa lod spolu s helikoptérou
presunuli do cielového bodu ¢f. Najnizs{ ¢as trvanie misie bol vypocitany rieSenim (4.24)
na t}, = 6.248 hodin, ¢o zodpoveda urazenej celkovej vzdialenosti 112.464 kilometrov.

Bindrna matica « € {0, 1}19%10

obsahovala 7 nenulovych hodndt(¢o zodpovedd 7 letovym
fazam). Konkrétne nenulové idaje boli oy 1, asgs, o6, @77, ass, Qg9 a Q19,10 Lieto
hodnoty korespondujii indexovym mnozindm bodov navstivenym pocas jedného letu, da-
nym ako 77 = {1}, 7o = {2,3}, Z3 = {4,5,6}, Z, = {7}, Zs = {8}, Zs = {9}, Zr = {10}.
Tieto mnoziny spolu s prislusnymi bodmi vzletov a pristati 7;, £;, predstavuji optimélny

kompletny naviga¢ny plan pre heterogénne vozidlo.
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50r
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Obr. 4.2: Optimalna trajektoria heterogénneho vozidla. Plné ¢iary predstavuji trasu no-
si¢a, prerusované ¢iary reprezentuju trasu pre agilné vozidlo. ¢; st navstevované
stanovistia, 7; su body vzletov a ¢; reprezentuje body pristati helikoptéry na

palube lode. Obe osy st uvedené v kilometroch.



4.2. RIESENIE S PEVNE DANYM PORADIM 83

Analyza zlozitosti

Ukéazali sme si priklad optimélnej trasy pre heterogénne vozidlo. Teraz sa pozrieme, ako
sa nam bude menif ¢as pre hladanie rieSenia MI-SOCP problému definovaného v (4.24)
s rasticim poc¢tom stanovist (bodov) na obletenie, ¢;. Na vykonanie analyzy sme ndhodne
rozlozili n bodov pre n € {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100} v Stvorcovom ohranic¢enom
priestore s dlzkou hrany [0, min{50,5n}] km. Pre kazdé n sme vygenerovali tri mnoziny
bodov ndhodne rozlozenych v danom priestore. Rychlost lode bola nastavena na hodnotu
ve = 18kmh™!, rychlost helikoptéry bola nastavend na hodnotu vy, = 90kmh~! s ma-
ximalnou dobou doletu ¢, max = 25 min. Nasledne sme pre kazdy scendr nasli optimalny
naviga¢ny plan rieSenim (4.24) a zmerali celkovy vypoétovy cas.

Ziskané vysledky st ukazané graficky na Obr. 4.3. Plnd ¢iara ukazuje priemerny vy-
poétovy ¢as pre kazdé n (pocet stanovist ¢;). Usecky reprezentuju rozpitie ¢asov pre
jednotlivé scendre. Ako vidime, formuldcia MI-SOCP (4.24) si vie poradit aj s rastiicim
poctom stanovist, napriek teoreticky moznej najvyssej zlozitosti problému. Najst opti-
malnu trasu pre n < 50, nam trva od niekolkych sekind po par mintt. Pre 50 < n < 100,
vypoctovy cas dosahuje hodinu a viac. Réznorodé spravanie zobrazené na Obréazku 4.3
je sposobené ndhodnym rozlozenim bodov. Preto méze byt vypoctovy cas pre hladanie
cesty pri n = 70 kratsi ako pri rieseni MI-SOCP, kde uvazujeme navstevu iba 50 bo-
dov. Vykyvy vypoctového ¢asu dokonca nezavisia len od rozlozenia bodov, ale vyplyvaja
priamo z orezavacej stratégie nelinedrneho zmiesaného celoc¢iselného programovania. Sol-
veru sa skratka niekedy podari vyuzit vhodnejSiu volbu riesenia. Avsak toto zavisi vzdy
od konkrétneho rieSeného problému. Celkovo vzaté, aj ked sme potrebovali obletiet 100
stanovist, stdale sme boli schopni ziskat optimélne rieSenie Problému 4.1.2 za necelé 3
hodiny vypoctového casu.

Tabulka 4.2 porovnéva zlozitosti MI-NLP problému v (4.13) s navrhnutou MI-SOCP
formuldciou v (4.24). Konkrétne sme riesili oba problémy pre n € {4,5,6,7} ndhodne ge-
nerovanych bodov. Poznamenajme, ze vSetky ¢asy boli ziskané pri rovnakom hardvérovom
i softvérovom nastaveni pre obe simulécie. Za zmienku stoji fakt, ze vypoctova zloZitost
formuldcie MI-NLP v (Garone et al., 2012) presahuje jednu hodinu uz pre n = 7 bodov.
Ako mézeme vidiet, zvoleny pristup MI-SOCP navrhnuty v tejto préci je vyrazne efektiv-
nejsi ako MI-NLP formulécia v (Garone et al., 2012) a umoziiuje riesit ovela rozsiahlejsie
problémy hladania optimélnej trasy pre heterogénne vozidla.

Tabulka 4.3 porovnéva zlozitosti MI-SOCP problému definovaného v (4.24) s navrhnu-
tou MI-SOCP formuldciou pre heterogénne vozidlo s rozliénymi Startovacimi poziciami
jeho casti (4.34). Konkrétne sme riesili oba problémy pre n € {4,5,6,7,8,9} ndhodne ge-
nerovanych bodov. Pre ziskanie presnejsich vysledkov sme kazdy scenar zopakovali s tymi

istymi bodmi 100-krat. Tak ako pri porovnavani ¢asov s MI-NLP formuléciou, boli aj teraz
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Vypoctovy ¢as [sec]

10”7 I I I I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Pocet stanovist g;

Obr. 4.3: Cas potrebny na ziskanie optiméalneho rieSenia (4.24) ako funkcie n, poétu sta-
novist ¢;. Usecky predstavuji minimalny a maximélny vypoétovy ¢as pre kazdé

z 3 ndhodnych scendrov pre kazdé n. Os y je v logaritmickom meradle

Tabulka 4.2: Casy potrebné pre solver na rieSenie navrhnutej MI-SOCP formulacie (4.24)
a formuldcie MI-NLP (4.13).

n  MI-SOCP ¢as [s] MI-NLP ¢as [s]
4 0.06 314.9
) 0.10 1145.8
6 0.25 1931.8
7 0.71 3684.5
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vsetky casy ziskané pri rovnakom hardvérovom i softvérovom nastaveni pre obe simulacie.
Kedze vo formulacii (4.34) méame pri rovnakom pocte bodov maximdalny pocet letovych
faz o jedna vyssi ako pri formuldcii (4.24), mohli by sme ocakévat ¢asové zhorsenie ako
keby sme mali o jedno stanoviste na obletenie viac. Experimentdlne sme ale ukazali, ze
¢asové zhorsenie pri heterogénnom vozidle s rozlicnymi startovacimi poziciami jeho Casti,
je nizsie. Predstavuje priblizne 24%, kym ¢asové zhorsenie pri pridani jedného stanovistia
predstavuje asi 84%. Treba podotkntt, Ze z grafu na Obr. (4.3) vyplyva, zZe ¢asova zlo-
zitost pri vacsom pocte bodov koliSe natolko, Ze rozdiel jedného stanovista je z casového

hladiska zanedbatelny.

Tabulka 4.3: Casy potrebné pre solver na rieSenie navrhnutej MI-SOCP formulacie (4.24)
a MI-SOCP formulacie pre heterogénne vozidlo s rozlicnymi Startovacimi

poziciami jeho ¢asti (hvrp) (4.34).

n  MI-SOCP ¢as [s] MI-SOCP (hvrp) ¢as [s] zhorSenie [%]
4 0.06 0.07 16%
) 0.10 0.11 10%
6 0.25 0.29 16%
7 0.48 0.71 47%
8 1.02 1.11 8%
9 1.07 1.62 51%

4.3 Riesenie s optimalizovanym poradim

Uréenie optimélnej trasy minimélnej dizky riesenim MI-NLP (4.13) alebo jeho MI-SOCP
verzie (4.24) vyzaduje, aby sme poradie, v ktorom budeme cielové body ¢;, i = 1,...,n
navstevovat, poznali (Klauco et al., 2014). V tejto kapitole si ukdzeme ako néjst optimélnu
cestu za predpokladu, ze poradie bodov nie je dané, ale méze byt optimalizované za ticelom
znizit ¢as trvania misie. Na realizdciu pouzijeme dva pristupy.

Jednym z nich je opomentit heterogenitu vozidla a uvazovat, ze sa pohybujeme iba ako
jedno vozidlo. Potom moZeme vyuzit zndmy problém cestujiiceho obchodnika — TSP (Mil-
ler et al., 1960), prostrednictvom ktorého néjdeme optimdlne poradie névstev cielovych
bodov. Avsak takéto riesenie ndm pontdkne iba suboptiméalne rieSenie pre heterogénne vo-
zidlo. Preto predstavime aj druhy spdsob riesenia, ktory najde skutoéne optimalne riese-
nie, ktoré berie do ivahy aj Specifikum nasho vozidla. Pri optimalizovani poradia, v prvom
pripade prebieha optimalizdcia cez indexy navstevovanych bodov v (4.5) a (4.6). Alterna-

tivna stratégia predstavuje novii mnozinu reprezentujicu trasu medzi bodmi, ktord bude
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zodpovedat optimélnej permutéacii navstivenych cielov.

Teraz si popiSeme druhy sposob, schopny najst optimalne riesenie. V kapitole 4.3.2
predstavime verziu s pouzitim T'SP. Neskor porovname obe riesenia.
4.3.1 Hladanie optimalneho rieSenia

Najprv si zltiéme vietky prostredné body ¢; (€ize vietky okrem ¢s a g¢) do matice Q € R2*"

Q=0 @ - @l (4.40)

Nésledne si predstavime bindrnu permutaéni maticu P € {0,1}"*", kde suma hodnét

v jednotlivych riadkoch a stipcoch je rovna jednej

Pj=1 j=1,...n, (4.41a)
=1
d Pj=1, i=1...,n (4.41D)
j=1
Potom
Q=QP (4.42)

zna¢i maticu permutovanych prostrednych bodov. Nech §; predstavuje j-ty stipec z
A=l @& - @l (4.43)

Potom ak P;; = 1, potom i-ty pdvodny prostredny bod ¢; bude v skuto¢nosti navsti-
veny ako j-ty. Vyhoda tejto formulécie je, zZe poradie permutovanych bodov, ¢ize §; pre
j=1,...,n je teraz zafixované a optimalizicia poradia bude presunutd na bindrnu per-
mutac¢nd maticu.

S touto zmenou sa ohranicenie (4.5) stéva
aij (I7i = Gill + di + 1165 — Gll) < onfig, (4.44)

ktoré musi platit pre vsetky ¢ = 1,...,n a j = 1,...,n. Tu predstavuje Ji,j Euklidovu
vzdialenost medzi §; a ¢;. VSimnime si, Ze v kapitole 4.2, boli tieto vzdialenosti vypocitané
predom a povazované za konstanty, vid. (4.6). AvSak v tomto pripade, body §; zavisia od
vyberu bindrnej permutac¢nej matice P, ktora je teraz optimalizacnou premennou. Preto

vzdialenosti musia byt vypocitané vo vnutri optimalizacného problému cez

j—1
dij =l = s (4.45)
k=1
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Optimaliza¢né premenné v novom probléme st ¢, ¢ = 1,...,n ako permutované
body navstev, P ako binarna permutacnd matica, o ako bindrna matica sekvencie vzliet-
nuti/pristati, 7; a £; ako siradnice vzletov a pristati, respektive aj premenné f a s, ktoré

predstavuju cas letu a plavenia. Problém vieme vyriesit nasledovne

_ min  ty (4.46a)
Q.Po,f,5,7,0
v fij = thmax < M(1 — a;j), (4.46Db)
7 — ]| —vefiy < M(1— i), (4.46¢)
di g = Y0 Ik — @l (4.46d)
(I = @ll + diy + 135 — 4511) =
unfi; < M1 — ), (4.46¢)
145 — Tjall — vesiy < M(1 — ay 5), (4.46f)
Y Py =1, (4.46g)
Yo Py =1, (4.46h)
Q=QP, (4.461)
fij =0, si5 >0, (4.463)
P €{0,1}, oy € {0,1}. (4.46k)

V tcelovej funkcii (4.46a), je Cas t,, definovany ako (4.12), ktory berie do ivahy per-
mutované body navstev nepriamo cez f; j, ktoré reprezentuje cas letu z §; do g;. V ohra-
nifeniach, (4.46b) predstavuje ohranicenie Casu letu, ktoré je identické s (4.22), ¢o je
vlastne ekvivalencia vztahu (4.3) s pouzitim velkého M. Dalej, (4.46¢c) a (4.46f) st rov-
naké ako v (4.23a) a v (4.23c) a reprezentuju opét ekvivalentni verziu s pouzitim velkého
M k (4.4), respektive k (4.7). Tieto dve ohraniéenia zabezpecuji, aby sa agilna ¢ast he-
terogénneho vozidla (teda helikoptéra) stretla s lodou v sprdvnom bode. Permutované
navstevné body §; (zobraté ako prislusny riadok matice @) vstupuju do optimalizacného
problému cez (4.46¢), ¢o je M verzia k (4.44), spolu s (4.42) a (4.45) vlozend ako (4.461),
respektive (4.46d).

Optimalizaény problém v (4.46) je stadle MI-SOCP pretoze (4.46b), (4.46¢), a (4.46f)
st ohrani¢enia nerovnosti nad kuzelom druhého radu, (4.46d) je iba substitiicia pre d;
v (4.46e), a (4.46g)—(4.46j) si linedrne ohranicenia. Avsak, v porovnani s (4.24), problém
v (4.46) ma n? dodatoénych bindrnych premennych kvoli permutaénej matici P. Na druhej
strane, (4.46) optimalizuje poradie bodov, kym (4.24) funguje iba za predpokladu, ze je
poradie bodov dané.

Akonéhle vypoéitame optimdlne rieSenie (4.46), optimdlne poradie moéZeme priamo-

¢iaro extrahovat z binarnej permutacnej matice P. Poznamenajme, ze optiméalne body
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vzletov helikoptéry a jej pristdti 7;, respektive £;, si uz nastavené podla optimdlneho

poradia.

Heterogénne vozidlo s rozlicnymi startovacimi poziciami jeho casti

V kapitole 4.2.2 sme si popisali ako sa nam zmeni formuldcia (4.24) v pripade, Ze v Case
optimalizacie je helikoptéra vo vzduchu. Teraz si povieme, ako sa ndm v takom pripade
zmen{ formuldcia problému s optimalizovanym poradim bodov (4.46).

Podmienky ostdvaji nezmenené a teda pre ohranicenia (4.30), (4.31) a (4.32) platia
rovnaké pravidld ako pri formulacii s pevne danym poradim. Pri optimalizovanom poradi
musime ale vziat do uvahy, Ze pridany fiktivny bod je brany ako vSetky ostatné a teda,
ze jeho poradie musime takisto optimalizovat. My vSak vieme, Ze fikt{ivne stanoviste ma

byt obletené vzdy ako prvé a preto rozsirime ohranicenie (4.41) o vztah
Piy=1, (4.47)

¢im pevne stanovime v permutaénej matici P jeho prvenstvo. Uéelové funkcia (4.33)
nam ostdva nezmenena. Vysledny problém hladania optimélnej cesty pre heterogénne

vozidlo s rozlicnymi Startovacimi poziciami jeho casti, moézeme teda naformulovat v tvare

ot (4.48a)
VAL TE = Gan, (4.48D)
frj = trest < M(1—an ), (4.48¢)
fij— thmax < M(1—ay;), prei=2,...,n, (4.48d)
llas = €] —vefi; < M(1—aqy), (4.48¢)
l7i — 4] —vefi; < M(1—cyj), prei=2,...,n, (4.48f)
dij = 4 k= Gl (4.48¢)

(Im = @l + dis + 113 — 41) -
opfiy < M(1— oy ), (4.48h)
16; = Tjgall = vesiy < M(1—ajj), (4.48i)
Y Pi=1, (4.48j)
S Pi=1, (4.48K)
Pii=1 (4.481)
Q=QP, (4.48m)
fij 20, si5 >0, (4.48n)
Pi; €{0,1}, ;5 € {0,1}. (4.480)
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Ucelové funkcia (4.48a) je zhodné s (4.34a). Ohranicenia (4.48b) az (4.48f) st iden-
tické s ohranic¢eniami (4.34b) az (4.34f) z problému (4.34) a ohranicenia (4.48g) az (4.480)
st zhodné s ohrani¢eniami (4.46d) az (4.46k) z problému (4.46). Problém (4.48) je rovnako
ako problém (4.34) a (4.46) aj nadalej problémom zmiesaného celo¢iselného programova-
nia nad kuZelom druhého rddu, hoci v porovnani s (4.46) je vypoctovo citelne ndroc¢nejsi.

Dopadu na vypoctovi zlozitost sa budeme venovat v kapitole 4.3.3.

4.3.2 RieSenie pomocou TSP

Suboptimalne riesenie Problému 4.1.3 modzeme ziskat pri odmysleni si, ze mame hetero-
génne vozidlo, Cize predpokladame, ze vozidlo je homogénne a pohybuje sa konstantou
rychlostou. V takomto pripade mézeme pouzit Standardny TSP algoritmus (Miller et al.,
1960) na urcenie optimdlneho poradia névstev jednotlivych bodov pre homogénne vo-
zidlo. Podrobne sme sa vseobecnému TSP problému venovali v kapitole 2.4.3. Ako sme
poznamenali uz predtym, takto urcené poradie nemusi byt optimélne pre pripad hetero-
génneho vozidla. Pripadom, do akej velkej miery sa ndm podari ziskat optiméalne riesenie,
sa budeme zaoberat v kapitole 4.3.3.

Majme maticu é = QP s permutovanymi bodmi navstev ako v (4.42) a (4.43), s @
definovanym ako v (4.40). Dalej uvazujme bindrnu permutacni maticu P € {0,1}"*",
ktora optimalne preskupi navstevné zastavky q;, i = 1,...,n. Celkova vzdialenost, ktora

precestuje homogénne vozidlo vypocitame nasledovne

n—1
L= lgs — @l + (Z G — qi+1> + |G — gell- (4.49)

i=1

Cielom je najst optimalny vyber P tak, aby sme minimalizovali celkovii vzdialenost
vzhladom na ohranicenie, ze kazdy zo zelanych bodov ¢; pre i = 1,...,n sa navstivi prave
raz. Co je vlastne ekvivalentné s P za podmienky (4.41). Hladanie optimélnej permutacnej

matice (a teda optimélnej sekvencii ndvstev prostrednych bodov) mozeme uskutocénit ako

n—1
min | = [lgs — q1f| + <Z la: — d¢+1||> + 11Gn — gl (4.50a)
s 1=1
n
V.o ZPW 1, j=1,...,n, (4.50Db)
=1
oPj=1, i=1,...,n, (4.50¢)
j=1
Q=QP, (4.50d)

¢o je zmiesané celociselné programovanie (MILP). Vo chvili, ked problém vyrieSime i-ty

stipec z @, definovanom v (4.42) a (4.43), je bod, ktory bude navstiveny ako -ty na ceste
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gs = G1 — -+ — ¢n — ¢r. Ked ziskame optimélne TSP usporiadanie z (4.50), hladanie su-
boptiméalneho riesenia Problému 4.1.3, m6Zeme uskutocnit rieSenim (4.24) s pevne danym
poradim bodov, ktoré sme prave ziskali. Potrebujeme teda riesit dva problémy zmiesa-
ného celociselného programovania. Avsak MILP tvaru (4.50) je zvycajne jednoduchsie
riesit v porovnani s MI-SOCP, pretoze si vsetky podmienky linearne. V nasledujicej

kapitole spravime analyzu suboptimality tohto pristupu na pripadovej studii.

4.3.3 Pripadova studia

V kapitole 4.2.3 sme si zanalyzovali, ako sa bude meni vypoctova zlozitost MI-SOCP (4.24),
vzhladom na rastice mnozstvo bodov, ktoré sa planuje s heterogénnym vozidlom navsti-
vit. Pritom sme na prikladoch demonstrovali, Ze formuldcia MI-SOCP (4.24) ovela lepsia
v porovnani s formuldciou MI-NLP v Garone et al. (2012). Teraz si ukdzeme ako na ako
sa v podobnych situdciach zachova formuldcia (4.46). Treba si vSak uvedomit, Ze kedze t&
optimalizuje aj poradie bodov, je vyrazne naro¢nejsia v porovnani s (4.24), kde je poradie
bodov pevne dané. V takom pripade mdze byt subotimélne rieSenie, zalozené na TSP
pristupe z kapitoly 4.3.2, ovela vhodnejsie vzhladom na vypoctovy cas. Z tohto hladiska
sa v kapitole 4.3.3 zaoberame tiez mierou suboptimality rieSenia.

Vsetky vypocty boli uskutoénené na pocitaci s 4-core 3.2 GHz procesorom a so 4 GB
RAM. Vsetky optimaliza¢né problémy boli formulované s pouzitim YALMIP (Lofberg,
2004). Problémy (4.46) a (4.50) boli riesené s GUROBL

Analyza vypoctovej zlozitosti

Teraz sa budeme venovat analyze, ako sa bude menit formuldcia (4.46), optimalizujica
poradie, s rasticim mnozstvom navstevnych bodov. Tato formulécia riesi Problém 4.1.3.
V tomto pripade uvazujeme n = {5,7,9,10} ndhodne situovanych bodov. V porovnani
s (4.24), poradie optimalizujtica formulacia (4.46) ma n? dodatoénych binarnych optima-
lizovanych premennych kvoli permutaénej matici P, ktord je zahrnutd vo vztahu (4.42).
Jednotlivé ¢asy st uvedené v Tabulke 4.4. Ako mézeme vidiet, vypoctovy cas pre n = 9
bodov je uz takmer hodina, ¢o je vyrazné navysenie oproti niekolkym sekundam potreb-
nym v pripade rieSenia (4.24), kde sme predpokladali dané poradie navstev.

Tabulka 4.5 porovnava zlozitosti MI-SOCP problému (4.24) s navrhnutou MI-SOCP
formuldciou pre heterogénne s rozlicnymi Startovacimi poziciami jeho éasti (4.34). Kon-
krétne sme riesili oba problémy pre n € {4,5,6,7} ndhodne generovanych bodov. Pre
ziskanie presnejsich vysledkov sme kazdy scenar zopakovali s tymi istymi bodmi 10-krat.
V analyze zlozitosti pri pevne danom poradi bodov (4.2.3) sme experimentalne ukdzali,
ze Casové zhorSenie pri heterogénnom vozidle s rozlicnymi Startovacimi poziciami jeho

casti, je nizsie ako zhorsenie pri pridani jedného stanovista. Pri optimalizovanom poradi
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Obr. 4.4: Vypoctovy ¢as potrebny pre vyriesenie (4.50) ako funkcie zvysujiceho sa poctu
prostrednych bodov.

Tabulka 4.4: Casy potrebné pre solver na rieSenie problému s optimalizovanym pora-

dim (4.46).
n  time [s]
5 2
7 62
9 3485

sme si tento fakt potvrdili. Priemerné zhorsenie na testovanych scenaroch predstavuje pri-
blizne 89%, kym ¢asové zhorsenie pri pridani jedného stanovistia predstavuje asi 243%.
7 Tabulky 4.5 vyplyva, ze zhorSenie narasta geometrickym radom, avsak z testov predpo-
kladame, ze pomer 89 ku 243 by mal byt priblizne zachovany. Na rozdiel od riesenia pri
pevne danom poradi, v pripade rieSenia s va¢sim poc¢tom bodov na obletenie mdze casové

zhorsenie zavazit.

Tabulka 4.5: Casy potrebné pre solver na riesenie navrhnutej MI-SOCP formulacie s opti-
malizovanym poradim (4.46) a formulédcie pre heterogénne vozidlo s rozli¢-

nymi Startovacimi poziciami jeho Casti (hvrp) (4.34).

n  MI-SOCP ¢as [s] MI-SOCP (hvrp) ¢as [s] zhorSenie [%)]
4 0.51 0.87 70%
5) 2.20 4.11 86%
6 6.13 17.13 179%
7 61.96 199.46 221%

Druhou moznostou je optimalizovat poradie névstev bodov pouzitim suboptimélnej

procediry popisanej v kapitole 4.3.2. Tu je najprv rieSseny TSP problém (4.50) s opo-
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menutim heterogénnych vlastnosti vozidla. Ndsledne riesime problém definovany v (4.24)
s pevne danym poradim podla TSP riesenia. Vypoctova zlozitost vztahu (4.50), ktory je
rieSeny ako problém linedrneho zmiesaného celoc¢iselného programovania, je ukdzana na
Obr. 4.4. Ako vidime, suboptimdalne urcovanie poradia bodov mdzeme ziskat za menej
ako hodinu, dokonca az pre n = 100 bodov. Za vyborny vysledok sme ale museli zapla-
tit stratou optimality oproti rieSeniu (4.46), ktoré pontika zarufene optimdlne riesenie.

Hodnotu suboptimality si detailne rozoberieme v nasledujiicej kapitole.

Analyza suboptimality

Ako bolo zdéraznené v kapitole 4.3.2, TSP poradie ziskané rieSsenim (4.50) prehliada
vlastnosti heterogénneho vozidla a teda je suboptimélne. V tejto kapitole si zanalyzu-
jeme stratu optimality oproti rieSeniu (4.46), ktoré optimalizuje poradie pri¢om zahftia

aj vlastnosti heterogenity.

Tabulka 4.6: Suradnice nezoradeného listu navstevnych bodov.

suradnica x | siranica y

0.00 50.00
27.00 25.00
35.00 15.00
15.00 10.00
22.50 25.00
50.00 50.00
48.00 48.00

Uvazovali sme 7 prostrednych bodov vo vyhradenej oblasti 50 x 50km. Stradnice
tychto bodov st uvedené v Tabulke 4.6. V testovacom scendri su stradnice Startovacieho
a koncového bodu pevne dané ako g = [0 0]7 a ¢ = [50 0]7. Nastavili sme maximalnu
hodnotu doletu helikoptéry na tj, max = 25 min, jej rychlost na v, = 90kmh~! a rychlost
lode je v. = 18 kmh~1.

Ako prvé sme hladali optimdlnu trasu vozidla prostrednictvom formuldcie (4.46) ako
MI-SOCP v (Léfberg, 2004), ¢o sme riesili pomocou CPLEX. Cas potrebny na ziskanie
optimélneho riesSenia bol 37s. Kompletnd trasa je zobrazend na Obrézku 4.5(a). Mini-
mélny celkovy c¢as misie bol 5.8319 h.

Potom, sme zanedbali heterogenitu vozidla a optimalizovali sme najprv poradie bo-
dov rieSenim TSP problému (4.50). Ziskané TSP poradie sme potom pouzili v (4.24) na
ziskanie trasy pre heterogénne vozidlo. Cas potrebny pre rieenie TSP problému bol 3.5s.

Nésledne, riesenie MI-SOCP (4.24) zabralo 8.1s. Kompletna trasa ziskand tymto spdso-



4.4. PLANOVANIE S POHYBUJUCIMI SA BODMI 93

bom je vyobrazend na Obrazku 4.5(b). Celkovy ¢as misie v tomto pripade bol 5.8502h ¢o
je o 65s (alebo tiez o 0.3%) viac ako v pripade skutocne optimélneho pripadu.

Rozdiel medzi globalnym optimalnym poradim bodov a TSP riesenim mozeme vidiet
na Obrazku 4.5. V optimélnom pripade je kazdy z bodov navstiveny samostatne, okrem
bodov g5 a gg z Obr. 4.5(a), ktoré boli pokryté v rdmci jedného vzletu. Na druhej strane,
v pripade suboptimélneho pripadu, zaloZenom na TSP, body g2 a g3 na Obr. 4.5(b) st
navstivené spolo¢ne, kym ostatné v ramci samostatného vzlietnutia po jednom.

Aby sme mohli suoptimalitu pristupu zaloZzenou na TSP lepSie posudit, vysetrovali
sme 50 ndhodne vybranych scenarov, kazdy so 7 ndhodne rozlozenymi bodmi. V kazdom
testovacom pripade sme nasli aj optiméalne riesenie, ktoré bralo v ivahu heterogenitu vo-
zidla a bolo rieSené ako MI-SOCP problém definovaného v (4.46). Nésledne bolo globdlne
optimélne riesenie porovnané s drahou ziskanou pomocou TSP poradia. Podotykame, ze
tato draha je najprv ziskand riesenim MI-LP (4.50), ked sme ziskali poradie, a potom
rieSenim MI-SOCP (4.24), kde sme s vyuzitim ziskaného poradia ziskali kompletni trasu.

Suboptimalita TSP poradia je vyjadrena ako:

o = s Zhmin 09, (4.51)
min

kde trsp je Cas misie uréeny rieSenim MI-SOCP problému definovaného v (4.24) s danym

poradim prostrednictvom TSP algoritmu. Cas misie ty,, je najkratsi ¢as potrebny pre

obletenie cielovych bodov, ziskany rieSesnim MI-SOCP problému definovaného v (4.46).

Vysledky tejto analyzy si zobrazené na Obr. 4.6.

Ako mozeme vidiet, tak v 31 z 50 pripadov, ¢o predstavuje 62%, je suboptimalita TSP
poradia mensia ako 1% vzhladom na globalne optimum. V 15 pripadoch (alebo v 30%), je
suboptimalita medzi 1% a 20%. AvsSak, v 4 ndhodnych pripadoch dosahuje suboptimalita
dokonca az 60%. Tieto vysledky nam ukazuji ak suboptimalitu pristupu, zalozenom na
TSP algoritme, m6zeme ocakavat pre pripady, ak vypoctova zlozitost skutocne optiméal-
neho riesenia MI-SOCP (4.46) je nadmerne vysokd, kvoli velkému mnozstvu cielovych
bodov.

4.4 Planovanie s pohybujicimi sa bodmi

V kapitole 4.3 sme si popisali spésob ako najst optimalnu trajektoériu pre heterogénne vo-
zidlo s cielom navstivit vsetky body — stanovistia a optimalizovat poradie tychto navstev.
Pri tychto bodoch sme uvazovali, Ze ich poloha je pocas celého pohybu nemenné. V tejto
kapitole si popiseme riesenie Problému 4.1.4 a teda ako najst optimélnu trasu v pripade,
ze sa nam body pohybuji a ako optimalizovat trajektériu pohybu heterogénneho vozidla

v redlnom case podla aktudlnej situacie. Kym doteraz sme optimalizovali trasu predom,
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(b) Suboptiméilna trasa

Obr. 4.5: Optimélna trasa porovnavana so suboptimdalnou, danou TSP poradim. Plna
¢iara znazornuje drahu lode a ¢iarkovana predstavuje trasu helikoptéry. Miesta

vzlietnutia st dané ako 7; a miesta pristatia spat na lodi ako /;.
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(b) Suboptimalita vyjadrend na logaritmickej stupnici

Obr. 4.6: Tento obrazok ukazuje suboptimalitu TSP trasy vzhladom na optimalne poradie
bodov. Porovnanie je zobrazené linearne aj logaritmicky pre lepsie porovnanie

rozdielov blizkych nule.
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teraz budeme musief ziskavat trajektoriu aj behom pohybu vozidla v pravidelnych caso-
vych intervaloch AT, nakolko poloha stanovist sa bude v priebehu ¢asu menit. Uvazujeme,
ze na zaciatku je helikoptéra na lodi. Po ziskani optimélnej trasy sa lod s helikoptérou
budd podla nej pohybovat az do uplynutia ¢asu T, kedy sa vykond opétovné hladanie
optimalnej trajektérie pre heterogénne vozidlo vzhladom na jeho novt polohu a aktualnu
poziciu stanovist na obletenie. Na zrealizovanie simulacie pohybu budeme uvazovat pre-
diktivne riadenie (MPC) pevného bodu, ktory bude reprezentovat heterogénne vozidlo.
Kedze riesime tlohu pre heterogénne vozidlo vSeobecne, opominame pri riadeni akékolvek
Specifické vlastnosti nosica a agilného vozidla. Uvazujeme, ze stanovistia, ktoré je potreba
navstivit agilnym vozidlom sa budt pohybovat stalou rychlostou quv; v jednom smere do
cielového bodu gg;. Rychlosti a ciele pohybu jednotlivych stanovist s pritom rézne.

Cely proces planovania je zachyteny v Algoritme 2. Na vyrieSenie potrebujeme poznat
poziciu nosi¢a (lode) g¢s, poziciu agilnej Casti (helikoptéry) gsn, poziciu stanovist g; pre
i = 1...n, cielovi poziciu ¢ a periédu vzorkovania AT. Na zaciatku je pozicia nosica
a agilného vozidla zhodnd ¢s = gs,. V prvom kroku inicialiyujeme casovy krok T'. Cely
proces prebieha v cykle az do momentu, kedy st navstivené vsetky stanovistia ¢; agil-
nym vozidlom a nosi¢ skon¢i v cielovom bode ¢;. V kroku 2 zmerdame aktudlnu poziciu
heterogénneho vozidla. V kroku 3 si overujeme, ¢i je helikoptéra na lodi a podla toho
rieSime problém definovany v (4.46) alebo (4.48), na ktory potrebujeme poziciu oboch
casti heterogénneho vozidla a zoznam nenavstivenych stanovist. Jeho rieSenim ziskame
optiméalnu trajektoriu pre heterogénne vozidlo, ktoru vyextrahujeme v kroku 8. Pre no-
si¢ ju ziskame spojenim mnoziny bodov {gs, 71 i, €1 5, - - Tnk, n.i, G5}, kde gs je aktudlna
poloha nosica, 7 je bod oddelenia agilnej casti, ¢ je bod pristatia na nosici, ¢ je cielova
pozicia a indexy ¢, 7 a k,l predstavuji indexy obletenych bodov ¢; aZ g;, respektive g az
q; od vzletu az po pristatie. Pre agilné vozidlo ziskame trajektoriu obdobnym sposobom,
spojenim mnozin bodov {m,4i,...,q;,%1,;} 82 {7k, Qs - - - qi, ln,1}. Nasledne v kroku
9 sledujeme vyextrahovanu trajektériu heterogénnym vozidlom po dobu AT'. Potom si
prejdend trasu ulozime. V dalSom kroku prechddzame cez vsetky stanovistia a v pripade,
7e sa nachadzali na prejdenej drahe helikoptéry, oznac¢ime ich za navstivené. V opa¢nom
pripade stanovistiam priradime novi poziciu. Posunieme ¢asovy krok o dobu AT a proces
opakujeme kym nosi¢ spolu s agilnym vozidlom neskoncia v cielovom bode ¢;. Ziskana
trajektoria pre nosic d, . a agilné vozidlo d, ,, je vystupom procesu.

Na vykonanie simulacie budeme potrebovat riesit dva rézne typy tloh:
e najdenie optimalneho planu pre navigaciu heterogénneho vozidla
e riadenie heterogénneho vozidla tak, aby sledovalo ziskanu trajektériu

Ulohu hladania optimalnej trasy sme si podrobne rozobrali v kapitoldch 4.2 a 4.3. Teraz si
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Algoritmus 2 Proces planovania trasy heterogénneho vozidla pri pohybujicich sa sta-

novistiach

Vstupy: pozicia nosica ¢s, pozicia agilnej Casti ¢g,, pozicie stanovist ¢; pre ¢ = 1...n,
cielova pozicia ¢f, periéda vzorkovania AT
Vystupy: ziskanie optimdlnej trajektérie pre nosic¢ d; . a pre agilné vozidlo d, s pod-
mienkou navstivenia vSetkych stanovist ¢; agilnou castou heterogénneho vozidla a do-
siahnutia cielovej pozicie ¢; v optiméalnom case
1: T=0
2: while nebude nosi¢ v cielovej pozicii g do
3:  zmeraj aktudlnu polohu nosica ¢y a agilnej Casti ggn
4:  if agilné vozidlo je sicastou nosi¢a (gs = gsn) then
5 najdi optimalnu trajektériu pre heterogénne vozidlo vyriesenim problému (4.46)
6: else
7 najdi optimalnu trajektoriu pre heterogénne vozidlo s rozlicnymi Startovacimi
poziciami jeho Casti vyrieSenim problému definovanom v (4.48)
8 end if
9:  vyextrahuj trajektériu pre nosic¢ a agilni cast
10:  sleduj vyextrahovanu trajektériu pre nosi¢ a agilni ¢ast po dobu AT

11:  uloz prejdend trasu nosic¢a do d, . a agilného vozidla do d.

12z fori=1,...,ndo

13: if agilné vozidlo malo na prejdenej trajektérii stanoviste g; then
14: oznac stanoviste ¢; ako navstivené

15: else

16: prirad novi poziciu stanovistu g;

17: end if

18: end for
190 T=T+AT
20: end while

21: return d, ¢, di
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popiseme ako vyrieSime problém sledovania najdenej trajektérie heterogénnym vozidlom.

4.5 Sledovanie optimalnej trajektorie

Méme optimalnu trajektériu, ktord je planovanou trasou pre heterogénne vozidlo. Nasim
cielom je sledovanie tejto trajektorie, pricom chceme zohladnit dynamiku vozidla a akéné
¢leny, ktoré nan pocas pohybu posobia. KedZe sa nase heterogénne vozidlo skladéd z dvoch
casti, potrebujeme opisat matematicky model pre kazdu z nich, ¢ize aj pre nosic, aj pre
agilné vozidlo.

V praxi musime pri riadeni heterogénneho vozidla pocitat aj s nepredvidatelnymi situ-
aciami, ktoré ovplyvnia riadenie a konecny vysledok nemusi zodpovedat zelanému stavu.
V nasom priklade s lodou a helikoptérou sa moze stat, ze pri silnom vetre v pripade heli-
koptéry, alebo pride ¢i velkych vinach pri lodi, sa nam vozidlo vychyli z drahy a skon¢i
na inej pozicii ako sme si zelali. V takom pripade by helikoptéra nenavstivila zelany bod
alebo by sa lod s helikoptérou nemuseli vobec stretnif. Aby sme mohli pripad nepredvi-
datelnosti nasimulovat, musime ho zapracovat do matematického modelu.

Inou zélezitostou je, ak ndm nastane zmena vo vnuatri modelu désledkom zmeny v ria-
denom objekte, o ktorej hovorime ako o neurcitosti. Ked sa pozrieme opét na nas priklad
s lodou a helikoptérou, nas matematicky model predpoklada pri riadeni s konstatnou
hmotnostou vozidla. AvSak za predpokladu, ze helikoptéra opusti lod, hmotnost lode sa
zmeni. Ak predpokladdme, Ze motory lode postvaji lod konstatnou silou, ndhla zmena
hmotnosti mdze spdsobit vychylenie lode zo Zelanej drahy.

Je viacero moznosti, aky predikény model zvolit na formulaciu prediktivneho riadenia.
Je mozné pouzit napriklad linedrne, nelinearne, ¢i fuzzy modely. My sme sa rozhodli
pouzit linedrny model z dévodu konvexnej formulacie prediktivneho riadenia a dostatocnej
vseobecnosti. Uvazujeme teda dva linedrne systémy v diskrétnej Casovej oblasti, opisané

stavovymi modelmi v nasledujicom tvare:

xe(t+ At) = Ac(me)zc(t) + Be(me)ue(t) + Ewe(t), (4.52a)
.Th(t + At) = Ah(mh)xh(t) + Bh(mh)uh(t) + Ewh(t)7 (452b)

kde z.(t), zn(t) € R™ je stavovy vektor v Case t a uc(t),un(t) € R™ je vektor ria-
diacich prikazov, m. je pomerna hmotnost lode a mj, je pomerna hmotnost helikoptéry.
Matica E urcuje, ktory zo stavov ndm porucha ovplyviiuje a we(t), wy () je velkost poru-

chy v Case t. Stavy a vstupy podliehaji nasledovnym ohranic¢eniam

x.(t) € X, uc(t) € Ue, ¥Vt >0, (4.53a)
.%‘h(t) € Xy, uh(t) e Uy, Vt>0, (4.53b)
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kde X.,Xp,Ue a Uy st polytopy prislusnej dimenzie. Dalej predpokladdme, ze pary
(Ac, Be) a (Ap, By) st riaditelné a hodnoty stavov z.(t), zy(t) s dostupné v kazdej peri-
6de vzorkovania.

Pre systémy (4.52) a ohranicenia (4.53) uvazujeme jednoduchsiu verziu MPC problému

bez poruchy:

N—1
Uk = argigin 32 10k~ prsa)le + [Qual (454)
v.n. o = z(t), (4.54b)
rp = Az + Bug, k=0,...,N—1, (4.54c¢)
pr=Cxp, k=1,...,N—1, (4.54d)
z,€X, k=0,...,N, (4.54e)
up €U, k=0,...,N—1, (4.54f)
kde Uy = (ul,...,u% )T je postupnost optimalnych akénych zasahov, pret k. je referencia

na polohu vozidla v k-tom kroku predik¢ného horizontu, zj a uj predstavuji predikovany
stav a vstup v Case t + k, urdeny na zéklade nameraného aktudlneho stavu x(t), py je
polohovy vektor, kde k = 0,..., N — 1. Matica C' je konstanta, prostrednictvom ktorej
ziskavame zo stavového vektoru w, polohovy vektor py. Dalej, Q, a @, st penalizaéné
matice prislusnych rozmerov s @, = 0, @, > 0, a index r predstavuje normu, v ktorej ko-
reSpondujtice hodnoty by mali byt minimalizované (ak r = 2, potom mdoZeme ekvivalentne
minimalizovat ||Qz||3 = 27 Qz namiesto ||Qz|l2 = \/27Qz). V pripade pouzitia 2-normy
sa problém definovany v (4.54) elementdrnymi ipravami prepiSe do tvaru (2.32) a moézeme
ho riesit s niektorym zo softvérovych balikov popisanych v sekcii 2.7, pricom softvér na
riesenie pouzije metédu aktivnych mnozin popisani v kapitole 2.3.1. V pripade pouzitia
1-normy alebo co-normy sa problém definovany v (4.54) elementérnymi tpravami prepiSe
do tvaru (2.9), pricom ak pouzijeme softvérovy balik, ten na rieSenie pouZije simplexovii
metddu popisant v kapitole 2.2.2. Spdsob prevedenia vztahu (4.54) do prislusného tvaru
v zavislosti od normy, je popisany v kapitole 3.3.

Problém definovany v (4.54) je formulovany vSeobecne pre obe ¢asti heterogénneho
vozidla. Preto pre formuldciu problému pre nosi¢ musime zamenif premenné z,u,A4,Qyp,
Qu, X, U za z¢, uc, Ac, Qpc, Que, Xc, Uc a pre formuldciu problému pre agilné vozidlo za
ZThyUnh, An, Qpe, Que, Xn, Up.

Referenciu pyef i vypocitame pomocou Algoritmu 3. Na vypocet potrebujeme sStarto-
vaciu poziciu [psx, psy|T , cielovu poziciu [pe, pey] T, rychlost vozidla v, periédu vzorkovania
At. Proces vypoctu realizujeme na celom predikénom horizonte V. Ako prvé vypocitame
dréhu d, ktoré je vozidlo schopné prejst za ¢as t pri rychlosti v. Ak je dréha d, ktord

je vozidlo schopné prejst dlhsia ako vzdialenost cielového bodu [p, pfy]T od aktudlnej
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pozicie [psx, psy]”, priradime referencii [pyx, pry]? cielovit poziciu [pe, pry]T. Ak je kratsia,
vypocitame v kroku 6 a 7 referenciu na polohu, ktord v kroku 9 ulozime referenciu na
polohu pre k-ty krok predikéného horizontu a v kroku 10 vypocitanu referenciu ur¢ime
ako novu Startovaciu polohu pre dalSiu iterdciu. Na zaver vratime referencné hodnoty na

polohu pre cely predikény horizont pref,o, - - -, Pref,N—1-

Algoritmus 3 Vypocet referencie pri prediktivnom riadeni

Vstupy: Startovacia pozicia [psx, psy|”, cielovd pozicia [pec, pey]T, rychlost v, periédda
vzorkovania At, predikény horizont N
Vystupy: referencia na polohu pyet
1: fork=1,...,N do

2: d = Atv

end if

Pref,k = [prxa pry}T

10: [psxapsy]T = [prxvpry]T
11: end for

3 if d > ||[psc; Psy)” — [pec, Pry] T || then
4: [Prxcs Pry] T = [Pecs Piy)*

5. else

6: a = [pg — Psx, Pty — Psy]T

7. [Prsc; ey]" = [P, psy] T + iy A

8:

9:

12: return prero, - - -, Pref, N—1

4.5.1 Pripadova studia

V kapitole 4.3 sme si naformulovali problém zmiesaného celociselné problému nad kuze-
Tom druhého radu (4.46) pre hladanie optimalnych bodov vzletov a pristati 7, ¢; (ktoré
predstavuju zdroven trajektoriu nosica) a optimdlneho poradia navstev tak, aby bola
trajektoria heterogénneho vozidla minimélna. Ukézali sme si formuldciu, kedy predpo-
kladame, ze agilné vozidlo je na nosici, ale aj formuldciu, kedy je heterogénne vozidlo
v separdtnom stave (4.48). V kapitole 4.5 sme naformulovali problém sledovania opti-
malnej trajektorie za pouzitia prediktivneho riadenia (4.54). V tejto kapitole si uvedieme
priklad hladania optimélneho navigaéného planu pre heterogénne vozidlo, kde si budeme
musiet poradif s pohybujicimi sa stanovistami na obletenie, pricom vyuzijeme vsetky
spominané formuldcie (4.46, 4.48, 4.54).

Problémy boli naformulované s pouzitim YALMIP (Lofberg, 2004), ktory automaticky
urc¢uje optimélne hodnoty M v (4.22)—(4.23). Vysledny MI-SOCP i MPC problém boli
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rieSsené s GUROBI. Vsetky vypocty boli uskutocnené na pocitaci s 3.2 GHz procesorom
a 4 GB pamitou.

Priklad

Uvazujeme pripad s 5 bodmi ¢;, « = 1,...,5, ktorych stradnice v 2-dimenziondlnom
Euklidovom priestore s uvedené v Tabulke 4.7. Heterogénne vozidlo tak ako v ostat-
nych doteraz uvedenych prikladoch pozostéava z nosica — lode, ktord cestuje konstantnou
rychlostou v, = 18 km/h a mé neobmedzeny dosah. Nosi¢ nesie agilné vozidlo — helikop-
téru, ktorej rychlost je v, = 90 km/h, ale md obmedzeny ¢as pobudnutia vo vzduchu
thmax = 21 min. Lod zaéina v bode gs = [0, 0]7 s helikoptérou na palube a jej cielom je
skonéit, po obleteni vetkych piatich stanovist helikoptérou, v bode g = [50, 0]%.

Pri probléme prediktivneho riadenia (4.54) méme matematicky model pre systémy (4.52a,
4.52b), ktoré prevedieme na kvadraticky alebo linedrny problém podla toho ako nasta-
vime normu p a vyriesime ich GUROBI solverom. Systémy predstavuju plandrny pohyb
objektu. Pre nosi¢ aj helikoptéru uvazujeme model so 4 stavmi v tvare dvoch dvojitych
integratorov, ktoré koresponduju s poziciou objektu v z-ovej a y-ovej osi, spoloc¢ne s pri-
slusnou rychlostou. Riadeny vstup predstavuje vektor akcelerdcie v dvoch osiach. N&s

stavovy model pre lod (4.52a) teda bude vyzerat nasledovne:

ch 0 0 1 0 Pex 0 0 1 0

e 00 0 1| |pe 0 0 ex 0 1| |wy

Pev| _ Pt ] tex| | Yol (4.55)
Vex 0 0 0 Of |vex r— 0 Ucy 0 0] |wy

Dey 0 0 0 0f [vey 0 o 0 0

kde pex a pey su pozicie objektu v x-ovej a y-ovej osi, vex a vey s prislusné rychlosti.
Premenné ucy, ucy predstavuji akcelerdciu, ktoré st povazované za ovlddacie vstupy a m
je pomerna hmotnost lode. T4 sa meni vzhladom na to, ¢i je helikoptéra na lodi alebo vo
vzduchu.

Stavovy model pre helikoptéru (4.52b) je v obdobnom tvare ako model pre nosi¢. Pre

uplnost si ho zobrazime.

Phx 0 0 1 0| [pnx 0 0 10

; 0001 0 0 X 0 1| |ws

]?hy _ Phy + X Uh 4 w ' (4.56)
Vhx 0 0 0 O] |[vnx e 0 Upy 0 0 |wy

Dhy 0 0 0 0] [vny 0 0 0

Vsimnime si, Ze systémy (4.55) a (4.56) si v spojitom Case, a preto je ich potreba
sdiskretizovat s vhodnym vyberom vzorkovacej periody.
Predikény horizont sme nastavili na N = 20, normu p = 2, penalizacné matice pre

akeény zésah Qcu = Qnu = I2x2 & penalizacné matice pre stav Qcp = Qup = fax2. Nechali
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sme teda rovnaku prioritu sledovaniu trasy aj vykyvu akénych zasahov. Periédu vzorkova-
nia At v prediktivnom riadeni sme nastavili na 1 sekundu a periéda opatovného optima-
lizovania trasy AT je 10 mintit. Pri zapracovani neurcitosti sme v pripade helikoptéry na
0 jednu desatinu pévodnej hmotnosti. V pripade ak je helikoptéra vo vzduchu plati m, = 1
a my = 1. Poruchu w, a w, sme v kazdom kroku ¢ uréili ndhodne v rozpéti od —0.005
do 0.005, ¢o mozeme brat ako vychylenie pozicie heterogénneho vozidla v kilometroch.

Stanovistia maji okrem polohy urcenej stiradnicami z a y dalsie dva atribaty — rychlost
a cielovy bod, ktory urcuje smer pohybu bodu. V pripade, ze stanoviste dosiahne cielovy
bod, zastavi sa. Tato vlastnost predstavuje urcitii nepredvidatelnost ich pohybu. Body
sa presuvaju konstantnou rychlostou az do doby, kym dosiahnu svoj cielovy bod, alebo
do konca simuldcie. Rychlost kazdého bodu sa pohybuje v rozpiti od 2 do 5 km/h.
Vsetky parametre sme urcili pred simulaciou ndhodne, pricom stavovy priestor bodov pre
pohyb bol obmedzeny na stvorec o velkosti hrany 200 km. Poéiatoéné nastavenia stanovist
obsahuje Tabulka 4.7.

Tabulka 4.7: Umiestnenie bodov gq1, ..., g5 a ich konfiguracie. Vsetky hodnoty st v uve-

dené v kilometroch.

pociatocna poloha [km] rychlost [km/h?]  cielovd pozicia [km]

[5,22]7 2 [—13,92]7
[26, 45T 4 (36, —31]T
[29,12] 2 (92, —44]T
36, 18] 2 [73,92]T
[48,45]T 4 85,217

Podobné ohrani¢enia na priestor platia aj pre heterogénne vozidlo. Ich stavovy vek-
tor sa skladd z polohy a rychlosti v oboch osiach. Mnoziny ohraniceni pre stav maju

nasledovny tvar:

—100 100
—100 100
Xe=Ax <z< , 4.57a
i N BT R (457a)
—10 45
—100 100
—100 100
Xy ={z] <z < } (4.57b)
-35 200

—35 200
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kde —100, 100 st hodnoty pre polohu uvedené v kilometroch a —10,45, —35, 200 st hod-
noty pre rychlost v kilometroch za hodinu. Akény ¢len obsahuje zrychlenie v oboch osiach.

Mnoziny ohraniceni pre akéné zasahy st v tvare:

~0.005 0.005
.= <u< , 4.
v {“|(0.005> == (0.005>} (4.58a)

0.025 0.025
= < < .
Un = {u] (—0.025) == <0.025> b (4.58b)

kde st hodnoty uvedené v kilometroch za hodinu na druhti a predstavuju maximéalne
a minimélne mozné zrychlenie za Cas At.

Na Obr. 4.7 vidime poc¢iato¢nii optimalnu trasu, ktorta by sme sledovali heterogénnym
vozidlom za predpokladu, ze by boli stanovistia statické. Plnou ¢iarou je zobrazend tra-
jektoéria lode a prerusovand ¢iara urcuje trasu pre helikoptéru. Body 71 az 74 predstavuju
body vzletov, body ¢; az ¢, si miesta pristani a plné krizky st stanovistia na oblete-
nie, oznacené indexom, v akom poradi budd navstivené. Podla planu mal nosi¢ prejst
82,63 km a celkové trvanie cesty by bolo 4 hodiny a 35 minut. Lod, na palube s helikop-
térou, vsak nasledovala trasu iba po dobu AT = 600s, po ktorych sa hladala optimalna
trasa opat, s aktualnou polohou nosica. Kedze periéda vzorkovania pri prediktivnom ria-
deni At = 1s, proces optimalizacie riadenia prebehol za ttto dobu 600-krat, medzitym sa
zmenila aj poloha jednotlivych stanovist a trajektoria sa behom procesu neustdle meni.

Obr. 4.8 zobrazuje situdciu, kedy mame uprostred optimalizacie helikoptéru vo vzdu-
chu a nova optimélna trasa sa hladd pomocou formuldcie (4.48). Poloha helikoptéry je
v tomto pripade oznacena ako 7 a ak si vSimneme indexy stanovist, postrehneme, ze pod
helikoptérou je na rovnakej suradnici aj nase prvé fiktivne stanoviste, ktoré sa vyzaduje
pre potrebu optimalizacie.

Splnenie celej misie pre heterogénne vozidlo sa nakoniec podarilo podla optimalneho
planu za kratsi cas, ako bolo pévodne napldnované. Nosi¢c mal optimalnu trasu dlha
80,63 km, ¢ize o 2 km menej ako mal prejst podla prvého optimalneho planu. V sku-
tocnosti vsak kvoli zapracovanej poruche a neurcitosti presiel presne 92,81 km, ¢o je
priblizne o 15% dlhsia trasa ako naplanovand. Celkové trvanie misie bolo 4 hodiny a 28
mintit. Obletenie piatich stanovist vyzadovalo 4 letové fazy, pricom stanoviste 2 a 3 bolo
obletené v jednej faze rovnako ako v prvom optimalnom plane. Kompletna findlna tra-
jektoéria heterogénneho vozidla je na Obr. 4.9. Jej prejdenie vyzadovalo celkovo 20 rieseni
problémov pre najde optimalnej trasy, z ¢oho pri 11 bola helikoptéra na lodi a pri 9 vo
vzduchu, ¢o je takmer polovica z celkového poctu optimalizacii trasy. Graf na Obr. 4.10
prehladne zobrazuje s kolkymi stanovistami prebehli jednotlivé optimalizacie behom mi-
sie.

Na Obr. 4.11 je zobrazena cast trajektorie heterogénneho vozidla, kde vidime odchylku

skuto¢ného pohybu od naplanovanej trasy. Hodnoty na osiach st uvedené v kilometroch.
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Obr. 4.7: Optimalna trajektéria heterogénneho vozidla v pociatoénom stave. Plné ciary
predstavuju trasu nosica, prerusované Ciary reprezentuju trasu pre agilné vo-
zidlo. g; st navstevované stanovistia, 7; su body vzletov a ¢; reprezentuje body

pristati helikoptéry na palube lode. Obe osy st uvedené v kilometroch.

Priemernda odchylka na celej trase od planovanej trajektorie bola 7,9 m. V pripade, ze by
sme chceli dosiahnut mensie vykyvy akénych zasahov, alebo mensiu priemernt odchylku,
museli by sme zmenit parametre penaliza¢nych matic @, a @p. Treba vSak pripoment,
ze zlepsSenie jedného parametra sa odrazi na zhorseni druhého a tak zniZzenim odchylky

trasy, dosiahneme vécsie vykyvy akénych zasahov a naopak.

Analyza vplyvu normy v prediktivnom riadeni

V priklade uvedenom vyssie v kapitole 4.5.1 sme pouzili pri prediktivnom riadeni nastave-
nie normy r = 2. V tejto kapitole si ukdzeme ako sa ndm meni priebeh riadenia v pripade
pouzitia aj noriem r = 1 a r = oco. V zavislosti od zvolenej normy riesime rézne MPC

problémy. Tieto rozdiely spolu s uréenim tcelovej funkcie sme si uviedli v kapitole 3.3.
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Obr. 4.8: Optimélna trajektoria pre heterogénne vozidlo s rozlicnymi Startovacimi po-
ziciami jeho Casti v priebehu simulédcie. Plné ¢iary predstavuji trasu nosica,
prerusované ¢iary reprezentuju trasu pre agilné vozidlo. ¢; st navstevované sta-
novistia, 7; su body vzletov a ¢; reprezentuje body pristati helikoptéry na palube

lode. Obe osy st uvedené v kilometroch.

Na analyzu sme si vzali priklad z kapitoly (4.5.1) s identickymi parametrami a modelom

pre lod.

Tabulka 4.8 ndm porovnava celkovii odchylku polohy v kilometroch a spotrebu energie
Y ueq Tllui —u;—1||. Suverénne najnizsie vykyvy akénych zasahov nam poskytuje 2-norma,
pricom ma vsak aj najvicsie vychylenie z planovanej drahy. Toto vychylenie je vsak po-
rovnatelné s ostatnymi normami, kym hodnota vykyvu akéného zasahu je vyrazne lepsia.

Casovo je najvyhodnejsia 1-norma.
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Obr. 4.9: Trajektéria heterogénneho vozidla za cely priebeh misie. Plné ciary predstavuja
trasu nosica, prerusované Ciary reprezentuju trasu pre agilné vozidlo. Modrou
farbou st zobrazené drdhy pohybu stanovist g;, 7; su body vzletov a ¢; reprezen-

tuje body pristati helikoptéry na palube lode. Obe osy st uvedené v kilometroch.

4.6 Zhrnutie

V kapitole 4 sme sa zaoberali problémom pldnovania trasy pre heterogénne vozidlo. Pod
heterogénnym vozidlom rozumieme systém, ktory pozostava z dvoch vozidiel. Prvé — no-
si¢, ma nizku maximalnu rychlost, ale je schopné dalekej cesty, pricom nesie druhé vozidlo.
Kym druhé - agilné vozidlo, je schopné rychleho presunu, avsak iba na kratku vzdiale-
nost. Nasim cielom bolo obletiet agilnym vozidlom pole stanovist a nasledne sa dostat do
cielovej destindcie tak, aby trvanie tejto misie trvalo minimalny ¢as. Pri navrhovani ich
rieSenia sme sa chceli vyhniut heuristickym metédam pontkajicim suboptimélne riesenie.
Stanoveny problém sme podla pociatocnych podmienok rozdelili na tri rézne problémy.
V kapitole 4.2 sme sa zoberali scendrom, kedy mame poradie navstev jednotlivych sta-

novist pevne dané. Najprv sme uviedli riesenie Problému (4.1.2) pomocou zmieSanej celo-
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Obr. 4.10: Pocet stanovist v jednotlivych krokoch simuldcie. Na vertikalne osi mame pocet

stanovist, horizontalna os predstavuje casovy krok 7.

Tabulka 4.8: Porovnanie prediktivneho riadenia pri norme 1,2 a oo.

norma odchylka [km] spotreba energic vypoétovy cas [s]

norma 1 3.21 4.70 4,77
norma 2 4.95 0.94 5,23
norma oo 3.25 4.94 6,31

¢iselnej nelinearnej formulacie (MI-NLP) tak ako bolo navrhnuté v (Garone et al., 2012).
Hlavné obmedzenie tejto formulacie optimaliza¢ného problému definovaného v (4.13) pra-
meni z jej vypoctovej zlozitosti. Konkrétne, autori v (Garone et al., 2012) demonstrovali,
ze problém je riesitelny, v primeranom case, avSsak iba pre malé mnozstvo stanovist.
Nésledne sme si v kapitole 4.2.2 ukazali ako je mozné ekvivalentne preformulovat MI-
NLP (4.13) na problém zmiesaného celo¢iselného programovania nad kuzelom druhého
radu (MI-SOCP), ktory je mozné efektivne riesit aj pre stovky bodov. Riesenie sme uviedli
aj pre heterogénne vozidlo s odlisnymi Startovacimi poziciami jeho casti vo formulécii 4.34.
V kapitole 4.2.2 sme sa zaoberali aj rozsirenymi scenarmi, kedy by nas mohlo zaujimat
napriklad obmedzenie poc¢tu pristati a vzletov, pripadne minimalizovanie spotreby paliva
helikoptéry.

Vysledky, ktoré sme dosiahli navrhnutou formulaciou MI-SOCP sme vyuzili pre riese-
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Obr. 4.11: Vychylenie heterogénneho vozidla oproti planovanej trase. Zelena c¢iara urcuje
pldnovani trasu. Modré predstavuje skutocnt drahu vozidla. Hodnoty oboch

osi su v kilometroch.

nie ovela komplexnejsieho Problému 4.1.3. V kapitole 4.3 sme si ukazali ako najst opti-
mélnu cestu za predpokladu, ze poradie bodov nie je dané, ale mdze byt optimalizované
za Ucelom znizit ¢as trvania misie. Formulacia (4.46) ndm dokédzala optimalizovat pora-
die navstev a pritom aj minimalizovat trvanie misie pre maly pocet stanovist za rozumny
¢as. Avsak s rasticim poctom stanovist sme nam trvanie vypoctu exponencialne narastalo
a pre 9 stanovist sme dosiahli vysledok az za takmer hodinu. Preto sme zvolili aj druhy
pristup pre riesenie Problému 4.1.3 s vyuzitim TSP algoritmu (Miller et al., 1960), kedy
sme zvladli rieSenie problému s rovnakym poc¢tom stanovist za niekolko sekind. Zaplatili
sme za to vSak mierou suboptimality, ktord sa pohybovala vo vicsine pripadov pod 1%,

ale v najhorsom pripade mohla dosiahnut az 60%.

Problém 4.1.4 sme riesili v kapitole 4.4, kde sme si popisali rieSenie ako najst opti-
maélnu trasu v pripade, Ze sa ndm body pohybuju a teda ako optimalizovat trajektoriu
pohybu heterogénneho vozidla v readlnom case podla aktudlnej situacie. Samotné sledo-
vanie trajektérie prostrednictvom prediktivneho riadenia sme vysvetlili v kapitole 4.5.
Diagram systému sledovania trasy podla optimélneho planu zobrazuje Obr. 4.12, kde pod

vozidlom rozumieme nosic¢, alebo agilné vozidlo.

Na priklade v kapitole 4.5.1 sme ukazali, ze vdaka dosiahnutym vysledkom pri vypocte
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Obr. 4.12: Diagram systému sledovania planovanej trasy prostrednictvom prediktivneho

riadenia. Vozidlo predstavuje nosic¢ alebo agilni cast.

optimélnej trajektoérie pre heterogénne vozidlo moézeme pouzit planovanie aj priamo v re-
alnom case pocas sledovania optimdlnej trasy a to aj v pripade, Ze by islo o riadenie
robotického vozidla. Pouzitie v praxi je vSak ¢iastocne obmedzené vzhladom na expo-
nencidlne rastici vypoctovy ¢as pri zvySovani mnozstva stanovist na obletenie. V nasom
priklade by vypoctovy ¢as nesmel presiahnut 10 minit a teda s hardvérom, ktory sme mali
k dispozicii by sme tspesne zvladli misiu maximélne s 6smymi stanovistami. Poradif by
sme si mohli s prediZenim periédy vzorkovania pre hladanie plénovanej trajektorie, alebo
by sme sa mohli uspokojit so suboptimalnym riesenim popisanym v kapitole 4.3.2, vdaka
c¢omu by sme zvladli optimalizovat trasu aj pre desiatky stanovist, a to stile v redlnom

case.
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Zaver a prinosy dizertacnej prace

V dizertacnej praci sme sa zaoberali problémom smerovania dopravnych tras. Kedze je
v poslednej dobe riesenie problému planovania trasy pre jedno vozidlo v praxi nedos-
tacujuce, venovali sme sa takzvanému heterogénnemu multi-vozidlovému systému, kde
vozidlo pozostéva z viacerych ¢asti. Ndjdenie minimalnej dizky trasy prehladanim vset-
kych moznosti je tloha, ktorej zlozitost narastd s pribidajicim poctom vrcholov su-
perpolynomialne, ¢o oznacujeme v kombinatorickej optimalizacii ako nedeterministicky

polynomiélne tazky problém.

Na zaciatku prace v kapitole 1 sme rozobrali dokladne problematiku distribu¢nych sys-
témov a predovsetkym problém smerovania dopravnych tras, ktory vychddza z problému
obchodného cestujiiceho (TSP). Spomenuli sme niekolko autorov, ktori navrhli prvotné
algoritmy na riesenie, pricom zdkladom na postipenie vo vypoctovom Case na riesenie
problému, zabezpecovali rozne heuristické metédy. Rozobrali sme aj vyznam neustaleho
studia tejto problematiky a jej prinos v praxi. Pritom sme vyzdvihli, Ze prave v dnes-
nej dobe méa zmysel orientovat sa na multi-vozidlovy systém. Kedze v dneSnej dobe sa
Coraz viac systémy automatizujui, prichddzaji poziadavky pouzitia robotickych vozidiel.
V tomto zmysle sa venujeme aj prediktivnemu riadeniu. Nésledne sme podrobne opisali
aktudlne vyskumy vo svete v danej oblasti a popisali sme si ciele, ktoré sme chceli v praci

dosiahnut.

V kapitole 2 sme sa zaoberali prehladom zakladnych optimalizac¢nych tloh, pricom sme
si vyjadrili vSeobecny a konvexny optimaliza¢ny problém. Do prehladu optimaliza¢nych
iloh sme si zaradili v prvom rade linedrne programovanie, kde sme si ukézali ako riesit
ULP prostrednictvom simplexovej metédy. Obdobnym spésobom sme si uviedli metédu
aktivnych mnozin, prostrednictvom ktorej riesime tlohu kvadratického programovania.
V ramci kapitoly sme rozobrali aj illohou zmieSaného celociselného programovania. Z me-

téd riesenia sme sa zaoberali najma metodou vetvenia a rezov. V ramci tejto kapitoly sme
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sa zaoberali aj s jednou z najviac studovanych optimalizacnych dloh — problém obchod-
ného cestujiceho. Venovali sme sa aj tilohe semidefinitného programovania a rozobrali sme
tiez vlastnosti kuzelov druhého radu ako aj definovali ilohu programovania nad kuzelmi

druhého radu.

V kapitole 3 sme opisali zdklady prediktivneho riadenia (MPC) ako riadenia, ktorého
zékladna myslienka je vyuzitie modelu procesu na predpovedanie jeho budiceho spra-
vania a sticasni optimalizaciu akénych zasahov. Skratene sme si opisali linedrne modely
systémov, pricom sme blizsiu pozornost venovali stavovym modelom, ktoré sme vyuzili
neskor pri smerovani heterogénneho vozidla. Opisali sme si zdklady ohrani¢eného optimél-
neho riadenia v koneé¢nom c¢ase. Uviedli sme si problém prediktivneho riadenia s linedrnou
a kvadratickou ucelovou funkciou, ktorej pouzitie u nas zaviselo od pouzitia normy pri
urcovani vzdialenosti. V zaverecnej casti kapitoly sme sa venovali posuvnému horizontu

prediktivneho riadenia.

V kapitole 4 sme sa zaoberali problémom planovania trasy pre heterogénne vozidlo, kde
sme podrobne rozobrali riesenie problémov, ktoré predstavovali hlavny prinos tejto préce.
Zaoberali sme sa pripadom multi-vozidlového systému, kde pod heterogénnym vozidlom
rozumieme systém, ktory pozostiva z dvoch vozidiel. Prvé — nosi¢, ma nizku maximélnu
rychlost, ale je schopné dalekej cesty, pricom nesie druhé vozidlo a druhé — agilné vozidlo,
je schopné rychleho presunu, avsak iba na kratku vzdialenost. Nasim cielom bolo oble-
tiet agilnym vozidlom pole stanovist a néasledne sa dostat do cielovej destinéacie tak, aby
trvanie tejto misie trvalo miniméalny c¢as. Pri navrhovani ich riesenia sme sa chceli vy-
hnit heuristickym metédam pontkajicim suboptimalne riesenie. Stanoveny problém sme
podla pociatoénych podmienok rozdelili na tri rézne problémy. V prvom sme mali poradie
névstev jednotlivych stanovist dané. Vychddzali sme z préace Garone et al. (2012), kde bol
rozobraty podobny problém avsak rieseny ako problém zmiesanej celociselnej nelinedrnej
formuldcie (MI-NLP). RieSenie bolo obmedzené na nizky pocet stanovist. Pri obsiahnuti
vacsieho poctu stanovist bola potreba uspokojit sa so suboptimalnym riesenim. Formu-
laciu MI-NLP sme preformulovali na problém zmieSaného celoc¢iselného programovania
nad kuzelom druhého rddu (MI-SOCP), ktory je mozné efektivne riesit aj pre velky pocet
bodov. Dosiahnuté vysledky sme vyuzili na rieSenie druhého problému, kde sme pora-
die névstev optimalizovali. Nova formulédcia nam dokéazala optimalizovat poradie navstev
a pritom aj minimalizovat trvanie misie pre maly pocet stanovist za rozumny cas. Islo
vSak o vypoctovo velmi narocny proces, ktory nas v tomto pripade takisto donutil uchy-
lit sa k suboptimalnemu rieSeniu dosiahnutému vdaka pouzitiu TSP. V oboch pripadoch
sme podrobne rozobrali ¢asovil ndroc¢nost i suboptimalitu rieSenia. Na vyriesene tretieho
problému sme museli najst optimalnu trasu v pripade, ze sa nam body pohybuju a teda

optimalizovat trajektoriu pohybu heterogénneho vozidla v redlnom case podla aktudlnej
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situacie. Samotné sledovanie trajektorie bolo realizované prostrednictvom prediktivneho
riadenia. Na priklade sme ukézali, ze vdaka dosiahnutym vysledkom pri vypocte optimal-
nej trajektorie pre heterogénne vozidlo mézeme pouzit planovanie aj priamo v redlnom
Case pocas sledovania optimélnej trasy a to aj v pripade, ze by islo o riadenie robotického
vozidla.

Hlavny prinos tejto prace z hladiska navrhu riesenia problému planovania trasy pre
heterogénny multi-vozidlovy systém je trojaky.

V pripade, ak madme pevne dané poradie navstev jednotlivych stanovist, sme uka-
zali ako najst optimélnu trajektériu heterogénneho vozidla prostrednictvom rieSenia opti-
malizacného problému zmiesaného celociselného programovania nad kuzelom druhého
radu (4.24). Tento problém je vyrazne jednoduchsi ako riesenie formuldcie celo¢iselného
nelinedrneho programovania, navrhnutej v Garone et al. (2012).

Druhym prinosom je rozsirend formuldcia MI-SOCP procediry (4.46), ktord ndm si-
multanne dokaze optimalizovat aj poradie navstev jednotlivych stanovist. Tento novy
problém je vsak vypoctovo narocnejsi, nakolko sme boli niteni pridat dalsie bindrne pre-
menné. Pre zmiernenie vypoctového zatazenia sme rozdelili riesenie problému do dvoch
faz. Ako prvé vyrieSime poradie névstev rieSenim klasického TSP problému, ktory opo-
mina heterogenitu vozidla a nasledne riesime optimalizac¢ny problém pre pevne dané pora-
die bodov (4.24). Porovnanie v pripadovej stidii ukézalo, Ze suboptimalita takého rieSenia
moze byt v rozsahu od 0% do 63%.

Ako posledné sme sa venovali pripadu, kedy sa ndm navstevované body pohybuja. MI-
SOCP formulécia bola rozsirena o dalsie pripady, aby sme mohli optimalizovany problém
riesit v uzavretej slucke a prostrednictvom jednoduchého prediktivneho riadenia pohy-
bovat objektom po urcenej trajektérii. Simuldciou sme tak ukézali pouzitelnost riesenia
v praxi aj v pripade, Zze poloha cielovych stanovist by sa v priebehu pohybu heterogénneho
vozidla menila.

Niektoré vysledky uz boli publikované v recenzovanych v publikaciach:

e Klauco, M. — Blazek, S. — Kvasnica, M.: An Optimal Path Planning Problem for He-
terogeneous Multi-Vehicle Systems. International Journal of Applied Mathematics
and Computer Science, 26(2), 297-308, 2016,

e Klauco, M. — Blazek, S. — Kvasnica, M. — Fikar, M.: Mixed-Integer SOCP Formu-
lation of the Path Planning Problem for Heterogeneous Multi-Vehicle Systems. In
European Control Conference, Strasbourg, France, 1474-1479, 2014.

Dosiahnutymi vysledkami sme ale v oblasti heterogénneho multi-vozidlového systému
stale ni¢ neuzavreli. V praci sme sa zaoberali pripadom, kedy dané stanovistia moze

navstivit iba agilné vozidlo. Novt formuléciu problému by sme ziskali v pripade, ze by sme
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stanovistia mohli navStevovat oboma ¢astami heterogénneho vozidla, teda aj nosicom. Ak
by sme dalej uvazovali heterogénne vozidlo, ktoré by obsahovalo viac ako jednu agiln cast,
vypocet pre zostladenie viacerych drah by urcite predstavoval novy, naroény a komplexny
problém. V praxi ndm moéze nastat aj situacia, kedy nebudeme musief navstivit konkrétny
bod, ale postacujtce bude prist iba do blizkej vzdialenosti k nemu, ¢o by nam opét zmenilo
formuléciu problému. Otvara sa teda este stile dostatok vyziev na naviazanie vyskumu

obsiahnutého v tejto praci.

114



Literatura

ACKERMAN, E. 2013. Amazon promises package delivery by drone: Is
it for real? URL http://spectrum.ieee.org/automaton/robotics/drones/

amazon-prime-air-package-drone-delivery, [Ouline; accessed October-2016].

ALIZADEH, F.; GOLDFARB, D. 2003. Second-order cone programming. Mathematical
Programming, 95, 1, 3-51. ISSN 0025-5610.

APPLEGATE, D. 2006. The Traveling Salesman Problem: A Computational Study. Prin-
ceton Series in Applied Mathematics. Princeton University Press. ISBN 9780691129938.

ASTROM, K.; HAGGLUND, T. 2006. Advanced PID control. ISA-The Instrumentation,

Systems, and Automation Society.

BEREZNY, V.; KRAVECOVA, D. 2012. Linedrne programovanie. Kogice : FEI TU.
ISBN 978-80-553-0910-1.

BORRELLI, F.; FALCONE, P.; KEVICZKY, T.; ASGARI, J.; HROVAT, D. 2005. Mpc-
based approach to active steering for autonomous vehicle systems. International Journal
of Vehicle Autonomous Systems, 3, 2—4, 265 — 291. ISSN 1741-5306.

BOYD, S.; VANDENBERGHE, L. 2009. Convex Optimization. New York, USA: Cam-
bridge University Press, 7th edition.

CECHLAROVA, K.; SEMANISIN, G. 1999. Linedrna optimalizdcia. UPJS Kogice. ISBN
80-7079-385-4.

CHATTOVA, S. 2011. RieSenie problémov celo¢iselného programovania vyuzitim tech-
nik linedrneho programovania. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Univerzita

Komenského v Bratislave. Bakalarska praca.

115



CITYNETMOBIL, E. R. P. 2013. Driverless cars take to the road. URL http://cordis.
europa.eu/result/rcn/90263_en.html.

CLARKE, G.; WRIGHT, J. W. 1964. Scheduling of vehicles from a central depot to a
number of delivery points. Oper. Res., 12, 4, 568-581. ISSN 0030-364X.

CORMEN, T. H.; LEISERSON, C. E.; RIVEST, R. L.; STEIN, C. 2001. Introduction
to Algorithms. Cambridge, MA, USA: MIT Press, 2nd edition. ISBN 0-262-03293-7,
9780262032933.

CORONA, D.; DE SCHUTTER, B. 2008. Adaptive cruise control for a SMART car: A
comparison benchmark for MPC-PWA control methods. IEEE Transactions on Control
Systems Technology, 16, 2, 365—-372.

CROWDER, H.; PADBERG, M. 1980. Solving large-scale symmetric travelling salesman
problems to optimality. Management Science, 26, 5, 495-509.

CUTLER, C. R.; RAMAKER, B. L. 1979. Dynamic Matriz Control - A Computer Control

Algorithm. 86th National Convention of American Institute of Chemical Engineers.

DANTZIG, G. B.; RAMSER, J. H. 1959. The truck dispatching problem. Management
Science, 6, 80-91.

DASH ASSOCIATES 1999. XPRESS-MP User Guide. http://www.dashopt.com.

DEN HERTOG, D. 1994. Interior point approach to linear, quadratic, and convex prog-
ramming: algorithms and complexity. Mathematics and its applications. Kluwer Aca-

demic Publishers.

EISELT, H.; SANDBLOM, C.-L.; BOFFEY, B.; LAPORTE, G.; SMITH, B.; RI-
CHARDS, E.; SPIELBERG, K. 2000. Integer programming and network models. Berlin,
New York, Paris: Springer. ISBN 3-540-67191-9.

FAGERHOLT, K. 1999. Optimal fleet design in a ship routing problem. International
Transactions in Operational Research, 6, 5, 453-464.

FIALA, J.; KOCVARA, M.; STINGL, M. 2013. Penlab: A matlab solver for nonlinear
semidefinite optimization. arXiv preprint arXiv:1311.5240.

FLETCHER, R.; LEYFFER, S. 1998. Numerical experience with lower bounds for MIQP
branch—-and—bound. SIAM J. Optim., 8, 2, 604—616.

FLOUDAS, C. A. 1995. Nonlinear and Mized-Integer Optimization. Oxford University

Press.

116



FLOUDAS, C. A.; PARDALOS, P. M., editors 2009. Encyclopedia of Optimization, Se-
cond Edition. Springer. ISBN 978-0-387-74758-3.

FONTES, F. A. C. C.; VINTER, R. B. 2000. Nonlinear model predictive control: Speci-

fying rates of exponential stability without terminal state constraints.

GARONE, E.; DETERME, J.-F.; NALDI, R. 2012. A travelling salesman problem for
a class of heterogeneous multi-vehicle systems. In Decision and Control (CDC), 2012
IEEE 51st Annual Conference on, 1166-1171. ISSN 0743-1546. doi:10.1109/CDC.2012.
6426488.

GRIEDER, P.; BORRELLL F.; TORRISI, F.; MORARI, M. 2004. Computation of the

constrained infinite time linear quadratic regulator. Automatica, 40, 4, 701 — 708.

GUROBI OPTIMIZATION, 1. 2013. Gurobi optimizer reference manual. URL http:

//www.gurobi.com.

HAMALA, M. 1972. Nelinedrne programovanie 2. Matematické metédy v ekonomike.
ALFA - vydavatelstvo technickej a ekonomickej literatury.

HASLE, G.; LIE, K.; QUAK, E. 2007. Geometric Modelling, Numerical Simulation, and
Optimization:: Applied Mathematics at SINTEF. Springer Berlin Heidelberg. ISBN
9783540687832.

HOFF, A.; ANDERSSON, H.; CHRISTIANSEN, M.; HASLE, G.; LOKKETANGEN,
A. 2010. Industrial aspects and literature survey: Fleet composition and routing.
Computers & Operations Research, 37, 12, 2041 — 2061. ISSN 0305-0548. doi:
http://dx.doi.org/10.1016/j.cor.2010.03.015.

ILOG 2007. 11.0 user’s manual. ILOG CPLEX Division. Incline Village, NV.

ILOG, INC. 2009. CPLEX User Manual. Gentilly Cedex, France. http://wuw.ilog.fr/
products/cplex/.

JENSEN, P.; BARD, J. 2003. Operations Research Models and Methods. Operations
Research: Models and Methods. Wiley. ISBN 9780471380047.

JOHNSON, D. S.; MCGEOCH, L. A. 1997. The traveling salesman problem: A case study

in local optimization. J. K. Local Search in Combinatorial Optimisation, 215-310.

KERRIGAN, E.; MACIEJOWSKI, J. 2000. Soft constraints and exact penalty functions

in model predictive control. In Control 2000 Conference, Cambridge.

117



KLAUCO, M.; BLAZEK, S.; KVASNICA, M.; FIKAR, M. 2014. Mixed-integer socp
formulation of the path planning problem for heterogeneous multi-vehicle systems. In
European Control Conference 2014, 1474-1479. Strasbourg, France.

KOZAK, S.; HUBA, M. 2003. Control systems design. In A Proceedings volume from the
2nd IFAC Conference Bratislava, Slovak Republic, 7-10 september 2003.

KVASNICA, M. 2008. Efficient Software Tools for Control and Analysis of Hybrid Sys-
tems. Ph.D. thesis, ETH Zurich, ETH Zurich, Physikstrasse 3, 8092 Zurich, Switzerland.

KVASNICA, M. 2009. Real-Time Model Predictive Control via Multi-Parametric Prog-
ramming: Theory and Tools. Saarbruecken: VDM Verlag.

LAU, M. S. K.; S. P. YUE, K. V. L.; MACIEJOWSKI, J. M. 2009. A comparison
of interior point and active set methods for fpga implementation of model predictive
control. In Proceedings of the European Control Conference Budapest, Hungary 23-26
August 2009.

LOBO, M. S.; VANDENBERGHE, L.; BOYD, S.; LEBRET, H. 1998. Applications of
second-order cone programming. Linear Algebra and its Applications, 284, 1-3, 193 —
228. ISSN 0024-3795. International Linear Algebra Society (ILAS) Symposium on Fast

Algorithms for Control, Signals and Image Processing.

LOFBERG, J. 2004. YALMIP. Available from http://users.isy.liu.se/johanl/
yalmip/.

MAGNI, L.; RAIMONDO, D.; ALLGOWER, F. 2009. Nonlinear Model Predictive Con-
trol: Towards New Challenging Applications. Lecture Notes in Control and Information

Sciences. Springer.
MAKHORIN, A. 2008. Glpk (gnu linear programming kit).

MATHEW, N.; SMITH, S.; WASLANDER, S. 2014. Optimal path planning in cooperative
heterogeneous multi-robot delivery systems (accpeted). In The Eleventh International
Workshop on the Algorithmic Foundations of Robotics. Istanbul, Turkey.

MANAS, M. 1979. Optimalizacni metody - 1.vyddni. Praha: Statni nakladatelstvi tech-

nické literatury.

MIAH, A. 2016. Amazon delivery drones are just the first step to a highway in the sky.
URL  http://phys.org/news/2016-07-amazon-delivery-drones-highway-sky.
html, [Online; accessed October-2016].

118



MIKLES, J.; FIKAR, M. 2007. Process Modelling, Identification, and Control. Springer
London, Limited.

MILLER, C. E.; TUCKER, A. W.; ZEMLIN, R. A. 1960. Integer programming formula-
tion of traveling salesman problems. Journal of the ACM (JACM), 7, 4, 326-329.

MOSEK, A. 2010. The mosek optimization software. Online at hitp://www. mosek. com,
54, 2-1.

NEMHAUSER, G. L.; WOLSEY, L. A. 1988. Integer and Combinatorial Optimization.
New York, NY, USA: Wiley-Interscience. ISBN 0-471-82819-X.

NEUMAIER, A. 2004. Complete Search in Continuous Global Optimiyation and Cons-
traints satisfaction. Acta Numerica, Lecture Notes in Control and Information Sciences.

Cambridge University.

NEWS, B. 2014. Bbc news - uk to allow driverless cars on public roads in january. URL
http://www.bbc.com/news/technology-28551069.

PLESNIK, J.; DUPACOVA, J.; VLACH, M. 1990. Linedrna programovanie. Alfa. ISBN
80-05-00679-9.

QIN, S.; BADGEWELL, T. 1997. An overview of industrial model predictive control
technology. In Chemical Process Control - V, volume 93, no. 316, 232-256. AIChe

Symposium Series - American Institute of Chemical Engineers.

RAU, M.; SCHRODER, D. 2002. Model predictive control with nonlinear state space
models. In Advanced Motion Control, 2002. Tth International Workshop on, 136 — 141.
doi:10.1109/AMC.2002.1026905.

REINELT, G. 1994. The Traveling Salesman: Computational Solutions for TSP Applica-
tions. Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag. ISBN 3-540-58334-3.

RICHALET, J.; RAULT, A.; TESTUD, J.; PAPON, J. 1978. Model predictive heuristic

control: Applications to industrial processes. Automatica, 14, 5, 413 — 428.

RODRIGUE, J.; COMTOIS, C.; SLACK, B. 2009. The Geography of Transport Systems.
Taylor & Francis. ISBN 9780203884157.

RODRIGUEZ, J.; CORTES, P. 2012. Cost Function Selection, 145-161. John Wiley and
Sons, Ltd.

ROSINOVA, D.; DUBRAVSKA, M. 2007. Optimalizicia. STU Bratislava. ISBN 978-80-
227-2795-2.

119



ROSSITER, J. A. 2003. Model-Based Predictive Control: A Practical Approach. CRC

Press Inc.

SCHRIJVER, A. 1986. Theory of Linear and Integer Programming. New York, NY, USA:
John Wiley & Sons, Inc. ISBN 0-471-90854-1.

SENTINEL, T. M. 1926. Phantom auto will tour city.

STURM, J. F. 1999. Using sedumi 1.02, a matlab toolbox for optimization over symmetric
cones. Optimization methods and software, 11, 1-4, 625-653.

TOH, K.-C.; TODD, M. J.; TUTUNCU, R. H. 1999. Sdpt3—a matlab software package
for semidefinite programming, version 1.3. Optimization methods and software, 11, 1-4,

945-581.

TOTH, P.; VIGO, D., editors 2001. The Vehicle Routing Problem. Philadelphia, PA,
USA: Society for Industrial and Applied Mathematics. ISBN 0-89871-498-2.

TUNG, D. V.; PINNOI, A. 2000. Vehicle routing—scheduling for waste collection in hanoi.
FEuropean Journal of Operational Research, 125, 3, 449 — 468. ISSN 0377-2217. doi:
http://dx.doi.org/10.1016/S0377-2217(99)00408-7.

VANDENBERGHE, L.; BOYD, S. 1994. Semidefinite programming. SIAM REVIEW,
38, 49-95.

VANDENBERGHE, L.; BOYD, S. 1999. Application of semidefinite programming. App-
lied Numerical Mathematics, 29, 283-299.

WILLIAMS, H. 1993. Model Building in Mathematical Programming. Third Edition:
John Wiley & Sons.

WILLIAMS, H. 2009. The problem with integer programming. Working paper LSEOR.

WOLKOWICZ, H.; SAIGAL, R.; VANDENBERGHE, L. 2012. Handbook of Semidefinite
Programming: Theory, Algorithms, and Applications. International Series in Operations
Research & Management Science. Springer US. ISBN 9781461543817.

120



Publikac¢na ¢innost autora

e Kapitola v knihe

1. Blazek, S. — Kvasnica, M. — Fikar, M.: Java-based Platform for Testing and Va-
lidation of Explicit Model Predictive Control, In Selected Topics in Modelling
and Control, Editor(s): Mikles, J., Vesely, V., Slovak University of Technology
Press, no. 8, pp. 110-114, 2012.

e Clanok v c¢asopise v zozname TML

1. Klauco, M. — Blazek, S. — Kvasnica, M.: An Optimal Path Planning Prob-
lem for Heterogeneous Multi-Vehicle Systems. International Journal of Applied
Mathematics and Computer Science, no. 2, vol. 26, pp. 297-308, 2016, ISSN:
1641-876X, IF: 1.037, indexované v Scopus a WoS.

e Clanok v recenzovanom zborniku z konferencie

— kategéria AFC

1. Blazek, S. — Kvasnica, M.: Polygonic Representation of Explicit Model Pre-
dictive Control in Two Dimensions. Editor(s): Ivan Taufer, Daniel Honc,
Milan Javurek, In Proceedings of the 10th International Scientific - Techni-
cal Conference Process Control 2012, University of Pardubice, Kouty nad
Desnou, Czech Republic, 2012.

2. Klauco, M. — Blazek, S. — Kvasnica, M. — Fikar, M.: Mixed-Integer SOCP
Formulation of the Path Planning Problem for Heterogeneous Multi-Vehicle
Systems. In European Control Conference 2014, Strasbourg, France, pp.
1474-1479, 2014, indexované v Scopus a WoS.

121



3. Oravec, J. — Blazek, S. — Kvasnica, M. — Di Cairano, S.: Polygonic Re-
presentation of Explicit Model Predictive Control. In IEEE Conference
on Decision and Control, Florence, Italy, pp. 64226427, 2013, indexované
v Scopus a WoS.

— kategéria AFD

1. Kaluz, M. — Holaza, J. — Janecek, F. — Blazek, S. — Kvasnica, M.: A Robotic
Traffic Simulator for Teaching of Advanced Control Methods. In Preprints
of the 11th IFAC Symposium on Advances in Control Education, vol. 11,
pp. 338-343, 2016.

2. Oravec, J. — Blazek, S. — Kvasnica, M.: Simplification of Explicit MPC So-
lutions via Inner and Outer Approximations. Editor(s): Fikar, M., Kvas-
nica, M., In Proceedings of the 19th International Conference on Process
Control, Slovak University of Technology in Bratislava, Strbské Pleso, Slo-
vakia, pp. 389-394, 2013, indexované v Scopus a WoS.

122



Curriculum Vitae

Slavomir Blazek

dédtum narodenia: 24. jul 1987
narodnost: slovenské

e-mail: xblazeks@gmail.com

Vzdelanie

e doktorandské studium: od 2011
— Institucia: Fakulta chemickej a potravindrskej technologie, STU v Bratislave
— Studijny program: Riadenie procesov

e inzinierske stidium: 2008-2010
— Institucia: Fakulta informatiky a informac¢nych technolégii, STU v Bratislave
— Studijny program: Informaéné systémy

e bakalarske studium: 2005-2008

— Instittcia: Fakulta informatiky a informacnych technolégii, STU v Bratislave

— Studijny program: Informatika

Zaujmové vzdelanie

e umelecké studium: 1993-2010

123



— Instittcia: Zékladna umelecks skola v Samorine (Lstupeii, ILstupeii, SPD)

— Studijny program: klavir
e umelecké stidium: 1994-2004

— Instittcia: Zékladnd umelecks skola v Samorine (Lstupeii, ILstupeti)

— Studijny program: tanec

Jazykové znalosti
e anglicky — pokrocily
e nemecky — zaciatocnik
e Spanielsky — zaciato¢nik

e rusky — zaklady

Pracovné sktuisenosti

e zalozenie projektu projektu Dobrodruhovia (www.dobrodruhovia.eu): od 2012

— vedenie 10-¢lenného timu

prezentovanie projektu

— marketing

komunikacia s partnermi

— zhananie sponzorov

vypracovavanie grantovych programov

— praca na web stranke
e programator analytik senior vo VUB a.s.: od 2011

— Multichannel — internet a biznis banking, mobilné bankovnictvo
* navrhovanie biznis riesenia
% vytvaranie technického dizajnu
x implementécia softvérového riesenia
* integracia backendovych systémov

* planovanie ¢asovych odhadov na tlohy

124



* vedenie mensieho timu (do 5 o0sdb)
* podpora aplikacie
* komunikacia so zdkaznikom

% praca pod stresom v narocnych podmienkach
e programator v Slovenskd sporitelna a.s.: 2011
— NIS (New Information System) — Printing
e softvérovy vyvojar vo VUB a.s: 2010-2011

— Multichannel — internet a biznis banking, mobilné bankovnictvo

— vytvorenie testovacieho ndstroja pre projekt JUM (Joint User Model)
e programétor v spolo¢nosti ASSECO Slovakia a.s.: 2006-2009

— sprava dokumentového systému
— sprava registratiry

— Uctovna kniha

administrator v internetovej miestnosti vo Vypoctovom centre UK: 2004

Absolvované sSkolenia

2016 — Negociacia - efektivne postupy vyjednavania
e 2016 — Projektové riadenie PMI

e 2015 — Nové technolégie v JAVA SE V7, V8

e 2014 -— Scrum mastership

e 2014 — Agile a scrum

e 2014 — JQuery — HTML5/CSS3 a novinky vo webovych technol6giach
e 2013 — Workshop PWS a ESB

e 2012 — Java servlety a JSP

e 2012 — Manazment softvérovych projektov

e 2011 — Programming in Spring

e 2006 -— Enterprise arichitect

125



Organizacné aktivity

e jtn 2010: Instrumentalny koncert ABBA v Samorine pod zastitou Zakladnej ume-

leckej skoly (aj uc¢inkujici ako klavirista)

e april 2010: Objavny pohlad na svet a Slovensko — prednéaska byvalého slovenského

velvyslanca v Argentine Jana Juristu v Samorine

e februar 2010: Den kubanskej kultiry — koncert kubéanskej kapely Team Cuba s
vystavou fotografii Andreja Palacku v Samorine s navitevou velvyslanca Kuby na

Slovensku Davida Pavlovicha

e jtin 2009: Koncert melédif filmov a muzikalov v Samorine pod zastitou Zakladnej

umeleckej skoly (aj u¢inkujici ako klavirista)

Konferencie

e 2013 - 19th International Conference on Process Control - Simplification of Explicit

MPC Solutions via Inner and Outer Approximations

e 2010 — Kognice a umély zivot X. - Binarna tomografia 2D a 3D objektov pomocou

evolu¢nych algoritmov

Pocitacové zrucnosti
e JAVA expert
e XML pokrodcily
e HTML pokrocily
e UML pokrocily
e C pokrocily
e JavaScript pokrodily
e Xquery pokrocily
e Matlab pokrocily
e J2EE mierne pokroéily (JSP, Servlets, EJB, JDBC)
e Tomcat mierne pokrocily

126



e Spring mierne pokroc¢ily

e Maven mierne pokrocily

e Node.js mierne pokrocily
e SQL mierne pokrocily

e Hibernate zaklady

e Lisp zaklady

e Prolog zéklady

e Assembler zdklady

Osobitné opravnenia
e vodicsky preukaz sk. B — od 8.8.2005
e ¢len Vodnej zachrannej sluzby SCK, kval. stupeti STRIEBRO od 26.5.2006

o PADI certifikat

Zaujmy
e vypoctova technika
e veda
e politika
e Studium nabozenstiev
e hra na klaviri

e sporty (cyklistika, plavanie, ladovy hokej - brankar, kanoistika, potdpanie)

127



