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Abstrakt

Cielom diplomovej prace bolo vytvorit uceleny softvérovy balik, ktory imple-
mentuje implicitné aj explicitné prediktivne riadenie v jazyku Julia. V prvej
Casti sme poskytli zakladné informaécie o jazyku Julia a prehlad nastrojov ur-
¢enych na optimalizaciu a riadenie, ktoré si aktualne jeho stucastou. Hlavna
cast prace sa zaoberala teoretickym navrhom implicitnych a explicitnych
prediktivnych regulatorov. Tu sme ukéazali, ako naformulovat optimaliza¢ny
problém a vyriesit ho pomocou kvadratického alebo multiparametrického
programovania. V zavere sme sumarizovali vSetky teoretické poznatky a vy-
tvorili balik mpe.jl. Tento balik je volne dostupny na internetovom tlozisku

GitHub spolu s jednoduchou dokumentéciou v anglickom jazyku.

Kltcové slova:
Julia, implicitné prediktivne riadenie, explicitné prediktivne riadenie, kvad-

ratické programovanie, multiparametrické programovanie



Abstract

The objective of master’s thesis was to develope Julia software package which
implements implicit and explicit model predictive control. In the first section
we provided basic information about Julia programming language and over-
view of tools designed for mathematical optimization and process control
that are currently available. The main part of the thesis deals with theore-
tical design of implicit and explicit predictive controllers. We have shown
here how to formulate optimization problem and solve it using quadratic or
multiparametric programming. At the end we summarized theoretical kno-
wledge and created package called mpc.jl. This package is open-source and

available on GitHub along with simple English documentation.

Key Words:

Julia, implicit model predictive control, explicit model predictive control,

quadratic programming, multiparametric programming
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Uvod

Julia, novy programovaci jazyk, sa do povedomia verejnosti dostal prvykrat
v roku 2012. Za poslednych 5 rokov si ziskal mnoho priaznivcov a v stcas-
nosti sa o nom rozprava ¢im dalej tym viac. V programatorskej komunite
je popularny najma vdaka tomu, ze kombinuje to najlepsie z jazykov ako
su C, Matlab alebo Python. Rovnako ako C, aj Julia je volne stiahnutelny
programovaci jazyk s ictyhodnym vykonom. Podobnosti s Matlabom je tiez
niekolko, medzi najvyznamnejsie patri syntax, dobrd numerickd presnost
alebo rozsiahla kniznica matematickych funkcii

Kedze Julia je relativne novy jazyk, neobsahuje zatial tolko nastrojov
a balikov ako Matlab alebo Python. To ddva moznost uzivatelom aktivne
sa zapajat do vyvoja jazyka a tym napomahat k jeho zlepsovaniu. Existuje
niekolko balikov, ktoré sa zaoberaju optimalizaciou a riadenim, ziadny z nich
vsak nepontika uzivatelom moznost navrhovaft prediktivne regulatory. Preto
sa stalo cielom tejto prace nadviazat na aktualne riesenia a implementovat
implicitné a explicitné prediktivne riadenie do Julie.

Prediktivne riadenie je druh optimalneho riadenia. V praxi je velmi
oblubené, pretoze je vhodné ho pouzit pri systémoch s viacerymi vstupmi
a vystupmi, ktoré majua urcité fyzikalne ohranicenia. Navyse vie optimali-
zovat vykon tak, aby sme pri riadeni dosahovali minimélne naklady alebo
maximalny zisk. Balik, ktorym do Julie prispejeme, bude vhodny najmé
pre akademicku sféru, pretoze bude simulacne riesit problémy prediktivneho
riadenia v prostredi, ktoré je k dispozicii zadarmo, narozdiel od vyssie spo-

minaného Matlabu, kde sa cena licencie Splha do vysky tisicov eur.



Kapitola 1

Julia

Julia je novy dynamicky programovaci jazyk urceny na numericka analyzu,
vedeckotechnické vypocty a programovanie vo vseobecnosti. Jej vyvoj zacal
ako indicko-americkd spolupraca v roku 2009. Cielom bolo vytvorit jazyk,
ktory bude plnohodnotny, ale zaroven jednoduchy na pouzivanie. Julia bola
verejnosti prvykrat predstavena v roku 2012 v blogovom prispevku. Autori
v nom uviedli svoje zamery a okrem toho prizvali dalsich nadsencov progra-
movania, aby sa na projekte podielali spolu s nimi. Vdaka tomu bola o rok
neskor uverejnend prva oficialna verzia Julie ako vysledok prace viac ako 100
prispievatelov. Odvtedy komunita vyznamne narastla a odhaduje sa, zZe dnes
méa Julia okolo 250 tisic uzivatelov po celom svete. Jazyku Julia je kazdo-
rocne venovana konferencia JuliaCon a od roku 2017 existuje na univerzite
MIT laboratérium orientované na jej testovanie a zlepSovanie.[1]

Julia bola navrhnuta tak, aby tvorba kdédu v nej bola jednoducha a
efektivna, preto jej syntax je velmi podobnd inym, dobre znamym jazykom
(C) a vypoctovym prostrediam (Matlab). Obsahuje sofistikovany kompilator,
vdaka ktorému sa zaraduje medzi pokrocilé, velmi vykonné jazyky s dobrou
numerickou presnostou a moznostou distribuovaného paralelného vykona-
vania prikazov. Jej stucastou je rozsiahla kniznica matematickych funkcii a
navyse je schopnéd importovat volne dostupné kniznice napisané v jazyku
C a Fortran. Su to napr. kniznice pre linedarnu algebru, generovanie nahod-
nych ¢isel, spracovanie signalov a pracu s retazcami. Tato vlastnost Julie
poskytuje uzivatelom moznost kombinovat funkcie a kniznice napisané v Ju-
lii s funkciami a kniznicami inych jazykov. Jednou z najvacsich vyhod tohto
jazyka je, ze je zadarmo a volne dostupny. Prave preto vznikla komunita



vyvojarov, ktora vo velkom prispieva roznymi externymi balikmi a poméaha
Julii napredovat. [2]

V poslednych rokoch sa Julii podarilo zaujat tiez niektoré vyznamné
spolo¢nosti z finanéného sektora. Britsky lider v oblasti poistovnictva Aviva
pouziva Juliu pri vyhodnocovani rizik investovania a Federal Reserve Bank
of New York na vytvaranie finanénych modelov pri sledovani ekonomiky

julia

Obr. 1.1: Logo jazyka Julia

Spojenych statov. [1]

Autori Jeff Bezanson, Stefan Karpinski,
Viral B. Shah, Alan Edelman

Rok vydania 2012

Aktuélna verzia 0.5.1 (maj 2017)

Licencia MIT

Podporované OS Linux, Windows, macOS

Stuborova pripona gl

Webova stranka julialang.org

Tabulka 1.1: Zakladné informécie o Julii

Ak vsetko zhrnieme, toto si najvyznamnejsie charakteristiky a vlast-
nosti Julie:[2]

o Julia je zadarmo a volne dostupna pre vsetkych uzivatelov.

o M4 velmi dobry vykon bliziaci sa k staticky kompilovanym jazykom,
napriklad C.



e Obsahuje vstavaného spravcu balikov.

o Funkcie jazyka C vola priamo bez vyuzitia Specialnych nastrojov alebo
APL

o Dokéaze pracovat s funkciami jazyka Python pomocou balika PyClall.
» Podporuje makra (podobné ako v jazyku Lisp) a metaprogramovanie.
o Julia je navrhnuté pre paralelizmus a distribuované vypocty.

o Podporuje viacnasobné odosielanie.

o Uzivatelia si mozu vytvarat vlastné datové typy, ktoré si rovnako
rychle a kompaktné ako preddefinované.

o K dispozicii je efektivna konverzia nie len pre ¢iselné datové typy.
o Vykonné shell prostredie pre spravu procesov.
« Julia obsahuje podporu pre Unicode, ktora zahfna UTF-8 a iné.

Ako bolo spomenuté vyssie, Julia ma inovativny dizajn a kvalitny JI'T
(just-in-time) kompildtor, preto sa jej vykon ¢asto priblizuje vykonu jazyka
C. Vykon Julie sa skiimal velmi podrobne, bolo vytvorenych niekolko testov,
ktoré zistovali, ako Julia obstoji v porovnani so znamymi jazykmi, ktoré sa
casto pouzivaju na numerické a vedeckotechnické vypocty. Testovanie fun-
govalo na jednoduchom principe. V Julii a vybranych jazykoch bol spusteny
rovnaky algoritmus, pricom vzdy sa zmeral celkovy cas, ktory bol potrebny
na vyhodnotenie. Vysledky pre niektoré algoritmy st uvedené v tabulke 1.2.
Vsetky casy st uvedené relativne k ¢asu v C (C = 1.0). Plati, Ze ¢im mensie
¢islo, tym lepsi vykon dany jazyk dosiahol.

Julia Fortran Python Java Matlab R

Fibbonaciho o ) g 7g 7776 121 2689 53352
postupnost
Quicksort 115 131 3280 260 492  264.54
triedenie

Tabulka 1.2: Vysledky testovania vykonu Julie
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Testovanie vykonnosti skiimalo také vlastnosti jazyka ako je napr. vo-
lanie funkcii, prava retazcov, triedenie, vyhodnocovanie cyklov, generacia
nahodnych ¢isiel, operacie s poliami a iné. Je treba poznamenaf, Ze testo-
vacie algoritmy neboli napisané tak, aby sa dosiahol najlepsi mozny vykon,

ale aby sa otestoval vykon pri Specifickych situaciach v kazdom jazyku.

1.1 Instalacia
Existuje niekolko roznych spdsobov ako spustit Juliu:[3]
1. Prvym sposobom je pouzit prikazovy riadok Julie v terminali.

2. Alternativou je editor Atom a v nom integrované vyvojové prostredie

Juno.

3. Tretou moznostou je programovat priamo v prehliadac¢i na webovej
stranke JuliaBox.com. Ak sa uzivatel rozhodne pre tento sposob,
ziadna instalacia nie je vyzadovana, jedinou poziadavkou je prihlasenie

sa.

V dalsej casti sa podrobnejsie budeme venovat prvym dvom bodom,
uvedieme jednoduchy navod, v ktorom ukazeme, ako stiahnut a nainstalovat
Juliu a tiez ako v nej zacat pracovat.

A frezh approach to technical computing
Documentation: http:-A-docs.julialang.org
Type "?help' for help.

Uersion B.5.8 (2816-89-19 18:14 UIC>
Official http:rs/julialang.orgs release
*x86_64-whd—minguwd2

Obr. 1.2: Terminalova verzia Julie


JuliaBox.com
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Aby sme mohli zacat pouzivat Juliu, je potrebné vykonat tieto kroky:[4]

1. Stiahnutie Julie:

Prvym krokom je stiahnutie Julie (verzia pre prikazovy riadok) z lo-
kality http://julialang.org/downloads/. Uzivatelia OS Windows
maju na vyber 2 moznosti — verziu pre 32 a 64-bitovy operacny sys-
tém (obrazok 1.3).

Julia (command line version)

Windows Self-

Extracting Archive 32-bit 64-bit
(.exe)

macOS Package

(-.dmg)

Generic Linux

10.7+ 64-bit

— 32-bit (X86) (GPG) 64-bit (X86) (GPG)
1mnaries

Linux builds for other . . .
i ARMv7 32-bit hard float (GPG) PowerPC 64 little endian (GPG)
architectures

Tarball with .
Source Tarball (GPG) . GitHub
dependencies (GPG)

Obr. 1.3: Verzie Julie pre jednotlivé operacné systémy

2. Instalacia Julie:

Juliu nainstalujeme tak, ze rozbalime stiahnuty archiv, spustime in-

stalacny (.exe) subor a prejdeme cez vsetky kroky instaldcie.

3. Stiahnutie a instalacia editoru Atom:

Editor Atom je mozné stiahnut z webovej stranky https://atom.io/.
Instalacia prebieha rovnako ako v bode 2. Ak bol editor Atom nain-
stalovany uz predtym, je potrebné sa uistif, Ze jeho verzia je 1.7 a

vyssia.
4. Instalacia Juno IDE:

V poslednom kroku otvorime Atom, prejdeme do nastaveni Settings a
klikneme na zalozku Install. Po pola na vyhladavanie balikov napiseme
uber-juno a potvrdime klavesou enter. Po najdeni JUNO klikneme


http://julialang.org/downloads/
https://atom.io/
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na tlac¢idlo Install. Atom tymto nainstaluje vsetky potrebné sucasti a
pripravi JUNO a Juliu na okamzité pouzivanie.

Vyssie uvedeny navod sa vztahuje na aktualnu verziu. Vsetky minulé
verzie sa daju stiahnut na stranke http://julialang.org/downloads/

oldreleases.html

1.2 Dokumentacia

Kompletna dokumentacia k jazyku je dostupna na stranke http://docs.
julialang.org/en/stable/. V jednotlivych kapitolach si podrobne rozpi-
sané také témy ako: vytvaranie premennych, datové typy premennych, mate-
matické a logické operatory, praca s refazcami, vyhodnocovanie podmienok
a cyklov, vytvaranie funkcii a metéd, praca so suibormi a mnohé dalsie. [5]

Zoznam vsetkych publikacii tykajuicich sa Julie a vybrané videonavody
su k dispozicii na http://julialang.org/learning/.

1.3 Sprava balikov

Julia ma vstavaného spravcu balikov, pomocou ktorého ju vieme prisposobit
na Specifické tkony. Pridavanim réznych rozsireni a uzitoc¢nych funkcionalit
je mozné upravit si Juliu podla svojich predstav a este viac prehibit niektoré
jej schopnosti. [6]

Zoznam registrovanych balikov a rozsireni, ktoré podporuje aktualna
verzia Julie sa nachddza na webovej stranke http://docs. julialang.org/
en/release-0.4/manual/packages/. VSetky funkcie tykajice sa spravy ba-
likov st ulozené v module Pkg. Tento modul je sticastou zakladnej instalacie

Julie.

1.3.1 Pridavanie, odstranovanie a aktualizovanie bali-
kov
Funkcia Pkg.status () vypise zoznam, ktory uvadza nazvy a aktualne verzie

vsetkych nainstalovanych balikov. Na zaciatku nie st nainstalované Ziadne
baliky a vypis vyzerd nasledovne:


http://julialang.org/downloads/oldreleases.html
http://julialang.org/downloads/oldreleases.html
http://docs.julialang.org/en/stable/
http://docs.julialang.org/en/stable/
http://julialang.org/learning/
http://docs.julialang.org/en/release-0.4/manual/packages/
http://docs.julialang.org/en/release-0.4/manual/packages/
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julia> Pkg.status|()

INFO: Initializing package repository /Users/user/.julia/v0.5

INFO: Cloning METADATA from git://github.com/JulialLang/
METADATA.j1

No packages installed.

Adresar obsahujtci baliky je automaticky inicializovany prvym pouzi-
tim Tubovolnej funkcie modulu Pkg, vratane Pkg.status (). Ked adresar nie
je prazdny, pretoze uzivatel nainstaloval niektoré externé baliky, ukaze sa
nasledovny vypis:

julia> Pkg.status()
Required packages:
— Distributions 0.2.8
Additional packages:
— NumericExtensions 0.2.17
- Stats 0.2.6

Baliky st rozdelené do 2 kategérii (required a additional). Je treba
poznamenat, ze v tomto zozname najdeme iba registrované baliky, pretoze
len tie st spravované modulom Pkg.

Podobna funkcia ako Pkg.status() je funkcia Pkg.installed(),
ktora zapise zoznam do premenne;j:

julia> Pkg.installed()

Dict{String,VersionNumber} with 3 entries:

"Distributions" => v"0.2.8"
"Stats" => v"0.2.06"
"NumericExtensions" => v"0.2.17"

Instaldcia a odstranovanie balikov je zaloZzené na nasledovnom prin-
cipe. Ked uzivatel povie, zZe chce nainstalovat novy balik, namiesto priamej
instalacie sa v skutocnosti vytvori poziadavka. Spravca balikov tuto pozia-
davku zapise do zoznamu poziadaviek a nasledne ju analyzuje. Vyhodnoti,
aku verziu balika je vyhodné nainstalovat a aké iné stucasti si potrebné, aby
poziadavka bola splnena optimalne s minimalnym poc¢tom operacii.

Tento systém je najlepsie vysvetlit na priklade aktualizacie. Uvazujme,
ze spravca balikov pri vyhodnocovani poziadavky zistil, ze doplnkovy balik




1.3 Sprava balikov 11

bol nainstalovany iba preto, lebo priméarny ho vyzadoval. Dalej zistil, Ze
nova verzia primarneho balika uz ziadny doplnok nepotrebuje, preto sa pri
aktualizacii v skutoc¢nosti vykonalo vymazanie doplnkového balika a nie jeho
opatovné nainstalovanie.

Poziadavky na baliky st uchovavané v stubore
/.julia/v0.5/REQUIRE. Existuju tri rozne sposoby, ako baliky spra-

vovat:

1. Sibor REQUIRE moézeme editovat manualne, dopisovat alebo vymaza-
vat z neho poziadavky a potom zavolat funkciu Pkg.resolve(), ktora
nainstaluje, aktualizuje alebo vymaze baliky tak, aby sa vyhovelo no-

vym poziadavkam.

2. Druhym sposobom je pouzit funkciu Pkg.edit (), ktora otvori REQU-
IRE stubor v niektorom editore a po ukonceni jeho tiprav automaticky
zavola funkciu Pkg.resolve(), ak je to potrebné.

3. Ak chceme v jednom kroku instalovat alebo vymazat iba jeden balik,
najjednoduchsou moznostou je pouzit prikazy Pkg.add() a Pkg.rm().
Tieto transformuji nazov balika na poziadavku, zapisu ju do REQU-
IRE a vykonaju Pkg.resolve(), vSetko automaticky.

Priklad pouzitia funkcie Pkg.add () a Pkg.rm() je nizsie:

julia> Pkg.add("Distributions")

INFO: Cloning cache of Distributions from
git://github.com/JuliaStats/Distributions.jl.git

INFO: Cloning cache of NumericExtensions from
git://github.com/lindahua/NumericExtensions.jl.git

INFO: Installing Distributions v0.2.7

INFO: Installing NumericExtensions v0.2.17

INFO: REQUIRE updated.

Ako bolo povedané v bode 3, funkcia Pkg.add() vezme nazov balika
a pridd ho do stboru /.julia/v0.5/REQUIRE. Po aktualizacii poziadaviek
zavola funkciu Pkg.resolve (), ktora pride k zaveru, ze balik musi byt na-

instalovany. Podobne funguje aj Pkg.rm().
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julia> Pkg.rm("Distributions")

INFO: Removing Distributions v0.2.7
INFO: Removing Stats v0.2.6

INFO: Removing NumericExtensions v0.2.17
INFO: REQUIRE updated.

Pkg.add() a Pkg.rm() je vyhodné pouzivat, ak potrebujeme nainsta-
lovat alebo odstranit jeden, pripadne malé mnozstvo balikov. Pri vac¢Som
mnozstve je odporicané pouzit sposob vysvetleny v bode 1 a 2, pretoze sa
tym vyrazne zrychli cely proces.

Pre ziskanie mnajnovsich verzii balikov stac¢i napisat prikaz
Pkg.update():

julia> Pkg.update ()

INFO: Updating METADATA...

INFO: Computing changes...

INFO: Upgrading Distributions: v0.2.8 => v0.2.10
INFO: Upgrading Stats: v0.2.7 => v0.2.8

Neregistrované baliky

Vsetky vyssie spomenuté funkcie pracuju iba s oficialnymi balikmi, ktoré su
zaregistrované v repozitari METADATA.jl. Spravca balikov vsak vie nain-
stalovat aj neregistrované baliky. Vsetky Julia baliky si v skutocnosti git
repozitare obsahujice sibory s Julia kédom, preto je mozné ich naklonovat.
Na instalaciu takychto balikov sa pouziva prikaz Pkg.clone(url), kde url
je git adresa, z ktorej bude balik naklonovany.

julia> Pkg.clone("git://example.com/path/to/Package.jl.git")

INFO: Cloning Package from
git://example.com/path/to/Package.jl.git

Cloning into Package...

remote: Counting objects: 22, done.

remote: Compressing objects: 100% (10/10), done.

remote: Total 22 (delta 8), reused 22 (delta 8)

Receiving objects: 100% (22/22), 2.64 KiB, done.

Resolving deltas: 100% (8/8), done.
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Podla konvencii vsetky Julia repozitare koncia priponou .jl, ¢o zabra-
nuje kolidovaniu s repozitarmi inych jazykov a zaroven je jednoduché ich
najst pomocou vyhladavacov.

Ak neregistrovany balik vo svojej struktire obsahuje REQUIRE stibor,
tak pomocou tohto suibora sa zisti, na ktorych registrovanych balikoch je

zavisly neregistrovany, aby mohli byt automaticky nainstalované spolu s nim.

Offline instalacia

Pre pocitace a zariadenia bez internetového pripojenia existuje moznost na-
instalovat balik offline tak, ze sa skopiruje adresa balika pomocou funkcie
Pkg.dir ().

1.4 Grafické nastroje Julie

Vykreslovanie grafov je v Julii realizované pomocou externych balitkov PyP-
lot.jl, Gadfly.jl, Plots.jl a inych. [7]

PyPlot vyuziva balik PyCall, vdaka ktorému mozeme v Julii volat
rozne funkcie jazyka Python. Aby bolo mozné pracovat s balikom PyPlot, je
potrebné mat spravne nainstalovany Python. Instalacia a priklad pouzitia

sa nachéadza nizsie:

Pkg.add ("PyPlot")

using PyPlot

x = linspace(0,2xpi,1000); y = sin(3*x + 4xcos (2*x))
plot (x, y, color="red", linewidth=2.0, linestyle="--")

Gadfly je balik, ktory implementuje Wickham-Wilkinsonovu metédu
vizualizacie dat v Julii. Tento balik je velmi podobny baliku ggplot2, c¢o je
vizualiza¢ny nastroj v statistickom programovacom jazyku R. Ako je zrejmé
z prikladu, instaluje sa rovnako ako PyPlot, ale syntaxou sa vyrazne lisi.

Pkg.add ("Gadfly")
using Gadfly
draw (SVG ("output.svg", 6inch, 3inch), plot([sin, cos], 0, 25))
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Plots je graficky balik, ktory zdruzuje vyssie uvedené baliky (plus nie-
ktoré dalsie) do jedného spoloéného rozhrania a dovoluje medzi nimi prepinat
podla potreby. Instalacia tohto balika a priklad jeho pouzitia je nizsie:

Pkg.add("Plots")

using Plots

plotly () # Choose the Plotly.]Jjl backend for web interactivity
plot (rand(5,5),linewidth=2,title="My Plot")

Pkg.add ("PyPlot") # Install a different backend

pyplot () # Switch to using the PyPlot.jl backend

plot (rand(5,5),linewidth=2,title="My Plot")

# The same plotting command works
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Obr. 1.4: Grafické moznosti Julie




Kapitola 2
Optimalizacia v Julii

Jadrom prediktivneho riadenia, ktorému sa venuje tato praca je riesenie
optimalizacného problému. Preto sa v tejto kapitole pozrieme na moznosti,
ktoré nam Julia ponika v oblasti matematickej optimalizacie.

Optimalizacia je oblast matematiky, ktora sa zaoberd hladanim naj-
lepsieho mozného riesenia problému vzhladom na zadané kritéria. Pri rieseni
optimalizacného problému preto minimalizujeme alebo maximalizujeme ne-
jaku funkciu, systematicky vyberame také hodnoty premennych, aby funkcia
nadobudla svoju minimalnu, pripadne maximalnu hodnotu a zaroven neboli
porusené dopredu urcené kritéria. [8]

Optimalizacny problém vo vSeobecnom tvare zapisujeme nasledovne:

min fx) (2.1a)
st gi(x) <0, i=1,....,m (2.1b)
hij(z) =0, j=1,...,p (2.1c)

Prva cast problému, f(z) : R® — R, je ucelova funkcia, ktord minima-
lizujeme. Ucelovd funkeia priradi kazdej optimalizovanej premennej x jej
hodnotu. Druhou c¢astou problému st ohranicenia. Pozname ohranic¢enia
v tvare nerovnosti g;(x) < 0,4 = 1,...,m a ohranicenia v tvare rovnosti
h;(z) = 0,7 = 1,...,p. Ohranicenia problému nam urcuji oblast vsetkych
dovolenych hodnét optimalizovanych premennych.

Optimaliza¢né problémy moézeme rozdelit do roznych kategérii na zé-
klade typu tucelovej funkcie, ohranic¢eni alebo optimalizovanych premennych.
Medzi najznamejsie oblasti optimalizacie patria:

o Konvexné programovanie

15



16

Linearne programovanie

Kvadratické programovanie

Nelinedrne programovanie

Celociselné programovanie

Konvexné programovanie studuje optimaliza¢né problémy, ktoré maju
konvexni ucelovi funkciu a konvexné ohranicenia. Rozdiel medzi konvexnou
a nekonvexnou funkciou ukazuje obrazok 2.1. Funkciu nazyvame konvexnou
vtedy, ak sa spojnica medzi Iubovolnymi dvoma bodmi leziacimi na grafe
funkcie nachadza nad grafom, pripadne na nom. Priklad konvexnej a nekon-
vexnej mnoziny reprezentujucej ohranicenia je na obrazku 2.2. Ak si zvolime
dva rozdielne body A a B z mnoziny S, tak mnozina je konvexna vtedy, ked
spojnica tychto dvoch bodov celd lez{ vo vnitri mnoziny. [9]

V optimalizacii hraju dolezitt ilohu najma striktne konvexné funkcie,
pretoze maju iba jeden extrém. Ak je optimalizacny problém s konvexnou
ucelovou funkciou a ohraniceniami riesitelny, mame istotu, ze najdeme jeho
globalne optimum. Preto sa konvexné optimaliza¢né problémy zaraduji me-
dzi jednoduché.

Opakom konvexnych problémov st problémy nekonvexné. Tieto prob-
lémy maji nekonvexni ticelovi funkciu, nekonvexné ohranicenia, alebo kom-
binaciu oboch. Najdenie riesenia v takomto pripade je zlozité. Zvycajne treba
vynalozit viac ¢asu ako pri konvexnej optimalizacii, navySe neméame zaruku,
ze sme nasli globalne optimum a nie lokélne.

Linedrne programovanie (skratene LP) je podoblastou konvexného
programovania. V tomto pripade mame linearnu tcéelovi funkciu a ohra-
nicenia v tvare linedrnych rovnosti a nerovnosti. Kvadratické programova-
nie (skratene QP) riesi problémy, v ktorych vystupuje kvadratickd tcelova
funkcia a linedrne ohranicenia v tvare rovnosti a nerovnosti. Kvadraticky
problém tiez moze byt konvexny, ak tcelova funkcia spliia Specifické pozia-
davky. Nelinearne programovanie sa zaobera pripadmi, kedy ucelova funkcia
aj ohranic¢enia obsahuju nelinearne casti. V celoc¢iselnom programovani st
niektoré optimalizované premenné ohranicené takym sposobom, Ze mozu
nadobudat iba celociselné hodnoty. Takéto problémy st nekonvexné a vo

vSeobecnosti narocné na vyriesenie.



Konvexna funkcia

Globalne optimum

>
X

Nekonvexna funkcia

Lokalne optima

Globalne optimum

>
X

Obr. 2.1: Priklad konvexnej a nekonvexnej funkcie
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Konvexna Nekonvexna
mnozina mnozina

Obr. 2.2: Priklad konvexnej a nekonvexnej mnoziny

Ako bolo uvedené v predchédzajicej kapitole, Julia je rychly a vykonny
dynamicky programovaci jazyk, ktory velmi dobre pracuje s externymi kniz-
nicami a aplikuje niektoré pokrocilé techniky ako napr. paralelné vykona-
vanie prikazov, preto je vhodnou volbou na implementéciu optimalizac¢nych

Obr. 2.3: Logo skupiny JuliaOpt

nastrojov.

Za optimalizaciu v Julii je zodpovedna GitHub skupina JuliaOpt, ktora
zdruzuje vSetky baliky suvisiace s optimalizaciou. Jej cielom je ulah¢it spo-
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lupracu medzi jednotlivymi vyvojarmi a previazat povodne nezavislé baliky,
aby vznikol uceleny sibor nastrojov pre matematicki optimalizaciu. Tato
skupina bola predstavena na konferencii JuliaCon v roku 2015 a jej domov-
skd stranka je github.com/JuliaOpt. [10]

Na obrazku 2.4 mézeme vidiet najvyznamnejsie sucasti JuliaOpt. Hore
st ruzovou farbou vyznacené modelovacie jazyky. Pomocou nich vie uzivatel
jednoducho a intuitivne zadefinovat optimaliza¢ny problém v Julii.

e JuMP je algebraicky modelovaci jazyk urceny na linedrne, kvadratické
a nelinedrne programovanie. JuMP generuje modely rovnako rychlo
ako komerc¢né modelovacie néstroje a podporuje niektoré pokrocilé na-

stavenia solverov.

o Convez.jl je rovnako ako JuMP modelovaci jazyk, ale da sa pouzit iba

na problémy konvexného programovania.

JuMP Convex |l
MathProgBase |l
Che.jl Clp.jl CPLEX |l
ECOS,jl GLPKjl Gurobi.jl
NLopt |l SCS.jl Xpress.j|

Obr. 2.4: Optimalizacné baliky v Julii

Ak mame optimalizacny problém v standardnom tvare, je vyhodné
pouzit balik MathProgBase znazorneny zelenou farbou. Pomocou tohto ba-
lika vyriesime optimaliza¢ny problém zavolanim jednej funkcie, nie je po-
trebné ziadne modelovanie. Fialovou farbou st oznacené externé solvery,
ktoré mozno do Julie importovat.

Tabulky 2.1 a 2.2 udavajui, ktoré druhy optimalizac¢nych problémov st

podporované jednotlivymi modelovacimi jazykmi a solvermi.


github.com/JuliaOpt
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‘ JuMP ‘ Convex

Linedrne programovanie v v
Kvadratické programovanie v v
SOCP/SDP v v
NLCP v X
Nekonvexné programovanie v X
Celoc¢iselné programovanie v v
Licencia ‘ volna ‘ volna

Tabulka 2.1: Problémy podporované balikmi JuMP a Convex

Skratka LP oznacuje linedrne programovanie, QP kvadratické progra-
movanie. SOCP je taky druh problému, kedy mame linearnu tcelovi funkciu
a kvadratické ohranicenia, SDP je semidefinitné programovanie, NLCP st
nelinearne konvexné problémy, IP je celoc¢iselné programovanie a NCP ne-
konvexné programovanie.

Volna licencia znamena, ze balik sa da stiahnuf a pouzivat zadarmo.
Skratka kom. oznacuje komercéné solvery. Ak sa pri tejto skratke nachadza
¢islo 1, solver je komerény, ale pontuka volné akademické licencie.

Lubovolny z tychto balikov si uzivatel moze stiahnut cez spravcu bali-

kov sposobom opisanym v kapitole 1.

julia> Pkg.add ("JuMP")
julia> Pkg.add ("Clp")

Volne dostupné solvery budu stiahnuté a nainstalované automaticky.
Ak chceme pouzit externé komercéné solvery, je potrebné ich manualne stiah-
nuf este predtym ako ich za¢neme instalovat v Julii.

Pre pochopenie prediktivneho riadenia je potrebné si osvojit principy
linearneho a kvadratického programovania, preto tieto témy blizsie rozobe-

rieme v nasledujicej casti.
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Solver LP/QP SOCP NLCP NCP P Licencia
SDP

CDD v X X X X volna
Clp 4 X X X X volna
Chc v X X X v volna
GLPK v X X X v volna
CSDP v v X X X volna
ECOS v v X X X volna
SCS v v X X X volna
CPLEX v v X X v kom.!
Gurobi v v X X v kom.!
FICO v v X X v kom.!
Xpress

Mosek v v v X v kom.!
Parajito v v v X v volna
NLopt X X v v X volna
Ipopt 4 X v v X volna
Bonmin v X v v v volna
Couenne v X v v Ve volna
Art.elys 4 X v v v kom.
Knitro

SCIP v v v v v kom.*

Tabulka 2.2: Problémy podporované externymi solvermi

2.1 Linearne programovanie

Linedrne programovanie alebo linearna optimalizacia je metdda, akou vieme
dosiahnut najlepsi mozny vysledok (napr. maximalny zisk alebo minimalne
naklady) pouzitim matematického modelu, v ktorom vystupuju iba linedrne
vztahy.[11]

Presnejsie, linearne programovanie je oblastou optimalizacie, kde jed-

name vylucne s linedrnou tucelovou funkciou a linedrnymi ohrani¢eniami
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v tvare rovnosti a/alebo nerovnosti. Zlucitelnou oblastou, v ktorej bude lezat
riesenie problému je polytop (alebo polyhedron), ¢o je konvexnd mnozina,
ktora vznikne spojenim konec¢ného mnozstva polpriestorov. Kazdy polpries-
tor je uréeny jednou linedrnou nerovnostou. Ucelovéa funkcia je potom redlna
funkcia definovana na tomto polytope. Algoritmy urcené na linedrne progra-
movanie hladaji taky bod polytopu, kde funkcia ma najmensiu (najvacsiu)
hodnotu.

Standardny tvar linearneho programu je nizsie:

min ¢z (2.2a)
st. Az <b (2.2b)
Aeq® = beq (2.2¢)

kde = € R" reprezentuje vektor optimalizovanych premennych, ¢ € R" je
vektor obsahujtci koeficienty tcelovej funkcie, A € R™*" je matica lavych
stran ohranic¢eni v tvare nerovnosti, b € R™ je vektor pravych stran ohrani-
¢eni v tvare nerovnosti, A, € RP*™ je matica lavych stran ohraniceni v tvare
rovnosti a beq € R? je vektor pravych stran ohraniceni v tvare rovnosti. m
je pocet ohraniceni v tvare nerovnosti a p v tvare rovnosti.

Vyhoda takéhoto tvaru spociva v tom, ze ho podporuje takmer kazdy
solver urceny na linedrne programovanie.

Linearne programovanie je velmi znamym konceptom, ktory sa vyuziva
v roznych oblastiach. Je ¢asto pouzivany vo finan¢nictve a ekonomike a ma
svoje uplatnenie aj v priemysle. Oblasti priemyslu, ktoré vyuzivaju linedrne
modely st napr. preprava, energetika, telekomunikacie alebo vyroba.

V Julii existuje niekolko spdsobov, ako vyriesit linedrny optimalizacny
problém. Mozeme ho najskor namodelovat v jeho prirodzenom tvare pomo-
cou JuMP alebo Convex a potom ho vyriesit, alebo ho moézeme skonvertovat
do standardného tvaru a pouzit funkciu linprog balika MathProgBase.

Optimalizacny balik MathProgBase obsahuje jednoduché, ale vykonné
funkcie pre linearne, kvadratické a celocCiselné programovanie. Aby sa dal
tento balik pouzit, je nevyhnutné nainstalovat externy solver, ktory bude
podporovat vyssie uvedené druhy programovania.
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2.1.1 linprog

Funkcia linprog uvazuje linedrny program v tvare:[12]

min c'x (2.3a)
s.t. alx sense; b; Vi (2.3b)
[ <zx<u (2.3¢)

pricom ma nasledujicu syntax:

linprog(c, A, sense, b, 1, u, solver)

kde

c je vektor reprezentujuici ucelova funkciu problému vzdy v tvare mi-

nimalizacie
e A je matica ohraniceni, jej riadky su vektory a]
e b je vektor ohraniceni
» sense je vektor obsahujuci znaky <,> a =
e 1 je vektor dolnych hranic optimalizovanych premennych
e u je vektor hornych hranic optimalizovanych premennych
e solver je premennd Specifikujica solver

Argumenty b, sense, 1 a u akceptuju skalar. V pripade, ze su tieto
premenné skalarne, aj ked problém na ich mieste vyzaduje vektory, hodnoty
st replikované, aby vsSetky rozmery vzajomne korespondovali. Ak nemame
dolné a horné ohranicenia na optimalizované premenné, vlozime hodnoty
—-Inf a Inf.

linprog ma aj svoju skratenu verziu:

linprog(c, A, sense, b, solver) =
linprog(c, A, sense, b, 0, Inf, solver)

Funkcia 1inprog vracia instanciu nasledovného typu:




2.1 Linearne programovanie 24

type LinprogSolution
status
objval
sol
attrs

end

kde status je premennd, ktora nas informuje o tom, ¢i problém bol tspesne

vyrieseny alebo nie a nadobuda tieto hodnoty:

e : Optimal
e : Infeasible
o : Unbounded
e : UserLimit
e : Error
Ak bolo najdené optimélne riesenie, naplnia sa ostatné polia:
e objval: optimalna hodnota ucelovej funkcie
e sol: optimalne riesenie problému

o attrs: dalsie relevantné atributy ako st napr. optimalne hodnoty Lag-

rangeovych nasobicov

Priklad:

10

using MathProgBase, Clp

sol = linprog([-1,0],[2 1], , 1.5, ClpSolver())

if sol.status == :0Optimal
println ("Optimal objective value is $(sol.objval)")
println("Optimal solution vector is:

[$(sol.sol[1l]), S$(sol.sol[21)1M)

else
println("Error: solution status $(sol.status)")

end
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2.2 Kvadratické programovanie

V oblasti optimalizacie a matematiky je kvadratické programovanie velmi
znamy a Studovany koncept. Kvadratické programovanie je Specidlny typ
optimalizacného problému, kedy minimalizujeme kvadraticki tucelovia fun-
kciu vzhladom na linedrne obmedzenia optimalizovanych premennych. Ob-
medzenia mozu byt v tvare rovnosti a nerovnosti. [13]

Vo vseobecnosti mozeme kvadraticky optimalizacny problém zadefino-

vat nasledovne:

1
min ixTPx +q'r+r (2.4a)
st. Az <b (2.4b)
Aeqx = beq (240)

x € R" je vektor optimalizovanych premennych, P € R"*" je Stvorcova ma-
tica obsahujica koeficienty kvadratickych c¢lenov ucelovej funkcie, ¢ € R”
je vektor obsahujici koeficienty linearnych c¢lenov, r € R je skalar. Matica
A € R™*™ reprezentuje lavi stranu ohranic¢eni v tvare nerovnosti, b € R™ je
vektor pravych stran ohraniCeni v tvare nerovnosti, ,A., reprezentuje lava
stranu ohraniceni v tvare rovnosti, b, pravi stranu ohraniceni v tvare rov-
nosti, kde m je pocet ohraniceni v tvare nerovnosti a p pocet ohranic¢eni
v tvare rovnosti.

V praxi st problémy prediktivneho riadenia casto zadefinované vo
forme kvadratického programovania. Vyzaduje sa, aby takéto problémy mali
jedinecné riesenie — jedno globédlne optimum. Dovodom je, Ze optimalizu-
jeme akény zasah a preto nemdzeme dostat viac ako jedno rieSenie. Aby
problém spliial tito poziadavku, matica P mus{ byt pozitivne definitni. Ak
plati P > 0, problém spada do oblasti konvexnej optimalizacie a my vzdy
ndjdeme jeho globélne optimum. [14]

Ak kvadraticky problém obsahuje len ohranicenia v tvare rovnosti, je
velmi jednoduché ho vyriesit. Ak obsahuje tiez nerovnosti, medzi najcastejsie
pouzivané algoritmy patria metdda vnitorného bodu a aktivneho setu. [15]
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2.2.1 quadprog

Funkcia quadprog vie vyriesit kvadraticky problém v tvare:[16]

1
min §xTQx +cTx (2.5a)
s.t. ajx sense; b, Vi (2.5b)
[ <zx<u (2.5¢)

pricom ma nasledujicu syntax:

quadprog(c, Q, A, sense, b, 1, u, solver)

kde

» c je vektor reprezentujuici ucelova funkciu problému vzdy v tvare mi-

nimalizacie
e Q je hessian
A je matica ohraniceni, jej riadky su vektory a]
e b je vektor ohraniceni
» sense je vektor obsahujuci znaky <,> a =
e 1 je vektor dolnych hranic optimalizovanych premennych
e u je vektor hornych hranic optimalizovanych premennych
« solver je premennd Specifikujica solver

quadprog sa riadi rovnakymi pravidlami ako linprog. Argumenty b,
sense, 1 a u mozu byt skalar. V pripade, ze rozmery nesedia, skalare si
transformované na vektory. Ak nemame dolné a horné ohranicenia na opti-
malizované premenné, znovu pouzivame hodnoty -Inf a Inf.

Funkcia quadprog vracia instanciu nasledovného typu:

type QuadprogSolution
status
objval
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sol
attrs

end
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pricom polia nadobtdaji rovnaké hodnoty ako pri funkcii linprog.

Priklad:

1 using MathProgBase, Ipopt

3 sol = quadprog([0., 0., 0.],[2. 1. O0.; 1. 2. 1.; 0. 1. 2

-1,

4 [1. 2. 3.; 1. 1. 0.1, , 4., 1.1,-Inf,Inf, IpoptSolver())
5 1f sol.status == :0Optimal

6 println ("Optimal objective value is $(sol.objval)")

7 println("Optimal solution vector is: [$(sol.sol[1l]),

8 S(sol.sol[2]), $(sol.sol[3])1™M)

9 else

10 println("Error: solution status $(sol.status)")

11 end




Kapitola 3

Prediktivne riadenie

Prediktivne riadenie alebo skratene MPC (z anglického jazyka Model Pre-
dictive Control) je pokrocild metéda procesného riadenia, ktord sa zacala
pouzivat v priemysle v 80. rokoch 20. storocia. Vyuzivali ju najma v chemic-
kom priemysle a energetike. Prediktivne riadenie stavia na znalosti dynamic-
kého modelu procesu, najcastejsie je to linearny empiricky model ziskany na
zéklade identifikdcie redlneho systému. [17] Typickou ¢rtou MPC je, Ze na
zaklade optimalizacie dokéze predpovedat budice situacie a podla tychto
predpovedi vhodne jednat. Vdaka tomu st prediktivne regulatory nadra-
dené PID a LQR regulatorom, ktoré tito vlastnost nemaju.[18]

Minulost Buducnost
AT

/./*7 —e— Referencia
—e— Predikovany vystup

Merany vystup
Predikovany akény zasah
—— Minuly akény zasah

I Predikény horizont

Periéda vzorkovania

Obr. 3.1: Prediktivne riadenie
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MIMO systémy Ohranicenia Optimalizacia vykonu

PID nie nie nie
LQR ano ano nie
MPC 4no 4no 4no

Tabulka 3.1: Porovnanie PID, LQR a MPC regulatorov

Ako bolo uvedené vyssie, prediktivne riadenie je druh optimalneho
riadenia. Stratégia takéhoto riadenia spociva v tom, ze predikujeme budici
vyvoj stavovych, pripadne vystupnych veli¢in na zvolenom horizonte na za-
klade modelu systému a pomocou optimalizacie zistujeme, aké akéné zasahy
treba aplikovat na systém, aby sme dosiahli ziadant kvalitu riadenia. [14]

Kedze prediktivne riadenie vyuziva optimalizaciu, ¢o je vlastne hlada-
nie najlepsicho mozného rieSenia problému, vieme nim zabezpecit také ciele
ako st napr. minimalna spotreba energie alebo maximalny zisk. Narozdiel
od PID regulatora si MPC regulator poradi so systémami s velkymi do-
pravnymi oneskoreniami a systémami vyssich radov s viacerymi vstupmi a
vystupmi. M6zeme tiez brat do tvahy fyzikdlne ohranicenia systémov alebo
iné Specifikacie tykajuce sa riadenia. Toto je mozné vdaka tomu, ze jadrom
prediktivneho riadenia je optimalizacny problém, ktory vieme naformulovat
tak, aby zahfnal vsetky nase poziadavky.

MPC problémy st casto definované vo forme kvadratického programo-
vania. To znamend, Ze zvycajne optimalizujeme také problémy, ktoré maju
kvadraticka ucelova funkciu a linedrne ohranicenia v tvare rovnosti a ne-
rovnosti. Postup pri prediktivnom riadeni je nasledovny. V kazdej peridéde
vzorkovania rieSime optimalizacny problém s aktualizovanymi meraniami
stavov, ¢im ziskame optiméalnu sekvenciu akénych zasahov do systému. Na-
sledne z tejto sekvencie vyberieme iba prvy akény zasah a ten aplikujeme
na systém. Tato technika sa nazyva metdéda posuvného casového horizontu.
Predikény horizont zostava konstantny pocas celého trvania riadenia. Dévod,
preco aplikujeme len prvy akény zasah namiesto celej sekvencie je ten, ze
predikcia vo vacsine pripadov nerata s poruchami, ktoré mozu ovplyvnovat
systém.

Aby sme to zhrnuli, pri ndvrhu prediktivneho regulatora je potrebné
prejst tymito krokmi:
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1. Odvodenie matematického modelu procesu
2. Formulécia optimalizacného problému
3. Odmeranie stavovych veli¢in procesu v case t

4. RieSenie optimalizacného problému, ktorého vysledkom je sekvencia
optimalnych akénych zasahov na horizonte N

5. Aplikovanie prvého elementu sekvencie na proces

6. Opakovanie od bodu 3

3.1 Formulacia optimalizacného problému

Nasledujuca cast sa bude zaoberat problematikou formulacie optimalizacné-
ho problému. Aby vysledné riadenie systému spliialo nase o¢akévania, treba
optimaliza¢ny problém na zaciatku spravne zostrojit. V praxi sa stretdvame
s tym, ze kazdy systém ma svoje Specifické vlastnosti, ktorym sa musime pris-
posobit. Rézne systémy vyzaduju rozne pristupy pri riadeni, ¢o znamena, ze
bude existovat velké mnozstvo formulacii. Menit sa m6ze druh modelu, ohra-
nicenia a dalSie iné parametre. V tejto praci sa zameriame na dve zdkladné

formulédcie — problém regulacie a problém sledovania.

3.1.1 Problém regulacie

Problém regulacie je jednou zo zakladnych formulacii v prediktivnom riadeni.
Riesenim tohto problému ziskame MPC regulator, ktory tlaci systém do jeho
podiatku, t.j. do nulového stavu. [14]

Uvazujme, ze dynamiku systému opisuje linedrny stavovy model v dis-

krétnom case. M4 nasledovny tvar:

Stavové veliciny x € R™ a vstupné veli¢iny v € R™ systému st ohra-

nicené:

T € X, u, €U (32)
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Uvedeny model je dany dvoma maticami, systémovou maticou A €
R™>*™ 3 maticou vstupov B € R™*™ kde n, oznacuje pocet stavov a n,
pocet vstupov.

Dalej uvazujme kvadraticki tcelovi funkeiu:

N-1 N-1
min Y 2] Qxxr + > ulQuuy (3.3)
k=0 k=0

V prvom clene ucelovej funkcie penalizujeme vzdialenost (odchylku)
predikovanych stavov od nuly a v druhom vzdialenost predikovanych vstupov
od nuly na zvolenom predikénom horizonte N. @), € R™*™ a (), € R™*™
nazyvame vahové matice, pretoze urcuji, ktory c¢len tucelovej funkcie ma
vyssiu a ktory nizsiu prioritu. Na matice @y a @, je kladena poziadavka,
aby boli pozitivne definitné.

Ked spojime dohromady model systému, ohrani¢enia a tcelova fun-

kciu, naformulujeme optimalizacny problém:

N-1 N-1

min Y 2fQxzp + Y ulQuuk (3.4a)
k=0 k=0

st. xpi1 = Az + Buy (3.4b)
xo = x(t) (3.4c)
up €U (3.46)
k=1,...,N—1 (3.4f)

Aby sme mohli vypocitat optimalne akéné zasahy, predikény model
musi byt inicializovany meranim stavovych velic¢in.
Vo vseobecnosti uvazujeme, ze ohranicenia v takomto probléme su li-

nearne nerovnosti tvoriace polyhedron:

X = {z € R™|Myx < my}, (3.5a)
U={u € R"|Mu<m,} (3.5b)

kde M, € Ri=>mx m € R M, € RP*™ i, € RM. hy a h, oznacuje pocet
polpriestorov, ktoré definuju polyhedron.

V praxi je vSak bezné, ze stavové a vstupné veli¢iny st ohranicené zdola
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minimalnou hodnotou a zhora maximalnou nasledovne:

Lmin S T S Lmax s (36&)

Umin S Ug S Umax (36b)

Ked nahradime vseobecné ohranic¢enia za tieto, dostavame problém

v tvare:

N-1 N-1

min Y 2fQxrp + Y ulQuuk (3.7a)
k=0 k=0

s.t. L1 = AZEk + Buk (37b)
zo = x(t) (3.7¢)
Tmin < Tk < Tmax (3.7d)
Umin S Uk S Umax (376)
k=1,...,N—1 (3.7f)

3.1.2 Problém sledovania

V priemysle sa casto vyzaduje, aby vystupna veli¢ina sledovala nejakt ne-
nulovt referenciu, najlepsie bez trvalej regulac¢nej odchylky. Ked chceme na-
vrhnit prediktivne riadenie pre takyto pripad, musime v predchadzajicej
formulacii vykonat niekolko modifikacii.

Znovu budeme uvazovat linearny stavovy model v diskrétnom case.

Problém sledovania vsak musi okrem stavovej rovnice obsahovat aj vystupnu:

Tpi1 = Axy + Buy (3.8a)
Yr = Cayp + Duy (3.8b)

Tento upraveny model definuji 4 matice — matica A € R™*"= kde
ny je pocet stavov systému, matica B € R™*"™ kde n, je pocet vstupov
do systému, matica C' € R™*" kde ny je pocet vystupov zo systému a
matica D € R™*™ . Premennd x € R"™ reprezentuje stavy, u € R™ vstupy
a y € R™ vystupy.

Uéelovtt funkeiu zmenime tiez:

N-1 N-1

min Y (yr —1)TQy(yr — 1) + D AufQuAuy (3.9)

k=0 k=0
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V nasledovnej formulacii ucelovej funkcie penalizujeme regula¢ni od-
chylku y, — r. Aby vystup presne sledoval referenciu, tato odchylka musi
byt nulova. Dalej penalizujeme inkrementy akénych zasahov oznacované ako
Au. Au je definované ako rozdiel medzi aktualnou hodnotou akéného zasahu
a hodnotou akéného zasahu v minulej periéde vzorkovania, ¢o sa da zapisat
ako Aup = up — ugp_1. Ak je vystup na referencii, systém je v ustalenom
stave a preto sa akény zasah nemeni. To znamend, zZe jeho hodnota je rov-
naka v kazdej peridde a teda rozdiel dvoch za sebou nasledujtcich akénych
zasahov Au je nulovy. @y € R™*™ a @), € R™*™ s vdhové matice. Znovu
plati poziadavka, Ze matice )y a @), musia byt pozitivne definitné.

Ked spojime model, icelovi funkciu a navyse priddme vseobecné ohra-

nicenia na optimalizované premenné, vznikne takyto optimaliza¢ny problém.

min Nz: ur — 1) Qy(yx — 1) szl AulQuAuy, (3.10a)
k=0

s.t. xpr1 = Az + Buy (3.10b)
= Czy + Duy, (3.10c)

Auy = up — Up_q (3.10d)

xo = z(t) (3.10e)

u_y =u(t—1) (3.10f)

up, €U (3.10g)
YT €Y (3.10h)

Auy € AU (3.101)
k=1,...,N—1 (3.10)

Pri tejto formulacii potrebujeme pristup k akénému zasahu z predoslej
periédy, preto na zaciatku musime inicializovat akény zasah u_.
To, ze vystup nezanechava trvali regula¢ni odchylku sposobuje ¢len

Au. Tento Clen vystupuje ako diskrétny integrator.
Up = Up—1 + Auy, < Uk+1 = U + Aukﬂ (3.11)

Je potrebné si uvedomit, ze formulacia, ktort sme uviedli nebude od-
stranovat trvali regulacni odchylku, ak budeme chciet riadit nelinearny
MIMO systém. Regulacna odchylka je odstranena iba vtedy, ked sa model

presne zhoduje s redlnym systémom.
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Ak vSeobecné ohranicenia v predoslom probléme nahradime za kon-
krétne, dostaneme konec¢ny tvar problému:

min NE: (Yo — 7)TQy(yx — 1) + szl AufQuAuy (3.12a)
k=0

s.t.  xpy1 = Az + Buy, (3.12b)
= Cxy + Duy, (3.12¢)

Aup, = up — Up—q (3.12d)

xo = x(t) (3.12¢)

u_g =u(t—1) (3.12f)

Unin < Up < Unax (3.12g)
Atpin < Auy, < Aoy (3.12h)

Ymin < Yk < Ymax (3.12i)
k=1,...,N—1 (3.12))

3.2 Formulacia kvadratického programu

V predchadzajicej casti sme naformulovali dva optimaliza¢né problémy —
problém regulacie a problém sledovania. V oboch tychto problémoch vystu-
puje kvadratickd tucelova funkcia a linearne ohranic¢enia v tvare rovnosti aj
nerovnosti. To znamena, ze aby sme ziskali optimalne akéné zasahy, potrebu-
jeme pouzit solver vhodny na kvadratické programovanie. VSetky dostupné
kvadratické solvery vsak pozaduji problém naformulovany v Standardnom
tvare, preto dalsim krokom musi byt reformulécia pévodnych problémov do
tohto tvaru.

Existuju dva sposoby, ako vykonat tuto transforméaciu. Jedna metoda
sa nazyva husta a druha riedka formulacia. Hlavnym rozdielom medzi ty-
mito dvoma formulaciami je vysledna struktira matic kvadratického prog-
ramu. Presnejsie, husta formulécia vedie k nizsiemu poc¢tu optimalizovanych
premennych v porovnani s riedkou, ale na druhej strane dostavame matice
s horsou strukturou, ¢o méze viest k zvyseniu vypoctovej naro¢nosti. Naroc-
nost riesenia problému sivisi najma s volbou predikéného horizontu. Husta
formulécia je preferovana vtedy, ked mame kratsi predikény horizont a riedka

naopak vtedy, ked je predikény horizont dlhsi. [19]
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Nasim tcelom lepsie vyhovuje husta formulécia, preto ju blizsie opi-

Sseme v nasledujucej casti.

3.2.1 Problém regulacie

V tejto Casti je nasSim cielom upravit problém regulacie tak, aby sa dal pre-
pisat do standardného tvaru kvadratického programovania. [14]
Uvazujme optimaliza¢ny problém v tvare:

N-1 N-1

min Y 2]Qxzp + Y ulQuuk (3.13a)
k=0 k=0

s.t. @y = Axy + Buy, (3.13b)
zo = x(t) (3.13c)
Umin S Uk S Umax (313d)
Tmin S Tk S Lmax (3138)
k=1,..,N-1 (3.13f)

V prvom kroku zadefinujeme nové premenné U a X nasledovne:

Uo To
U1 T
U=|u |, X=| (3.14)
| UN—1 ] | TN—1]

Dalej upravime model systému. Kazdy stav v nasledujticej periéde vy-

jadrime pomocou stavu a vstupu v aktualnej peridde.

11 = Azg + Bug (3.15)
Ty = Axy + Buy

= A(Azo + Bug) + Buy

= Az + ABug + Bu, (3.16)
r3 = Axy + Bus

= A(A?xg + ABug + Buy) + Buy

= A%z + A’Bug + ABu, + Buy (3.17)
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Ked prvii rovnicu dosadime do druhej, druhii do tretej atd, zistime, ze,
stav v lubovolnej peridde vzorkovania vieme zapisat pomocou pociatocnej
podmienky a vstupnych veli¢in.

Povodny model preto prepiseme do tvaru:

X = Azg + BU (3.18)
kde
1] [0 0 0 0 0]
A B 0 0 0 0
i A? B AB 0 0 0
=l |P=l a2 aB B0 of 19
AN AN=2B AN“3B ... A’B AB B|
Pomocou novych premennych (3.14) preformulujeme tcelovi funkeiu:
min  XTQ,X + UTQ.U (3.20)
kde
Q« 0 0 0 Q. 0 0 0
- 0 Qx 0 O - 0 Q. 0 O
QX = 7Qu = 3.21
o 0 . 0 O 0 . 0 ( )
0 0 0 @ 0 0 0 Qu

Do ucelovej funkcie substituujeme vyraz (3.18), ¢im z problému od-
stranime ohranicenia v tvare rovnosti. Toto je velmi uzitocny krok, pretoze

nie kazdy kvadraticky solver takéto ohranic¢enia podporuje.
XTQX + U™ QU
= (Azo 4+ BU) Qx(Azo + BU) + UTQ,U
= 2] ATQy Az + 225 ATQBU + UTBTQ,BU + UTQ,U
= UTN(BTQyB + Qu)U + 25} ATQ BU + 2§ ATQ Axg

Po tprave tucelovej funkcie vieme zadefinovat maticu P, vektor ¢ a

(3.22)

skalar r.
P =2(B"Q.B + Q.), (3.23)
q =227 ATQB, (3.24)
r = af ATQ Az (3.25)
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P6vodné ohranicenia najskor rozdelime:

Tmin < Tk < Tmax (3.26a)
Umin < Uk < Umax (3.26Db)
U < Unax (3.27a)
—U < —Unin (3.27b)
X < Xmax (3.27¢)
—X < —Xumin (3.27d)

Potom dosadime rovnicu (3.18) a nésledne ich upravime tak, aby ¢leny

obsahujice premenné vystupovali vlavo a konstanty vpravo.

U < Upax (3.28a)

~U < —Upnin (3.28D)

Azg + BU < Xpax (3.28¢)
—Azo + BU < —Xin (3.28d)
U < Upax (3.292)
~U < —Upin (3.29b)
BU < Xpax — Axg (3.29¢)
—BU < — X + Axg (3.29d)

V zavere vytvorime matice A a b.

I Urnax
_— —U..;
A=| - |,b= s 3.30
B ’ Xmax - AmO ( )
_B _Xmin + Ax()

3.2.2 Problém sledovania

Pri probléme sledovania budeme postupovat podobne ako pri probléme re-
gulacie.
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Najskor preformulujeme tcelovia funkciu:

N-1 N-1
min Z (g —7)"Qy(yx — 1) + Z Auf Q. Auy
k=0 k=0 (3.31)

=min (Y - R)TQ,(Y — R) + AUTQ,AU

pricom zadefinujeme:

Yo To Aug
Y1 1 Auy
Y=| v |,R=| 2 |AU =| Auy (3.32)
|YN-1] |"N-1] | Auy 1]
Qy 0 0 O Qu 0 0 O
- 0 @ 0 0 - 0 Qu 0 0
Qy = T ,Qu = _ (3.33)
o o0 . 0 o 0 . 0
0 0 0 Qy 0 0 0 Qu
Nasim cielom je vytvorif problém s jedinou optimalizovanou premen-
nou U,
g ]
Uy
U =] u (3.34)
[UN—1]

preto si z ohraniceni vyjadrime predikciu vystupov Y a diferenciu akénych
zasahov AU ako funkciu U a tieto vztahy substituujeme do ticelovej funkcie.
Vyraz pre Y ziskame zo stavového modelu nasledovnymi matematic-

kymi upravami:

1 = Az + Bug (3.35a)
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Tog = AQTl + Bu1

= A(Al’o —|— BUO> —|— Bu1
= Azflfo + ABUO + BU1

y1 = Cxy + Duy

= O(AZL’O + B’LLO) —|— DU1
= CAIO + CBUO + D'LL1

Yo = C.’EQ + DUQ
= C(Azflfo + ABUO -+ Bul) -+ DUQ

= CAZJZO + CAB’LLO + CBUl + D’LLQ
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(3.36a)

(3.36b)

(3.37)

7 rovnic si mozeme vsimnuf, ze Iubovolny vystup je zavisly iba od

pociatocného stavu xy a vstupov. Preto mézeme pdévodny stavovy model

prepisat do tvaru:

kde
_ o _ _
CA

~ C A? -

“=1cw |'P=
CA'N—I

Na zéklade definicie Au mézeme vektor AU zapisat ako:

AU

AUO
Au1
AUQ

[Aun_1]

Ug — U1
Uy — Ug
Uz — U1

| UN—1 — UN-2|

D 0 0 0 0 0
CB D 0 0 0 0
CAB CB D 0 0 O
CA%B CAB CB D 0 0
CAN—2B CAN*B CAB CB D,

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Podobne ako pri vyjadrovani Y, aj tu zistujeme, ze AU je zavislé od
pociatocnej podmienky pre akény zasah a vstupov:

AU =AU + \u_, (3.41)
kde
I,, 0 0 0 0] [—1I,,.]
L, L, 0 0 0 0

A=| 0 —I, L, 0 0| x=]|0 (3.42)

0 0 0 —I, I, 0

Potom, ako sme zadefinovali vsetky matice a vektory, spravime substi-
ticiu do ucelovej funkcie:
(Y = RTG,(Y - R)
= (Cxo+ DU — R)TQ,(Cxo + DU — R)
— 21CT0,Co + 21CTO, DU — IO, R
+UTD'Q,Cxo + UTDTQ,DU — UTDTQ,R (3.43)
~ R'Q,Cxy — R'Q,DU + RTQ R
=UTD'Q,DU + (225C"Q,D — 2RTQ, D)U
+ (25CTQyCag — 2]CTQyR — RTQ,Crxo + RTQyR)

AUTQAU = (AU 4+ Mu_1)TQu(AU + Iu_,)
= UTATQuAU + UTATQMu_y + ul NTQAU + uX N Quu_q
= UTATQuAU + 20T NQuAU + uZ ATQu u_y
(3.44)
Sériou vsetkych uvedenych krokov sme eliminovali ohranicenia v tvare

rovnosti. Ak zdruzime vsetky kvadratické vyrazy do jedného, vieme definovat

maticu P kvadratického optimalizacného problému.
P=D'QyD + ATQ,A (3.45)

Rovnako mézeme spojit aj linedrne a skaldrne vyrazy, ¢im dostaneme

vztahy pre q a r.
q = (225CTQyD — 2RTQ, D + 2u” A\TQ,A)T (3.46)
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r=a]CTQyCay — 2]CTQyR — RTQyCxo + RTQR + u” ATQuu_;
(3.47)

Poslednym krokom je prepisat povodné ohranicenia na vstupy a vy-
stupy do maticovej podoby. Tieto ohranic¢enia:

Ymin <Yk < Ymax (3.48a)
Umin SUE < Umax (3.48Db)
Atpin AU < Atpay (3.48¢)
mozeme prepisat ako:
Y < Yinax (3.49a)
—Y < —Yuin (3.49Db)
U < Unax (3.49c¢)
—U < —Unin (3.49d)
AU < AUpax (3.49¢)
—AU < —AUpin (3.49f)

Rovnako ako predtym, aj sem substituujeme vyrazy pre Y a AU, aby

sme pracovali iba s jednou optimalizovanou premennou U.

Cxo+ DU < Yy (3.50a)
—(Czo + DU) < —Yain (3.50b)
U < Upax (3.50¢)

—U < —Upin (3.50d)

AU + My < AUpax (3.50e)
—(AU + Mu_y) € —AUpin (3.50f)

Vyrazy obsahujice U nechame na lavej strane a vsetky ostatné presu-
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nieme na pravu stranu, aby sme vedeli zadefinovat matice A a b.

U < Unax (3.51a)
—U < —Usin (3.51b)
DU < Yiax — Cxg (3.51c)

—DU < —Yyin + Cig (3.51d)
AU < AUpay — My (3.51e)
~AU < —AUpin + My (3.51f)
[ I, | [ Umax ]
—Inn, —Unnin
D Yiax — Cx
A=| 5|b= v O;’O (3.52)
A AUpax — ANu_1
| —A ] | —AUpin + AMu_q

Tymito apravami sme ziskali Standardny tvar kvadratického programu,

ktory mozeme riesit pomocou vybraného solveru.



Kapitola 4

Explicitné prediktivne riadenie

V dnesnej dobe priemysel coraz viac siaha po prediktivnom riadeni. Cie-
fom kazdého vyrobného podniku je vyprodukovat ¢o najvyssi zisk pri ¢o
najnizsich nakladoch a zostat tak konkurencieschopny. Pri tejto snahe sa
treba vysporiadat s mnohymi vyzvami, napr. ako ¢o najefektivnejsie vyuzit
vyrobnu kapacitu alebo obmedzené zdroje podniku. Prediktivne riadenie vie
na takéto otdzky odpovedat, pretoze jeho jadro tvori optimalizacia. [20]

Je zrejmé, ze MPC ma svoje nepopieratelné klady, avsak spaja sa s nim
aj niekolko nevyhod. Hlavnou nevyhodou klasického prediktivneho riade-
nia predstaveného v predoslej casti je vypoctova narocnost. V tradicnom
pristupe, nazyvame ho aj implicitné prediktivne riadenie, najskor prefor-
mulujeme povodny optimaliza¢ny problém na kvadraticky program a potom
ziskavame optimélne akéné zasahy online, rieSenim kvadratického programo-
vania v kazdej peridde vzorkovania, vzdy pre nové pociatoéné podmienky;,
¢o su zvycajne aktualizované merania stavov, s pouzitim numerickych opti-
malizacnych metod. V skratke to znamena, ze potrebujeme solver, ktory
bude pracovat v readlnom case a neustale dodavat nové sekvencie optimal-
nych akénych zasahov. Pri tomto pristupe je na softvér aj hardvér kladena
obrovska zataz, pretoze solver musi vSetky operacie stihnit za dobu jednej
periody vzorkovania. Ak solver nestihne problém vyriesit, v najlepsom pri-
pade sa zhorsi kvalita riadenia, ale v najhorsom moze dojst k vaznej chybe
celej prevadzky. Napriek tomu, ze optimalizacné algoritmy sa stale zlepsuju,
implementovat prediktivne riadenie je aj dnes pomerne naroc¢né. Mnohé pod-
niky sa rozhodnu, Ze ani za cenu zlepsenia vykonu sa im neoplati investovat

do nového a drahého vybavenia. [19]
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Kvoli spomenutej nevyhode klasického pristupu sa nedavno prislo so
stratégiou, ktora sa nazyva explicitné prediktivne riadenie. Pri tejto metdde
sa odbura vypoctova naroc¢nost tym, ze cely proces optimalizécie prebehne
offline, iba raz a na akomkolvek zariadeni. Explicitné prediktivne riadenie je
zalozené na multiparametrickom programovani, kedy riesime optimalizacny
problém pre vsetky zlucitelné pociatoéné podmienky. Riesenim multipara-
metrického programovania je explicitnd funkcia meniacich sa parametrov
systému, najcastejsie stavov.

Ked sa rozhodneme pre explicitné MPC, vyhneme sa opakovanej opti-
malizacii. Optimalne akéné zasahy budeme ziskavat pomocou predpocitanej
funkcie vzdy po novom odmerani parametrov. Vypoctové zafazenie je tu
znacne redukované, pretoze ziskavanie sekvencie akénych zasahov je séria
jednoduchych vyhodnoteni funkcie. Takato predpocitana explicitnd funkcia
pre velki triedu optimaliza¢nych problémov nadobuda tvar PWA (po cas-
tiach afinnej) funkcie. Je dobré poznamenat, ze oba pristupy vedd k rovna-
kému vysledku.

Defini¢ny obor PWA funkcie je rozdeleny do kone¢ného poc¢tu regiénov,
ktoré sa nazyvaju aj kritické. Tieto regiony prislichaji afinnym funkciam,
ktoré urcuju, aka hodnotu bude mat akény zasah pri danych meraniach
stavov.

Podobne ako implicitné prediktivne riadenie, aj explicitné mé svoje
vyhody a nevyhody.

Vyhody

o Explicitny regulator je vysledkom jednorazovej offline optimalizacie.
Online implementécia je redukovana na jednoduché vyhodnocovanie
funkcie.

o Explicitné reguldtory mozeme implementovat aj na jednoduchom a
cenovo dostupnom hardvéri ako je napr. PLC

e Vypoctova naroc¢nost online fazy nie je velka, takze explicitné MPC je
vhodné aj pre systémy s malou periddou vzorkovania.
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Nevyhody

o Na uchovanie vSetkych regiénov je potrebné velké mnozstvo pamate,
¢o sa ukazuje ako problém hlavne pri snahe implementovat explicitné
MPC na jednoduchsi hardvér.

« Dalsia limitécia explicitného prediktivneho riadenia je, Ze paramet-
rické riesenie plati iba pre konkrétny problém, pre jednu volbu ma-
tic kvadratického programu. Ak sa zmenia parametre problému alebo

ohranicenia, rovnaké parametrické rieSenie sa uz neda pouzit. [14]

o Implementéacia explicitného MPC stale moze byt draha pre velké opti-
malizacné problémy. Narocnost vypoctu multiparametrického problé-
mu rychlo rastie s velkostou problému. Zlozitost sa odvija od pred-
ikéného horizontu, ¢o vo svojej podstate je pocet optimalizovanych

premennych a ohraniceni.

4.1 Multiparametrické programovanie

Explicitné prediktivne riadenie je zalozené na multiparametrickom progra-
movani. Vyznacuje sa tym, ze optimalne riesenie ziskavame pre cely rozsah
hodn6t parametrov (zlucitelnych pociatoénych podmienok). Cielom je ziskat
explicitni funkciu, na zaklade ktorej budeme vediet vypocitat akéné zasahy.
[19]

Budeme uvazovat nasledovny problém:

min J(z, 6) (4.1a)
st. Gz<Ef+w (4.1b)

kde z € R™ je vektor optimalizovanych premennych a # € R™ je vektor
parametrov. Ohranic¢enia st reprezentované maticami G € R"*" E € R"*"¢
a w € R", kde n je pocet ohraniceni.

Riesenie multiparametrického programovania sa skladé z:

o zdkona riadenia, ktory mozeme nazvat tiez optimélnym rieSenim, t.j.
p*(6) = argmin J(z,60) s.t. Gz < Ef 4+ w, vo forme polytopickej PWA
funkcie.
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« Utelovej funkcie J*(6)

» Polytopickej particie zlozZenej z polytopov nazyvanych regiony, ktora
udava oblast vsetkych zlucitelnych hodnot parametrov 6.

Q={0ecX|3z: Gz < E0+w} (4.2)

Na tejto oblasti st definované funkcie p*(0) a J*(0)

4.2 Multiparametrické kvadratické progra-

movanie

Namiesto vSeobecného problému budeme uvazovat problém kvadratického

programovania v nasledovnom tvare:

1
min  SUTHU + (g0 + fu)TU +0Y0 + o+ f (4.3a)
st. Gz<Ef+w (4.3b)

kde U € R, 6 € R H € R"W*™ g c R"*"_ f;, € R Y € R"*",
fo e R fe RGeR™U E € R aw € R" Pre maticu H plati
podmienka H = HT > 0.

Riesenie sa bude skladat z nasledujicich casti:

e zakon riadenia
1
U*(0) = argmin  SUTHU + (q70 + fu)TU + Y0 + fFo+ f (4.4a)
st. Gz < EO+w (4.4b)

o tcelovd funkcia J*(0)
o polytopicka particia 2 = U;R; pozostavajucazi = 1,..., M kritickych
regiénov
4.2.1 Formulacia kvadratického programu

Problém regulacie

Mobzeme si vSimnut, ze implicitné a explicitné prediktivne riadenie neuvazuje

rovnaky tvar optimaliza¢ného problému.
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Pri explicitnom MPC budeme pouzivat problém v tvare:

1
min  SUTHU +(q70 + fu)U +6Y0 + o+ f (4.5a)
st. Gz< EO+w (4.5b)

Z rovnice 3.22 vieme zadefinovat 4 ¢leny tcelovej funkcie:

H =2(B"QyB + Q.,), (4.6)
0 = x, (4.7)
q = 2ATQ\B, (4.8)
Y = ATQ, A (4.9)

Ostatné ¢leny budu pri probléme regulacie nulové. Ohranic¢enia rovnako
ako predtym rozdelime a upravime tak, aby sme vedeli vyformovat matice
G, F aw.

Lmin S Tk S Lmax (410&)
Umin S Uk S Umax (410b)
U < Unax (4.11a)
—U < —Upin (4.11D)
X S Xmax (4110)
U § Umax (412&)
BU < Xpax — Axg (4.12¢)
I 0 Umax
—1I 0 —Upi
G=| ~|.E=]| - = e 4.13
B ’ _A i Xrnax ( )
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Problém sledovania

V pripade problému sledovania budeme vychadzat z rovnic 3.43 a 3.44. Prob-
lém sledovania vyzaduje dve pociatoéné podmienky, zy pre stavy a u_; pre

vstupy, a parameter # bude obsahovat obe.

0= [x“] (4.14)

U—_1

Po zavedeni 0 vieme zadefinovaf ostatné cleny tucelovej funkcie prob-

lému 4.5.

H=2(D"Q,D + AQ.A), (4.15)
f=RQyR, (4.16)
[erg, e o
Y = _ Oy )\TQUA] , (417)
fu=—2DTQyR, (4.18)
fo= _QC;QyR , (4.19)
[2cn0,b
1= o (4.20)

Struktira problému sledovania je zloZitejsia ako Struktira problému
regulécie, preto sme tentokrat vedeli vytvorit vSetky c¢leny. Pri ohraniceniach
postupujeme rovnako ako predtym.

Ymin < Yk < Ymax (4.21a)

Umin < Uk < Umax (4.21b)
Atmin < Ay, < Attax (4.21c)
Y < Yiax (4.22a)

—Y < —Yhin (4.22b)

U < Unax (4.22¢)

—U < =Unin (4.22d)

AU < AUpax (4.22¢)
—AU < —AUmin (4.22f)
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U < Upax (4.23a)
—U < —Upin (4.23b)
DU < Yiax — Cxg (4.23c)
—DU < —Yyin + Cig (4.23d)
AU < AUpax — Mu_q (4.23e)
~AU < —AUpin + My (4.23f)
[ 1] [0 0] [ Unax |
—I 0 0 —Umin
G = _DD E = _OC 8 LW = f}rjmxn (4.24)
A 0 —A AUpax
—A] L0 )] | —AUpin |

4.2.2 Riesenie multiparametrického programovania
Multiparametrické programovanie riesime pomocou Karush-Kuhn-Tuckero-
vych podmienok optimality. Uvazujme problém v tvare:
1
min  CUTHU + ("0 + fu)TU +0Y0+ fIo+ f (4.25a)
st. Gz< Ef+w (4.25b)

Ked plati H = HT > 0, kvadraticky program je konvexny a KKT
podmienky st nutné a zaroven postacujuce na to, aby U* bolo globalne
optimum.

V prvom kroku vytvorime Lagrangian:

1
L= §UTHU +(¢"0+ fu)TU+0YO+ [0+ f+ N(GU — E6 — w)
(4.26)
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a naformulujeme KKT podmienky:

HU +q 0+ fu +GA=0 (4.27a)
GU—Ef—w<0 (4.27D)

A>0 (4.27¢)

AT(GU — Ef — w) =0 (4.27d)

Prvi rovnicu nazyvame podmienka stacionarity, druha rovnica je pri-
marna zlucitelnost, tretia je dudlna zlucitelnost a posledna sa vola doplnkova
volnost.

Aby sme mohli pokracovat, je dolezité porozumiet aktivnym a neak-

tivnym ohrani¢eniam. Uvazujme, ze mame ohranicenie v tvare nerovnosti:
Ajx < b; (4.28)
Ohranicenie je nazyvané aktivne v z, ak plati
Aix =b; (4.29)
a neaktivne, ak plati:
Aix < b; (4.30)

To znamend, Ze ohraniCenia v tvare rovnosti st vzdy aktivne. [21] Teériu ak-
tivnych (index A) a neaktivnych (index N) ohranic¢eni aplikujeme na KKT
podmienky, ¢im vznikne: [19]

HU 4 q"0 + fu + G\ A =0 (4.31a)
GAU — Ex —wa =0 (4.31b)

GNU — Exf —wy < 0 (4.31c)

Aa >0 (4.31d)

An =0 (4.31e)

Doplnkovt volnost nie je nutné uvazovat. Z podmienky stacionarity si
vyjadrime akény zasah U:

HU = —q"0 — fu — GiAa (4.32)

U =—H"(q"0+ fu+Gi) (4.33)
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Vyraz (4.33) substituujeme do podmienky primarnej zlucitelnosti.

— GAH_l(qTH + fu+ GTAAA) — Epx0 —wp =0 (434)
- GAH_quig — GAH_lfU — GAH_IGL)\A — EAQ — WA = 0 (435)
GAHilGTA)\A = (—GAHfqu — EA)Q -+ (—GAHflfU — wA) (436)
AA = (GAH_lGL)_l(—GAH_qu — EA)9 + (GAH_lGTA)_l(—GAH_lfU — 'LUA)
(4.37)
Optimélne Lagrangeove nasobice Ay mdzeme kompaktne vyjadrit vo
forme:
>\A = a>\0—f—ﬁ,\ (438)
kde
) = (GAH_lGL)_l(—GAH_qu - EA) (439)
5,\ = (GAH_lGL)_l(—GAH_lfU — wA) (440)

Nakoniec spatne dosadime rovnicu (4.38) do vztahu (4.33).

U =—H 0+ fu+GL(axd + 5)))
=—-H'¢0— H'fy — H'GLax0 — H'GL5» (4.41)
=(—H '¢"—H 'Gian)0 + (—H ' fu — H'G\ )

Podobne ako predtym, aj U si mozeme vyjadrit ako linearnu funkciu
parametrov 6.

U = ayb + By (4.42)
kde

ay = (—H 'q" — H'GLay) (4.43)

By = (—H ' fg — H 'G5\ (4.44)
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V tomto bode vieme zostrojit kriticky region spojenim podmienky pri-
marnej zlucitelnosti pre neaktivne ohranic¢enia a podmienky dualnej zlucitel-
nosti pre aktivne ohrani¢enia. Do oboch nerovnic (4.31d) a (4.31e) dosadime
vztah odvodeny pre optimélne akéné zasahy (4.42) a optimalne Lagrangeove

nasobice (4.38). Okrem toho nahradime ostré nerovnosti za neostré.

GNU — ENQ — WN S 0 (445)
GN(OéUQ + BU) — EnNO—wn <0 (446)
(GNOéU — EN)G § WN — GNBU (447)
Aa >0 (4.48)
—Aa <0 (4.49)
—(an0+ ) <0 (4.50)
—Oé)\(g S ﬁ)\ (451)
Skonstruujeme matice A a b

A = Gray — Ex b= wy — GnfPu (4.52)

—Q) B

kritického regiénu R

R = {0 € R"| A0 < b} (4.53)

Ucelova funkcia J*(6) sa tiez ziska dosadenfm rovnice (4.42).

1
min §UTHU +(q"O+ fO)TU+OYO+ f10+ f

1
— min 5(0_@9 —+ ﬁU)TH(aUH + BU) + (qT9 + fU)T(CYUtg + ﬂU) +07Y 9 + f@TG + f
1
=min 07 <2a{JHaU + gay + Y) 0+ (BLHay + flav + BGq" + f4)0
1
+ (300 HB + fpu + )

=min 0Ta;0 + 5,0 + v,
(4.54)
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1
aj = ia%HOzU + qay 1Y, (4.55)
B; = BhHav + flav + BLq" + f7, (4.56)
1
V= Q@TJH@U + fiBu + f (4.57)

Vlastnosti parametrického riesenia
Zakon riadenia
Zakon riadenia U*(6) je spojitda PWA funkcia definovand na polytopickej
particii €.
a0+ B3 ak 0 € Ry
U*(0) = : (4.58)
arf + By ak 0 € Ry,

Polytopicka particia
Polytopicka particia je zlucitelnd mnozina €2 C R™ rozdelena do M kritic-
kych regionov R;, U;R; = 2. i-ty region definujeme:

s maticami A; € R™*" g b, € R™, kde ny je pocet polpriestorov urcujtcich

-ty regiom.

Ucelova funkcia

V kvadratickom parametrickom probléme je tcelova funkcia J* : 2 € R
spojitd a konvexnd PW(Q (po castiach kvadratickd) funkcia definované na
polytopickej particii €2.

0904]',1@ + 53'719 + Y51 ak 0 € Ry
T*(0) = : (4.60)
Gaj,mﬁ + ﬁj,mﬁ + Yim ak 8 € RL
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4.3 Multiparametrické algoritmy

Cielom multiparametrickych algoritmov je syntetizovat vyssie uvedent poly-
topicku particiu §2, ktora je rozdelena do kritickych regionov R;,i =1,..., M
a na nej definovany zakon riadenia U*(6) a tcelovi funkciu J*(6). Algoritmus
na riesenie multiparametrického programovania mozeme rozdelit na tieto dve

casti:

1. Hladanie mnozin aktivnych ohraniceni: V tejto faze sa zameriavame na
najdenie vsetkych kombinacii aktivnych ohranic¢eni. Jedna takato kom-
binacia sa vold mnozina aktivnych ohranic¢eni a na jej zaklade vieme

vygenerovat kriticky region.

2. Riesenie KKT systému: Potom ako ziskame zoznam aktivnych mnozin,
pre kazdi mnozinu zostrojime kriticky region, ¢im vznikne polytopicka
particia pokryvajica celi zlucitelni oblast parametrov.

Uz skor sme uviedli, Ze ohranicenie:

A;jx < b, (4.61)
je aktivne v x, ak plati

Az =b; (4.62)
a neaktivne, ak plati:

Aix < b; (4.63)

Mnozina aktivnych ohraniceni je takd mnozina, ktora obsahuje vsetky
aktivne ohranicenia pre aktualny bod z. Mnozina aktivnych ohraniceni je
dolezita preto, lebo nam urcuje, ktoré ohranic¢enia ovplyvinuju koneény vy-

sledok optimalizacie.

4.3.1 Enumeracéna metoda

Existuje viacero postupov, pomocou ktorych vieme najst zoznam mnozin
aktivnych ohraniceni. V tejto praci opiSeme metodu enumerécie, ktora sa
v multiparametrickom programovani zacala pouzivat ako uplne prva. V ma-

tematike alebo aj v oblasti informac¢nych technoldégii pojem enumeracia vo
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vSeobecnosti znamena postupné a usporiadané vyhodnocovanie vsetkych
prvkov nejakej mnoziny. [22] V parametrickom programovani je to vyhod-
nocovanie vsetkych kombinacii ohranic¢eni problému. Na zaciatku vyhlasime
kazdu kombindciu za kandidata na aktivnu mnozinu. Potom sa presiivame
od jedného kandidéta k druhému a postupne zistujeme, & naozaj splita pod-
mienky na to byt mnozinou aktivnych ohraniceni. Postup v tejto metdde je
velmi jednoduchy a priamociary, zaklada sa na tom, ze ked prejdeme vsetky
moznosti, mame istotu kompletného rieSenia.

Napriek tejto garancii nebola metéda enumeracie v praxi popularna,
pretoze je ¢asovo velmi naro¢na. Vysledky ukazovali, Ze iba velmi malé cast
kandidatov sa vyhodnotila ako aktivna mnozina a viedla ku konstrukeii kri-
tického regionu. To znamend, ze dochadzalo k mnozstvu zbytocného pocita-
nia a vyhodnocovania a teda aj velkému zatazeniu softvéru a hardvéru.

V roku 2011 presla metéda enumeracie vyznamnymi modifikadciami.
Gupta a kol. ju upravili tak, ze sa znizila vypoctova narocnost a cely proces
hladania mnozin aktivnych ohranic¢eni prebiehal efektivnejsie. Do metddy
zaviedli vyradovacie kritérium, ktoré zredukovalo pocet vyhodnoteni jed-
notlivych kombinacii a zaroven poskytli garanciu, ze rieSenie bude obsahovat
minimalny pocet regiénov.

V matematike mozeme zoznam vsetkych kombinacii ohraniceni W za-

pisat nasledovne:

W:{Alz{LAQ:{l},...,Ar_;,_l:{T}7...,
Ao ={12},... A, ={1,2,...,r}}

kde r je pocet ohraniceni a ny = (%), pricom ny je rozmer vektora optimali-
zovanych premennych. Maximélny pocet aktivnych mnozin je k = 315, (’;)

Kandidatov skimame pomocou riesenia nasledovného linedrneho prog-

ramu:
ax t (4.64a)

st. HUA4q0+ G\ =0 (4.64b)

GaU — Exf —wa =0 (4.64c¢)

t <wy+ Ex0—GNU (4.64d)

Ay >t (4.64e)

t>0 (4.64f)
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ktory ma vo forme minimalizacie tvar:

min —¢
st. HUA+q0+ G =0
GAU — EA0 = wy
t+ GnU — EnO < wy
t<Aa
-t <0

o6

Aby sme tento problém vedeli riesit cez niektory solver urceny na line-

arne programovanie, prevedieme ho do standardného tvaru :

min Tz
s.t. Az <b
Aeqz = beg

V Julii m6zeme pouzit napr. funkciu linprog.

Zavedieme si jednu optimalizovani premenni z:

~

—1

0

CcC =

0

0
1GN—EN0 WN
A=11 0 0 —I|,b=]0
-1 0 0 0 0

(4.66a)
(4.66Db)
(4.66¢)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)
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Navrhovana technika, ktora implementuje vyradovacie kritérium stavia
na tom, ze linedrny program (4.65), ktory skiima mnozinu ohrani¢eni moze
byt optimalny, zlucitelny alebo neriesitelny. Ak sa problém vyhodnoti ako
optimalny, mnozina ohraniceni je aktivna. Ak je problém neriesitelny, vyrie-
sime ho este raz, ale tentokrat nebudeme uvazovat podmienku stacionarity.
Ak je novy problém zlucitelny, teda optimalny bez stacionarity, vyradime zo
zoznamu aktualnu kombinéciu a ak je znovu neriesitelny, odstranime okrem
aktualnej kombinécie aj vsetky dalsie, ktoré ju obsahuju. Tento postup pod-
statne znizuje pocet kandidatov, ktoré algoritmus musi preskimat a preto
znizuje casovi narocnost celej metddy.

Cela procedura je uvedend v algoritme 1.

{} {/1} 20 A

—~—
—
Ao,
S,
i
—
M
o
==
.
.
.
~—
—
M
=
NG
e,
[S]
N
2N
ey
(S
e
——
~— &
SR
[
N

\
e ———————
r
/

A Y

Obr. 4.1: Vyradovacie kritérium
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o8

N

© o N o o ok W

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

Vstup: Zoznam vsetkych kandidatov W

Vystup: Zoznam aktivnych mnozin (optimélnych kandidatov) W*

Inicializacia: i « 1, k < £i% (7);
while : < k do

e

end

Zo zoznamu YV vyberieme i-teho kandidata: A; < Wi ;
if matica G4, md plni hodnost then

Vyriesime LP problém ;
if problém je riesitelny then
141+ 1;
else
Vyriesime LP problém bez podmienky stacionarity;
if problém je riesitelny then
Odstranime aktualneho kandidata zo zoznamu:
k<« k—1,;
else
Odstranime vsetky kombinécie obsahujice aktualnu:
W+ W {xA;x} ;
k< [WI;

end

end

Ise
Odstranime aktudlneho kandidata zo zoznamu:
k<+ k—1,

nd

return W*

Algoritmus 1: Enumerac¢nd metdda
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4.4 Online implementacia explicitného pred-

iktivneho riadenia

Potom, ako ziskame explicitny prediktivny regulator offline optimalizaciou
je potrebné implementovat spatnovidzbové riadenie v uzavretej slucke. [19]

Implicitné prediktivne riadenie je zalozené na tom, Ze optimalizacny
problém riesime v kazdej peridde vzorkovania, ziskavame sekvencie optimal-
nych akénych zasahov, ale na systém aplikujeme iba prvy prvok sekvencie.
Této technika sa nazyva metéda posuvného casového horizontu a da sa zhr-
nut do tychto bodov:

1. Zmeranie (odhadnutie) aktuélnych stavov z € R™

2. VyrieSenie optimalizacného problému pre x a ziskanie sekvencie aké-

nych zasahov
3. Pouzitie prvého prvku sekvencie ako vstupu do procesu

4. Opakovanie od bodu 1

Najvécsia vypoctova zataz je na bode 2. Aby sme zvladli vypocitat
optimalizacny problém za dobu jednej periddy a opakovat tento proces stale
dookola, potrebujeme vykonny solver a kvalitny hardvér. Implementacia im-
plicitného MPC v priemysle preto vyzaduje znacné finanéné investicie.

Ked sa chceme vyhnut problematickej online optimalizacii, m6zeme si
namiesto implicitného prediktivneho riadenia zvolit explicitné. Explicitny
MPC regulator sa navrhne offline pomocou parametrického programovania

a riadenie v uzavretej slucke bude prebiehat nasledovne:

1. Zmeranie (odhadnutie) aktudlnych stavov x € R™ a aktualizcia para-
metra 6

2. Vypocitanie optiméalneho akéného zasahu p* vyhodnotenim funkcie
p*(0) ziskanej parametrickym programovanim

3. Aplikovanie akéného zasahu na systém

4. Opakovanie od bodu 1
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Bod 2, ¢o je vyhodnotenie PWA funkcie a ziskanie akéného zasahu
sa nazyva aj Point Location metéda. Je to ¢asovo najnarocnejsia operacia
v celej online implementacii. Tato metéda nema v slovenskom jazyku svoj
nazov, preto budeme pouzivat anglicky.

4.4.1 Point Location metdda

Predpokladajme, ze sme vyriesili problém parametrického programovania
a ako vysledok mame zakon riadenia vo forme polytopickej PWA funkcie,
polytopickia particiu §2, ktord je zlozend z kritickych regiénov 2 = U;R;, i =
1,..., M adcelovt funkciu J*(6). Aby sme mohli riadit proces, potrebujeme
tieto iidaje pouzit na vypocet konkrétnych hodnot akénych zasahov.
Metoda, ktora sa tomuto venuje sa nazyva Point Location. Jej cielom
je zobrat si riesenie z predchédzajiceho kroku a vypocitat hodnotu akéného
zasahu p* pre aktudlne merania stavov, t.j. parameter 6. Ma jednoduchy

algoritmus, ktory sa da zhrnut nasledovne:

1. Podla hodnoty parametra 6 najdeme v zozname taky regién R;, aby
platilo 6 € R;.

2. Zo zékona riadenia p*(0) prislichajicemu regiénu R; vypocitame op-
timalny akény zasah p*

Metoda je graficky znazornenda na obr. 4.2.

6¢ Ry

0€ Ry

W= n’u,lﬁ + ﬁu,l wo= “u,zg + ﬁu,z o= Ofpz.ke + B/,(,k

Obr. 4.2: Point Location problém
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Casovo najnaro¢nejsia operacia je bod 1, pretoZe zvy¢ajne treba pre-
hladat velké mnozstvo regiénov, aby sme nasli taky, do ktorého parameter
patri. Cas spracovania teda narastd s po¢tom regiénov.Naproti tomu druha
operacia je z casového hladiska zanedbatelna, pretoze ako nahle sme zis-
tili spravny regién, optimalny akény zasah ziskame vyhodnotenim afinnej
funkcie:

i= 0,0+ B, (4.71)

¢o su jednoduché matematické operacie ako nasobenie a sc¢itavanie dvoch
matic.

Existuje viac metdd, ako najst spravny regién. Velmi ¢asto vyuzivany
sposob je sekvencéné prehladavanie, kedy prechadzame cez cely zoznam regi-
6nov, t.j. v cykle postupne vyhodnocujeme kazdy regién aby sme nasli taky,
v ktorom lezi aktualny parameter. Je zjavné, ze ked budeme uvazovat kazdu
moznd situdciu, nakoniec ndjdeme region splitajici dané kritéria. Algoritmus
sekven¢éného prehladavania je nizsie.

Vstup: 0

Vystup: u*

1 forj=1,...,M do
2 if 0 € R; then

3 14 7;
4 break;
5 end

6 end

~

return u* < ay,0 + By,

Algoritmus 2: Sekvencné prehladavanie



Kapitola 5
Balik mpc.jl

V zavere sme vyuzili teoretické principy z predchédzajicich kapitol a na
zaklade nich sme vytvorili uceleny softvérovy balik ur¢eny na navrh impli-
citnych a explicitnych prediktivnych regulatorov.

Vyvoj balika mpc.jl sa zacal na jesen 2016 a stale pokracuje. Aktu-
alne balik obsahuje 17 funkcii a 3 vlastné datové typy, pricom vsetky sucasti
vytvaraju priblizne 800 riadkov Julia kédu. Pri zékladnej instalacii su uzi-
vatelovi exportované okrem datovych typov 4 funkcie. Balik mpc.jl je vSak
otvoreny systém, to znamena, ze na jeho vyvoji a zlepSovani sa moéze podielat
kazdy uzivatel. Nie je problém spristupnit povodne skyté casti, upravit exis-
tujuce funkcie alebo pridaf iplne nové. Faza formulacie problému a faza jeho
rieSenia su v baliku kompletne oddelené, preto je velmi jednoducho prisp6-
sobitelny. V pripade potreby si uzivatel méze navrhnitf vlastni formulaciu
problému a na jej vyrieSenie pouzit nastroje balika alebo naopak si moze
vziat iba naformulovany problém a vyriesif ho pomocou svojich vlastnych
metod.

5.1 Stiahnutie a instalacia

Balik mpc.jl je volne dostupny na internetovom tlozisku GitHub, konkrétne
na https://github.com/NMikusova/mpc.jl. Patri medzi neregistrované
baliky, preto je potrebné ho naklonovat pomocou prikazu Pkg.clone(url):

julia> Pkg.clone("git://github.com/NMikusova/mpc.jl.git")
INFO: Cloning mpc from
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git://github.com/NMikusova/mpc.jl.git

INFO: Cloning cache of MathProgBase from

https://github.com/JuliaOpt/MathProgBase. jl.git

INFO: Cloning cache of Clp from

https://github.com/JuliaOpt/Clp.Jjl.git

INFO: Cloning cache of Ipopt from

https://github.com/JuliaOpt/Ipopt.jl.git

INFO: Installing: MathProgBase v0.5.8

INFO: Installing: Clp v0.3.0
INFO: Installing: Ipopt v0.2.6

INFO: Complete

Okrem vlastnych funkcii vyuziva balik mpc tieto nastroje:

MathProgBase.jl

MathProgBase je optimalizacny néstroj, ktory poskytuje jednoduché
funkcie na rieSenie linearneho, kvadratického a celoc¢iselného progra-

movania. Optimaliza¢né problémy riesi pomocou externych solverov.

Clp.jl

Clp (Coin-or linear programming) je externy solver urc¢eny na linedrne
programovanie napisany v jazyku C++4. Ma formu kniznice, ktori mo-

zeme zavolat v roznych programovacich jazykoch, vratane Julie.[23]

Ipopt.jl

Ipopt alebo Interior Point Optimizer je softvérovy balik uréeny na neli-
nearnu optimalizaciu spojitych systémov. Jeho nova verzia je napisana
v jazyku C+4. Ma rovnaky charakter ako Clp, tiez ho mozeme pouzi-
vat v rozlicnych programovacich jazykoch.[24]

Combinatorics.jl

Combinatorics je balik, ktory sa zaobera kombinatorikou a permuta-

ciami.

Vsetky vyssie uvedené nastroje si volne stiahnutelné. Balik mpc obsa-

huje vo svojej struktire REQUIRE suibor, preto nie je potrebné tieto stucasti

instalovat manudlne.
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5.2 Pouzitie

Balik zac¢iname pouzivat pomocou prikazu using, ktory nacita vsetky po-
trebné funkcie do paméte.

using mpc

Balik mpc podporuje dve rozne formulécie optimalizaéného problému
— problém regulacie a problém sledovania. Obidva optimalizacné problémy
vieme vyriesit pomocou implicitného aj explicitného prediktivneho riadenia.

5.2.1 Problém regulacie

Uvazujeme nasledovny problém regulacie:

N-1 N-1

min Z ] Qxxy + Z U Quuy (5.1a)
k=0 k=0

s.t. a1 = Az + Buy (5.1b)
zo = x(t) (5.1c)
Lmin S T S Lmax (51d)
Umin S Uk S Umax (516)
k=1,....N—1 (5.1f)

V prvom kroku si ulozime vSetky premenné do Struktiury zavolanim

rmodel

mdl = rmodel (A, B, x0,Q0x,Qu,umin, umax, xmin, xmax, N)

kde

A a B st matice linedrneho stavového modelu v diskrétnom case

x0 je pociatocna podmienky pre stavy

Qx a Qu st vahové matice

umin je dolné ohranicenie vstupov a umax horné ohranicenie vstupov
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e xmin je dolné ohranicenie stavov a xmax horné ohranicenie stavov
e N je predikény horizont

Parametre xmin a xmax si nepovinné, to znamena, ze je dovolené ne-
uvazovaft stavové ohranicenia.V takomto pripade sa xmin a xmax nastavia

ako prazdne mnoziny:

mdl = rmodel (A,B,x0,0x,Qu,umin,umax, [], [],N)

Implicitné prediktivne riadenie

Ak pre problém regulacie navrhujeme implicitny prediktivny reguldtor, po-

uzijeme funkciu iregulation.

u,x = iregulation(mdl,t)

Funkcia ma tieto vstupné a vystupné parametre:
e mdl je struktura z predchadzajicej casti
e t je Cas simulacie
e u je vektor alebo matica obsahujtica optimalne akéné zasahy
e x je vektor alebo matica stavovych veli¢in

Funkcia iregulation v kazdej periéde skonvertuje povodny problém
na kvadraticky program a ten vyriesi pomocou funkcie quadprog z balika
MathProgBase a solvera Ipopt, ¢im ziska optimalnu sekvenciu akénych zasa-
hov. Vzdy vyberie iba prvy akény zasah a zapise ho do premennej u. Nasledne

aktualizuje stavy a zapiSe ich do premennej x.

Explicitné MPC

Pri explicitnom pristupe pouzivame funkciu eregulation.

u,x = eregulation(mdl,t)
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Vstupné a vystupné parametre si rovnaké ako predtym.

Funkcia eregulation najskor preformuluje pévodny optimalizacny
problém na problém kvadratického programovania. Novy problém vyriesi
pomocou multiparametrického programovania. Enumerac¢nou metédou ziska
zoznam vsetkych mnozin aktivnych ohranic¢eni a na zaklade tohto zoznamu
vygeneruje polytopickt particiu rozdelent do kritickych regiénov a zédkony
riadenia. Na vytvaranie kombinacii ohrani¢eni pouzivame balik Combinato-
rics a na ich vyhodnocovanie pomocou LP problému funkciu linprog spa-
dajiucu pod MathProgBase a linedarny solver Clp. Pri online implementacii
sa opakovane pouziva metdéda Point Location, ktorou pre aktualnu hodnotu
parametra vypocitame optimalny akcny zasah.

5.2.2 Problém sledovania

Problém sledovania uvazujeme v tvare:

Ymin S Yk S Ymax (521
k=1,...,N—1 (5.2

min Nz: (Yo — )T Qy(yx — 1) + Nzl AufQuAuy (5.2a)
k=0

s.t. xpy = Az + Buy, (5.2b)

= Cxp + Duy (5.2¢)

Aup, = up — Up—1 (5.2d)

zo = x(t) (5.2¢)

u_y =u(t —1) (5.2f)

Umin < U < Unax (5.2g)

Atpmin < Aug, < Atgay (5.2h)

)

)

Zacneme rovnako ako pri probléme regulacie a ulozime si vSetky pre-
menné do Struktury.

mdl = tmodel(A,B,C,D,x0,uml,Qy,Qu, ref,umin, umax, dumin, dumax,

ymin, ymax, N)

e A B, C a D st matice linedrneho stavového modelu v diskrétnom case
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x0 je pociatocna podmienky pre stavy

e uml je pociatoéna podmienky pre vstupy

e Qy a Qu st vdhové matice

o ref je referencia, ktoru bude sledovat vystup

e umin je dolné ohranic¢enie vstupov a umax horné ohranic¢enie vstupov

e dumin je dolné ohranic¢enie inkrementov vstupov a dumax horné ohra-

nicenie inkrementov vstupov
e ymin je dolné ohranicenie vystupov a ymax horné ohranicenie vystupov
e N je predikény horizont

Nepovinné st parametre dumin, dumax, ymin a ymax.

Implicitné prediktivne riadenie

Ked chceme riadif vystup na referenciu pomocou implicitného prediktivneho

riadenia, pouzijeme funkciu itracking.

u,y,x = itracking(mdl, t)

Funkcia ma tieto vstupné a vystupné parametre:
e mdl je Struktura so vstupnymi tdajmi
e t je cas simulacie
e u je vektor alebo matica obsahujtca optimalne akéné zasahy
» y je vektor alebo matica vystupnych veli¢in
e x je vektor alebo matica stavovych veli¢in

Funkcia itracking pracuje rovnako ako funkcia iregulation. Jediny
rozdiel je v tom, Ze pri probléme sledovania vytvarame dalSiu premennt y

obsahujicu optiméalne vystupy.
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Explicitné MPC

Ked navrhujeme explicitny prediktivny regulator pre problém sledovania,

pouzivame funkciu etracking.

u,y,x = etracking(mdl,t)

Vstupné a vystupné parametre st rovnaké ako v predoslej casti a zaro-

ven metody a postupy si totozné s tymi, ktoré pouziva funkcia eregulation.

5.3 Testovanie

Poslednym krokom tejto prace bolo otestovat balik mpc. Testovali sme spra-
vanie sa jednotlivych funkcii balika ako aj jeho celkovy vykon. Vyhodnocovali
sme také kvalitativne ukazovatele ako st casova narocnost alebo numericka
presnost. Aby sme vedeli vysledky testovania objektivne posudif, porovna-
vali sme Juliu s programovacim jazykom Matlab. Na testovanie sme pouzili
nasledovny priklad:

A = [-0.0490 -0.3278;0.2622 0.7376];
B = [0.2622; 0.2099];

ox = eye(2,2);

Qu = 0.1;

N = 5;

x0 = [-1;3];

umin = -1.5;

umax = 0.5;

t = 20

Uvazujeme linearny stavovy model v diskrétnom case, ktory opisuju
matice A a B. Mame dve stavové veliCiny a jednu vstupnu veli¢inu. VAcSiu
vahu priradujeme stavovym veli¢inam. Ohranic¢ujeme iba vstupné velic¢iny.
Nasim cielom je navrhnit taky prediktivny regulator, ktory bude regulovat
systém do pociatku.

Najskor sme navrhovali implicitny prediktivny regulator. Problém re-
gulacie sme vyriesili 9-krat. 3-krat v Julii pomocou funkcie iregulation
z balika mpc a 6-krat v Matlabe. V Matlabe sme pouzili dva néstroje — mo-
delovaci jazyk YALMIP a funkciu quadprog, ktord je velmi podobna funkcii
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rovnakého nazvu v Julii. Pri kazdom opakovani sme zmerali celkovy cas
potrebny na navrh regulatora. Potom sme z jednotlivych casov vypocitali
priemerny c¢as. Casova naroc¢nost implicitného MPC je znazornena v tabulke
5.1.

Implicitné MPC
‘ Julia ‘ Matlab: YALMIP | Matlab: quadprog

t ] 0.17s 5.47s 0.29s
ty | 0.12s 5.48s 0.30s
ts | 0.15s 5.43s 0.28s
t ] 0.15s | 5.45% 0.29s

Tabulka 5.1: Casova naro¢nost implicitného prediktivneho riadenia

7 tabulky 5.1 si mo6zeme vsimnut, ze navrh regulatora trval najkratsie
v Julii, avsak funkcia quadprog dosahovala porovnatelny vykon. Nevyhoda
pri pouziti funkcie quadprog spociva v tom, ze uzivatel si sim musi vyge-
nerovat matice kvadratického programu, pretoze tato funkcia sluzi iba ako
solver. Funkcia eregulation v Julii naproti tomu v sebe obsahuje obidva
tieto kroky. Navrh regulatora cez YALMIP trval zvycajne niekolko sekind,
napriek tomu sa vsak tento jazyk tesi velkej popularite. Tym, ze YALMIP
je modelovaci jazyk, uzivatel nepotrebuje vyrabat ziadne matice. Problém
zada v jeho prirodzenom tvare a YALMIP sdm ho prelozi do standardného
tvaru a automaticky posle na vyrieSenie prislusnému solveru. [25]

Dalej sme v Julii testovali vplyv predikéného horizontu na ¢asovii na-
rocnost. Vysledky st uvedené v tabulke 5.2. M6zeme pozorovat, ze v pripade
malého modelu, aky uvazujeme my nehra predikény horizont velkd tlohu.
Balik mpc zvladol pri ktoromkolvek predikénom horizonte navrhnut pre-
diktivny regulator do jednej sekundy. Ak by sme uvazovali velky systém
s mnozstvom ohraniceni, predikény horizont by zasadne zacal vplyvat na

¢asovu narocnost.
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Implicitné MPC
\N:5\N:10\N:20\N=50
t, ] 0.166s | 0.162s | 0.199s | 0.474s

to | 0.123s | 0.236s | 0.302s | 0.537s
ts | 0.157s | 0.258s | 0.287s | 0.513s

01485 | 0.218s | 0.262s | 0.508s

Tabulka 5.2: Vplyv predikéného horizontu na casovii narocnost

Nésledne sme porovnavali numerickt presnost v Julii a Matlabe. Opti-
malne hodnoty vybranych akénych zasahov si v tabulke 5.3. Ukazuje sa, ze
vo vacsine pripadoch sa vysledky z Julie a Matlabu zhoduju na priblizne 7
desatinnych miest.

Implicitné MPC
Julia Matlab

uy —1.49 —1.50
us | —0.790408723 | —0.790408718
uz | —0.293318715 | —0.293318720

Tabulka 5.3: Optiméalne hodnoty vybranych akénych zasahov

Druhé faza testovania bola venovana explicitnému prediktivnemu ria-
deniu. V Julii sme problém riesili pomocou funkcie eregulation balika mpc
a v Matlabe pomocou mpt toolboxu, o je volne stiahnutelny balik nastrojov

na parametricki optimalizéciu a prediktivne riadenie. [26]
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Explicitné MPC
‘ Julia ‘ Matlab: mpt toolbox

t 1.01s 1.12s
to 0.98s 1.17s
ts 0.99s 1.14s
f [ 0.99s | 1.14s
pocet regionov ‘ 33 ‘ 30

Tabulka 5.4: Casova naro¢nost explicitného prediktivneho riadenia

Pretoze mpt toolbox sa pri rieseni multiparametrického programovania
odlisuje v niektorych postupoch a metdédach, struktira polytopickej particie
a pocet regiénov sa moze lisit. Je to vidno aj z tabulky 5.4. V Julii ob-
sahuje riesenie nasho prikladu 33 regionov a v Matlabe iba 30. V pripade,
ze pouzijeme kratsi predik¢ény horizont, ¢asova naroc¢nost v oboch jazykoch
je porovnatelna. Avsak, ked v Julii zacneme zvysSovat predikény horizont,
¢asova narocnost exponencidlne stipa. Uvedme konkrétny priklad. Ako je
vidno na priklade vyssie, momentalne uvazujeme predikény horizont N = 5
a ohranicujeme iba vstupy systému. To znamena Ze celkovy pocet ohrani¢eni
je rovny 10 a my musime dohromady presktmaft vyse tisic roznych kombi-
nacii. V tabulke 5.4 vidime, ze nés to vedie k zostrojeniu 33 regionov. Keby
sme predikény horizont zvacsili dvojnésobne, pocet ohraniceni sa tiez zvysi
dvojnésobne, ale vyhodnotit musime viac ako milién kombinécii. Vysledkom
bude zhruba 170 regionov. Zatial ¢o mpt toolbox si zachovava svoju rychlost
a riesenie ndm poskytne v priebehu sekind, Julia na vyhodnotenie potre-
buje zopar minut. Je to sposobené najmé tym, ze mpt toolbox sa aktivne
vyvija uz niekolko rokov a jeho vykon sa dlhodobo optimalizuje. Balik mpc
pri explicitnom prediktivnom riadeni zatial vyuziva iba zakladné techniky;,
preto je v sucasnej dobe vhodny najmé pre malé systémy a malé predikéné
horizonty.

V explicitnom pristupe bolo zaujimave zistovat ¢asovi naroc¢nost jed-
notlivych operacii. Z hladiska casu sme vyhodnotili vSetky najdolezitejsie
fazy pri navrhu explicitného regulatora a vysledky uviedli v tabulke 5.5. Po-
tvrdilo sa nam, ze najdlhsia operéacia je offline optimalizacia, kedy hladame
rieSenie multiparametrického programovania. Zabrala viac ako 96% celko-
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vého casu. Ostatné operacie st oproti tejto zanedbatelné. Presvedcili sme
sa o tom, ze explicitny pristup naozaj vyrazne redukuje ¢asovi narocnost

online implementacie.

Explicitné MPC

t t ts 7 % 7%
Vytvorenie modelu 0.00033s | 0.00046s | 0.00045s | 0.00041s | 0.04
E;’gl;izjagadram‘ 0.0035 | 0.004s | 0.006s | 0.004s | 0.43
Enumera¢nd metdda 0.85s 0.89s 0.93s 0.89s 96.6
Point Location metoda | 0.033s 0.026s 0.022s 0.027s 2.90
Celkovy cas 0.886s 0.920s 0.958s 0.921s 100

Tabulka 5.5: Casova naro¢nost jednotlivych operécii v explicitnom MPC

Na zaver je dobré spomentit, ze pri oboch pristupoch sme ziskali rov-
naky vysledok s rovnakou numerickou presnostou t.j. rovnaké optiméalne
akéné zasahy. Riadenie systému sme znézornili aj graficky pomocou balika
Plots.
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Obr. 5.2: Riadenie prediktivnym regulatorom
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Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo vyvinut softvérovy balik uréeny na pre-
diktivne riadenie v jazyku Julia.

Na zaciatku sme zhrnuli vsetky najvyznamnejsie vlastnosti a charak-
teristiky tohto jazyka a potom sme uviedli kratky prehlad dostupnych opti-
malizacnych nastrojov. Bolo to najmaé z toho dévodu, ze prediktivne riadenie
z velkej ¢asti tvori prave optimalizacia a tiez kvoli tomu, ze niektoré z tychto
nastrojov pouzivame v mpc baliku.

V hlavnej ¢asti prace sme sa zameriavali na teoreticky navrh implicit-
nych a explicitnych prediktivnych regulatorov. Uviedli sme dve najcastejsie
formuléacie optimalizacného problému — problém regulacie a problém sledo-
vania — a ukazali postup, ktorym ich vieme prepisat na problémy kvadra-
tického programovania v standardnom tvare. Dalej sme diskutovali samotné
riesenie tychto problémov. Pri implicitnom MPC sme vysvetlili metédu po-
suvného c¢asového horizontu, kedy na kvadraticky program opakovane ap-
likujeme niektory kvadraticky solver, ¢im ziskavame optimélne sekvencie
akénych zasahov. Explicitné prediktivne riadenie sme riesili pomocou para-
metrického programovania, ktoré je typické tym, ze vezme do tvahy vsetky
pociatocné podmienky a vygeneruje rieSenie pozostavajuce s polytopickej
particie, zakonov riadenia a tucelovej funkcie. Hlavnou metodou tejto casti,
offline optimalizacie, je enumeracnd metéda hladajica mnoziny aktivnych
ohraniceni. Uviedli sme tiez, ako treba pouzif toto riesenie na ziskanie opti-
malnych akénych zasahov pomocou Point Location metddy.

Nakoniec sme vSetky poznatky zuzitkovali pri tvorbe balika mpc. Tento
balik obsahuje 4 uzivatelské funkcie, ktorymi vieme navrhnat implicitny aj
explicitny regulator pre problém regulacie a sledovania. Balik sme otesto-
vali a porovnali ho s podobne ladenymi balikmi Matlabu. Nakoniec sme ho

uverejnili na internetovom tulozisku GitHub.
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