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Abstrakt

V tejto diplomovej praci je prezentované riadenie inverzného kyvadla. Ked'ze ide
o nelinedrny systém, na riadenie su pouzité dva regulatory. Prvy je zalozeny na
nelinedrnom matematickom modeli kyvadla a slizi na jeho vysvihnutie do okolia hornej
nestabilnej ustdlenej polohy. Po dosiahnuti tohto okolia sa riadiaci systém prepne na
stabiliza¢ny regulator, tlohou ktorého je stabilizovat’ uhol naklonu kyvadla, ako i
jeho rychlost’ v hornej polohe. V praci je uvedené porovnanie dvoch reguldtorov na
vySvihnutie (tzv. energeticky reguldtor a reguldtor zalozeny na minimalizécii ¢asu)
a troch stabiliza¢nych regulatorov (PID, LQR a MPC - prediktivne riadenie). Ako
najlepsi sa ukazuje prave MPC reguldtor, ktory ma schopnost’ predikovat’ budtce
spravanie sa procesu a optimalizovat’ akéné zasahy vzhl'adom k ohranic¢eniam na
polohu a rychlost’. MPC regulétor je naviac zostrojeny v tzv. explicitnom tvare, ¢o
umoznuje jeho jednoduchu a rychlu implementéciu. V praci su prezentované simula¢né
a experimentdlne vysledky pri pouziti jednotlivych reguldtorov.

KTPucové slova:

Inverzné kyvadlo, PID, LQR, prediktivne riadenie, energeticky regulator, stabilita






Abstract

This diploma thesis presents a control design procedure for an inverted pendulum.
Since the system is nonlinear, the control system consists of two controllers. The first
one is based on a nonlinear mathematical description of the pendulum and serves
to swing the pendulum to a neighborhood of the upper unstable equilibrium. Once
this neighborhood is reached, the control system switches to a stabilization controller,
whose task is to stabilize the pendulum’s angle and speed. Two swing-up controllers are
presented in the thesis - a so-called energy controller and a minimum-time controller
- as well as three stabilization approaches (PID, LQR, and MPC - model predictive
control). Among these, MPC shows to be the best one due its ability to predict the
future behavior of the controlled system and to optimize the control inputs while taking
speed and position constraints into account. The MPC controller was constructed in
the so-called explicit form, which allows for a simple and fast implementation. The
thesis presents simulation and experimental results obtained for individual control
strategies.

Keywords:
Inverted pendulum, PID, LQR, model predictive control, energy controller, stability
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KapriToLA 1

Uvod

Pre proces inverzného kyvadla, ktory je zndzorneny na obr. je cielom stanovit’
zakon riadenia, ktory vysvihne a stabilizuje kyvadlo v hornej nestabilnej polohe tak,
aby umoznilo voziku pohybovat’ sa pri stabilizovani vo vzpriamenej zvislej polohe
pricom nesmie narazit’ na svoje ohranicenia. Vyznam tohto systému vyplyva z jeho
teoretickej i praktickej aplikacie.

Teoretickd hodnota inverzného kyvadla vychédza z toho, ze ide o nelinearny systém, co
znamena, ze jeho pohybové rovnice st nelinedrne diferencialne rovnice. To spésobuje, zZe
vypocet vhodného zakona riadenia je naro¢na a zdlhav4 tloha. Okrem toho moze byt’
model za urcitych okolnosti zjednoduseny do linearneho systému okolo rovnovazneho
bodu umiestneného vo zvislej vertikalnej polohe, ¢o umoziuje, aby sa pouzili linedrne
metoédy na stabilizaciu. Tato flexibilita robi tento systém skvelym prikladom pre
§tudium linedrnych i nelinearnych pristupov riadenia, pretoze sa prostrednictvom nej
mozu prezentovat’ rozne tedrie a metody.

Mnohé praktické aplikacie inverzného kyvadla robia jeho stidium este zaujimavejsim
a dolezitejsim. V robotike sa balancovacie systémy vyvijaju pomocou inverznych
kyvadiel. Tieto systémy najdu uplatnenie v dopravnych prostriedkoch, ktoré potrebuju
stabilizovat’ objekty, systémy, ktoré podporuju chédzu pre pacientov, roboty, ktoré
sa pouzivaju na domdace a priemyselné tcely a na prepravu predmetov pomocou
dronov. Napokon jedna z najsldvnejsich aplikécii inverzného kyvadla, ktoré je komeréne

dostupné, je Segway (obr. .

Uvedené aplikacie spolu s mnohymi d’als$imi robia inverzné kyvadlo systémom vel'kého
vyznamu. To je hlavny dovod, preco je inverzné kyvadlo ¢asto vybrané na testovanie no-
vych riadiacich metéd. Existuje vel'ky pocet metdéd pouzivanych pri riadeni inverzného
kyvadla. Medzi tieto metddy patri optimélne riadenie, PID riadenie, fuzzy riadenie, ria-
denie prostrednictvom neurénovych sieti, prediktivne riadenie alebo dokonca hybridné
metddy, ktoré si kombinaciou vyssie uvedenych metdd.
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Obr. 1.1: Laboratérne inverzné kyvadlo

Obr. 1.2: Osob trasportér Seway



KapriToLA 2

Prediktivne riadenie

Prediktivne riadenie (angl.: Model Predictive Control, MPC) je v sticastnosti ddlezitou
pokrocilou metédou riadenia procesov s viacerymi vstupnymi alebo vystupnymi velici-
nami. V pociatkoch jeho vzniku sa vyuzivalo najmé v petrochemickom priemysle, v
sucastnosti sa jeho vyuzitie rozsirilo aj do inych oblasti priemyslu, kde si ziskalo vel'’kd
popularitu. Hlavnym dévodom jeho tspechu v priemysle je to, ze algoritmus berie
do tivahy aj obmedzenia akénych ¢lenov, pripadne aj iné obmedzenia procesu, ktoré
mozu byt’ vo forme vstupnych alebo vystupnych obmedzeni. Uvazovanie obmedzeni
ma pozitivny dopad na rézne ukazovatele prevadzky, kedze zariadenia dokazu pracovat’
na ohranic¢eniach a vyuziva sa tak cely ich potencidl a ukazalo sa, ze prevadzka je
naziskovejsia prave vtedy, ked’ proces prebieha na svojich obmedzeniach [14].

Medzi také vystupné obmedzenia mézeme zaradit’ napriklad kvalitu produktu, spot-
rebu energie, pripadne minimalizaciu vyrobnych nakladov. Vstupnym ohrani¢enim je
napriklad maximalny vykon motora, minimdalna rychlost’, otvorenie ventilu a iné.

Dalsim délezitym dovodom preco je vhodné uvazovat’ obmedzenia je aj fakt, ze
reguldtor pozna vstupné obmedzenia a nikdy nevygeneruje akéné zasahy také, aby
narusili tieto obmedzenia. Tento problém sa vyskytuje v pripade menej pokrocilych
riadiacich algoritmov, ktoré nedokézu pracovat’ s obmedzeniami.

2.1 Princip prediktivneho riadenia

Zakladny koncept prediktivneho riadenia mozno zhrnit’ takto. Predpokladajme, Ze
chceme riadit’ proces s viacerymi vstupmi a viacerymi vystupmi a zaroven uspokojovat’
obmedzenia v tvare nerovnosti na vstupnych a vystupnych premennych. Vypocty
prediktivneho riadenia st zalozené na aktudlnych meraniach a predikcii budicich
hodnét vystupov [I7]. Cielom vypoétov prediktivneho riadenia je urcit’ optimélne
akéné zasahy tak, aby sa predikovana odozva optimélne priblizovala k ziadanej hodnote.
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Referencia  Ohranicenia
Ucelové J Predikény
funkcia ?  model
Optimalizécia
Akény Stavy
zésah procesu
Proces

Obr. 2.1: Reprezentacia MPC.

Prediktivne riadenie je ¢asto formulované ako kvadratické programovanie (angl.: Qu-
adratic programming, QP) a to z dévodu, Ze takéto problémy sa daji 'ahko vyriesit’
numericky alebo parametricky. Prediktivne riadenie je zaloZené na optimalizacii ucelo-
vej funkcie, ktora je najcastejsie vo forme kvadratickej ucelovej funkcie s linedrnymi
ohrani¢eniami v tvare rovnosti alebo nerovnosti. Riesenim problémov kvadratického
programovania je optimalna sekvencia akénych zasahov v otvorenej slucke v predikc-
nom horizonte. V pripade spétnovézbového riadenia mame zadujem iba o prvi vzorku
tejto sekvenie. Dovodom je to, ze cela sekvencia akénych zasahov je zalozend iba na
predikeii, ktord vo véicsine pripadov nezohl'adiiuje rézne vplyvy porich na proces [14].
Pribliznd reprezentdcia prediktivneho riadenia je zobrazend na obr. 2]

Této stratégia prediktivneho riadenia sa nazyva ako tzv. pohyblivy horizont (angl.:
receding horizon approach). Napriek tomu, ze v kazdej periéde vzorkovania Ty sa
vypocita sekvencia akénych zdsahov do procesu, implementovany je skutoc¢ne iba prvy
krok k z celej vypocitanej sekvencie k + N. Potom sa v d’al’sej periéde vzorkovania
vypocita nova sekvencia a znova sa implementuje iba prvy krok vstupu. Tento postup
sa opakuje v kazdej periéde vzorkovania Ty. Zvoleny predikény horizont N zostava
konstantny pocas celého trvania riadenia. Grafické znazornenie postupu vypoctu
akénych zdsahov na zdklade merani do ¢asu k a referenc¢nej trajektérie do casu k + N
je zndzorneny na obr.

Existuje vel'a matematickych formulédcii problémov riadenia, ktoré vedd napriklad
k linedrnemu programovaniu (LP) alebo dokonca k nelinedrnemu programovaniu.
Vyhodou nelinedrneho modelu a teda nelinedrneho MPC reguldtora je to, ze dokéze
opisat’ spravanie sa procesu presnejsie v porovnani s linedrnym modelom.
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Obr. 2.2: Princip prediktivneho riadenia
referenénd trajektoria, predikovany vystup, [=*—] merany vystup,
[—] predikovany akény zdsah, [——| minuly akény zdsah

2.2 Model procesu

Model systému mozno opisat’ ako matematické vyjadrenie spravania sa procesu a
pouziva sa na predikciu budiceho vyvoja procesu. Tento model by mal dobre opisovat’
dynamické vlastnosti procesu. V riadeni procesov existuje mnoho modelov, ktoré mozu
byt’ pouzité na formuldciu optimalizaéného problému [16]. Na vyber mame z viacerych

moznosti:

e linedrne modely (prenosovéa funckia, stavovy opis, impulznd odozva, a iné)
e nelinedrne modely (stavovy opis, neurénové siete, fuzzy, a iné)

e hybridné modely (kombindcia spojitej dynamiky a diskrétnej logiky)

2.2.1 Linearne dynamické modely
Casovo variantné modely (angl.: Time-varying model) st najcastejsie vyuzivané
linedrne modely v tvare stavového opisu

% — A()e(t) + Blu(t) (2.1a)
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t) (2.1b)

2(0) = 2o (2.1c)
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kde z € R" je stav, u € R™ je vstup, y € R? je vystup a t € R je cas. Pociatocna
podmienka $pecifikuje hodnotu stavu x v ¢ase t = tg a hl'addme rieSenie diferencislnej
rovnice pre ¢as vacsi ako to, t € Rxy,.

Casovo invariantné modely (angl.: Time-invariant model) uvazuju, Ze matice
A, B,C a D st ¢asovo invariantné, potom linearny model sa zredukuje na

Z—f = Ax(t) + Bu(t) (2.2a)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.2)
z(0) = zo (2.2¢)

Hlavnou vyhodou pouzivania linedrnych modelov na aproximéciu spravania sa systémov
je jednoduchost’ riesenia.

Z rovnice ([2.2a]- [2.2¢) vieme ziskat’

t

o(t) = eMag + / A7) Bu(r)dr (2.3)
0

kde et € R™"*". RieSenie je konvoluény integral spravania sa celého u(t) vazeného

exponencidlnou maticou At. Vlastné hodnoty A uréujd, ¢ minuly akény zasah u(t)

m& vacsi icinok alebo mensi c¢inok na aktudlnu hodnotu z(¢) s rasticim ¢asom.

2.2.2 Vstupno-vystupné modely

Ak modelovany proces nepozname presne a vieme len malo o jeho vnutornej strukture,
tak mozeme pouzit’ iny pristup navrhu modelu. Tento pristup je zalozeny na potlacani
stavov systému, a teda zameriavame sa na manipulovatel'né vstupy a meratel'né vystupy
[17]. Blokové schéma vstupno-vystupného modelu (obr. zobrazuje prepojenie medzi
u a y. Manipuldciou akénych zdsahov u a meranim vystupu y ziskame prenosovu funkciu

G.

Blokové schéma vyjadruje matematicky vzt’ah medzi vstupnymi a vystupnymi velici-
nami v tvare

Y(s) = G(s)u(s) (2.4)

kde G(s) € CP*™ je matica prenosovej funkcie. Z rovnice je mozné vidiet’, ze v
nej nevystupuju stavy procesu a teda matematicky model je zavisly len od vstupov a
vystupov. Ak chceme ziskat’ prenosovi funkciu G(s) zo stavového opisu, tak mozeme
pouzit’ vzt'ah G(s) = C(sI — A)~!'B za predpokladu, Ze x(0) = 0 je ako poéiatoénd
podmienka.
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Obr. 2.3: Blokova schéma vstupno-vystupného modelu.

2.2.3 Diskrétne modely

Ak sa peridda vzorkovania Ty zvoli sprédvne, tak sprédvanie sa medzi jednotlivymi
periédami vzorkovania sa da ignorovat’ a model popisuje vyluéne spravanie v Case
periédy vzorkovania.

Linearny, ¢asovo invariantny, diskrétny model je v tvare

x(t+ Ts) = Az(t) + Bu(t) (2.5a)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (2.5Db)
z(0) = zo (2.5¢)

kde t € R>¢ je nenegativna hodnota vyjadrujica ¢islo vzorky, ktord je prepojend s
casom t = kT, kde T vyjadruje periédu vzorkovania a k krok riadenia.

Linearny diskrétny model je linedrna diferencialna rovnica. Ked'ze model je linedrny,
analytické rieSenia si I'ahko odvodené. RieSenim pre (2.54) je

z(t) = Alwg + z_: AT Bug(y) (2.6)
3=0

kde x¢ vyjadruje pociatocny stav.

2.2.4 Nelinearne dynamické modely
Nelinearne dynamické modely mo6zu byt’ vyjadrené v spojitej casovej oblasti ako

dzx

5 = fa),u)) (2.7)

alebo mozu byt’ vyjadrené aj v diskrérnej ¢asovej oblasti ako

z(t +T5) = f(z(t), u(t)) (2.8)
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Pouzitim nelinearneho modelu dokazeme zvysit’ kvalitu riadenia a to najmé v pripade
procesov s rychlou dynamikou. Goniometrické funckie alebo exponencidlne funckie st
typicka nelinerita v matematickych modeloch. Dynamicka charakteristika nelinedarneho
systému je opisana nelinedrnymi diferencidlnymi rovniciami, ktoré si modelom pre
rieSend problematiku.

2.3 Typy ucelovych funkcii

Charakteristickou ¢rtou prediktivneho riadenia je jeho vseobecnost’. Preto v zévislosti
od cielu riadenia je mozné aplikovat’ prediktivne riadenie na rézne typy ucelovych
funkcii [12].

Uvazujme diskrétny linedrny stavovy opis, na zdklade ktorého chceme vypocitat’
optimdlne akéné zasahy, je v tvare
Tyl = Azxy + Buy, (29)

kde A € R™"=*"= matica B € R"=*™ n, vyjadruje pocet stavov a n, vyjadruje pocet
vstupov. Dalej z € R"* reprezentuje stavy a u € R™ reprezentuje akéné zésahy, k
hovori o kroku riadenia, k =0,..., N — 1.

2.3.1 VsSeobecna formulacia MPC

Prediktivne riadenie sa sklada z tucelovej funckie a ohraniceni. Vseobecnd formulécia
optimaliza¢ného problému je v tvare [14]:

N-1
min [Quanlly+ Y (I1Qewelly + | Quul, ) (2:100)
s.t. xpy1 = Axy —|—kB[3uk, k=0,....N—1 (2.10b)
xo = xz(t) (2.10¢)
meX, k=0,...,N—1 (2.10d)
u, €U, k=0,...,.N—1 (2.10e)
zy €T (2.10f)

kde rovnica je ucelovou funkciou, ktora minimalizuje sicet N Clenov p-normy
sucinu vahovej funckie stavov @, € R"=*"=_resp. vstupov Q, € R"=*"u a vektora
stavov g, resp. vstupov uj a taktiez minimalizuje termindlnu penalizaciu s vadhovou
funkciou Qn € R™*™N na posledny predikovany stav. Rovnica vyjadruje
mnozinu stavov, rovnica mnozinu vstupov a rovnica termindlnu mnozinu.
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N je oznacenie pre predikény horizont, ktory moze mat’ dva vyznamy. Problém riadenia
na konec¢nom horizonte pre konecnu hodnotu N, ak uvazujeme nekonecny horizont,
tak je to problém riadenia na nekoneénom horizonte, teda N — oo [I8].

V pripade, Ze pouzijeme 2-normu, tak z rovnice (2.10a)) vznikne kvadratickd tcelova

funkcia:
N-1

min x—l\r,QNacN + Z (x,l—mek + quuuk ) (2.11a)
S.t. xpr1 = Axg —fBOuk, k=0,...,N—1 (2.11b)
xg = z(t) (2.11¢)
weX, k=0,...,N—1 (2.11d)
u, €U, k=0,...,N—-1 (2.11e)
ay €T (2.11f)

Ukelova funkcia ([2.11a)) je kvadraticks a ohranicenia (2.11b|- [2.11f) su linedrne za

predpokladu, ze mnoziny X, U a T st polyhedrény.

2.3.2 Regulacia vystupov

Reguldcia vystupov, (angl.: Regulation), je typ riadenia, ktorého cielom je penalizécia
odchylky vystupu od nuly a taktiez cielom je minimalizovat’ akéné zasahy a neporusit’
pritom ziadne zo zadanych ohraniceni.

Matematicka formulacia:

N-1

min 3 (1Quurll, + 1 Quul, ) (2.12a)

s.t. :l;kil = Axp + Bug, k=0,....N—1 (2.12Db)
yp = Caxp +Dug, k=0,....,N—1 (2.12¢)
xo = z(t) (2.12d)
zreX, k=0,...,N—1 (2.12¢)
u, €U, k=0,...,N—1 (2.12f)
ye€Y, k=0,...,N—1 (2.12g)
zy €T (2.12h)

Ucelové funckia (2.12a)) minimalizuje stcet N lenov p-normy st¢inu vahovej funkcie
stavov @y € R™ > resp. vstupov @, € R™**™ a vektora vystupov y, resp. vstupov
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ug. Ohranicenia su v rovniciach (2.12b|-[2.12h)), kde rovnica (2.12¢)) vyjadruje mnozinu
stavov, rovnica (2.12f)) mnozinu vstupov, rovnica (2.12g) mnozinu vystupov a rovnica
(2.12hf) terminalnu mnozinu.

2.3.3 Sledovanie trajektorie

Sledovanie trajektérie, (angl.: Tracking), je typ riadenia, ktorého cielom je minima-
lizovat’ vzdialenost’ medzi predikovanym vystupom yj a referenénym vystupom yyef,
cielom je aj minimalizovat’ akéné zasahy.

Matematicka formulacia:

N—-1

min >~ (1@ (r — peen)l, + 1Quusel, ) (2.133)

s.t. a]jkil = Azp + Bug, k=0,...,N—1 (2.13b)
yr = Cxy + Duy, k=0,....N—1 (2.13¢)
xg = z(t) (2.13d)
€Y, k=0,...,N—1 (2.13¢)
w €U, k=0,...,N—1 (2.13f)
e€X, k=0,...,N—-1 (2.13g)
oy €T (2.13h)

Rozdiel prediktivneho riadenia so sledovanim trajektérie oproti regulacii je formulacia
ucelovej funkcie. V rovnici je oproti rovnici zmena taka, ze sa penalizuje
rozdiel aktudlneho vystupu od referencného vystupu, ktory je nezavisly od casu k a je
nemenny pocas celej doby riadenia.

Analogicky vieme napisat’ optimalizacny problém pre sledovanie trajektérie stavov.

Matematicka formulacia:

H

min [|Qn (5 — zres)lly + (||c21 — et + [ Quusl, ) (2.14a)
s.t. rp11 = Az + Buy, ]’; :O 0,...,N—1 (2.14b)
xo = x(t) (2.14c)
meX, k=0,...,N—1 (2.14d)
uw, €U, k=0,...,.N—1 (2.14¢)
zy €T (2.14f)
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Zmenou v ucelovej funckii (2.14al) oproti (2.13a) je to, ze teraz sa sleduje zmena
aktudlneho stavu od referenc¢ného stavu. Ohranicenia pre sledovanie trajektérie stavov

sd v rovniciach ([2.14b|- [2.14f).

2.3.4 Riadenie za najmensi pocet krokov

Riadenie za najmensi pocet krokov, (angl.: Minimum time control), je typ riadenia,
ktorého ciel'om je minimalizovat’ pocet krokov riadenia k na dosiahnutie pozadovaného
ciel'a, resp. minimalizovat’ predikény horizont IV, za ktory proces dosiahne referenciu
a neporusi pritom ziadne z ohraniceni systému.

Matematicka formuldacia:

min N (2.15a)
St. xp41 = Az, + Bug, k=0,...,N—1 (2.15b)
yp = Cxp +Dug, k=0,....N—1 (2.15¢)
xo = x(t) (2.15d)
ey, k=0,...,N—1 (2.15¢)
up €U, k=0,....N—1 (2.15f)
z,€X, k=0,..., N—-1 (2.15g)
ay €T (2.15h)

Ucelové funckia (2.15a) minimalizuje pocet krokov riadenia vzhladom na ohranicenia

(155 2158,

2.4 QOhranicenia

Akéné zésahy procesov (napr. rychlost’, zrychlenie, poloha ventilu a iné) st vo vicsine
fyzickych systémov ohranicené [I7]. Tieto ohranic¢enia vieme vlozit’ do linedrnych
nerovnosti v tvare

Fug <e, Vk € Nzo (2.16)
v ktorej
I Umax
E = = ) 2.1
|:I:| ’ ‘ |:umin:| ( 7)

opisuju ohranicenia v tvare

Umin S U S Umax Vk € NZO (218)



12 Prediktivne riadenie

V niektorych pripadoch je potrebné uvazovat’ aj ohranicenia na stavy alebo vystupy,
a to hlavne ak ide o bezpec¢nost’ prevadzky, kvalita produktu a iné. Toto moze byt’
vyjadrené ako

Fxp < f, Vk € N>g (2.19)
Je vhodné v niektorych aplikacidch obmedzit’ rychlost’ zmeny vstupu, a to pomocou

up — uk—1. Ak chceme zachovat’ stavovi podobu modelu, mézeme tento stav rozsirit’

T = [uﬁ J (2.20)

Rozsireny model systému je

it = A7+ Bu (2.21a)
y=Cx (2.21b)
kde
~ [4 0 ~ [B ~
A_[O o]’ B_M, c=[C 0 (2.22)

Ak sa obmedzi rychlost’ zmeny budtcich prirastkov riadenia, tak je to definované ako

AUmin <up —ug—1 < AUmaxa Vk € NZO (223)
tak potom
FZp+ Fup <e (2.24)

kde

F:{O I], E:[I}, e:[A“m“} (2.25)

_Aumin

kde I je jednotkova matica, Au je rozdiel aktudlneho akéného zasahu a predoslého
akéného zasahu.

2.5 Kvadratické programovanie

Jeden zo sposobov ako ziskat’ sekvenciu optimélnych akénych zasahov pre problémy
opisané v rovniciach ([2.10)) - (2.15)) je riesit’ tento problém numericky pre konkrétnu
hodnotu pociato¢nej podmienky ako kvadraticky program.
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Riesenie optimaliza¢nych problémov ¢asto vyzaduje pokrocilé matematické techniky.
Kvadratické programovanie (QP) je jednou z technik, ktord umoziuje riesenie opti-
malizacného problému s kvadratickou ucelovou funkciou a za pritomnosti linearnych
ohraniceni v tvare rovnosti{ alebo aj nerovnosti [7].

Mnoho oblasti, ako je procesny priemysel, elektrotechnika, pol'nohospodarstvo, alebo aj
ekonomické oblasti si vyzaduju do urcitej miery optimalizovat’ vyrobu, zisky, naklady
a iné ukazovatele. Vzhl'adom na siroké uplatnenie kvadratického programovania je
komplexné pochopenie tohto problému cennym néstrojom.

Vo vseobecnosti tento optimalizaény problém méze byt’ vyjadreny ako

min z' Px+q x4 7r (2.26a)
sit. Ax <b (2.26D)
Acx = b, (2.26¢)

kde = € R" je vektor optimalizovanych premennych a P je symetricka a pozitivne
definitnd matica, ¢ € R™, A, € R™*" A € RP*" b, € R™, b € RP. Oznacenie m, p
hovori o pocte ohraniceni v tvare rovnosti, pripadne v tvare nerovnosti.

Riesenim akéhokol'vek optimaliza¢ného problému chceme ziskat’ prave jedno unikétne
a najmé optimalne rieSenie.

Na riesenie kvadratického programovania existuje niekol'ko metéd. Medzi tie najpouzi-
vanejsie metédy patria:

e Metdda aktivnych mnozin
e Metdda vnutorného bodu

e Barierova metdda

2.6 Explicitné prediktivne riadenie (EMPC)

Predoslé casti sa zaoberali vSeobecnou formuldciou prediktivneho riadenia a jeho
potrebnych nalezitosti na vyrieSenie optimaliza¢ného problému. Avsak tym, ze pri
rieSeni sa zohl'adniuju aj rozne fyzické ¢i matematické ohranicenia procesu, zvysuje sa
vypocCtova naro¢nost’ takéhoto pristupu. Na znizenie vypoctovej naro¢nosti sa preto
zaviedol tzv. explicitny prediktivny reguldtor (angl.: Explicit Model Predictive Control,
EMPC).
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U} EMPC

Akény : : > % Stavy
z4sah procesu

Proces

Obr. 2.4: Reprezentacia EMPC.

Hlavnym problémom klasického MPC (On-Line pristupu) je, Ze na dosiahnutie optimél-
neho akéného zasahu je potrebné vyriesit’ dany optimalizaény problém v kazdej peridde
vzorkovania. V kazdej periéde vzorkovania sa odmeraju stavy systému, nasledne sa po-
uziju namerané stavy ako pociatotna podmienka pre optimalizaény problém, vyriesime
optimaliza¢ny problém a ziskame sekvenciu predikovanych akénych zasahov a z tejto
sekvencie pouzijeme prvy prvok, ktory poéjde spit’ do systému a opéat’ prepocitame
optimaliza¢ny problém (obr. . Znamend to, ze mame jednu periédu vzorkovania na
vyrieSenie optimalizacného problému.

Preto klasické MPC sa nie vzdy da pouzit’ na vyrieSenie optimaliza¢ného problému,
hlavne ak ide o procesy s vel'mi rychlou dynamikou, ktorych periéda vzorkovania je v
milisekundéch, pripadne v mikrosekundéch.

2.6.1 Princip explicitného MPC

Ciel'om explicitného prediktivneho riadenia (tzv. Off-Line pristupu) je predpocitat’
optimalne rieSenie, tym padom nie je potrebné riesit’ optimaliza¢ny problém v kazdej
periéde vzorkovania, a preto sa vypoctova naro¢nost’ pouzitim takéhoto pristupu moze
znizit’ [12].

Pod pojmom predpocitat’ rieSenie mame na mysli vytvorit’ tzv. tabulku (angl.: Look
Up table) vSetkych moznych hodnot pociatoénych stavov s prislusnou afinnou funkciou,
na zaklade ktorej ziskame optimélny akény zdsah. A teda, tak ako to bolo v prediktiv-
nom riadeni, na obr. sa blok s optimalizacnym problémom zameni v explicitnom
prediktivnom riadeni za tabul’ku, tak ako to zobrazuje obr.

Riesenim parametrického programovania ziskame tzv. tabul’ku, ktord ma na x-osi
pociatoéné podmienky. Ak chceme vediet’, akd je hodnota optimélneho akéného zésahu,
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je potrebné zistit’ v ktorom z regiénov sa nachddza pociatoéna podmienka a potom sa
pozriet’ na prislusnu funkciu, ktora je linedrna. Vyhodnotenim tejto funkcie ziskame
optimalny akény zasah U*.

2.6.2 Multi-parametrické programovanie

Majme kvadraticku ucelovi funckiu s ohrani¢eniami v tvare nerovnosti:

1
min U " HU (2.27a)

U 2
s.t. GU < W + Sxg (2.27b)
Cesta, ktorou dokazeme vyriesit’ optimaliza¢ny problém s ohrani¢eniami je pouzit’

Lagrangeovu metédu a vyriesit’ Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podmienky [I0]. Na
vyrieSenie KKT podmienok je potrebné zostrojit’ ako prvé Lagrangian:

1
LU = §UTHU + AT (GU — W — Sxp) (2.28)
KKT podmienky st nasledovné:

1. Stacionarita - hovori o tom, kde sa nachddza minimum Lagrangianu

oL
—— =HU*"+G"A\*=0 2.29

2. Primdrna zlucitel'nost’ - mozeme ziskat’ iba také akéné zasahy, ktord si v silade
s origindlnymi ohrani¢eniami

GU -W —Sxg <0 (2.30)

3. Dudlna zlucitel'nost’ - hovori o tom, ze Lagrangianove ndsobite musia byt’
nenegativne

A >0 (2.31)

4. Doplnkovd vol’'nost’ - hovori, ze prispevok tohto vyrazu v ucelovej funkci musi
zmiznut’ v optime, ¢o znamend, ze ak mame nejaké U a mame nejaky vektor A,
potom ak U a A Spiﬁajﬁ vsetky tieto podmienky, mézeme bezpecne vyhlésit’, ze
je to optimalne riesenie pé6vodného problému

/\?(GZU* - W,' — S,'CE()) =0 (232)

Lagrangianove nasobice tiez hovoria o tom, ktoré z ohraniceni je aktivne a ktoré je
neaktivne.
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(a) Aktivne. (b) Neaktivne.
Obr. 2.5: Aktivne a neaktivne ohranicenia

1. Aktivne ohranicenie

GU*—=W; — S;zo=0; A7 >0 (2.33a)
2. Neaktivne ohranicenie

GU* =W, — S;zo < 0; A7 =0 (2.33b)

Z obr. [2.5] je mozné vidiet’, ze obr. zobrazuje aktivne ohranicenia A = {a1,a2} a
obr. nemd aktivne ani jedno z ohraniceni, A = {}, pretoze ¢erveny bod nelezi na
ohraniceni.

2.6.3 Konstrukcia riesenia EMPC (Off-line fiza)

1. Vyjadrenie lokalneho zékona riadenia U*
Uvazujme, Ze si aktivne ohrani¢enia indexované mnozinou A, potom z derivacie

Lagrangidnu (2.29)) vyjadrime U*

U*=-H'G"™)\* (2.34a)
kde do (2.33a) dosadime ([2.344))
—GAH'GTN =Wy + Saxo (2.34b)

Vyjadrenim A\* z (2.34b)) ziskame

N = —(GaH'GT) ™ (Wa + Samo) (2.35a)
A" = Mazo+ L4 (2.35h)
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kde £ = —(G4H'GT)~!. Cielom vsak nie je ziskat’ \*, ale akény zasah U*,
preto (2.35b) dosadime do (2.34al)
U*=-H'G'L-H'G" Mz, (2.36a)
U* = Faxg + ga (2.36b)
Na to, aby sme ziskali akéné zasahy, je potrebné zistit’, ktoré z ohraniceni je
aktivne, pretoze L zavisi od konkrétnych aktivnych ohranic¢eni. Preto je potrebné

vy¢islit’ vSetky mozné kombindcie aktivnych ohranic¢eni a to vyuzitim podmienok
KKT, konkrétne primarnej a dualnej zlucitel'nosti.

2. Uréenie regiénu platnosti lokdlneho zdkona riadenia

Duédlna zlucitelnost’: A7 > 0 (2.37a)

Primérna zlicitelnost’: GU* < W + Sxq (2.37b)
Dosadenim (2.35b) do (2.37a)) a (2.36b) do (2.37b)) ziskame

Maxg+£€4 >0 (2.38a)

G(FA.’EO +g4) <W 4 Szg (2.38b)

Upravou tychto rovnic dostaneme

—Mpzg < g (2.39a)
(GFA — S).’L‘Q <W —Gga (2.39b)
—Ma la
< 2.
[GFA - S} o= [W - Gg} (2.39)
A.TO b

kde rovnica ([2.39¢]) vyjadruje polytop v okoli optimalneho rieSenia, kde si splnené
ohranicenia.

Riesenim vyssie spomenutych rovnic vak ziskame iba jeden regién. Dalsie polytopy a
teda aj kompletni konstrukciu EMPC mozeme ziskat’:

e Geometricky

e Enumericky

Geometricka metéda spocéiva v tom, ze nové regiony sa ziskavaju vyuzitim geometrie
existujucich regiénov. Napriklad pre obr. mame polytop s pociatotnym xg. Dany
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polytop méa 5 ohraniceni, z ktorych geometricky uréime stred, a nase xy posunieme
kisok vyssie, vySetrime nové podmienky optimality a ziskame d’als{ regién [5].

e

i)

Obr. 2.6: Geometrickd metoda.

Enumeraéna metéda nevyzaduje geometriu, iba prehl'adava strom aktivnych ohra-
niceni. Vytvorenim kombindcii sa zostroja rovnice (2.35b)) a (2.36b) a k nim aj kores-
pondujiice polytopy [9]. Priklad enumeracnej metddy je graficky zobrazeny na obr.

27
{1} {FE\\\\\ {3} {4}

{12} {13} {14} {23} {24} {34}

Obr. 2.7: Enumera¢nd metoda.

2.6.4 Implementéicia riesenia EMPC (On-line fiza)

V zavislosti od pociatoéného vyberu x( a vyriesenim kvadratického problému, z ktorého
ziskame A, ktoré hovoria, ktoré z ohraniceni je aktivne v danom partikuldrnom rieseni,
vieme ziskat’ vSetky matice, ktoré zavisia od aktivnych ohraniceni A a tak najdeme
regién platnosti (obr. . Regiény R; — Rs patria afinnej funckii v danom regiéne,
ktorej rieSsenim v danom partikuldrnom bode ziskame optimélny akény zasah U*.
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U*

Ala: < bl Ag.’]ﬁ < bg AgCC < b3 A4ZC < b4 A5$C < b5

v

X
Obr. 2.8: Vyber regiénu.

Vyhodami explicitného MPC je 'ahké implementacia v uzavretej slucke, rychle on-line
rieSenie a taktiez bezpec¢na implementécia, ked’ze pri vypoctoch sa nepouziva delenie
a tym padom sa predchadza deleniu nulou, ¢o by mohlo viest’ ku katastrofalnym
ndsledkom [I1]. Nevyhodou explicitného MPC je to, ze pocet regiénov, ktoré treba
prejst’ moze byt’ vel’ky a tym padom on-line rieSenie nemusi byt’ dostato¢ne rychle.
Pocet regionov je tym vAacsi, ¢im vACST je pocet stavov, taktiez to zavisi aj od vel'kosti
predikéného horizontu.
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KAPITOLA 3

Laboratdrne inverzné kyvadlo

Tdto kapitola sa zaoberd problematikou laboratérneho inverzného kyvadla, opisom
procesu a jeho vyuZitim v prazi. Dalej sa venuje strucnému opisu casti laboratérneho
inwverzného kyvadla a matematickym modelom tohto procesu.

3.1 Opis laboratérneho inverzného kyvadla

Inverzné kyvadlo vo vSeobecnosti je Standardnym problémom v oblasti riadiacich
systémov. V stucastnosti sa princip inverzného kyvadla a riadiacich algoritmov vyuziva
v osobnom transportéri, tzv.segway, v raketach a inych technickych ¢i dopravnych
prostriedkoch. Princip inverzného kyvadla je ¢asto uzitotny na demonstraciu linearnych
riadiacich algoritmov, ako je napriklad stabilizacia nestabilnych systémov. Ked'ze
spravanie sa systému je silne nelinedrne, tak proces inverzného kyvadla je tiez vhodnym
systémom na ilustraciu myslienok v nelinedrnom riadeni.

Laboratérne inverzné kyvadlo (obr. je proces, pri ktorom sa pripevneny vozik s
kyvadlom pohybuje po vodiacich tyc¢iach. Za pomoci ozubeného remena sa prenasa
sila rotacného pohybu motora na vozik, ktory sa nasledne hybe dol'ava alebo doprava.
Kyvadlo sa nésledne pohybom vozika rozkmité, az sa dostane do vertikalnej polohy zo
spodnej ¢asti do vrchnej. Taktiez sa pohybom vozika udrziava kyvadlo v nestabilnej
vertikalnej polohe vo vrchnej ¢asti tak, aby nespadlo nadol. Inverzné kyvadlo ma tak
prakticky dve rovnovahy, z ktorych jedna je stabilna, zodpovedajica dolnej polohe
kyvadla v pokoji, zatial’ ¢o druhd je nestabilna. V pripade, ze absentuje akakol'vek
regula¢nd sila, tak kyvadlo spadne a vréti sa do stabilnej polohy [2].
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Obr. 3.1: Laboratérne inverzné kyvadlo

3.2 Komponenty inverzného kyvadla

Inverzné kyvadlo je zostrojené z viacerych casti, ako je konstrukcia na uchytenie
motora, motor, vodiace tyce pre pohyb vozika, samotny vozik s kyvadlom, senzory a
mikroovladac.

Ciel'om tohto procesu je na zédklade pohybu vozika udrzat’ kyvadlo vo svojej prirodzene
nestabilnej polohe a to vo zvislej polohe nahor. Na to, aby sa vozik hybal je potrebny
akény ¢len, krokovy motor, ktory rota¢nym pohybom pohybuje remenom a tak sa
vozik pohybuje po vodiacich tyc¢iach. Na obr. je motor znazorneny na l'avej strane
konstrukcie [2].

Dalsim komponentom inverzného kyvadla je senzor, rotaény enkdder, ktory v procese
slizi na meranie uhla otocenia kyvadla a polohy vozika.

3.3 Programové rozhranie
Programovatel'ny mikroovlada¢ Arduino Mega 2560 je dolezitou ¢ast’ou inverzného

kyvadla, ktory je vyuzity ako riadiaca jednotka procesu.

Navrhnuté riadiace algoritmy st naprogramované v prostredi MATLAB a nésledne
implementované do mikroovlddaca, Arduino Mega 2560. Signaly prijaté z rotaénych
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enkdderov sa d’alej spracuji, to znamend, ze sa vyhodnoti napriklad uhol otocenia
kyvadla, poloha vozika a nasledne su tieto signély pripravené na d’alSie spracovanie v
riadiacich algoritmoch. Teda tlohou mikroovladaca ATmega2560 je spracovat’ pokyny z
MATLAB, vykonat’ ich a poslat’ ziskané, resp. pozadované informécie spat’ do pocitaca.
Riadiace algoritmy moézu byt’ aplikované priamo v mikroovladaci alebo v pocitaci
pomocou MATLAB.

Pouzity mirkoovldda¢ s mikroprocesorom ATmega2560 mé k dispozicii 248kB pamiite
vyuzitel'nej na nahravanie koédu od koncového uzivatel'a a 8kB paméte pre ulozenie
premennych pouzitych v programe.

3.4 Matematicky model inverzného kyvadla

A

M

Obr. 3.2: Inverzné kyvadlo - schéma
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Pri odvddzani matematického modelu uvazujme model inverzného kyvadla tak, ako je
zobrazené na obrazku [3.2] kde:

velicina jednotka popis

m [ke] hmotnost’ zavazia
M [ke] hmotnost’ vozika

l [m)] dizka kyvadla

o [kg.m.s 2] vonkajia sila posobiaca na vozik
g [m.s™ ] gravitacné zrychlenie
D [m] poloha vozika

D [m.s™1] rychlost’ vozika

P [m.s~2 zrychlenie vozika

0 [rad] uhol otocenia kyvadla
0 [rad. sfl] uhlovd rychlost’

0 [rad.s 2] uhlové zrychlenie

Matematicky model laboratérneho inverzného kyvadla bol odvodeny pouzitim Lagran-
geovej metddy a vyuzitim Lagrangeovej funkcie L v tvare [2].:

L=E,—E, (3.1)

Potencidlna energia E), a kinetickd energia E}, inverzného kyvadla je vyjadrend ako:

E, = mglcos(0) (3.2a)
1 . 1

kde v, je stcet rychlosti kyvadla v smere osi x a v smere osi y. Rovnicu (3.2b)) vieme
teda rozpisat’ na jednotlivé smery.

1 1
Ey = 5Mp? +5m (vZ +02) (3.3)
v, = 16 (3.4a)
vy = lfcos() — p (3.4b)
vy = 1sin(6) (3.4¢)

Upravou a dosadenim predoslych rovnic dostaneme:

Ep = % (M 4 m) p? + %m (—2plfcos(0) + 1%6?) (3.5)
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Lagrangeovu funkciu systému ziskame dosadenim kinetickej a potencidlnej energie:

1 1 . .
L= 3 (M +m)p* + 3m (—2plfcos(0) + 126%) — mglcos(0) (3.6a)
1 . 1 .

L= 3 (M +m) p* — mplOcos() + §m1292 — mglcos(0) (3.6b)
Vyuzitim Eulerovej-Lagrangeovej rovnice ziskame matematicky model inverzného
kyvadla:

d [OL oL

— (=) = =Q 3.7

i (%) 52 (37

kde ¢; si vSeobecné koordinaty systému a @); vSeobecnd sila systému.
G1=pa@y=1r:

d (oL oL

i (5) " .

%Ll - % — (M + m)p — mlfcos(0) (3.8b)

d oLy _ (M +m) jp — mlfcos(#) + mih?sin(6) (3.8¢)

ai\op )~ p '

oL

o 0 (3.8d)

(M +m)p — milbcos(0) +mibsin(d) = F (3.8¢)
g2 =0aQz=0:

d /0oL oL

pr (89) — 5 = 0 (3.9a)

(‘%I; = % = —mlpcos(#) + ml*f (3.9b)

d (OLY\ L s 2

T (89) = —mipcos(0) + mlphsin(0) + mi<0 (3.9¢)

oL A -

20 = mipOsin(0) + gmldsin(0) (3.9d)

—mlgpcos(0) + mi*G — gmlfsin(h) = 0 (3.9¢)
Ziskany vSeobecny matematicky model inverzného kyvadla mé tvar:

F(t) = (M + m)p(t) — mif(t)cos(0(t)) + mif>(t)sin(0(t)) (3.10)

0 = —p(t)micos(8(t)) + mi?6(t) — gmisin(4(t)) (3.11)

V pripade laboratérneho inverzného kyvadla postacuje vyuzit’ rovnicu (3.11)), pretoze
je mozné riadit’ priamo zrychlenie vozika . Avsak je potrebné do rovnice (3.11]) vlozit’
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moment zotrvacnosti, pretoze laboratérne inverzné kyvadlo neuvazuje na svojom konci
hmotny bod, tzv. zavazie.
Matematicky model po pridani momentu zotrvacnosti:

0 = —p(t)ymicos(8(t)) + (I +mi*)0(t) — gmlisin(0(t)) (3.12)

kde:
12 2 . .
I= =3 [kg.m*] moment zotrvacnosti kyvadla,

I, [m] polovica dizky kyvadla.
Dynamicky matematicky model inverzného kyvadla:

dot) 3 . 39 . -

- =2 = - 1

I 4lp(t)cos(9(t)) + T sin(0(t)) — bO(t) (3.13)

s nulovymi za¢iato¢nymi podmienkami.
Vstupom do systému je zrychlenie vozika p(t) a vystupom je uhol otoéenia kyvadla
0(t). Koeficient trenia b vznikd pri rota¢nom pohybe kyvadla v loziskdch.

Vysledny nelinedarny model inverzného kyvadla v tvare diferencidlnych rovnic je

%(tt) = 0(t) (3.14a)
%’5) = D (t)eos(6(1)) + “Zsin(0() — b(1) (3.14b)
d%(tt) = p(t) (3.14¢)
d%f) = p(t) (3.144d)

kde 6 je uhol otocenia kyvadla, 6 je uhlova rychlost’, p je poloha vozika, p je rychlost
vozika a p je zrychlenie vozika.

3.4.1 Linearizaciacia modelu

Ziskany dynamicky matematicky model obsahuje goniometrické funckie a tym
padom je model nelinedarny. Ked'ze viaceré riadiace pristupy, ktoré buda vyuzité v
tejto praci vyzaduju linedrny model, je potrebné ho linearizovat’ v ustdlenom stave.
Inverzné kyvadlo ma dva rovnovéazne body, =0 rad, ked’ je kyvadlo v dolnej stabilnej
polohe a 8=m rad, ked’ je kyvadlo v hornej nestabilnej polohe. Pre potreby linearizacie
a nasledného navrhu regulatora na stabilizaciu je za ustaleny stav povazovand situécia,
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ked’ je kyvadlo v rovnovéznej nestabilnej polohe [2]..

(dfﬁiﬁ))s S50 ms? (3.15)

6° =0 rad (3.16)

Pomocou Taylorovho rozvoja do prvého radu sa odstrania nelinearity:

d (B(t)cos(6(1)))

p(t)cos(0(t)) ~ p°cos(6?) + _ t) — p°) +
o)eos(0(1) = preos(0") + SEZEEEE | ale) )
(3.17)
d (p(t)cos(0(t)))
e (0(t) — 6°)
dé(t) 5.0
p(t)cos(0(t)) = 0+ 1(p(t) —0) +0 = p(t) (3.18a)
sin(6(t)) ~ sin(0°) + M (0(t) —6°) =0(t) (3.18b)
do(t) |-
Linearizdciou bola ziskanda linearna diferencialna rovnica inverzného kyvadla:
o) 3, 3g ;
Linearizovany model ma dva stavy:
x1(t) = 0(t) (3.20)
zo(t) = 0(t) (3.21)
Stavovy opis procesu ziskany transformaciou rovnice (3.19):
0 1 0
A=[3g _b}, B:|:3:|a C=[ 0], D=][0] (3.22)
l al

Z diferencidlnej rovnice (3.19)) vieme ziskat’ priamo aj prenosovu funkciu a to nasle-
dovnym spésobom:

Vstupom do systému je zrychlenie vozika p a uhol otocenia kyvadla 0 je vystup z procesu.
Upravou rovnice (3.19) po dosadeni a tprave vstupnych a vystupnych parametrov
ziskame rovnicu v tvare:

i(0) = Srult) +“y(0) = byt (3.232)
ult) = §(0) + by(t) — “2y(t) (3.230)
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Vyuzitim Laplaceovej transformaécie ziskame:

%U(s) - <52 b ‘j’j) Y (s) (3.240)
Gs) = L8 _ i (3.24b)

U(s) s2+s—3

Laboratérne inverzné kyvadlo s uniformnym tvarom bez zdvazia mé t’azisko v jeho
strede, preto je uvazovand polovicng dizka kyvadla, I = 0.21m. Koeficient trenia bol
experimentalne zvoleny na hodnotu b = 1.

Prenosova funkcia po dosadeni parametrov systému:

L Y(s) 347
Gls) = U(s) %2+ s—35.02 (3:25)

Takto ziskana prenosova funkcia moze byt’ pouzita pre navrh regulatora.

3.4.2 Stabilita systému

Vysetrovanie stability dynamickych systémov je vel'mi dolezitym krokom pred samot-
nym riadenim procesu. To, ako sa dany systém sprava opisuju poly a nuly prenosovych
funckii systémov.

Poly, korene menovatel'a prenosu, hovoria o stabilite dynamickych systémov. Dynamicky
systém je stabilny, ak vSetky jeho pdly maju zdpornu redlnu cast’. Ak je aspoi jeden
redlny pdl nulovy, tak systém je na hranici stability. V pripade, ak mé aspon jeden pdl
s kladnou reédlnou ¢ast’ou, hovorime o nestabilnom systéme [4].

Poély prenosovej funkcie tiez definuju periodicitu systému. Systém je periodicky, ak ma
komplexné pdly, avsak ak ma systém len redlne pély, je aperiodicky.

Ziskana prenosova funckia laboratérneho inverzného kyvadla (3.25) obsahuje pdly
s1 = 5.4392 a so = —6.4392, to znamen4d, ze systém je nestabilny a aperiodicky.
Grafické zobrazenie pdlov je mozné vidiet’ na obr.
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Obr. 3.3: Poloha pdlov prenosovej funkcie inverzného kyvadla.
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KapriToLA 4

Riadenie inverzného kyvadla

Balancovanie inverzného kyvadla zrychlenim vozika pozdfz vodorovnej trate je klasic-
kym problémom v oblasti riadenia. Tieto systémy st casto pouzité na demonstraciu
konceptov v linedrnom riadeni, ako je stabilizdcia nestabilnych systémov. Ked'ze systém
inverzného kyvadla je nelinedrny, je taktiez uzitocny pri ilustracii niektorych myslie-
nok v nelinearnom riadeni. Inverzné kyvadlo ma v podstate dva rovnovazne stavy, z
ktorych jeden je stabilny, zatial' ¢o ten druhy je nestabilny. Stabilny rovnovazny bod
zodpovedd stavu, v ktorom je kyvadlo zavesené, to znamend, Ze sa nachadza v dolnej
polohe. Pri absencii akejkol'vek regulacnej sily sa systém prirodzene vrati do tohto
stavu. Nestabilnd poloha zodpoveda stavu, v ktorom kyvadlo smeruje nahor, a preto si
vyzaduje riadiacu silu na udrzanie tejto polohy.

Téato kapitola bude opisovat’ dve metédy vysvihnutia kyvadla z pociatoénej dolnej
polohy do hornej polohy a zachovanie tohto stavu stabilizovanim kyvadla. Nelinedrny
prediktivny regulator a energeticky reguldator boli implementované na redlny proces,
aby sa kyvadlo vysvihlo do zvislej nestabilnej polohy. Po tom, ako sa kyvadlo vysvihlo,
boli implementované rozne stabilizacné reguldtory na stabilizovanie kyvadla v hornej
nestabilnej pozicii.

Nelinearnym prediktivnym reguldtorom sa ziskala optimalna trajektéria pomocou
ktorej sa kyvadlo vysvihne do stabiliza¢nej polohy. Energeticky regulator pridava do
systému inverzného kyvadla primerané mnozstvo energie, aby sa dosiahol pozadovany
energeticky stav zodpovedajici hornej nestabilnej polohe. Stabiliza¢né reguldtory su
zalozené na linearizovanom modeli okolo vzpriamenej polohy a st ucinné, ked’ je
kyvadlo blizko rovnovazneho stavu.
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4.1 Stabilizacia inverzného kyvadla

Ulohou stabilizécie inverzného kyvadla je udrzanie kyvadla v jeho prirodzene nesta-
bilnej hornej polohe. Na stabilizaciu inverzného kyvadla bolo navrhnutych viacero
riadiacich algoritmov, ktoré vhodnym aplikovanim akéného zasahu, zrychlenim vozika
P, stabilizuji kyvadlo v hornej nestabilnej polohe. Na stabilizaciu inverzného kyvadla
postacuje vyuzit’ linearizovany model v ustalenom stave, ktory zodpovedd uhlu otocenia
kyvadla v hornej nestabilnej polohe, § = 0 rad alebo 8 = 27 rad. Preto nasledovné
riadiace algoritmy tejto ¢asti uvazuju linearny model.

4.1.1 Stabilizacia pomocou PID regulatora

Stabilizacny regulator bol navrhnuty metédou umiestnenia pélov. Jeho hlavnou ideou
je vnutit’ charakteristickej rovnici uzavretého regula¢ného obvodu uré¢ité pély, a tym
tak predurcit’ dynamické spravanie sa uzavretého regulacného obvodu, ktoré priamo
suvisi s vol'bou pélov. Prioritou pri vol'be polov je stabilita uzavretého regula¢ného
obvodu, periodicita, ale aj rychlost’ regula¢ného pochodu [3]. V pripade inverzného
kyvadla sa snazime prave o stabilitu, pretoze tilohou riadenia je stabilizovat’ kyvadlo
vo vertikdlnej nestabilnej polohe.

Metédou umiestenia polov tak navrhneme reguldtor pre riadenie procesu, ktory je
opisany prenosom
Y(s) 3.57

) =56 T T s 30 (41)

tak, aby uzavrety regulacny obvod bol rychlejsi ako pdvodny proces a stabilny. Poly
prenosovej funkcie patriacej inverznému kyvadlu si s;1= 5.4392 a so = -6.4392. P4l s;
poukazuje na nestabilitu procesu, pretoze hodnota pélu je kladné a spolu s pélom sg
je zrejmé, ze je to proces nekmitavy, pretoze neobsahuje imaginarne zlozky.

Navrhnuté pély su zéporné a d’alej od nuly, s=[-6.5 -7 -7.8].
Nésledne sa z tychto pdlov zostrojil polyném v tvare:

0=(s4+6.5)(s+T7)(s+7.38) (4.2a)
0= 5% +21.3s® + 150.85 + 354.9 (4.2b)

Vseobecny tvar polynému je:

0= 83+K282 + K3s+ Ky (43)
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Vseobecny tvar prenosovej funkcie inverzného kyvadla je:

b

s24+s—a

G(s) =

Prenos PID reguldtora, ktory je zlozeny z 3 zloziek, a to zlozky proporcionalnej,

(4.4)

integracnej a derivacnej je v tvare:

Gr(s) = Z (1 + —— + Tys) (4.5)

TiS

Po dosadeni vSeobecnych tvarov prenosu inverzného kyvadla a prenosu PID regulatora
do charakteristickej rovnice uzavretého regula¢ného obvodu v tvare

14+ G(s)Gr(s) =0 (4.6)

ziskame finalny tvar rovnice na zdklade ktorej si odvodime vzt’ahy pre vypocet pa-
rametrov reguldtora pomocou metédy porovnania koeficientov. A teda finalny tvar
rovnice je:

bZ,
3+ (14+b2,.Ty)s* + (a+bZ,)s + 7 =0 (4.7)
Ziskané parametre regulatora su:
Ka—
z, == ¢~ 52.0307 (4.8a)
bz,
T, = = 1.2323 (4.8b)
4
Ky—1
T, = =0.1092 4.
d 07 0.109 (4.8¢)

Po ziskani parametrov regulatora si bolo potrebné zvolit’ formu riadenia. Riadenie bolo
realizované pomocou inkremetélnej diskrétnej formy PID regulatora. Principom takto
zvoleného regulatora je to, Ze je potrebné v kazdej peridde vzorkovania poznat’ uhol
naklonu kyvadla, vypocitat’ regulacnt odchylku a taktiez vypocitat’ akény zasah do
systému, kde akénym zdsahom je zrychlenie vozika [2].

Na vypocet akéného zasahu sa pouzila rovnica v tvare:

T, Ty 2T, Ty
ez | B e (1T T
Up = Up—1 + { +Ti+TS er + 7. ) 1+T58k2 (4.9)

kde:

k = 1,2,...N - krok opakovania vypoctu

ex - regulacnd odchylka, ktora sa vypocita ako w — yx
w - ziadand poloha kyvadla
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yr - uhol otocenia kyvadla

uy, - akény zasah do procesu

Ts - peridéda vzorkovania 20ms
Z., T;, Tq - parametre reguldtora

Riadenie stabilizacie inverzného kyvadla PID reguldtorom, kde uhol otocenia kyvadla
0 je riadend veli¢ina a akény zdsah je zrychlenie vozika j je zndzornené na obr.

Obr. 4.1: Priebeh riadenia procesu PID regulatorom.

PID regulator riadi jeden vystup jednym vstupom a preto jeho hlavnou nevyhodou
v pripade stabilizacie je to, ze riadi iba uhol otocenia kyvadla, ¢o bola jeho hlavna
riadend velicina a tym padom sa o zvysné stavy nestara. Z obr. je mozné vidiet’,
ze poloha vozika prekrocila ohranic¢enie systému a tym padom tento regulator nie je
vyhovujuci pre tlohu stabilizacie kyvadla. Z obr. je mozné si taktiez vSimnut’,
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7ze v ¢asoch 2 s a 4 s kyvadlo vykonalo vicsi akény zasah, ako ¢as predtym. Bolo to
sposobené tym, ze sa vykonala manudalna porucha, kde sa rukou buchlo do kyvadla,
ukézalo sa tak, ze sa kyvadlo dokéze aj napriek malej poruche nad’alej stabilizovat’.

4.1.2 Stabilizacia pomocou LQ regulatora
LQR riadenie (angl.: Linear Quadratic Regulator) je optimélne riadenie zalozené na
minimalizacii kvadratického kritéria s linedrnym systémom [16].
Kvadratické kritérium je dané ako ucelova funckia v tvare:
J = min / [+ ()Qu(t) + uT (1) Ru(t)) dt (4.10a)
0
s.t. @(t) = Az(t) + Bu(t) (4.10b)

kde Q je realna symetricka kladne semidefinitna vahova matica a R je realna symetricka
kladne definitnd vahova matica.

Riesenie optimaliza¢ného problému, t.j. minimalizaciu tcelovej funkcie (4.11f) pre kazdé
o zabezpedi stavova spatnd vizba

u(t) = —Ku(t) (4.11)
kde

K=R'B'P (4.12)
pricom P je symetrické kladne semidefinitné rieSenie maticovej Riccatiho rovnice

PA+A"P-PBR'B'P=-Q (4.13)

Vzt’ah vyjadruje zakon riadenia, ktory ma spatnovéazbové vlastnosti. Jeho
tlohou je zabezpecit’ stabilitu spatnoviazbového systému a minimalizovat’ kvadratické
kritérium. Matica K je matica zosilneni, resp. konstant, a teda spatnovézbovy optimélny
reguldtor je proporcionalneho typu.

Ziskany stavovy model pre inverzné kyvadlo je v tvare:

0 1 0

A:{:))g } B:[g], C=1[1 0], D=0 (4.14)
a1 i}

Nevyhodou stavového opisu (4.14)) je to, ze uvazuje iba jeden vstup a jeden vystup a

teda spravanie sa reguldtora bude podobné ako v pripade riadenia PID reguldtorom a

to tak, ze sa bude zaujimat’ iba o jeden stav, uhol otocenia inverzného kyvadla.
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Ked'ze proces inverzného kyvadla ma celkovo Styri stavy, z = [f 0 = ], vieme rozsirit’

stavovy opis aj o sledovanie a regulaciu polohy vozika. Stavovy opis po rozsireni v

tvare matic A, B a C je nasledovny:

0
39
A= |u
0

0

1 00 0 1 000
b 0 0 3 01 00

B= |4 = 4.1
0o o0 1|’ 0’60010 (4.15)
0 0 0 1 00 0 1

Riesenim tychto rovnic pomocou prostredia MATLAB a prikazu digr() bolo ziskané
optimalne riadenie v tvare:

u = —[42.2888 8.4959 — 8.635 — 7.611]z (4.16)

Experimentdlne ziskané riadenie stabilizicie inverzného kyvadla LQ regulatorom je
zndzornené na obr. .21
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Obr. 4.2: Priebeh riadenia procesu LQ reguldtorom.
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Oproti riadeniu PID reguldtorom z obr. [I.1] riadenie LQ reguldtorom zvysuje kvalitu
riadenia stavov a odstranuje najma problém s polohou vozika, ktord je teraz riadena
spolu s uhlom otoc¢enia kyvadla. Aj napriek tomu, Zze navrh LQ reguldtora pri vypocte
nezohl'adnuje fyzikalne vlastnosti procesu, tak inverzné kyvadlo neporusilo ziadne z
ohrani¢eni. Opit’ z obr. 1] je mozné si vSimnut’, ze v ¢asoch 2 s a 4 s kyvadlo vykonalo
vacsi akény zasah, ¢o sposobila manualna porucha. Aj napriek tejto poruche sa kyvadlo
dokézalo stabilizovat’. Na zaklade vyssie spomenutého je pouzitie LQ reguldtora na
stabilizaciu inverzného kyvadla vhodné.

4.1.3 Stabilizacia pomocou explicitného MPC regulatora

Explicitné prediktivne riadenie (angl.: Ezplicit Model Predictive Control, EMPC) bolo
aplikované na proces inverzného kyvadla. Explicitné rieSenie ohrani¢enych linedr-
nych prediktivnych regulatorov moéze byt vypocitané rieSenim multi-parametrického
kvadratického programovania. RieSenim je ¢iastkova afinna funkcia, ktora moéze byt’
vyhodnotena v kazdej periéde vzorkovania, aby sa ziskal optimélny akény zasah. Vy-
poctové usilie explicitného riadenia je tym padom obmedzené na vyhladavanie v
tabul’ke. To umoznuje realizaciu na nizkonakladovom hardvéri pri vel’kych periédach
vzorkovania a pri redlnych procesoch s rychlou dynamikou.

Standardné prediktivne riadenie (angl.: Model Predictive Control, MPC) spociva v
rieSeni optimaliza¢ného problému v kazdej peridde vzorkovania na zaklade hodnot
vektora aktudlnych stavov. Z tohto dovodu je tento pristup prediktivneho riadenia
vhodny najmé pre procesy s pomalou dynamikou. Jeho komplexnost’ je stdle nevhodné
pre procesy s rychlou dynamikou a pocitace s nizkou vykonnost’ou. Pre tieto dovody bol
implementovany prave explicitny prediktivny reguldtor pre dany rozsah prevadzkovych
podmienok, ktory riesi problém optimalizacie off-line.

Optimalizacny problém navrhu EMPC sa sklada z ucelovej funkcie a z ohraniceni.
Ucelova funkcia minimalizuje odchylku vystupnych, alebo stavovych veli¢in od ziadanej

hodnoty a minimalizuje sa aj vel'kost’ akénych zasahov, alebo ich prirastkov od pociatku.

Na riadenie bola pouzitd kvadraticka ucelova funkcia v tvare:

N-1

minz (z7 Q1. + uj Ruy) (4.17a)
k=0

S.t. Ty :AkarBuk, k=0,...,N—1 (417b)
Tmin < Tk < Tmax, k=0,...,N—1 (4.17¢)

Umin < Uk < Umax, k=0,...,N—1 (4.17d)
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kde N je dlzka predikéného horizontu, x je vektor stavov systému, u je vstup do
systému. Vektory Umin, %Umax & Tmin, Tmax SU obmedzenia na akéné zasahy a stavy
systému.

Uvazovand matica stavov A a matica vystupov B je v tvare

0 1 00 0
3 00 3

A= |4 B= |% 4.1
0 0 0 1|’ 0 (4.18)
0 0 00 1

V skutoc¢nosti sa ale v rovnici (4.17b]) nepouziva priamo (4.18)), ktoré si v spojitej
casovej oblasti, ale pouzivame model pre diskrétnu ¢asovi oblast’.

V tcelovej funkcii je dolezité vhodne nastavit’ vahovi maticu @, ktora penalizuje
kvadratickd odchylku stavov od poc¢iatku od danej referencie a vahovi maticu R, ktora
penalizuje akéné zasahy . Ked’zZe ucelova funkcia minimalizuje vstup do systému
u, tak ¢im vacsi vahovy koeficient zvolime, tym viac ndm zalezi na tom, aby sa dana
velicina dostala blizko ziadanej hodnoty.

Inverzné kyvadlo je opifsané pomocou 4 stavov, x = [0, 0, p,p|, preto védhova matica
stavov () ma 4 hodnoty a zrychlenie vozika p je akény zasah do procesu, preto vahova
matica R ma jednu hodnotu.

Q:diag(Q17q2aQ37q4)7 R=r (419)

Vzhl'adom na to, ze je dolezité, aby uhol kyvadla 8 bol 0 rad, tak hodnota g; ma vel'ka
véhu. Dal'sim dolezitym stavom je aj poloha vozika p, ktory mé mensiu délezitost’
oproti uhlu kyvadla, ale nesmie sa zanedbat’, preto hodnota ¢q3 ma vyssiu vahu. Vaha
na uhlovi rychlost’ a rychlost’ vozika m4 pre riadenie menej podstatny vyznam, preto
ich hodnoty st najnizsie.

G =1-10% ¢ =1-10° g3 =1-10% ¢4 =1-10° r =1-10" (4.20)

Predikény horizont N bol stanoveny na zaklade predpokladov, ze vel'ké hodnoty vedu
k zvySenému vypoctovému tsiliu a nizke hodnoty vytvaraji nepresné riadenie. Zvolena
hodnota predikéného horizontu bola N = 5.

Ohranicenia zavisia od riadeného procesu a formulacie optimaliza¢ného problému.
Hlavnym ohranicenim je to, ako sa dany systém sprava, teda model procesu. Dalej je
potrebné uvazovat’ aj fyzikalne vlastnosti procesu, ktoré prenesieme do obmedzeni.
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Uvazované ohranicenia inverzného kyvadla pre stavy st napisané v rovniciach (4.21af-
4.21d|). Tieto ohranicenia sa vyhodnocuji a musia byt’ splnené v kazdom riadiacom
kroku k.

—0.1920 < ), < 0.1920 (4.21a)
—m < <m (4.21b)
—0.25 < pp < 0.25 (4.21c)
—0.85 < pj, < 0.85 (4.21d)

Na to, aby sa kyvadlo stabilizovalo v hornej nestabilnej polohe je potrebny akény
zésah, ktory je obmedzeny vzhl'adom na fyzikalne vlastnosti procesu. Akénym zdsahom
inverzného kyvadla je zrychlenie vozika p s nasledovnymi obmedzeniami, ktoré nemozu
byt’ porusené

—10 < i, < 10 (4.22)

Konstrukcia, ako aj implementéacia explicitného prediktivneho reguldtora prebiehala
na PCE pricom nootebok komunikoval s riadiacim mikroovlada¢om procesu spésobom,
aky je blizsie uvedeny v sekcii [3.3

Optimalizacny problém sa vyriesil pomocou multiparametrického toolboxu (skr.
MPT) [13] v prostredi MATLAB pri pouziti predikéného horizontu N = 5. Konstrukcia
explicitného MPC trvala 27.2 s a ziskali sme explicitné MPC riesenie, ktoré malo 351
regiénov. Nasledne sa toto rieSenie vyexportovalo do .mat stiboru a spravila sa analyza,
ktord ukézala, ze priemerny vypocCtovy ¢as na ziskanie optimélneho akéného zdsahu
bol 7.7 ms, najhorsi{ vypoctovy ¢as bol 16.23 ms. Pouzitd periéda vzorkovania bola
nastavend na T = 20 ms.

Zaujimavou c¢ast’ou konstrukcie explicitného prediktivneho riadenia je vykreslenie
polytopickych participacii, ktoré si zobrazené na obr. Tieto polytopické participacie
tak graficky zobrazuju spravanie sa procesu pre dva pripady:

e Kyvadlo sa nachiadza v nestabilnej polohe 8 = 0 rad s polohou vozika v strede
drahy p = 0 m.

e Kyvadlo sa nachadza na ohrani¢eniach, v nestabilnej polohe 6 = 0.1920 rad s
polohou vozika v na ohranic¢eni p = 0.25 m.

1MacBook Air, 1,8 GHz Intel Core i5, 8 GB 1600 MHz DDR3.
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(e) Prep=0
Obr. 4.3: Polytopické rozdelenie

(f) Pre p=0.25
na zaklade réznych podmienok
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Obr. {35

[4:3d], [4:31] poukazuji préve na spravanie sa kyvadla v pripade, ak je na

ohraniceniach. Z obr. je mozné vidiet’, ze ak je uhol = 0.1920 rad a poloha vozika

p=0.25m
obr. [£:31 je

, tak na to, aby kyvadlo nespadlo, je potrebné znizit’ rychlost’ vozika. Na
zobrazené, ze ak je kyvadlo na ohranic¢eni polohy, p = 0.25 m, je potrebné

znizit’ rychlost’, resp. pohnut’ sa s kyvadlom druhym smerom, aby odislo z ohrani¢enia

na polohu.

Ciel'om riadenia bolo udrzanie a stabilizovanie kyvadla v nulovej nestabilnej polohe

s ohl'adom

na ohranicenia procesu. Riadenie inverzného kyvadla explicitnym MPC

reguldtorom je zndzornené na obr. [£:4]

E T T T T T T T T T =
E | | | | | | | | | A
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
F T T T T T T T T T =
E | | | | | | | | | =
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
- - — T - — 1 — 1 — T - — T — — T — T — — T — —
= = = e e e e e e e e e o
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Obr. 4.4: Priebeh riadenia procesu MPC regulatorom.

7 obr. je mozné vidiet’, ze explicitny prediktivny regulator stabilizuje uhol kyvadla
v okoli nestabilnej polohy zodpovedajicej uhlu § = 0 rad. Poloha vozika a jeho

rychlost’ sa

pocas celej doby riadenia drzi v ohraniceniach procesu. Taktiez je mozné

41
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vidiet’, ze akény zasah, zrychlenie vozika p vyuziva cely potencial zvolenych ohraniceni
—10 < pr < 10. Vykonanim manudlnej poruchy v ¢asoch 2 s a 4 s sa ukéazalo, ze
aj napriek malej poruche je kyvadlo schopné sa stabilizovat’ a nespadntt’ do svojej
stabilnej polohy.

Porovnanim vsetkych implementovanych stabiliza¢nych reguldtorov (PID, LQ a MPC)
je na stabilizaciu vhodné pouzit’ prave LQ alebo MPC regulétor, pretoze neporusuju
ziadne z ohraniceni.

4.1.4 Odhad stavov

LQ, aj explicitné MPC su stavové regulatory, ktoré si vyzaduju cely stavovy vektor. V
nasom pripade sme fyzikalne dokazali ur¢it’ polohu vozika a uhol nédklonu kyvadla. Na
dopocitanie zvysnych stavovych veli¢in , ktorymi su rychlost’ vozika a uhlova
rychlost’ kyvadla sme pouzili diferencie tychto stavov. Napriklad na ziskanie rychlosti
vozika sme pouzili derivovanie polohy vozika.

Kvalita vysledkov moze byt’ d’alej zlepSena tym, ze pouzijeme deterministicky od-
had stavu, resp. pouzijeme pozorova¢. Pozorovac je oznacenie pre dynamicky systém,
ktory dokdze urcit’ stav takmer bez Sumu ¢i chyby merania [16]. Medzi zndme pozo-
rovace stavu patri napriklad Luenbergerov pozorova¢ alebo Kalmanov filter, ktory je
Specifickym typom spomenutého Luenbergerovho pozorovaca.

4.2 Nabeh inverzného kyvadla

Ciel'om nabehu inverzného kyvadla (angl. Swing up) je to, aby sa kyvadlo postup-
nym rozkmitanim dostalo z dolnej stabilnej polohy do hornej nestabilnej polohy. Na
dosiahnutie tohto ciel'a boli implementované dva pristupy riadenia. Prvym z nich je
nelinearny prediktivny reguldtor, ktorého rieSenim sa ziskala optimdlna trajektéria
vySvihnutia kyvadla. RieSenie optimaliza¢ého problému prediktivneho riadenia bolo
ziskané pomocou uzivatel'ského rozhrania MATLAB a doplnkového programového vyba-
venia ACADO [I]. Optimélna trajektéria bola pouzitd na vysvihnutie kyvadla simula¢ne.
Druhym pristupom bola implementéacia energetického regulatora priamo na realny
proces, ktory reguluje mnozstvo energie v kyvadle. Tento regulator vklada energiu
do systému inverzného kyvadla az pokym nedosiahne energiu zodpovedajicu hornej
nestabilnej polohe.

V tejto ¢asti chceme dosiahnut’ to, ze uhol otocenia inverzného kyvadla, ktory sa na
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zaciatku riadenia nachadza v dolnej stabilnej polohe, # = 7 rad na konci riadenia
dosiahne stav # = 0 rad alebo § = 27 rad. Schématické riesenie tohto problému je
zobrazené na obr. kde uhol 7 rad je fialova farba a uhol 0 rad je zlta farba.

Obr. 4.5: Princip ndbehu inverzného kyvadla.

V oboch pripadoch riadenia ndbehu inverzného kyvadla plati, ze ak kyvadlo dosiahne
hornii nestabilnii polohu, kontrolu prevezme stabilizacny reguldtor a stabilizuje kyvadlo.

4.2.1 Prediktivne riadenie za najmensi pocet krokov

Ciel'om MPC regulatora je riadit’ systém na zdklade predpocitanej trajektoérie z jedného
bodu do druhého. Optimalizaény problém, ktory je potrebné vyriesit’ je opisany ako
konvexny problém s optimalizaciou, ktory mozno efektivne vyriesit’, aby umoznil
implementdciu v redlnom case [§]. Vzhl'adom na to, ze dynamika inverzného kyvadla je
vel'mi rychla, je potrebné ju ¢o najlepsie opisat’ pri rieSeni optimaliza¢ného problému.
Preto pre potreby pouzitia prediktivneho riadenia za najmensi pocet krokov sa vyuziva

nelinedrny model v tvare diferencidlnych rovnic (3.14a]-|3.14d)).

Ciel'om optimalizacie je ¢o najrychlejsie dosiahnut’ nestabilni polohu, zac¢inajic z
dolnej polohy. Dalsie obmedzenia zahffiaju, ze vozik by mal zacat’ a konéit’ na rovnake;j
pozicii. Rychlost’ vozika a uhlova rychlost’ kyvadla by mali byt’ nulové, ked’ kyvadlo
dosiahne hornud polohu. Pouzity riadiaci signal, t.j. zrychlenie vozika, je obmedzeny na
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to, aby bol v intervale 10 m.s~2. Pretoze kol'aje po ktorych sa vozik pohybuje st
kone¢né, poloha vozika musi spliat’ ohranicenie -0.2 m < p < 0.2 m.

Optimalizaény problém je uvedeny matematicky v (4.23al{4.23;))

min N (4.23a)
st.0=10 (4.23b)
6= Ep’cos(tﬁ)) + ﬁsin(@) — b (4.23¢)
4 4l
p=7p (4.23d)
p=7p (4.23¢)
] < 10 (4.23f)
—02<p<0.2 (4.23g)
—0.85 < p < 0.85 (4.23h)
O(T)=7n O(T)=0 (4.231)
p(T)=0 p(T)=0 (4.23))

kde N je predikény horizont. Pouzita periéda vzorkovania nelineaArneho MPC bola
zvolena na Ty = 20 ms preto, aby dokazala spracovat’ rychlu nelinedrnu dynamiku
procesu.

4.2.1.1 Simulacia riadenia nabehu nelinearnym prediktivnym regulato-
rom na minimalizaciu casu

Riesenim optimalizacného problému nelinedrneho prediktivneho riadena v prostredi
MATLAB s uzivatel'skym programovym rozhranim ACADO sa ziskala optimalna trajek-
téria vysvihnutia inverzného kyvadla, ktord bola implementovand na redlny proces.

Takéto riadenie je vSak riadenie v otvorenej slucke, ked’ze na proces aplikujeme
predpocitant optimélnu trajektériu v kazdej peridde vzorkovania, ktora bola Ty =
20ms, preto spravanie sa procesu je pri kazdom pokuse, resp. riadeni iné. Tato odlisnost’
spravania sa moze byt’ sposobena vplyvom roznych porich v procese, alebo na proces.

Taktiez je dolezité spomenut’, Ze pocas vysvihnutia sa tato trajektéria neregulovala,
to znamend, ze nemali sme k dispozicii ziadnu regulacnu silu. Tym padom nebolo
garantované, ze tato trajektéria vySvihnutia dosiahne dant hornu nestabilnt polohu.
Implementaciou tejto trajektérie na redlny proces sa zistilo, ze tato trajektoria nedo-
siahne nestabilnt polohu, pretoze do danej pozicie prisla v kazdom pokuse s vel'mi
vel'’kou uhlovou rychlost’ou, pripadne sa ani nevysvihla do danej pozicie.
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Pre tieto dovody sa ziskana optimalna trajektéria vysvihnutia inverzného kyvadla
spracovala simula¢ne spolu so stabilizaétnym reguldtorom.

Obr. 4.6: Simuldcia nabehu kyvadla prediktivnym reguldtorom so stabiliza¢nym LQ
reguldtorom.

Na obr. je zobrazena simulécia ndbehu a stabilizdcie inverzného kyvadla. Na zdklade
vypocitanej optimdlnej trajektérie kyvadlo dosiahlo nestabilnii polohu za viac ako 5
sekind a to pomocou 9 vySvihnuti. Nésledne riadenie prevzal LQ regulator, ktory
kyvadlo stabilizoval.

4.2.2 Energeticky regulator

Ako je uvedené v predchadzajucej Casti, cielom riadenia je vySvihnut’ kyvadlo do
vertikdlnej vzpriamenej polohy z jeho zavesnej polohy. Pohybom vozika sa tak kyvadlo
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vychyli zo stabilnej polohy do nestabilnej, kde kontrolu prevezme linearny stabiliza¢ny
regulator. Pre potreby vysvihnutia kyvadla preto v tejto casti bude implementovany
energeticky regulator.

Energeticky reguldtor na vysvihnutie kyvadla bol navrhnuty a implementovany na
redlny proces v ¢lanku Astrom a Furuta [19]. Této metéda vysvihnutia ma svoje
vyhody aj nevyhody. Na zaciatok sa riadi uhol kyvadla, neskor poloha kyvadla. Avsak
tento pristup ndvrhu regulatora je vhodny len vtedy, ak mame neobmedzenu dizku
trate, napriklad ako mé rotacné kyvadlo. V pripade linedrneho kyvadla, je tento pristup
nevyhovujuci.

Metéda uvedend v tejto ¢asti sa zameriava na to, aby sa kyvadlo vysvihlo zo stabilnej
do nestabilnej polohy, s tym, Zze poloha vozika sa udrziava v uréenych limitoch procesu
s pouzitim principov riadenia energie zalozenych na metdde prezentovanej v prispevku
Chatterjee a kolektiv [6]. Na dosiahnutie tohto ciel’a je zavedenych niekol'ko rovnic, tzv.
energetickych pramenov, nielen na sledovanie polohy vozika, aby sa vozik nevychylil z
obmedzenej dizky, ale aj obmedzil rychlost’ vozika nad urcitd hodnotu. Okrem toho, je
zavedeny aj d’alsi vzt’ah s cielom dosiahnut’ definovani energeticki hodnotu a ked’
energia kyvadla nadobudne dostato¢ni energiu, kyvadlo prejde do tzv. doplavovacieho
médu, s tym, ze sa zachova ziskand energia. V ramci doplavovacieho médu sa do
systému vhana energia takym sposobom, ze pohana potencidlnu a rotacna kineticka
energiu smerom k hodnote, ktora sa rovna potencidlnej energii kyvadla vo vzpriamenej
polohe.

4.2.2.1 Analyza energie

Princip ndvrhu energetického regulatora na vysvihnutie inverzného kyvadla je zalozeny
na principoch Lyapunovej funkcie. Celkova mechanicka energia inverzného kyvadla
pouzita v Lyapunovej funkcii je

1._.
E= 5192 + mgl(cosf — 1) (4.24)
kde E je dané kinetickou a potencidlnou energiou kyvadla. V rovnici (4.24)), hornd
nestabilnd poloha § = 0 rad alebo 6 = 27 rad je dand ako referenény bod pre potencidlnu

energiu. Celkova energia kyvadla je definovand ako nulova v hornej nestabilnej polohe.

Zakon riadenia energetického regulatora je mozné odvodit’ spojenim pohybovej rovnice
inverzného kyvadla, ktora bola ziskand v casti spolu s Lyapunovou funkciou.
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Uvazujme pohybovi rovnicu kyvadla v tvare

16 — mglsin(0) — pmlcos(6) = 0 (4.25)

2
m
kde I = =5 moment zotrvacnosti kyvadla.

V skutocnosti, pri vykonavani energetického riadenia je potrebné pochopit’, ako je
energia ovplyvnend zrychlenim kyvadla. Vypoc¢itame derivaciu £ s ohl'adom na cas a
nahradime 6 z (4.25]), ziskame tak

E = 100 — mglfsin(f) = —pmlbcos(6) (4.26)

Z rovnice je vidiet’, ze riadenie energie je jednoduché, pretoze systém je jednodu-
chym integratorom s réznym zosilnenim, av8ak riaditel'nost’ sa strati, ak prava strana
rovnice (4.26) zmizne. To nastane ak § = +7/2, ¢ize ked’ je kyvadlo horizontdlne
alebo ak 6 = 0. Taktiez na to, aby sa zvySila energia, zrychlenie vozika § by malo
byt’ pozitivne, ked’ hodnota 9005(9) je pozitivna, a naopak. Stratégia vysvihnutia
inverzného kyvadla pomocou energetického regulatora méze byt’ najdena pouzitim
Lyapunovej metddy a dpravou vyssie spomenutych rovnic [19].

4.2.2.2 Riadenie energie

Metéda energetického reguldtora je zalozend na Lyapunovej funckii [15]. Uvazujme
systém (&) = f(x) s «* fixnym bodom (riesenie diferencidlnej rovnice, kde derivécia je
nulovd) a predpokladajme, ze Lyapunova funkcia V(x) moze byt’ ndjdend ako

e V je pozitivne definitné:

— V(z) > 0 pre vietky = # z*,
— V(z) = 0 pre vSetky = = x*.

. V:%<Oprevéetkyx7éx*.

Ak je takdto funkcia ndjdend, z* je globdlne asymptoticky stabilné: z(0) — z* plati
pre véetky pociatotné podmienky x(0), t — co. Riadeny vstup u je zrychlenie vozika p.
Lyapunova funkcia spolu so zdkonom riadenia je zapisana ako

(E — Eg)?

2
u=p = k(E — Eg)fcost (4.28)

V =
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kde k je védhovaci koeficient a Ey je pozadovand energia. Pouzitim rovnice (4.26)) a
zdkona riadenia (4.28)), derivdciou Lyapunovej funckie je ndjdend

av dE
- = (B~ Eo)— |
= —(E — Ey)mlpbcosh (4.29)

—mlk ((E - Eo)écosﬁ) ’

Rovnica ([£.29) odhal'uje, ze Lyapunova funkcia sa bude znizovat’ tak dlho, ako 6 # 0
a cosfl # 0. ZlepSend stratégia je dand nasledujicim zdkonom riadenia v tvare

u = sat (k(E — Eo)sgn(écOSG)) (4.30)

Tmax

kde funkcia sat je linearna funkcia, ktord saturuje maximélne zrychlenie vozika.

Tmax

Nevyhodou tejto stratégie je to, ze neberie do ivahy obmedzent drdhu pre pohyb
vozika. Preto Chatterjee a kolektiv [6] zaviedli tipravu tohto pristupu tak, ze dokédze
uvazovat’ maximalnu dlzku trate a maximaélnu rychlost’ vozika.

Zakladnou stratégiou energetického reguldtora, ktory bol navrhnuty pomocou Chat-
terjee a kolektivu je pohybovat’ vozikom takym sposobom, aby sa energia postupne
pridavala do kyvadla. Energia v procese inverzného kyvadla moéze byt’ riadend na
pozadovant hodnotu pomocou riadenia v spiitnej viizbe. Dalej je potrebné, aby vozik
bol umiestneny v pozadovanych hraniciach systému. Je dolezité, aby bol tento pohyb
vozika synchronizovany s vykyvmi kyvadla. V doésledku porich a neurcitosti v sys-
téme, akykol'vek sposob predpocitania trajektérie a jeho implementacia na procese
nemusi pracovat’ spravne. Namiesto toho je potrebna riadiaca metéda, ktord reaguje
na aktudlny stav systému a zodpovedajicim spésobom predpisuje polohu vozika.

Jednotlivé zlozky energetického reguldtora pre vypocet akéného zasahu do procesu,
zrychlenie vozika p sa vypocita ako

Uswing,up = _Ksusgn(éCOSe) (431)

Ucart,well = chSgn(p)10g< - %) (432)

kde K, a K.y st vahovacie koeficienty, Kg,, K¢ > 0. Tieto vahovacie koeficinety maju
za Ulohu upravovat’ zrychlenie vozika a to vzhI'adom na aktudlnu polohu obmedzent na
[—L,L], kde L je dizka trate kyvadla. Celkova uvazovand dizka trate je 0.4m. Zrychlenie
vozika sa tak zmeni, akondhle sa priblizi k uvazovanej hranici polohy vozika.
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Dalej je potrebné definovat’ d’alsf vstup, ktory vychddza zo zdkonu riadenia definovany
ako

. D
Uvelocity,well = Kvagn(P)log(l - | ‘ ) (433)
pmax
kde K, je vahovaci koeficient na obmedzenie rychlosti vozika, pnax je maximéalna
rychlost’ vozika. Uselocity well zmeni rychlost’ vozika, akondhle sa rychlost’ vozika priblizi

k jeho maximalnej povolenej rychlosti.

Nakoniec je potrebné definovat’ posledny vstup do procesu, ktory definuje energeticku
podmienku pre systém.

Uenergy maint = Kem (exp|Erp — nEyp| — 1)sgn(Eyp — Eup)sgn(écosé)) (4.34)

kde Kep, je vahovaci koeficient riadenia energie vstupu. Tento parameter je rozhodujuci
pre dosiahnutie vysvihnutia kyvadla, pretoze zmena tejto hodnoty meni aj rychlost’
vhanania energie do procesu. 1) je parameter, ktory zabezpecuje stabilitu v Lyapunovom
zmysle, tato hodnota by mala byt’ vécsia ako jeden. Tato Cast’ rovnice zabezpedi to,
aby kyvadlo prislo do nestabilnej polohy s relativne nizkou uhlovou rychlost’ou, aby to
stabilizacny regulator dokézal stabilizovat’.

Ked’ spojime vSetky komponenty zrychlenia, prichddzame s kone¢nym vyrazom pre
akceleracny vstup do procesu, na zaklade ktorého dosiahneme vysvihnutie kyvadla s
uvazenim vSetkych ohranic¢eni procesu:

ﬁ = Uswing,up + Ucart,well + Uvelocity,well + Uenergy,maint (435)

Pocas swing up médu, rychlost’, ktorou je energia vstrekovana do systému, je kon-
trolovana vylucne vahovacim parametrom K, ktory zvysuje vykon vysSvihnutia. To
znamend, ze ¢im vacsi bude tento parameter, tym rychlejsie sa kyvadlo vySvihne.

4.2.2.3 Experimentalne vysledky riadenia nabehu inverzného kyvadla ener-
getickym regulatorom so stabilizaciou

Po implementécii rovnice do procesu sa ziskali experimentalne vysledky riadenia
pomocou energetického reguldtora a stabilizdcie pomocou LQ reguldtora [4.7] taktiez
stabilizdcia pomocou prediktivneho reguldtora zobrazend na obr. [4.8| [4:9] V tabul'ke
4.1] sui spisané vSetky pouzité hodnoty pre vypocet akénych zdasahov na vySvihnutie
kyvadla pouzitim energetického regulatora .
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Na obr.[I.7]a obr. [I.§si zobrazené experimentalne vysledky riadenia inverzného kyvadla,
kde akénym zdsahom bolo zrychlenie vozika p a riadenou veli¢inou bol uhol vychylenia
kyvadla 6. Na vySvihnutie kyvadla do nestabilnej polohy bol pouzity energeticky
reguldtor, v ktorom bolo potrebné nastavit’ vahovacie koeficienty v rovniciach
- £334)), ktorych hodnoty boli zvolené ako Ky, = 1.2, Kew = 2, Kyw = 1, Ken =7 a
hodnota 7 bola 1.01.

Obr. 4.7: Vysvihnutie kyvadla energetickym reguldtorom a stabilizacia LQ reguldto-
rom.

Na obr. [£7] kyvadlo dosiahlo nestabilnt poziciu za 13 vysvihnuti v ¢ase 9 sekind, kde
nasledne prevzal kontrolu LQ regulator, ktory stabilizoval kyvadlo. Z vysledkov riadenia
si moézeme vSimnut’, ze rozsah akénych zasahov presiahol ohranicenie procesu, ¢o bolo
sposobené prave pouzitim LQ reguldtora, ktory nedokaze uvazovat’ ohranicenia procesu
a preto moze vygenerovat’ viacsie akéné zasahy ako je povolené. Kvalitu riadenia to
v8ak vel'mi neovplyvnilo, ked'Ze tieto akéné zdsahy boli vygenerované pocas prevzatia
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kontroly stabiliza¢nym reguldtorom pocas prvych dvoch periéd vzorkovania, ktora bola
Ty = 20ms.

Obr. 4.8: Vysvihnutie kyvadla energetickym regulatorom a stabilizacia MPC regulé-
torom(1).

7 obr. mozeme vidiet’, ze kyvadlo dosiahlo horni nestabilnt poziciu zodpovedajicu
uhlu @ = 0 rad, resp. 8 = 27 rad za 12 vySvihnuti v ¢ase 8 sekind, kde nésledne
prevzal kontrolu MPC reguldtor, ktory stabilizoval kyvadlo. Oproti riadeniu z obr. [£.7]
s pouzitim stabiliza¢ného LQ reguldtora, je priebeh prevzatia riadenia stabiliza¢nym
MPC regulatorom hladsi, to znamenad, ze kyvadlo sa stabilizuje rychlejsie a to prave
preto, ze nie je potrebné také vel'ké zrychlenie vozika. Vygenerované akéné zasahy,
zrychlenie vozika p, si v medziach ohraniceni.
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Obr. 4.9: Vysvihnutie energetickym reguldtorom a stabilizdcia MPC reguldtorom(2).

Experimentdlnym ladenim vahovacich koeficientov v rovniciach - bolo
zistené, ze kyvadlo sa dokaze vysvihnut' do vertikalnej nestabilnej polohy rychlejsie,
pripadne pomalsie. Nové hodnoty vahovacich koeficientov boli zvolené nasledovne,
Ky = 18, Kew = 3, Kyw = 2, Koy = 9 a hodnota n bola 1.01. Takto zvolené
koeficienty kyvadlo vysvihli rychlejsie oproti predoslym pripadom z obr. a obr.
Kyvadlo dosiahlo hornt polohu za 5 sekund a to pomocou 8 vysvihnuti. Na stabilizaciu
bol pouzity MPC reguldtor, ktory neporusil ziadne z ohrani¢en{ procesu. Na obr. [L.10]
je zobrazeny priblizeny moment prevzatia kontroly stabilizacnym MPC regulatorom
spolu s akénymi zasahmi.
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Obr. 4.10: Vysvihnutie energetickym reguldtorom a stabilizacia MPC reguldtorom(2),

pribliZenie.

velicina hodnota jednotka popis

m 0.026 [kg] hmotnost’ kyvadla
21 0.42 [m] dizka kyvadla
b 1 (kg.s™] keoficient trenia
g 9.81 [m.s~2] gravitacné zrychlenie
L 0.4 [m] dizka trate
DPrmax 0.85 [m.s~1] maximalna rychlost’ vozika

Tabul’ka 4.1: Pouzité parametre pre energeticky regulator a ich hodnoty

Vyhodou pouzitia energetického regulatora je to, ze ak sa kyvadlo vychyli zo stabilizac-
nej polohy, pripadne stabiliza¢ny regulator nedokaze v danom momente stabilizovat’
kyvadlo, tak energeticky reguldtor dokaze opat’ kyvadlo vysvihnut’ to nestabilnej

polohy.
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KAPITOLA 5

Zaver

Ciel'om diplomovej préace bolo zostrojenie matematického modelu a riadenie redlneho
procesu laboratérneho inverzného kyvadla. Proces inverzného kyvadla je ¢astym pri-
kladom na aplikaciu linedrnych, ale aj nelinearnych algoritmov, ktoré su zlozitejsie
vzhl'adom na rieSitel'nost’ v prostredi MATLAB. Riadenie laboratérneho inverzného
kyvadla bolo rozdelené na dve Casti, a to na ¢ast’ stabilizacie a ¢ast’ ndbehu inverzného
kyvadla.

Ulohou stabilizacie je riadenie uhla otocenia inverzného kyvadla v jeho prirodzene
nestabilnej polohe, hornej vertikalnej polohe. Bolo navrhnutych viacero riadiacich algo-
ritmov, ktoré v ndvrhu uvazuju linedrny model, ako PID regulator, ktory bol navrhnuty
metédou umiestnenia pdlov, LQ reguldtor a MPC reguldtor. Akénym zdsahom bolo
zrychlenie vozika inverzného kyvadla. Navrhnuté regulatory boli implementované na
realny proces laboratérneho inverzného kyvadla. Hlavnou nevyhodou PID regulatora
je to, ze dokaze uvazovat’ iba jeden vstup, zrychlenie vozika a jeden vystup, hlavnu
riadentd veli¢inu, uhol otocenia kyvadla, tym padom sa nezaujima o zvy$né stavy.
Preto je PID reguldtor nevhodny na stabilizaciu. LQ a MPC regulator v navrhnutych
algoritmoch uvazuje vsSetky stavy inverzného kyvadla a preto si najvhodnejSie na
stabilizaciu inverzného kyvadla.

V pripade vysSvihnutia inverzného kyvadla sa uvazovali dva pristupy navrhu riadenia a
to, nelinearne prediktivne riadenie na minimalizaciu ¢asu a energeticky regulator na
minimalizaciu pouzitej energie.

Ciel'om nabehu prediktivnym reguldtorom bolo ziskanie trajektdrie pre vysvihnutie
inverzného kyvadla (angl. Swing up), kde bolo potrebné vygenerovat’ potrebné akéné
zasahy, zrychlenie vozika na to, aby sa postupnym rozkmitanim kyvadlo dostalo zo svojej
stabilnej dolnej polohy do nestabilnej hornej polohy. Riadenie sa navrhlo v prostred{
MATLAB, kde sa pouzilo doplnkové programové rozhranie ACADO, ktoré dokaze vyriesit’
zlozity problém v tvare nelinearnych diferencidlnych rovnic s goniometrickymi funkciami.
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Ziskala sa tak optimalna trajektéria, ktord bola implementovana na realny proces
inverzného kyvadla, kde sa ukazalo, ze takyto sposob riadenia nie je vhodny a to preto,
ze pocas vySvihnutia sa tato trajektéria neregulovala, to znamend, ze nemali sme k
dispozicii ziadnu regulacnt silu a ani informéaciu o tom, kde sa kyvadlo momentéalne
nachadza. Preto vypoc¢itand optimalna trajektoria bola spracovana simula¢ne spolu so
stabilizatnym reguldtorom.

Taktiez bol navrhnuty aj energeticky reguldtor na vysvihnutie kyvadla z jeho stabilnej
polohy do nestabilnej polohy. Kyvadlo sa jednoducho ovlada takym sposobom, ze jeho
energia je pohdnand smerom k hodnote rovnajicej sa rovnovaznej polohe. Energeticky
reguldtor bol implementovany na realny proces v uzavretej slucke, tym padom akéné
zésahy boli vypocitavané na zdklade aktudlnych stavov. Akondhle bol uhol kyvadla
v blizkosti stabiliza¢nej polohy, riadenie sa preplo do stabilizacie a ziskalo sa tak
kompletné funkéné riadenie inverzného kyvadla.
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