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Abstrakt

Roboticka optimalizacia ako taka zahina vyuzitie robotickych zariadeni pri rieseni zadaného
optimaliza¢ného problému. Praca pojednava o rieseni problému hladania minima bez
moznosti analytického riesenia. Prvi cast tvori teoretickd casf, ktora zahfna definiciu a
tivod do vsetkych aplikovanych numerickych metdd ako aj ich vSeobecné algoritmy pre
n-rozmerny priestor, od metdd zalozenych na ndhodnom vyhladavani, cez metédy zalozené
na odhade gradientu az po rozsirenie tychto metéd o ohranicenia, teda prekazky v priestore.
Druht cast tvori prakticka cast prace, kde je priamo ukézand implementacia metdéd na
rieSenie zadaného optimalizacného problému, ukazuje vhodné nastavenie parametrov pre
dosiahnutie pozadovaného vysledku a diskutuje o ich dolezitosti. Implementacia tychto
metdd bola realizovana na robotickom zariadeni 2D Plotter so senzorom svietivosti, ktory
vyhodnocoval funkéni hodnotu bodov z kontirového grafu, zobrazenom na tablete. Cielom
prace je oboznamenie sa s jednotlivymi metdédami, pouzitymi na najdenie minima v
ohrani¢enom priestore, ich implementéacia a nasledovné porovnanie na urcenie najlepsej

moznej techniky, ako aj iprava metdd na zohladnenie prekazok v priestore.

Klicové slova: roboticka optimalizacia; Luus-Jaakola; Simulované zihanie; Nelder-

Mead; odhad gradientu; ohrani¢ena optimalizacia; logaritmicka bariéra






Abstract

Robotic optimization uses robotic devices to solve given optimization problem. The thesis
deals with solving the problem of searching a minimum of a function without using any
analytical solution. The first part consists of a theoretical section, which contains the
definition and the introduction to all applied numerical methods. It also includes the general
algorithms of these methods in n-dimensional space, starting from the methods based on
iterations, through the methods based on the estimation of a gradient, to the extension
of these methods by boundaries, i.e. obstacles in space. The second part, experimental
section, contains an implementation of these methods to solve given problem. Further, it
demonstrates an optimal set of parameters to achieve the desired result and discusses the
signification of selected parameters. Discussed methods were experimentally implemented
on the device 2D Plotter equipped with a photosensor. By using this photosensor, the
device is able to evaluate the value of a function in a specific point. Investigated functions
are displayed on a tablet as a contour graph. The aim of the thesis is to introduce, adjust
and implement various methods for finding the extrema of a given function. These methods
were compared to each other to determine the best performance of an extremum searching.
The adaptations of the algorithms to take into account the constraints of the functions

were applied as well.

Keywords: robotic optimization; Luus-Jaakola; Simulated annealing; Nelder-Mead;

gradient estimation; constrained optimization; logarithmic barrier
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Uvod

Motivaciou riesenia optimaliza¢nych problémov pomocou robotickych zariadeni je zefek-
tivnenie dosiahnutia postacujiceho vysledku. V sticasnosti, v kazdom odvetvi priemyslu
preberaju Iudskt pracu roboty, pretoze ich chybovost je radikéalne nizsia, praca preciznejsia
a rychlejsia. Nevyhodou robotickych zariadeni je neschopnost reagovaf na neocakavané
situdcie. V tomto ma stale navrch Tudskd pracovna sila. To ako sa robotické zariadenie
sprava pri roznych situdciach zavisi od typu implementovaného programu, podla ktorého
robot reaguje na zmenu podmienok. Zakladnym problémom, ktorym sa zaobera tato praca,
je najdenie miesta v priestore, ktoré sa vyrazne liSi svojimi fyzikdlnymi vlastnostami,
akymi st teplota, hustota a tak dalej. V re¢i matematiky rieSime problém minimalizacie
funkcie. Takyto problém je matematicky jednoducho riesitelny analyticky, vdaka zndmemu
gradientu funkcie. V pripade tejto prace je pre nas vyvoj funkcie v priestore neznamy
a teda predpis funkcie a jej derivicie pre nas pripad neexistuji. Naskyta sa otdzka, ako
riesit takyto problém. Mnoho modernych optimaliza¢nych metéd si dokaze s takymto
problémom poradit. V praci tieto metédy podrobnejsie rozoberame a implementujeme
na nas konkrétny problém. Vsetky pouzivané metody st metédy numerické a vysledkom
je priblizne lokalizované minimum funkcie. Nasim cielom je teda okrem oboznamnia sa s
roznymi modernymi metdédami na riesenie takéhoto problému a ich aplikacie, aj vyuzitie
robotického zariadenia na ¢o najpresnejsiu a najrychlejSiu detekciu extrému funkcie s
neznamym predpisom, ¢o ovplyviujeme roznymi parametrami. Praktické vyuzitie riesenia
tejto problematiky spociva v najdeni fyzikdlneho extrému v priestore, kde ¢lovek nema

pristup, alebo v priestore, kde st zivotu nebezpecné podmienky.






1 Roboticka optimalizacia

Roboticka optimalizacia je implementovanie hardvérového systému na riesenie optimalizac-
nych loh, akymi si napriklad najdenie najteplejsicho miesta v budove za ti¢elom rychlej
lokalizacie poziarov, zistenie zdroja kontamindcie vo vodnych nadrziach, ¢i lokalizacia
najintenzivnejsieho tniku radidcie do okolia. Optimalizécia ako takd sa vyuziva pri hladani
rieseni v roznych oblastiach priemyslu, ekonémie, v réznych firméch ¢i podnikoch za tc¢elom
maximalizdcie zisku, ¢i minimalizdcie dopadov ¢innosti podniku na zivotné prostredie. Je

zalozena na hladani optima funkcie predstavujicej dany problém.

1.1 Zakladny problém

Problém, ktorym sa zaoberame, je problém minimalizécie funkcie s ohrani¢eniami defino-
vany nasledovne:

z* =arg min f(x)

st.x € x
Riesenie takéhoto problému sa d& dosiahnut analyticky alebo numericky. Pri robotickej
optimalizacii pracujeme s pripadom, ze explicitne nepozname predpis ani derivacie sku-
manej funkcie a tym padom analytické riesenie neprichddza do tivahy. Na problém preto
aplikujeme viacero numerickych metod, ktoré pouzijeme na najdenie mozného riesenia,
¢ize minima, ale za rdzny cas a s roznou presnostou. Rozdelujeme ich na dve zdkladné
skupiny, podla toho ¢&i pri rieSeni vyuzivame princip gradientu — metédy odhadu gradientu,

alebo pracujeme s ndhodnym generovanim bodov — bezgradientové metédy.

1.2 Implementacia

Vzhladom na to, Ze predpis funkcie nepozname, pracujeme s vytvorenym farebnym kontu-
rovym grafom funkcie na tablete, ktory predstavuje meniace sa fyzikalne alebo chemické
vlastnosti v priestore (teplota, hustota, atd.). V praxi by takyto graf mohol predstavovat
vystup z termokamery. Na zistovanie funkénych hodnot funkcie vyuzivame senzor svieti-
vosti, ktory nam v kazdom vygenerovanom bode vracia hodnotu merania, ktori potom
porovndvame s nasledujiicou. Ako sa menia farby (tmavnd, zosvetluji sa), tak sa menf aj
hodnota merania, ktort vracia tento senzor pripojeny na plotter (Obrdzok 1). Algoritmus
generuje ndhodné body bertic do tivahy nami zadané parametre a ohranicenia, stiradnice
posiela riadiacej jednotke zariadenia, ktorda potom presuva senzor svietivosti do tychto

vygenerovanych bodov a meria hodnotu svietivosti.



Obr. 1: Plotter so senzorom svietivosti

1.3 Komunikacia algoritmov s realnym zariadenim

Numerické metédy na hladanie extrémov funkcie st zalozené na vyhodnocovani smeru
konvergencie k extrému funkcie na zaklade funkénych hodnoét ziskanych v konkrétnych
bodoch. To znamen4, ze zariadenie, na ktorom mézu byt aplikované metédy popisané v

tejto praci, musi byt schopné odmerat funkénii hodnotu funkcie v kontrétnom bode.

V rdmci implementécie tychto algoritmov bolo pouZzité zariadenie 2D Plotter [1]. Toto
zariadenie je vybavené fotosenzorom, ktory je upevneny na pohyblivej hlave. Tato hlava
moze konat pohyb po ose x a po ose y. Funkciu reprezentuje kontirovy graf, zobrazeny na
tablete, ktory je umiestneny pod fotosenzorom. Znamend to teda, ze zariadenie je schopné
pohnut s fotosenzorom na presne urcené suradnice nad tabletom a vyhodnotit intenzitu

osvetlenia z jeho obrazovky ako funkénii hodnotu v tomto bode.

Ovléddacou jednotkou tohoto zariadenia je programovatelny mikro-ovladac¢ s procesorom
ATmega328P. Ten je prepojeny cez sériovy port, t.j. USB kabel s pocitacom. Navrhnuté
numerické metédy boli naprogramované v programe MATLAB. V tomto vypoctovom
programe je taktiez naprogramovand trieda Plotter umoznujica pripojenie k zariadeniu.
V ramci tejto triedy sa nachddzaji vieceré metédy na komunikdciu so zariadenim. Su to

metody na ziskanie hodnoty intenzity osvetlenia z fotosenzora, ktord je v rozsahu od 0



do 1023. Tento rozsah je dany 10-bitovym analégovo-digitdlnym prevodnikom. Metdda
moveOn(x,y) slizi na poslanie prikazu do zariadenia, aby sa hlava s fotosenzorom presu-
nula na siradnice [z, y]. Metdda inMove vracia pravdivostni hodnotu s informéciou, ¢i

sa hlava zariadenia pohybuje alebo nie.

Aby boli siradnice v rdmci pracovnej oblasti pevne a vzdy rovnako dané, metdda
goHome presunie fotosenzor do vychodzej polohy. Kazda metéda posunie informaécie o
prikaze vnatornej, privatnej metéde send, ktord prikaz bajt po bajte odosle do zariadenia.
Tu je znovu bajt po bajte zrekonstruovany a aplikovany. Dolezitymi metoédami st metédy
na kalibraciu poc¢tu krokov a rozsahu funkcie coefs a setPos. Hlava s fotosenzorom sa
pohybuje po krokoch, ktoré si tak malé a rychle, Zze pohyb hlavy po6sobi ako spojity
a plynuly. Argumentom funkcie moveOn si primarne tieto kroky. Ak je vsak znamy
pocet krokov na jednotkovy rozmer funkcie, je mozné kalibraciou nastavit, aby = a y

reprezentovali stradnice v rameci funkcie samotnej.

Proces implementacie numerickych algoritmov na redlnom zariadeni spociva vo via-
cerych krokoch. Najprv je potrebné vytvorenie instancie triedy Plotter a nadviazanie
komunikacie programu MATLAB so zariadenim. Nésledne presun fotosenzora do vychodzej
polohy zavolanim metédy goHome a kalibracia krokov na jednotky funkcie. Algoritmus na
vyhladédvanie extrémov funkcie si potom cyklicky ziada funkéné hodnoty funkcie v kon-
krétnych bodoch. To znamend, ze zavolanim metédy moveOn(x,y) sa fotosenzor presunie
na pozadované siuradnice. Medzi zadanim pohybu a odmeranim intenzity osvetlenia sa
algoritmus opakovane dozaduje informécie, ¢i je hlava v pohybe. Az ked sa hlava zastavi,
potom sa odmeria funkéna hodnota v danom bode a numericky algoritmus na zaklade
tejto hodnoty vyhodnoti dalsie suradnice, na ktoré sa ma presunit hlava s fotosenzorom.

Vysledkom je konvergencia pohybu fotosenzora do extrému funkcie.

1.4 Testovacie funkcie

Pri rieseni nasho problému sme pracovali so spominanym kontdrovym grafom funkcie,
predstavujicim vyvoj urcitej fyzikalnej veli¢iny v priestore. Na otestovanie funkcénosti
algoritmov sme pouzili viacero grafov funkcii, ktoré sa pouzivaji na overovanie riesenia
optimaliza¢nych problémov. Pouzili sme napriklad Rosenbrockovi funkciu, Goldstein-
Priceovi funkciu, Boothovt funkciu a Styblinski-Tangovt funkciu. Poslednti menovani
sme pouzivali najcastejSie a posltzila ndm na ilustraciu presnosti nasich algoritmov a
zévislosti ndjdeného minima od pociato¢ného bodu. Preto je tato funkcia blizSie popisana

v nasledujicej podkapitole.



1.4.1 Styblinski-Tangova funkcia

Pri aplikacii navrhutych algoritmov sme pracovali hlavne s konttrovym grafom Styblin-
ski-Tangovej funkcie (Obrazok 2). Tato funkcia je viactucelovd a mé 2n lokdlnych minim,

kde n je pocet dimenzii. Styblinski-Tangova funkcia je definovand nasledovne:
n—1

1 4 2
flx) = 3 le — 1627 + 5x;

=0
Doménou vyhladdvania extrémov tejto funkcie je interval z € ( —5,5). V tejto oblasti
nijdeme jedno globalne minimum, v ktorom je hodnota funkcie
f(z*) = —39,16616570377016 - n,

kde
x; = —2,90353375790172752
pre i = 1,2, ... pre vSetky dimenzie. V nasom pripade pouzivame predpis:

) = (z — 162% + 5x1) + (25 — 1623 + bxa)
B 2

Tato funkcia sa casto vyuziva pri demonstracii optimaliza¢nych algoritmov, pretoze ma

okrem jedného globdlneho minima aj dalsie tri lokdlne minima4.[2]

300, ‘ {Q

Obr. 2: Styblinski-Tangova funkcia
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Nagim cielom je najst minimum tejto funkcie pri pouziti itera¢nych alebo gradientovych

metéd. Kedze tato funkcia mé styri minima (Obrazok 3), z toho tri si lokdlne, najdenie

globalneho minima zavisi nielen od pouzitej metddy, ale aj od pociato¢ného bodu. Pri

kazdej z metdd si zhodnotime vysledky optimalizacného algoritmu.

'

® lokalne minimum
® globalne minimum

[-2,9036; 2,7469] [2,7469:; 2,7469]

[2,9036; —2,9036] [2,7469; —2,9036]

Obr. 3: Miniméa Styblinski-Tangovej funkcie
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2 Bezgradientové metody

Bezgradientové metdédy st metdédy zalozené na hladani optima funkcie f, ked derivécia
funkcie f je nedostupné, nespolahliva alebo zlozitd na ziskanie a teda pracuji s ndhodnym
vyhladavanim a s iteraciami. Takyto typ technik zaradujeme k stochastickym metédam.
Nahodné vyhladavanie je metéda numerickej optimalizacie, ktora nevyzaduje gradient
problému na néjdenie extrému a taktiez moze byt pouzitd na funkcie, ktoré nie s spojite
diferencovatelné. Nahodné vyhladdvanie pracuje itera¢ne na principe posivania sa do
lepsich bodov v priestore, ktory je vytvoreny ako ,hypersféra® obkolesujtica stucasni

poziciu.

Nédhodné vyhladavanie teda funguje na iteraciach, ktoré program nahodne generuje na
zaklade kltca. Porovnavanim funkénych hodnét v bodoch stucasnej zj, a predoslej xy_1
iterdcie, pomocou algoritmu vyhodnotime, ¢i je dal$i vygenerovany bod lepsi (md mensiu
funként hodnotu) ako predosly bod. Postupnym zmensovanim rozsahu generovania novych
bodov, sa zvysuje pravdepodobnost najdenia lokalneho minima funkcie. K takymto techni-
kéam radime metody Luus-Jaakola a Simulované zihanie, ktoré sme redlne implementovali

a aplikovali na riesenie zadaného problému.[3]

2.1 Metdéda Luus-Jaakola

Metoda Luus-Jaakola patri medzi stochastické metédy hladania extrému funkcie. Je to
iteracna metdda generujica sekvenciu bodov, ktora konverguje do optiméalneho riesenia,
ak také existuje. Luus-Jaakola predstavuje heuristiku pre globalnu optimaliziciu. Tato
heuristika nevyuziva gradient, ¢o robi tito metédu vhodnou na riesenie nediferencova-
telnych a nekonvexnych problémov. Podla panov Luusa a Jaakolu, tato metéda generuje
sekvenciu iterécii, kde nasledujica iteracia je vybrana z okolia siicasnej pozicie pouzitim
rovnomerného rozdelenia. Kazdou iterdciou sa okolie zuzuje a to zabezpecuje, Ze iteracie

konverguji do minima.

2.1.1 Algoritmus metédy

Majme funkciu f : R® — R, ktori chceme minimalizovat. Nech z € R™ predstavuje poziciu
alebo kandidata na rieSenie v priestore hladania minima. Metéda Luus-Jaakola iteruje

podla nasledovnych krokov:

e inicializacia zg € <bL, bU> na jednoznac¢ni poziciu v priestore, kde by, a by st dolné

a horné ohranicenie
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e nastavenie velkosti okolia, v ktorom sa generuji nahodné body, aby pokrylo cely
priestor, v ktorom hladdme minimum:
d=by —bg,

o pokial nie je splnené stopovacie kritérium
(o) — f(z)] < £ (€ = 1079,

opakujuju sa nasledovné kroky:

— nahodne sa vygeneruje x, v zadanom okoli

— ak f(x) < f(xp), nastdva presun na novi poziciu nastavenim xy = x, v opaénom
pripade dochadza k zmensSeniu okolia, v ktorom sa generuji body:
d=a-d(a=0,95)

» mna konci celej procediry predstavuje zy najlepsiu ndjdent poziciu (v koneénom

désledku lokélne minimum funkcie) [4]

2.1.2 Parametre metody

Kazda technika pracuje s parametrami, ktoré musia byt vhodne zvolené pre rieseny
problém. Metdda Luus-Jaakola obsahuje dva parametre, ktoré mézeme volit a tym spresnit
polohu minima alebo skratit cas jeho najdenia. Prvym parametrom je koeficient o urcujuci
mieru stiahnutia priestoru, v ktorom sa generuje bod pre dalsiu iteraciu. Hovori ndm o
tom, ako rychlo sa bude priestor na generovanie novych bodov zmensovat. Musi sa volit
opatrne, pretoze velmi velka hodnota sp6sobi narast poctu iterdcii a tym padom narast
Casu najdenia minima. Ak sa naopak zvoli velmi mald hodnota parametra «, mdze dojst k
velmi rychlemu skonceniu programu bez ndjdenia extrému funkcie. Druhym parametrom
je tolerancia e, zahrnuta v stopovacom kritériu algoritmu. Pocas behu algoritmu sledovany
bod postupne konverguje do minima a v kazdej iteracii sa porovnavaju funkéné hodnoty.
Hodnota parametra tolerancie urcuje najvacsi rozdiel funkénych hodnoét, pri ktorom je
novy bod akceptovany ako lokdlne minimum. Opatrnost volby je znova taka istd ako pri
predoslom parametri. Musime volit efektivne a bilancovat rychlost a presnost ndjdenia

extrému funkcie.

2.1.3 Implementacia metédy

Na zaciatku programu sme inicializovali hodnoty parametrov, ktoré sme vhodne zvolili
po predoslych pokusoch. Priestor, v ktorom sa generuji nové body sme zmensovali na
95% povodnej velkosti a toleranciu sme zistili skiiSanim behu programu na zariadeni.

Generovanie bodov bezi jednoduchym algoritmom vzhladom na ohranicenia funkcie, ale aj
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vzhladom na ohranicenie priestoru v okoli siicasnej pozicie. Implementacia je jednoducho

ukdzané na obrazku 4.

5 | N

(a) (b)

(c) (d)

Obr. 4: Implementécia metédy Luus-Jaakola: (a) nami zadany bod a okolie, v ktorom
sa generuje nasledovnd pozicia, (b) vygenerovanie nového bodu a jeho prijatie
(zeleny bod) za stred okolia z dévodu nizsej funkénej hodnoty v danom mieste,
(¢) vygenerovanie nového bodu a nasledovne jeho zamietnutie (¢erveny bod) z
dévodu vyssej funkénej hodnoty v danom bode, (d) stiahnutie okolia smerom k

stredu z dévodu zamietnutia prijatia vygenerovaného bodu za stred.
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2.1.4 Vysledky aplikacie metédy Luus-Jaakola

Ako sme uz spominali, metéda Luus-Jaakola pracuje s ndhodnym generovanim bodov,
preto sme predpokladali, ze je vyssia pravdepodobnost konvergencie do globalneho minima
ako pri pouziti gradientovych metéd. Samozrejme, takyto vysledok sa prejavi na case
trvania algoritmu. Vysledky aplikacie tejto metédy na redlnom zariadeni pri roznych

pociato¢nych bodoch si prezentované v nasledujicej tabulke.

Tabulka 1: Vysledky implementécie metédy Luus-Jaakola

Podiatoény bod' | Cas|s] | Itericie | Nijdené minimum® | Vzdialenost?> | Typ minima
[0; 0] 72,6 68 [-3,0953; -2,9779] 0,2056 globélne

[0; 0] 80,5 65 [-3,3221; -3,0198] 0,4343 globélne

[0; 0] 35,6 25 [2,8153; 2,9370] 0,2021 lokélne

[1,5; 1,5] 65,8 30 [2,7177; -2,4956] 0,4090 lokalne

[1,5; 1,5] 70,0 49 [2,8578; -2,7771] 0,1683 lokélne

[1,5; 1,5] 65,4 68 [2,8896; 2,8014] 0,2032 lokélne

[-1,5; -1,5] 52,3 28 [-3,4744; -3,2165) 0,6509 globélne

[-1,5; -1,5] 33,2 13 [-3,0083; -3,4760)] 0,6046 elobélne

[-1,5; -1,5] 40,2 16 [-2,5803; -2,4358] 0,5636 globalne

7Z tychto vysledkov je zrejmé, ze takyto algoritmus trva priemerne priblizne jednu minttu.
kym sa presunie na vygenerovanu poziciu. Ak si v tabulke porovndme vzdialenost pozicie
identifikovaného minima programom a realnej pozicie minima, mézeme presnost metoédy
povazovat za uspokojivil. Vzhladom na dant vzorku experimentov by sa mohlo zdat, ze
najdenie globdlneho minima zavisi aj od pociatoéného bodu. Tato zavislost vsak nebola
dalsimi experimentami potvrdena. Touto vzorkou sme chceli poukazat hlavne na c¢asovi

oblast a poziciu ndjdeného minima v porovnani so skutoc¢nou poziciou.

2.2 Simulované Zihanie

Simulované zihanie je pravdepodobnostna technika na dosiahnutie globalneho optima
danej funkcie f. Povazuje sa taktiez za heuristiku aproximécie optima. Casto sa tito
metdda pouziva pri vyhladdvani v prostredi, ktoré je diskrétne (napr. problém obchodného
cestujuceho). Pre problémy, kde ndjdenie globalneho optima je délezitejsie ako ndjdenie
presného lokélneho minima v danom case, moze byt tato technika perfektnou alternativou

ku gradientovym metodam.

IBod reprezentovany ako [a;b], kde a je z-ovd a b y-ova stiradnica
2Vzdialenost najdeného minima n a najblizsieho redlneho minima r poéitand ako ||n — r||
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ohrievanie a kontrolované chladenie materidlu na zvysenie poctu krystalov a redukciu
ich defektov. Obidva st atribitmi materidlu, ktoré zalezia na termodynamickej energii.
Simulacia zihania mé6ze byt pouzita na najdenie globalneho minima pre funkciu s vysokym

poc¢tom premennych. [5]

2.2.1 Algoritmus metédy

Predstava pomalého chladenia implementovand v algoritme simulovaného zihania je inter-
pretovana ako pomalé znizovanie pravdepodobnosti akceptéacie horsieho riesenia ako aj
priestor pre najdenie riesenia. Akceptovanie horsieho riesenia je zdkladnd vlastnost heuris-
tiky, pretoze to dovoluje rozsiahlejsie vyhladavanie globalneho optima. Vo vseobecnosti,

algoritmus Simulovaného zihania pracuje nasledovne.

V kazdom kroku algoritmus ndhodne vybera riesenie v blizkosti sticasného, zmeria jeho
kvalitu a potom sa rozhodne, ¢i sa don presunie alebo ostane v sticasnom rieseni. Toto
rozhodnutie je zalozené na pravdepodobnosti vypocitanej na zaklade funkénej hodnoty v
bode merania a hodnoty teplotnej funkcie v sicasnej iterdcii. Pocas vyhladavania sa teplota
progresivne znizuje od pévodnej pozitivnej hodnoty k nule a tym ovplyvinuje pravdepodob-
nost. S meniacou sa pravdepodobnostou sa meni aj spdsob akceptacie generovanych bodov
za novu vhodnu poziciu. To znamend, ze na zaklade pravdepodobnostnej funkcie sa na
zaciatku algoritmu prijmu aj body s vysSou funkénou hodnotou za vhodné, ale postupne sa
pravdepodobnost ich prijatia zmensuje, vdaka ¢omu sa algoritmus nezasekne v lokdlnom

minime a postupnymi krokmi konverguje do extrému funkcie.

2.2.2 Pravdepodobnost akceptacie rieSenia

Pravdepodobnost presunu zo sic¢asného stavu s do nového stavu s’ je Specifikovani
akceptac¢nou pravdepodobnostnou funkciou P(e, €', T), ktord zalez{ na energidch obidvoch
stavov

E=f(c) a E' = f(e)
a na teplote T'. Stavy s nizsou energiou su lepSie ako tie s energiou vysSsou. Pravdepodob-
nostnd funkcia P musi byt pozitivna, ak €’ je vacsie ako e. Tdto podmienka je prevenciou,
aby metdda nezostala zaseknuta v lokalnom minime, ktoré je horsie ako globalne minimum.
Ak sa T blizi k nule

T— 0,

pravdepodobnost sa musi blizit k nule
P(e, e, T)— 0,
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ak plati, ze

e >e,

a k pozitivinym hodnotdm v opa¢nom pripade. V origindlnom popise simulovaného zihania
je pravdepodobnost rovna jednej ak
e <e = Ple,e,T)=1,

¢ize systém bude preferovat pohyby, ktoré budii smerovat do miest s nizSou energiou bez
ohladu na teplotu. Vela popisov a implementacii, ako aj t4 nasa vyuziva tito podmienku
ako sucast definicie simulovaného zihania. Napriek tomu, tdto podmienka nie je nutna,
aby metdda spravne pracovala. Pravdepodobnostna funkcia sa zvycajne vybera tak, aby
pravdepodobnost akceptacie nového stavu klesala, ked rozdiel ¢/ — e narastd. Ani tato
podmienka vsak nie je striktne potrebna. V konec¢nom doésledku teplota T hra dolezitu
rolu v kontrolovani vyvoja stavu s systému s ohladom na jeho citlivost na rézne energie

systému. [6]

V pripade nasej praktickej aplikdcie simulovaného zihania, definujeme pravdepodob-

nostni funkciu nasledovne:
—f(e)=f(e)
P=e"1T

ktora zavisi od funcénych hodn6t nameranych v sticasnom a predoslom stave, ¢o znadi,
7e zo zaClatku pravdepodobnostné funkcia prijme aj bod s horSou funkénou hodnotou
za lepsi, ale v priebehu programu, kedy teplota klesa, klesd aj pravdepodobnost prijatia
bodu s horsou funkénou hodnotou. Pokles teploty T vzhladom na pocet iteracii £ v nasom

programe je znazorneny na obrazku 5 modrou farbou.

2.2.3 Parametre metédy

Pri Simulovanom zihani, tak ako aj pri predoslej metéde, musime opatrne pracovat
s parametrami. Prvym parametrom je pravdepodobnostnd funkcia, ktorej priebeh si
Iubovolne mézeme volit, ale musime pritom mysliet na to, ako to ovplyvni hodnotu vysledku.
To plati aj pre parameter teploty. Kedze teplota je pri zihani doélezitym parametrom, lebo
aj v redlnom procese od nej zavisi pohyb cCastic, je dolezité volit rychlost jej klesania
vhodnym spdsobom. Na obrazku 5 mdzeme vidiet viacero typov zavislosti teploty od poctu
iteracii. Oba tieto parametre, ale menia iba kvalitu ziskavaného minima. Pri Simulovanom
zihani je stopovacim kritériom pocet iteracii, Cize rychlost najdenia optima mozeme menit
iba tymto parametrom. Vela iteracii, predlzuje beh programu, ale moze navysit presnost
vyhladdvania a mélo krokov naopak skracuje ¢as behu programu, ale stracame kvalitu
vysledku. [7]
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Obr. 5: Rozne funkcie zavislosti teploty T od poctu iteracii k

2.2.4 Implementacia metédy

Simulované zihanie je velmi zaujimavé na implementéciu, pretoze je dolezité volit vhodné
generovanie bodov. Pouzili sme na to algoritmus, kde nasledujici bod xx41 generujeme
vzhladom na predosly bod zj, a jeho okolie definované dolnym x, a hornym xy; ohrani¢enim
ako

xp = —d-0,95"

ry = +d- 0,95,
kde d je sirka domény, v rdmci ktorej je funkcia prehladédvand, v nasom pripade d = 10,
lebo sa pohybujeme v intervale < -5, 5> a parameter umocneny na hodnotu stcasnej
iteracie volime podla ocakavanej rychlosti zmensSovania okolia generovania. Vidime, Ze
tieto ohranicenia zavisia od iteracie, v ktorej sa nachddzame. Behom programu sa teda

zmensuje priestor okolo sii¢asnej pozicie na generovanie nasledovného kroku, ¢o sithlasi s
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redlnym procesom. Novy bod sa generuje nasledovne:

ZTpt1 = |zy — x| - rand() + a2,

kde funkcia rand() vracia hodnoty v intervale (0, 1), ¢im dosiahneme udrzanie bodu vo

vypocitanom okoli.

Zaroven pouzivame teplotni funkciu zndzornend na obrazku 5. Prvym nastavenym
parametrom je pocet iteracii tejto techniky. Najvhodnejsim poctom je ¢islo 60, pretoze
pri takomto pocte iteracii sme dosiahli najpresnejsiu lokalizaciu minima. Po vygenerovani
nového bodu sa zist{ jeho funkénd hodnota a té sa potom vzhladom na pravdepodobnost
porovnava s ndhodne vygenerovanym ¢islom. Na obrazku 6 mozeme vidiet implementéciu

simulovaného zihania.

5 r - v‘

e

Obr. 6: Implementacia metédy Simulovaného zihania: Body na grafe predstavuju body
prijaté vzhladom na prepocitani pravdepodobnost a postupnost iteracii az po

dosiahnutie minima (zeleny bod).
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2.2.5 Vysledky aplikacie metédy simulovaného Zihania

Metdda simulovaného zihania je dalSia z ciest nahodného vyhladavania, kde predpokladame
porovnatelne dlhy c¢as behu algoritmu ako pri predoslej metdde. Vysledky experimentov

st zhrnuté v nasledovnej tabulke.

Tabulka 2: Vysledky implementacie metody simulovaného zihania

Podiatoény bod | Cas|[s] | Iterdcie | Najdené minimum | Vzdialenost | Typ minima
[0; 0] 102,5 | 60 [-2,8034; -2,8255] 0,1270 globélne

[0; 0] 117,1 60 [-2,8473; 3,0558] 0,3140 lokalne

[0; 0] 1031 | 60 [2,8310; -2,6574] 0,2602 lokalne

[1,5; 1,5] 125,2 60 [3,0131; 3,2796] 0,5956 lokélne

[1,5; 1,5] 1234 | 60 [-2,9746; -3,2051] 0,3097 globélne

[1,5; 1,5] 118,2 60 [-3,1783; 3,1353] 0,4757 lokalne

[-1,5; -1,5] 100,9 | 60 [-2,5197; -3,1589)] 0,4610 globélne

[-1,5; -1,5] 1114 | 60 [-2,3950; -2,7013) 0,5474 globélne

[-1,5; -1,5] 1055 | 60 [-2,9412; -2,6790] 0,2277 globélne

Prvym zaujimavym faktom je dlhy c¢as trvania programu. Je to spdsobené tym, ze
pocet iteracii je pevne dany a radime ho k parametrom tejto metédy, ktorého vhodny
pocet sme nastavili pomocou experimentov. Zaroven je dobre vidiet, ze nezavisi od volby
pociatoéného bodu, pretoze v pripade zo = [1,5; 1, 5] sa nachddzaji dve lokdlne minim4
blizsie, ale vdaka ndhodnému generovaniu bodov, sme pri tejto vzorke dosiahli vzdialenejsie

globalne minimum. Presnost pre redlne zariadenie povazujeme za vyhovujicu.
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3 Metoédy odhadu gradientu

Metédy, ktorym sa budeme venovat v tejto kapitole, st metédami, ktoré sa snazia
aproximovat skuto¢ny gradient urc¢itymi matematickymi operdciami. Gradient je definovany
ako stupen sklonu, alebo miera sttupania ¢i klesania funkcie. Pozname viacero technik,
ktoré sa snazia aproximovat gradient viac, ¢i menej presne. Jednou z najznamejsich je
technika Nelder-Mead, ktorej sa budeme podrobnejsie venovat. VSeobecne st tieto metddy
zalozené na porovnavani funkénych hodnét bodov v n-rozmernom priestore a vzhladom
na tuto informaciu nasledné vytvaranie vektora, reprezentujiceho odhad gradientu. V
pripade, ze algoritmus pozna smer najvicsieho rastu alebo klesania funkcie, vie urcit smer
pre dalsiu iterdciu pri hladani extrému. Okrem metédy Nelder-Mead sme na hladanie

optima v dvojrozmernom priestore vyuzili aj odhad gradientu pomocou n-uholnikov.

3.1 Metéda Nelder-Mead

Metoda Nelder-Mead, nazyvana aj simplexova metoda, je Casto aplikovana numericka
metdda, pouzivand na najdenie optima funkcie v multidimenzidlnom priestore. Procedura
sa aplikuje na nelinearne optimalizacné problémy, ktorych derivicie nemusia byt zname.
Technika Nelder-Mead bola predstavend Johnom Nelderom a Rogerom Meadom v roku 1965.
Tato metoéda pouziva koncept simplexu, ktorym je $pecialny mnohosten o n + 1 vrcholoch
v n dimenzidch. Ak uvazujeme dvojdimenzidlny priestor, tak je tymto mnohostenom
trojuholnik, v pripade trojrozmerného hovorime o stvorstene. Technika Nelder-Mead

aproximuje lokalne optimum problému s n premennymi, ked sa funkcia meni plynule.

Zékladny princip tejto techniky spoc¢iva v tom, ze metdda sa v n dimenziach sklada zo
setu n 4 1 testovanych bodov vytvarajacich simplex. To potom extrapoluje spravanie sa
funkcie meranej v kazdom z testovanych bodov, aby sa nasiel novy testovaci bod a nahradili
sa staré testovacie body novymi a takto algoritmus dalej pokracuje. Najjednoduchsi pristup
je nahradenie najhorsieho bodu bodom reflektovanym cez stred trojuholnika. Ak je tento
bod lepsi ako najlepsi z doterajsich bodov, potom sa moézeme pokusit posuniuf tento bod
po priamke smerom od pévodného trojuholnika. Na druhej strane, ak novy bod nie je ovela
lepsi ako predosly, potom prechddzame cez ,,idolie“ funkcie, ¢ize zizime simplex smerom k
lepsiemu bodu. Dnes uz pozname mnoho vylepseni tejto techniky. NajcastejSie pouzivanou
variantou je té, ktord pouziva maly simplex o konstantnej velkosti, ktory hrubo kopiruje
gradientovy smer. Najjednoduchsou predstavou je maly trojuholnik na mape presivajici

sa dole idolim do lokélneho dna. [8]
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3.1.1 Vseobecny algoritmus metédy Nelder-Mead
Minimalizujeme funkciu f(z), kde € R™ . Sti¢asné testovacie body st x1, ..., Tp11:

e vytvorenie poradia funkénych hodnot vo vrcholoch simplexu:

flxr) < fx) < o < f@ngr)
e vypocitanie xg, stredu vSetkych bodov

o reflexia (Obrézok 7): vyratanie reflektovaného bodu
Tr = x0 + a(Tg — Tpt1),
pricom a > 0, ak je reflektovany bod lepsi ako druhy najhorsi, ale nie lepsi ako
najlepsi bod, plati:
f@1) < f(zr) < f(an),
potom sa ziskava novy simplex nahradenim najhorsieho bodu z,1 s reflektovanym

bodom z, a dochadza k navratu do prvého bodu

o expanzia (Obrézok 7): ak je reflektovany bod doteraz najlepsim bodom
flar) < flz1),
vypocitava sa expandovany bod
ZTe = xo + Y(Tr — x0),
pricom v > 1. Ak je expandovany bod lepsi ako reflektovany

fze) < f(xr),

potom sa ziskava novy simplex nahradenim najhorsieho bodu z,41 s expandovanym
bodom z. a dochddza k navratu do prvého bodu, v opa¢nom pripade sa vytvara
novy simplex nahradenim najhorsieho bodu x,, 1 s reflektovanym bodom x,. a potom

dochadza k navratu do prvého bodu

o kontrakcia (Obrazok 8): ak je reflektovany bod horsim bodom
flan) < f(z),
vypocitava sa bod kontrakcie
ZTe =g + p(Tnr1 — xo),
kde 0 < p < 0,5. Ak je bod kontrakcie lepsi ako najhorsi bod
f(ze) < f(zn1),
ziskava sa novy simplex nahradenim najhorsieho bodu z,+; bodom kontrakcie z. a

dochéadza k navratu do prvého bodu

 zmrstenie (Obrdzok 8): v pripade, Ze nie je splnend ziadna z podmienok, vSetky body
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okrem najlepsieho x1 sa nahradzuji podla rovnice

x;=x1+0o(x; — 1)

a nastéva navrat do prvého bodu [9]

V pripade reflexie vieme, Ze 11 je bod s najvacsou funkénou hodnotou, takze mozeme
ocCakdvat ndjdenie nizsej funkénej hodnoty reflexiou tohto bodu cez stred simplexu. Ak
uvazujeme o expanzii a ak bod reflexie z,. je novym minimom vzhladom na ostatné vrcholy
simplexu, mozeme najst lepsie hodnoty v smere od zg ku z,.. Pokial ide o kontrakciu, ak

f@r) > f(an),

moézeme ocCakavat, ze lepsia hodnota bude vo vnutri simplexu vytvoreného z vrcholov x;.
Nakoniec, zmrstenie sa zaobera zriedkavym pripadom, Ze sa trojuholnik stiahne smerom k

bodu s najnizsou hodnotou v ocakavani najdenia jednoduchsieho priestoru na spracovanie.

3.1.2 Parametre metédy

a, f3, v, o st postupne koeficienty reflexie, expanzie, kontrakcie a zmrétenia. Standardné
hodnoty st aa = 1, 8 = 2, v = % ao = % Tieto koeficienty predstavuju parametre
techniky Nelder-Mead, ktoré menime Iubovolne podla rieseného problému. Pri vypracovani
algoritmu k tejto praci sme zacinali so Standardnymi hodnotami tychto koeficientov a
potom, ich postupnym obmienanim sme sa dopracovali k hodnotam pre rieSeny problém.
V neposlednom rade, je to pociatocna velkost simplexu, ktorej volbu si rozoberieme neskor.
Poslednym parametrom je parameter tolerancie ¢, ktory ma ti isti funkciu ako to bolo

pri metoéde Luus-Jaakola.

Volba pociatocného simplexu je velmi dolezita. V skutocnosti prilis maly simplex moze
viest k lokalnemu vyhladavaniu, teda Nelder-Mead algoritmus moéze lahSie uviaznut v
lokélnom optime. Takze volba pociatocného simplexu by mala zalezat na povahe problému.
V nasom pripade generujeme simplex vzhladom na zadany stred, pricom vzdialenost medzi

vrcholmi je fixne dana. Vseobecne je preferovany presne takyto simplex.

Nelder-Mead pouziva standardné odchylky vzorky funkénych hodnét siicasného simplexu.
Ak odchylka klesne pod urcitd toleranciu, cyklus sa zastavi a bod s najmensou hodnotou

v simplexe prislicha optimu funkcie.
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3.1.3 Implementacia algoritmu

Prvym problémom, ktory sme museli vyriesit, bol spdsob generovania pévodného simplexu.
Kedze sa jedné o trojuholnik, zvolili sme vypocet jeho vrcholov cez kruznicu, teda sme
vytvorili rovnostranny trojuholnik. Pri prvom behu programu sme parametre tejto metédy
nastavili na Standardné hodnoty (uvedené vysSie) a az na jeden sa ukézali byt efektivne.
Parameter zmrsfovania sme museli zvacsit oproti povodnému z dévodu, ze trojuholnik sa
rychlo zmensoval a tym padom nebol schopny skonvergovat do minima. Samozrejme, v
ramci aplikacie tejto metdédy na redlnom zariadeni musel byt parameter tolerancie epsilon

experimentalne nastaveny, vzhladom na presnost meranych hodnét zo senzora.

5 T 1 5 T 1

(a) (b)

Obr. 7: Metéda Nelder-Mead - reflexia, expanzia: (a) k bodu s najvysSou funkénou
hodnotou (¢erveny bod) bol vygenerovany reflektovany bod (zeleny bod), ktory
mé nizsiu funkénd hodnotu, v takomto pripade sa pokusime reflektovany bod
posuniit este dalej od pévodného (b) a zistit jeho funkénii hodnotu, ktord v tomto
pripade je vyssia (ruzovy bod) a preto je bod zamietnuty a vraciame sa spét do

reflektovaného bodu, ktory prijmame za novy vrchol trojuholnika
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(a) (b)

Obr. 8: Metoéda Nelder-Mead - kontrakcia, zmrstenie: (a) v pripade, Ze sa reflexiou
nendjde bod s nizsou funkénou hodnotou (ruzovy bod), bod s najvyssou funkénou
v povodnom trojuholniku (Gerveny bod) prejde kontrakciou a stiahne sa do
vnitra trojuholnika (biely bod), ak ani po tejto operécii nenameriame nizsiu
funkéni hodnotu, dochddza k zmrsteniu (b) celého trojuholnika smerom k bodu

s najnizSou funkénou hodnotou v rdmci trojuholnika (zeleny bod)

3.1.4 Vysledky aplikacie Nelder-Mead metody

Metoda Nelder-Mead je prva z gradientovych metéd, ktort sme aplikovali na realne
zariadenie, teda na 2D Plotter si senzorom svietivosti. Z definicie gradientu a znalosti
vyvoja funkcie mézeme predpokladat vysokt zavislost najdenia globalneho minima od
volby pociato¢ného bodu. Tento predpoklad odovodnujeme tym, ze gradient smeruje
vzdy v smere najvacsieho lokalneho poklesu funkcie. Ak sa teda bod nachddza v blizkosti
lokélneho minima namiesto globalneho, algoritmus zostane v tomto lokdlnom minime
zaseknuty. Zaroven, kedze sa neprehladéava cely priestor, ale pohybujeme sa v smere poklesu
funkcie dochddza k skrateniu ¢asu trvania programu a teda aj poctu iterdcii. Predpoklady

si mozeme overit v tabulke uskutocnenych experimentov.
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Tabulka 3: Vysledky implementacie met6dy Nelder-Mead

Podiatoény bod | Cas|[s] | Iterdcie | Najdené minimum | Vzdialenost | Typ minima
[0; 0] 37,3 20 [-2,6751; -3,0136] 0,2536 globélne

[0; 0] 31,5 12 [-2,6751; -2,8704] 0,2309 globalne

[0; 0] 30,6 11 [-2,6366; -2,4852] 0,4963 globélne

[1,5; 1,5] 35,9 11 [-2,8013; 3,5833] 0,8426 lokalne

[1,5; 1,5] 31,1 12 [-2,1482; 3,2936] 0,9325 lokalne

[1,5; 1,5] 35,9 13 [-4,0137; -2,5167] 1,1756 globalne

[-1,5; -1,5] 39,5 11 [-2,8472; -2,4877| 0,4197 globélne

[-1,5; -1,5] 40,5 14 [-2,8597; -2,4628] 0,4430 globélne

[1,5; -1,5] 40,5 16 [-2,7358; -2,5053] 0,4322 globélne

Nase odhady sme touto vzorkou experimentov potvrdili. V kazdom jednom pripade
bolo najdené minimum, pricom to, ¢i slo o lokélne alebo globéalne zaviselo od pociatoéného
bodu. V pripade gradientovych metéd ide o preddefinované kroky, ¢ize pri kazdom spusteni
by sme sa mali dostat do rovnakej pozicie. PretoZze meranie z fotosenzora je zatazené
sumom a ovplyvnené réznymi svetlnymi podmienkami v okoli zariadenia, nastdva situécia,
kedy v jednom bode nenameriame totozné funkéné hodnoty. Vdaka tomuto sa algoritmus
nezasekol v blizkom lokalnom minime, ale skonvergoval do vzdialenejsieho globalneho pri

uvazovan{ pociatoéného bodu zy = [1, 5; 1, 5]

3.2 Odhad gradientu pomocou trojuholnika

Princip odhadu gradientu pomocou troch bodov v 2D priestore spoc¢iva v porovnavani
funkénych hodnét v tychto bodoch (vrcholoch trojuholnika). Vrchol, v ktorom zistime
najmensiu funként hodnotu bude predstavovat smer, ktorym sa posunie spojnica zvysnych
dvoch bodov. Tato metdda je jednou z tych nepresnejsich, ktoré su zalozené na odhade
gradientu, pretoze vytvoreny vektor od stredu spojnice dvoch horsich bodov po ten najlepst,
nereprezentuje skutoény maximalny pokles funkcie, ale iba pokles funkcie. Akokolvek, aj
takdto metdda postupnymi krokmi. a teda posunmi trojuholnika, dokaze skonvergovat do

lokdlneho minima.

3.2.1 Algoritmus metédy

Minimalizujeme funkciu f(z), kde x¢o € R?, predstavuje preddefinovany stred trojuholnika

v priestore, nasledovne:

e vygenerovanie troch bodov v okoli stredu xg, pricom vrcholy st od seba fixne

vzdialené
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e vytvorenie poradia funkénych hodnot vo vrcholoch trojuholnika:

f(x1) < f(z2) < f(x3)

e vypocet normaly N (odhadu gradientu) ku spojnici dvoch horsich bodov v smere
najlepsieho bodu (v pripade rovnostranného trojuholnika sa N pocita pomocou

stredu trojuholnika xg)

e vypocet nového bodu
2 =x9+1t-N,

kde koeficient ¢ predstavuje optimalnu velkost kroku, ktora sa v priebehu programu

pocita pomocou metody "backtracking", ktora je blizsie popisana v dalsej podkapitole
o ak plati f(2') < f(xo), prijme sa xo = 2’ a dochddza k névratu do prvému kroku

o v pripade, Ze f(xzg) < f(x1), teda v trojuholniku dochddza ku poklesu funkcie,
trojuholnik sa zmrsti na 90% pdvodnej velkosti a dochéddza k navratu do prvému
kroku

e zastavovacim kritériom behu programu je porovnanie funkénych hodnét novo vyge-

nerovaného bodu a stcasného najlepsieho bodu:
[f (@) = f(z1)] <&

a zaroven velkost normaly N nesmie byt zanedbatelne mala:
||N || < €9.

3.2.2 Backtracking

Backtracking je metéda vyhladavania na urcenie maximalneho posunu jednym konkrétnym
smerom. Zahffia to zadiatok s relativne velkym odhadom velkosti kroku pohybu pozdiz
vyhladavacieho smeru a iteracne zmensuje velkost kroku, pokial nepozorujeme znizenie
funkénej hodnoty tcelovej funkcie korespodujice klesaniu, ktoré je ocakavané na zaklade

gradientu funkcie.

Backtracking funguje na zaklade danej zaciato¢nej pozicie xp a smeru vyhladavania
Az. Ulohou priamkového vyhladévania je urcit velkost kroku ¢, ktory adekvatne redukuje
ucelovu funkciu f : R™ — R, t.j. ndjdenie hodnoty ¢, ktord redukuje

flzo+1t- Ax),
pribuznej ku f(x). Avsak, zvycajne je neziadiice venovat znacné zdroje hladaniu hodnoty
t, ktord presne minimalizuje f. Je to spOsobené tym, ze vypocCtové zdroje potrebné
na presnejsSiu lokalizaciu minima v jednom konkrétnom smere, by sa mohli pouzit na

identifikaciu lepsieho smeru vyhladavania. Ked sa identifikuje lepsi vychodiskovy bod,
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dalsie vyhladdvanie za¢ne v inom smere. Cielom je nastavit hodnotu ¢ tak, aby vytvorilo
rozumné zlepSenie ucelovej funkcie namiesto toho, aby sa nasla skuto¢nd minimaliza¢na

hodnota parametra t.

Zadefinujeme lokalny sklon funkcie vzhladom na smer vyhladévania ako Az?V f(x).
Predpokladé sa, ze Az je jednotkovy vektor v smere lokalneho klesania funkcie, ¢ize sa
tym padom predpoklada

AzTVf(x) <O0.

Na zaklade vybraného kontrolného parametra o € (0, 1) sa testuje vhodnost kroku pri
presune zo sucasnej pozicie xg na poziciu xg + t - Az, ¢i sa dosiahol dostatoény pokles
funkcie. Podmienka je splnend, ak plati:

f(zo +tAz) < f(x0) + atNT Ax.

Ak je tdto podmienka (tzv. Armijo-Goldsteinovd podmienka) pouzitd priamo vo vyhlad4-
vani, moze zaistit, Ze velkost kroku nebude nadmerne velka. AvSak, tato podmienka sama o
sebe nezaistuje, ze velkost kroku je optiméalna, pretoze akékolvek t, ktoré je dostatocne malé
splni tito podmienku. Preto technika takéhoto vyhladavania zacina s relativne velkym
krokom a opakovane sa zmensuje podla koeficientu g € (0, 1), pokial Armijo-Golsteinova

podmienka nie je splnend. [10]

3.2.3 Parametre metody

Parametrami, ktorymi mo6zeme ovplyviiovat rychlost a presnost riesenia, pri tejto metode si
koeficienty vyuzivané pri metéde backtracking, ktoré nam ovplyvnuju generovanie nového
bodu. Zaroven je parametrom aj pociatocna velkost trojuholnika a jeho zmensSovanie
pri behu programu. V poslednom rade je to tolerancia prijatia vygenerovaného bodu za
optimum. VSetky tieto parametre si volime s imyslom dosiahnutia vhodnej diéky behu

algoritmu a presnosti vysledku.

3.2.4 Implementacia metédy

Pri implementdcii tejto metdédy (Obrazok 9) pouzivame ako odhad gradientu normélu,
ako to bolo vysvetlené v predoslych podkapitolach. Tato normaéla sa vsak mdze podstatne
lisit od skutoc¢ného gradientu, lebo nepriemerujeme vplyv horsich bodov na jej orientaciu.
Napriek tomu, tdto metéda funguje a podobne ako pri technike Nelder-Mead generujeme
trojuholnik pomocou kruznice (rovnostranny trojuholnik). Na zaciatku sme ale zmenili
jeho natocenie oproti trojuholniku pouzitému v Nelder-Mead, aby sa nam lTahsie pracovalo
s vypoctom normaly. Najdolezitejsi je ale backtracking, ktory vyhladava mozné nové body

vhodnym krokom v danom smere poklesu funkcie. Po viacerych pokusoch sa ndm podarilo
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experimentéalne urcif parametre, pomocou ktorych bol algoritmus schopny néjst riesenie s

dostato¢nou presnostou.

5 ‘ N

(a) (b)

(c) (d)

Obr. 9: Aplikdcia metédy odhadu gradientu pomocou trojuholnika: (a) podiatoény
bod s vygenerovanymi troma bodmi tvoriacimi trojuholnik, (b) ndjdenie bodu
s najnizsou funkénou hodnotou v rdmci trojuholnika (zeleny bod) a nésledne
vypoéitany gradient v danom smere (ruzova usecka), (c) vypocet nového stredu
trojuholnika vzhladom na gradient (biely bod), (d) presun trojuholnika do nového

stredu
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3.2.5 Vysledky aplikacie odhadu gradientu pomocou trojuholnika

Odhad gradientu pomocou trojuholnika na prvy pohlad pdsobi ako metéda Nelder-Mead,
ale uz pri prvych iteraciach vidime rozdiel. Zbavili sme sa totiz spomalujicich matematic-
kych operacii a tym sme znizili pocet iteracii algoritmu. Tym padom by malo teoreticky

dojst aj k skrateniu ¢asu behu programu. Vysledky experimentov st v tabulke.

Tabulka 4: Vysledky implementécie odhadu gradientu pomocou trojuholnika

Podiatoény bod | Cas|[s] | Iterdcie | Najdené minimum | Vzdialenost | Typ minima
[0; 0] 49,9 14 [-2,8918; 3,0115] 0,2649 lokalne

[0; 0] 38,8 9 [-3,3772; -2,7417] 0,5005 globéalne

[0; 0] 43,9 10 [-2,9352; -2,6013] 0,3039 globélne

[1,5; 1,5] 46,5 10 [3,2478; 3,2621] 0,7186 lokalne

[1,5; 1,5] 38,4 5 [2,7398; 2,6918] 0,0556 lokélne

[1,5; 1,5] 29,8 4 [2,5873; 3,2178] 0,4972 lokalne

[-1,5; -1,5] 19,2 3 [-3,5588; -3,1605] 0,7038 globélne

[-1,5; -1,5] 57,9 19 [-3,1926; -2,5410] 0,4637 globélne

[-1,5; -1,5] 34,4 7 [-3,2788; -3,0692] 0,4101 globélne

Presnost riesenia je podobna ako v pripade metédy Nelder-Mead. Zaujimavejsi je ale
¢as trvania programu, vzhladom na predosld metodu. Predpokladali sme skratenie ¢asu,
ale Cas je priblizne rovnaky, alebo dokonca dlhsi ako pri Nelder-Mead metdde. Zbavili
sme sa totiz matematickych operacii, ale zaroven sme pridali metédu backtracking, ktora
prepocitava a skiima najvyhodnejsi nasledovny krok. To sa prejavuje v ¢asovej oblasti a
zaroven aj v zlozitosti algoritmu. Napriek tomu nedochidza k vyraznym odchylkam od

stanoveného ciela.

3.3 Odhad gradientu pomocou kruznice

Princip tejto metddy je zalozeny na vytvoreni kruznice pomocou n-bodov v dvojrozmernom
priestore. Této technika pracuje s vi¢sim po¢tom bodov (pre nasu pracu n = 12), ¢o
zarucuje presnejsi odhad smeru najvicsieho poklesu funkcie. Skiimanim funkénych hodnot
v bodoch kruznice zistime najlepsiu a najhorsiu funként hodnotu v r okoli bodu x,
ktory predstavuje stred kruznice. Vytvorenim spojnice tychto bodov dostaneme priamku s
najvacsou smernicou, ¢ize priamku urcujicu najvacsi sklon funkcie. Vzhladom na to, ze
hladdme minimum funkcie, si vytvorime vektor v smere jej poklesu. Tym paddom dostdvame

vektor, ktory mozeme oznacif za odhadnuty gradient.
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3.3.1 Algoritmus metédy

Minimalizujeme funkciu f(z), kde zg € R?, predstavuje preddefinovany stred kruznice v

priestore, nasledovne:

e vygenerovanie n bodov v okoli stredu xg, pricom tieto body st od seba fixne vzdialené

o najdenie najvicsej f(z,) a najmensej f(x1) funkénej hodnoty spomedzi hodndt
bodov kruznice a im prislichajice siradnice:

flxr) <. < flan)

e vypocet odhadu gradientu vzhladom na bod s najvySSou a najnizsou funkénou
hodnotou:

N=x1—x,

e vypocet nového bodu
2’ =z +tN,

kde koeficient ¢ predstavuje optimalnu velkost kroku, ktora sa v priebehu programu

pocita cez metdédu backtracking
o ak plati f(2') < f(=xo), prijma sa x¢ = 2’ a dochddza k navratu do prvého kroku

o v pripade, Ze f(xo) < f(z1), teda v kruznici dochddza ku poklesu funkcie, priemer

kruznice sa zmensuje r = 0,9 - r a dochéddza k navratu do prvého kroku

e zastavovacim kritériom behu programu je porovnanie funkénych hodn6t v novo

vygenerovanom bode a sii¢asného najlepsieho bodu:
[f(@) = flz1)] < e

a zaroven velkost odhadovaného gradientu N nesmie byt zanedbatelne mala:
IN|| < ea.

3.3.2 Parametre metody

Pre metédu vyhladavania optima pomocou odhadu gradientu kruznicou vhodne volime
hodnoty parametrov. Tieto parametre si definované tak, ako pre predosld metédu v
backtracking, zaroven si mézeme volit pociatocny polomer kruznice ako aj koeficient
zmensovania tohto polomeru. Tak ako pri kazdej metéde s vynimkou simulovaného zihania,
potrebujeme zvolit aj vhodnu toleranciu prijatia bodu za hladané optimum. Rozdiel oproti

predoslym metédam je, ze pocet bodov po obvode kruznice, tiez moézeme efektivne menit.
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3.3.3 Implementacia algoritmu

Algoritmus vytvoreny pre tito metdédu sa opiera o spominané parametre. Hodnoty tychto
parametrov boli opdt experimentalne stanovené tak, aby bol extrém funkcie lokalizovany
s dostatocnou presnostou a rychlostou. Zacinali sme na polomere kruznice s hodnotou
0,5, ktord sa pocCas programu postupne zmensSovala. Ako mézeme v algoritme dalej
vidiet, definovali sme pocet bodov mnohostena na 12, pretoze zariadenie bolo schopné
pomerne rychlov prejst tento pocet bodov a zaroven sa kruznica pohybovala spravnym
smerom. Hodnota tolerancie bola zvolena na zéklade pokusov na realnom zariadeni, pricom
stopovacim kritériom je aj velkost kruznice, pretoze pri velmi malej kruznici dochadza uz
iba k minimalnemu posunu vzhladom na funkciu. Zékladny princip funkcie algoritmu je

znézorneny na obrazku (Obrézok 10).

3.3.4 Vysledky aplikacie odhadu gradientu pomocou kruznice

Aplikovanim tejto metddy ocakdvame zrychlenie aj spresnenie vyhladavania minima. Tieto
ocakavania vyplyvaju z lepsej aproximécie gradientu a tym padom kvalitnejsiemu posunu
v ramci funkcie. KedZe znova pouzivame backtracking, mozeme ocakévat priblizne rovnaké

trvanie behu programu v porovani s metédou odhadu gradientu pomocou trojuholnika.

Tabulka 5: Vysledky implementacie odhadu gradientu pomocou kruznice

Podiatoény bod | Cas|[s] | Iterdcie | Najdené minimum | Vzdialenost | Typ minima
[0; 0] 33,5 6 [-3,1651; -2,4821] 0,4960 globéalne

[0; 0] 37,5 7 [-2,6740; -2,6986] 0,3078 globéalne

[0; 0] 32,8 6 [-2,5490; -3,0490] 0,3833 globélne

[1,5; 1,5] 24,2 4 [2,8660; 3,5000] 0,7625 lokalne

[1,5; 1,5] 28,4 5 [2,6205; 3,2243] 0,4938 lokélne

[1,5; 1,5] 18,4 3 [2,6830; 3,0490] 0,3088 lokalne

[-1,5; -1,5] 27,5 5 [-2,9910; -2,8325] 0,1127 globélne

[-1,5; -1,5] 26,7 5 [-2,8995; -2,7990] 0,1047 globéalne

[-1,5; -1,5] 17,2 3 [-2,6830; -3,0490] 0,2642 globélne

Kedze stale hovorime o gradientovej metdde, zavislost najdenia globalneho minima
stale zavisi od pociatocného stavu. Zaroven vidime, Ze doslo k zniZeniu poctu iteracii,
pricom cas zostal nezmeneny v porovnani s predoslymi gradientovymi metdédami, ¢o je
sposobené vyuzivanim spominanej metédy backtracking. Napriek tomu, tato metdda sa pri
experimentoch ukézala ako najvyhodnejsia, pretoze pri redlnom probléme (tnik radidcie,

nebezpec¢ného plynu) je pre nds rovnako dolezité najdenie lokalneho aj globélneho minima.
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(c) (d)

Obr. 10: Aplikicia odhadu gradientu pomocou kruznice na problém: (a) pociatoény
bod s vygenerovanymi bodmi vytvdrajicimi kruznicu, (b) néjdenie bodu s
najnizSou (zeleny bod) a najvysSou (Cerveny bod) funkénou hodnotou v rdmci
kruznice a nasledne vypocitany gradient v danom smere (ruzové dsecka), (c)
vypocet nového stredu kruznice vzhladom na gradient (biely bod), (d) presun

kruznice do nového stredu
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4 Ohranicena optimalizacia

V matematickej optimalizacii je ohranicend optimalizacia proces hladania extrémov icelovej
funkcie vzhladom na nejaké premenné, za pritomnosti obmedzeni na tychto premennych.
Ohranicené optimalizacné problémy sa vyskytuja vo viacerych aplikaciach v oblasti vedy,
inzinierstva, socidlnych vied a mediciny. Vseobecny nelinedrny problém moze byt dany
nasledovne:

min f ()

x

st.l<S Az <u,

c(x)

kde f(x) je spojitd nelinedrna ticelovd funkcia, A;, je matica ohraniceni a c¢(z) je vek-
tor spojitych nelinedrnych funkcii ohrani¢eni. V konec¢nom désledku sa hlavne skuma
nasledujuici problém:

min f(x)

P

s.t. e(z) <0,
kde f a ¢ maju spojita druhi derivaciu v blizkosti rieSenia. Vysledok minimalizéacie takejto
ucelovej funkcie sa oznacuje x*. Bod x, pre ktory plati ¢(x) > 0, sa povazuje za prijatelny
a ohranicenie ¢; sa povazuje za porusené v z, ak ¢;(z) < 0. Vysledok minimalizicie je za

danych podmienok unikédtny. [11]

Riesit tento problém moZeme réznymi objavenymi metédami alebo postupmi. Ak uvazu-
jeme pouzité iteratné metddy v tejto praci (metéda Luus-Jaakoly a metéda Simulovaného
zihanie), boli by sme schopni upravit ich algoritmy, aby sme jednoducho body nevyho-
vujice ohranic¢eniam vylacili z procediry. Takymto spésobom by sme sa dopracovali k
pozadovanému vysledku, ale nedoslo by k urychleniu celého procesu, pretoze body by boli
iteracne vygenerované, ale nasledne cez podmienku zamietnuté. Matematicky prijatelnej-
$im rieSenim je vyuzivanie metdd, ktoré sa snazia problém transformovat na neohraniceny
podproblém. Takymito metédami si napriklad metdda penalizovanej funkcie, generalizo-
vané metody redukovaného gradientu alebo bariérova funkcia. Poslednt menovand sme

pouzili na rieSenie nasho problému.

4.1 Bariérova metéda

Bariérové metédy st navrhnuté na rieSenie problému tak, ze riesia sekvenciu Specialne
skonstruovanych optimaliza¢nych problémov. Pri bariérovej metdéde predpokladame, ze

mame dany pociatoény bod xg, ktory lezi vo vnuitri skimanej funkcie vzhladom na
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ohrani¢enia a ukladdme penalizdciu (umelo zvySujeme funkénti hodnotu) na body, ktoré
lezia blizsie k ohraniceniam, ¢im sa vytvori bariéra na opustenie tejto casti skiimaného
priestoru. Zakladnd myslienka bariérovej metody je odradit body x od priblizenia k ohra-
niceniu preskimavaného priestoru. Dosiahneme to rozsirenim pévodného minimaliza¢ného
problému

min fo(x)

st fi(x) <0, i=1,....m,
kde m predstavuje pocet obmedzeni, o sucet indikatorovych funkcii zahfnajicich ohranice-

nia, teda prekazky, v priestore:
min fo(x) + Y I (fi(x))
i=1

Indikatorova funkcia nadobiida hodnoty vzhladom na ohranicenia

0 <0
I(z):{ °=
oo z>0

Problémom je, ze indikatorova funkcia nie je spojite diferencovatelna. Tento problém nam
riesi prave bariérova funkcia, ktorda aproximuje indikatorovi funkciu podobnou funkciou,

ktora je spojite diferencovatelna.

Proces hladania minima s ohladom na pritomnost prekazok vo velkej miere zavisi
od vhodnej aproximéacie. Cim je aproximécia presnejsia, tym lepsie vysledky dostavame.
Presnost sa dosahuje na tkor rychlosti. Preto sa pri nahradeni indikatorovej funkcie
aproximovanou pouziva aj parameter ¢, ktory nam tato funkciu v priebehu programu meni.
Nastavujeme si ho spociatku na nejaktl vysokd hodnotu, ktord ndm nezabezpedci tiplne
vhodni aproximéciu, ale posunieme sa v smere poklesu funkcie. V momente, ked sa nédjde
minimum takejto funkcie, parameter ¢ sa znizi, uréi sa novy pociatoény bod v ndjdenom
minime a cely program bezi od znova. Znizovanim parametra ¢ dochddza k presnejsej
aproximécii tcelovej funkcie a kedze sa meni postupne, dokdzeme minimum lokalizovat
pomocou mensieho poctu iterdcii. Moznosti na vyber bariérovej funkcie je viacero a voli
sa podla toho, ktord nam lepsie aproximuje dani indikatorova funkciu. Najpouzivanejsou

je logaritmickda bariéra, ktori vyuzivame aj pri nasom rieseni.

4.1.1 Logaritmicka bariérova metéda

Riesi problém
mmin fo(x) + tp(x)

s logaritmickou bariérovou funkciou

¢(z) = =Y log(~filx)),
i=1
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kde f; predstavuje ohranic¢enia. V zavislosti od toho v akej ¢asti skimaného priestoru sa
bod nachddza, podla toho nadobiida aj funkéni hodnotu, ktord moze byt kladnd (bod sa
nachédza v ohraniceni), zdporna (bod sa nachddza mimo ohranicenia) alebo nulova (bod
sa nachddza na hranici). V pripade, ze sa bod bliZi k ohrani¢eniu, jeho funkénd hodnota
vzhladom na omedzenia f; ide limitne do nuly a teda aj zdporna hodnota f; ide limitne
do nuly. Preto plati

—fi(x) = 0= log(— fi(x)) = oo,

¢o predstavuje zakladnt myslienku bariérovej metédy. Teda, ak sa blizime k prekazke,
detekujeme vyssiu funkéni hodnotu v danom bode ako je redlna, ¢im algoritmus vyhodnoti
tento smer za nevyhovujuci. V hrani¢nom pripade, ak algoritmus vygeneruje bod v
ohraniceni, dostavame nedefinovany logaritmus zdpornej hodnoty, ktory nahrddzame
nekonecnom. Dochadza teda k pozmeneniu tcelovej funkcie, vzhladom na ohranicenia, do

ktorych sa nesmieme dostat.

4.2 Implementacia

Oboznamili sme sa uz so zakladnym principom vsetkych gradientovych aj bezgradientovych
metdd, s ktorymi v tejto praci pracujeme. Na tie najlepsie sme aplikovali aj bariérovi

metodu a teda sme kéd rozsirili o pripadné ohranicenia.

4.2.1 Logaritmicka bariérova funkcia a metéda Luus-Jaakola

Rozsirenie klasickej iteracnej metdédy Luus-Jaakola o zohladnenie ohraniceni funguje

nasledovne:

e inicializacia zg € <bL, bU> na jednoznac¢ni poziciu v priestore, kde by, a by st dolné

a horné ohranicenie

e nastavenie velkosti okolia, v ktorom sa generuji nahodné body, aby pokrylo cely
priestor, v ktorom hladdme minimum:

d="0by — by,

o zadefinovanie funkcii ohrani¢eni, v nasom pripade v tvare kruhu, so stredom z; a
polomerom 7; nasledovne:

fi=ri+ |z =z

e pokial nie je splnené stopovacie kritérium

|F(x0) — F(z)| < e (e =1073),

opakuji sa nasledovné kroky:
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— nahodne sa vygeneruje x v zadanom okoli

— vypocitanie logaritmickej bariérovej funkcie z funkcii ohraniceni
m
o) = = _log(~fi(x)),
i=1

pricom, ak je f; > 0, logaritmus je nedefinovy a preto mu algoritmus priradi
hodnotu nekoneéno

log(—fi(x)) = o0

— pripocitanie hodnoty logaritmickej bariérovej funkcie k funkénej hodnote v bode
x:

F(z) = f(z) + to(x),

kde t je parameter predstavujici mieru presnosti aproximéacie indikatorovej

funkcie

— ak F(z) < F(xo), potom nastdva presun na novi poziciu nastavenim xg = x, v
opacnom pripade sa okolie, v ktorom generujeme body, zmensi:
d=a-d(a=0,95)

ez predstavuje najlepsiu nijdend poziciu (v koneénom dosledku lokdlne minimum

funkcie)

4.2.2 Vysledky aplikacie logaritmickej bariérovej metédy na metédu Luus-

Jaakola

Vzhladom na uz nabudubnuté vedomosti o logaritmickej bariérovej metéde sme schopni
posudit spravnost jej implementacie. To, do ktorého minima Styblinski-Tangovej funkcie
algoritmus skonverguje, zavisi od polohy prekazok v priestore. Pri nasich experimen-
toch prekazky predstavovali kruznice, ktorych poloha bola presne dand ich stredom. Na
demonstraciu funkénosti metédy sme pouzili dva grafy, pricom na kazdom z nich boli
prekazky lokalizované na inom mieste v priestore. V prvom pripade sme pouzili graf s
dvoma kruhovymi prekdzkami so stredmi v [-2,5; 2,5] a [2,5; -2,5]. Obe prekdzky sa teda
nachéddzali v lokdlnych miniméch funkcie. V tabulke 6 st zobrazené vysledky experimentov

vzhladom na uz spominané obmedzenia.
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Tabulka 6: Vysledky implementécie logaritmickej bariérovej metédy na metédu

Luus-Jaakola s kruhovymi prekdzkami so stredmi v bodoch [-2,5; 2,5] a [2,5;

-2,5]
Podiatoény bod | Cas|s] | Ttericie | Nidjdené minimum | Vzdialenost
[0; 0] 59,5 43 [-2,5996; -3,2993] 0,4990
[0; 0] 50,0 37 [-2,8715; -3,3780] 0,4755
[0; O] 48,5 35 [-2,9564; -3,0874] 0,1912

Kedze sme aplikovali iteracni metédu, algoritmu trvalo dlhsie, kym sa dopracoval k
vysledku. Napriek tomu, je vzdy vystupom z programu najdené globdlne minimum s
uspokojivou presnostou. Pocas behu programu doslo k matematickému prepocitavaniu
ucelovej funkcie pomocou logaritmicej bariérovej metody, ktord zabezpecila vyhnutie sa

prekazkam. Konvergencia do extrému pomocou tejto metddy je zobrazeny na obrazku 11.

5' ‘
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Obr. 11: Konvergenciu do minima pri pouziti logaritmickej bariérovej metédy na
metédu Luus-Jaakola so stredmi prekézok v bodoch [-2,5; 2,5] a [2,5; -2,5]

V druhom pripade sme taktiez pracovali s grafom s dvoma kruhovymi prekazkami, ale
stredy boli lokalizované v bodoch [-2,5; -2,5] a [2,5; 2,5]. Takéto umiestnenie prekdzok

znamena, ze globalne minimum Styblinsky-Tangovej funkcie sa nachddza presne na mieste
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prekazky. V tomto pripade teda vysledkom nikdy nebude dosiahnutie globalneho minima,
ale pouzitim logaritmickej bariérovej funkcie sa dostavame do jedného z lokalnych minim.

Vysledky experimentov uvazujicich prave takéto prekazky su spracované v tabulke 7.

Tabulka 7: Vysledky implementécie logaritmickej bariérovej metédy na metédu

Luus-Jaakola s kruhovymi prekdzkami so stredmi v bodoch [-2,5; -2,5] a [2,5;

2,5]
Podiatoény bod | Cas|s] | Tterdcie | Nidjdené minimum | Vzdialenost
[0; 0] 52,8 40 [2,6315; -3,0525] 0,1884
[0; 0] 59,6 37 [2,4556; -2,0821] 0,3017
[0; 0] 55,2 38 [3,0139; -2,8263] 0,2780

Podet iteracii a dizka trvania néjdenia minima su stale primarne ovplyvniované pouzitou
Luus-Jaakola. Ako sme uz spominali, ndjdené minimum je lokédlne, pretoze ku globalnemu
sa algoritmus nevie dostat z dovodu obmedzeni. Napriek tomu, toto lokdlne minimum
bolo najdené s vysokou presnostou. Pre lepsiu predstavu je tato konvergencia zobrazena

na obrazku 12.

5' ‘
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Obr. 12: Konvergenciu do minima pri pouziti logaritmickej bariérovej metédy na
metédu Luus-Jaakola so stredmi prekézok v bodoch [-2,5; -2,5] a [2,5; 2,5]
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4.2.3 Logaritmicka bariérova funkcia a metéda odhadu gradientu pomocou

kruzZnice

Rozsirenie metédy odhadu gradientu pomocou kruznice o zohladnenie ohraniceni funguje

nasledovne:

e vygenerovanie n bodov v okoli stredu g, pricom tieto body si od seba fixne vzdialené

o zadefinovanie funkcii ohraniceni, v nasom pripade v tvare kruhu, so stredom z; a
polomerom 7; nasledovne:

fi=rit |z -z
e vypocitanie logaritmickej bariérovej funkcie z funkcii ohraniceni

o(x) = — 3 log(~fi(z).

pricom, ak je f; > 0, logaritmus je nedefinovy a preto mu algoritmus priradi
nekone¢nd hodnotu
—log(—fi(x)) = o0
e pripocitanie hodnoty logaritmickej bariérovej funkcie k funkénej hodnote v bode x
F(z) = f(z) + to(x),

kde t predstavuje parameter zabezpecujuci vhodnu aproximéciu indikdtorovej funkcie

e ndajdenie najvacsej F'(z,) a najmensej F(z1) funkénej hodnoty spomedzi hodndt
bodov kruznice a im prislichajice suradnice:
F(z1) <...< F(zp)

e vypocet odhadu gradientu vzhladom na bod s najvySSou a najnizsou funkénou
hodnotou:

N=z —z,

e vypocet nového bodu
2’ =x9+tN,

kde koeficient ¢ predstavuje optimalnu velkost kroku, ktora sa v priebehu programu

pocita cez metddu backtracking
o ak plati F(2') < F(z) prijma sa xg = 2’ a dochddza k névratu do prvého kroku

o v pripade, Ze F(xg) < F(x1), teda v kruznici dochadza k poklesu funkcie, priemer

kruznice sa zmensi r = 0,9r a dochadza k navratu do prvého kroku

43



o zastavovacim kritériom behu programu je porovnanie funkénych hodnét v novo
vygenerovanom bode a sii¢asnom najlepsom bode:
|F(2') = F(z1)| < &1

a zaroven velkost odhadovaného gradientu N nesmie byt zanedbatelne mala:
IN|| < ea.

4.2.4 Vysledky aplikacie logaritmickej bariérovej meté6dy na metédu odhadu

gradientu pomocou kruznice

Princip gradientovej metédy uz pozname. Pri experimentoch s touto metédou sme postu-
povali tak, ako pri predoslej aplikacii logaritmickej bariéry na metédu Luus-Jaakola. To
znamena, ze sme znova pracovali s dvoma kontirovymi grafmi, pricom kazdy z nich mal
prekazky na inych poziciach. Najprv si ukdazeme vysledky pouzitia metédy na problém s
dvoma prekazkami so stredmi v bodoch [-2,5; 2,5] a [2,5; -2,5] (Tabulka 8).

Tabulka 8: Vysledky implementécie logaritmickej bariérovej metédy na metdédu
odhadu gradientu pomocou kruznice s kruhovymi prekdzkami so stredmi v

bodoch [-2,5; 2,5] a [2,5; -2,5]

Pociatoény bod | Cas[s] | Iteracie | Najdené minimum | Vzdialenost
[0; 0] 67,2 14 [-2,7261; -2,6982] 0,2715
[0; 0] 43,5 8 [-3,0887; -3,0964] 0,2673
[0; 0] 46,3 9 [-3,0776; -3,0555] 0,2310

KedZze pouzivame gradientovii metédu, cely proces sa nam znacne urychlil. Vidiet to
moézme na kratSom Case trvania programu a mensom pocte iterdcii. Uz vieme, Ze je to
sposobené posunom bodov v smere najvicsiieho klesania funkcie. Vdaka bariérovej funkcii
bol algoritmus schopny vyhnut sa prekdazkam a skonvergovat do globalneho minima, ako
je to znézornené na obrazku 13. V pripade zmeny pociatoc¢ného bodu, algoritmus vzdy
skonvergoval do minima mimo prekazky a to, aky typ minima bol na vystupe, zaviselo od

polohy pociato¢ného bodu v priestore.
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Obr. 13: Konvergenciu do minima pri pouziti logaritmickej bariérovej metédy na
metédu odhadu gradientu pomocou kruznice so stredmi prekazok v bodoch
[-2,5; 2,5] a [2,5; -2,5]

Druhy pripad, kedy stredy prekdzok su lokalizované v bodoch [-2,5; -2,5] a [2,5; 2,5], je
zaujimavejsi. Dovodom je, ze tato technika je zalozend na odhade gradientu a ten sa vzdy
vytvara na zdklade najviacsieho klesania funkcie v priestore. Preto bude mat algoritmus

tendenciu prestuvat body v smere ku globdlnemu minimu. V tabulke 8 st zhrnuté vysledky

aplikacie tejto metddy.

Tabulka 9: Vysledky implementécie logaritmickej bariérovej metédy na metédu
odhadu gradientu pomocou kruznice s kruhovymi prekazkami so stredmi v
bodoch [-2,5; -2,5] a [2,5; 2,5]

Podiatoény bod | Cas|s] | Iterdcie | Nijdené minimum | Vzdialenost
[0; 0] 488 10 [2,8122; -2,8446] 0,0880
[0; 0] 45,8 9 [3,0393; -2,8991] 0,2924
[0; O] 69,8 15 [2,6900; -2,8805] 0,0614

Ako mo6zeme vidiet, vystupom z programu je vzdy uspokojivo presne lokalizované lokalne

minimum. I ked spociatku gradient smeroval ku globalnemu minimu, vdaka matematickym
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operaciam implementovanym logaritmickou bariérovou metédou, algoritmus nakoniec

skonvergoval do lokdlneho extrému (Obréazok 14).

5' ‘

Obr. 14: Konvergenciu do minima pri pouziti logaritmickej bariérovej metédy na
metdédu odhadu gradientu pomocou kruznice so stredmi prekazok v bodoch
[_275; _2a5] a [2757 2a5]
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5 Vysledky

Vysledkom préace je koneéné porovnanie vsetkych pouzitych metéd s cielom vyberu tej
najvhodnejsej na implementéciu na robotické zariadenie. Postupne sme aplikovali rézne
numerické metddy na riesenie optimalizacného problému, poc¢inajic metédou Luus-Jaakola
a metdédou Simulovaného zihania, ktoré radime medzi stochastické metody, teda metody
vyuzivajice ndhodné vyhladavanie pomocou iteracii. Tieto metdédy, vzhladom na volbu
vhodnych parametrov, dosiahli presné riesenie, pricom bilancia rychlosti a presnosti
najdeného riesenia bola uspokojiva. Vyhodou obidvoch metdd je prehladdvanie celého
priestoru v rdmci ohraniceni, ¢o zabezpecuje to, ze tieto metédy nezostani zaseknuté v
lokadlnom minime, ale st schopné skonvergovat az do globalneho minima. Vzajomnym
porovnanim stochastickych metéd mdzeme prehlésit, ze technika Luus-Jaakola je rychlejsia,
ale ma vicsiu tendenciu zaseknit sa v lokdlnom minime. V pripade Simulovaného Zihania,
si rychlost volime ako parameter, ale kedze pri vysokych teplotach prehladava cely priestor,

takmer v kazdom pripade bolo vysledkom globalne minimum.

V pripade metéd odhadujicich gradient, sme zacali vSeobecne znamym algoritmom
Nelder-Mead, ktory pracuje s troma bodmi vytvarajicimi trojuholnik a ich réznou tupravou.
Na podobnom principe funguje aj metéda odhadu gradientu pomocou trojuholnika, ktord
sme si vytvorili, ale 1lisi sa behom programu. Algoritmus Nelder-Mead ale pracuje s
viacerymi matematickymi operaciami, ¢o spésobuje, ze Cas konvergencie do minima sa
znacne predizi vzhladom na nasu podobnti metédou, zalozend na porovnavani funkénych
hodndt troch bodov. Oba algoritmy st schopné najst minimum, ale ¢asto hovorime o
lokélnom minime. Zistili sme, Ze to, do akého minima sa dostaneme behom algoritmu, zavisi
od pociatoc¢nej polohy trojuholnika. Poslednou technikou je odhad gradientu pomocou
kruznice, ktora je ovela presnejsia ako predoslé dve, pretoze mé k dispozicii merania z
viacerych bodov, a tym dokaze presnejsie odhadntf smer lokalneho klesania. Problém
zaseknutia je aktudlny pre vSetky metédy odhadu gradientu, kedze sa posiivaji smerom

najvacsieho lokalneho poklesu, ktory nemusi predstavovat cestu ku globdalnemu minimu.

Celkové porovnanie pouzitych metdd pri neohranicenej optimalizacii sa nachadza v
tabulke 10. Casovo najmenej vyhovujiica sa ukazala metéda Simulovaného zfhania, ale
jej presnost bola najlepsia. Naopak, najkratsi beh programu sme zaznamenali pri metode
Nelder-Mead a metéde odhadu gradientu pomocou kruznice. Algoritmus Nelder-Mead
trva sice o nieco kratsie, ale naopak, vyzaduje viac iteracii a teda matematickych operécii.
V pripade odhadu gradientu pomocou kruznice je ¢as o nieco dlhsi z dévodou pouzitia
metddy backtracking, kedy senzor potreboval ¢as na presun do prepokladaného kroku
a jeho preskimanie. Presnost vSetkych metod bola primeranad vzhladom na velkost a

farebné rozlisenie kontturového grafu. Vzhladom na experimenty, vykonané na 2D Plottri,
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za najvhodnejsiu vyberame prave metédu odhadu gradientu pomocou kruznice.

Tabulka 10: Vysledne porovnanie pouzitych metéd v neohranicenej optimalizacii

Metéda Cas[s] | Iteracie | Vzdialenost
Luus-Jaakola 72,6 68 0,2056
Simulované zihanie 102,5 60 0,1270
Nelder-Mead 31,5 12 0,2309
Odhad gradientu pomocou trojuholnika | 49,9 14 0,2649
Odhad gradientu pomocou kruznice 37,5 7 0,3078

V pripade, ze aplikujeme problém do praxe, je pre nas uspokojivé najdenie aj lokalneho
minima. Takéto miesta mézu predstavovat lokalne tniky radiacie, lokalne poziare alebo
viacero lokalnych miest kontamindacie a ich lokalizacia je pre nas rovnako dodlezita ako
lokalizacia globdlneho miesta tiniku, kontaminécie, poziaru. Ak sa na to divame z tohto
pohladu, najlepSou moznostou pre nés je rieSenie pomocou odhadu gradientu kruznicou.
Bilancia ¢asu a presnosti pri tejto technike vychddza najvyhodnejsie. V pripade, ze cielom
je striktné dosiahnutie globdlneho minima funkcie, v tom pripade sme ziskali vysledky,
ktoré za najlepsiu metédu urcuji metédu Simulovaného zihania. Samozrejme, kazda
metdda je zavisla na svojich parametroch a jej efektivita zavisi aj od typu problému,
ktory riesime. Ddlezity je teda priebeh skiimanej metédy. Pri implementéacii do praxe, ale

preferujeme riesenie pomocou odhadu gradientu.

V pripade, ze v priestore, ktory preskimavame, sa nachadzaju prekazky, kam sa ne-
vieme fyzicky dostat a merat idaje, potrebujeme sa takymto prekdazkam vyhnut. Kvoli
spominanému problému sme aplikovali bariérovii metédu ohranicenej optimalizacie, ktora
nam vsetky metody povysila o kategoriu vyssie. Vdaka tejto metdde, sme boli schopni
dosiahnuf minimum a zaroven vyhnutf sa prekazkam v priestore, vysledkom c¢oho bol
novy algoritmus implementovatelny do realneho prostredia. Zhrnutie vysledkov pouzitia
logaritmickej bariérovej metédy mame moznost vidiet v tabulke 11. Lokalizdciu minima
sme rychlejsie dosiahli po pouziti tejto techniky na metédu odhadu gradientu pomocou
kruznice, pretoze sa neprehladava cely priestor. Vidime, Ze aj iteracne je to menej naroc¢ny
algoritmus. V pripade presnosti vysla lepsie Luus-Jaakola, ale obe metédy st dostatocne

presné.

Tabulka 11: Vysledne porovnanie pouzitych metéd v ohranicenej optimalizacii

Metéda Cas [s] | Iteracie | Vzdialenost
Luus-Jaakola 48,5 35 0,1912
Odhad gradientu pomocou kruznice | 46,3 9 0,2310
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Zaver

Cielom prace bolo lokalizovanie minima v ohrani¢enom priestore bez poznania predpisu
funkcie vyvoja urcitej vlastnosti, ktord v priestore sledujeme. Aplikovali sme na tento
problém pét réznych metdd riesenia, pricom sme ziskali vhodné parametre kazdej jednej
techniky vzhladom na pouzivané robotické zariadenie. Vdaka tymto metédam, sme nado-
budli informéciu o lokalizacii minima v prehladdvanom priestore a zaroven sme zhodnotili,
ktord z metdd vracia najlepsie vysledky bertic do ivahy bilanciu rychlosti a presnosti
rieSenia problému ohrani¢eného stanovenymi podmienkami. Toto hodnotenie vyplyva z
uskutocnenych experimentov na zariadeni, ktorym bol 2D Plotter so senzorom svietivosti
pohybujicim sa ponad kontturovy graf funkcie zobrazenom na grafe. Dokazali sme metédy
prispoOsobit na riesenie problému aj v priestore, kde sa nachadzaja prekazky zabranujuce
merat funkéné hodnoty bodov v danom mieste. Vdaka matematickym prepoctom sa
2D Plotter dokéazal vyhnut obmedzeniam a presne a rychlo lokalizovat extrém funkcie.
Odhliadnuc od prekazok, kazda z pouzitych metdd skonvergovala do minima s urcéitou
presnostou. Znalosti z tejto prace by sme mohli vyuzit pri rieSeni redlnych problémov v

prevadzkach, akymi st tniky plynov, tepelné uniky, ¢i lokalizacia poziarov.
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