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Abstract

Aim of this master thesis is to provide the reader with theoretical basis and resources
for solving certain types of bi-level optimization problems as, for example, the problem
of optimal design of experiment. In this thesis are implemented methods based on
Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions, Blankenship-Falk’s and Mitsos-Tsoukalas’
algorithms. Functions used to solve these problems were created in MATLAB envi-
ronment with the use of global solver BARON and are available as a toolbox for
MATLAB. Optimal design of experiments is achieved by appropriate excitation of
system using available inputs. Prepared functions are able to design optimal experi-
ment based on A-design criteria for nonlinear static and discrete-time models. For
solving optimal design of experiments problems, two strategies are prepared. First
one is based on Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions and is suitable mostly for
linear systems. Second strategy employs Mitsos-Tsoukalas algorithms, which is able to
solve even problems based on nonlinear models. Thesis also deals with solving more
generalized types of bi-level problems for which three strategies are available, applica-
tion of Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions, Blankenship-Falk’s algorithm and
Mitsos-Tsoukalas’ algorithm. In conclusion review of used methods is given.

keywords: bi-level optimization problems, Blankenship-Falks algorithm, Mitsos-Tsoukalas
algorithm, optimal design of experiments






Abstrakt

Cielom diplomovej prace je poskytnut citatelom teoreticky zaklad a prostriedky na
riesenie konkrétnych typov dvojiroviovych optimalizacnych problémov ako je napriklad
problém optimalneho navrhu experimentu. V tejto praci st implementované metédy
zalozené na Karush-Kuhn-Tuckerovych podmienkach optimality, Blankenship-Falkovom
a Mitsos-Tsoukalasovom algoritme. Funkcie pouzité na rieSenie tychto problémov
boli vytvorené v prostredi MATLAB s pouzitim globalneho riesitela BARON a st
volne dostupné ako balik pre MATLAB. Optimalny dizajn experimentu je dosiahnuty
vhodnym vybudenim systému pouzitim dostupnych akénych zasahov. Pripravené
funkcie st schopné navrhnit optimélny dizajn experimentu pouzitim A-dizajn kritéria
aj pre nelinedrne diskrétne a statické modely. Na riesenie problému optiméalneho
dizajnu experimentu s pripravené dve stratégie. Prva je zalozena na Karush-Kuhn-
Tuckerovych podmienkach optimality a je vhodna prevazne pri linedrnych systémoch.
Druh4 stratégia pouziva Mitsos-Tsoukalasov algoritmus, ktory dokaze riesit aj problémy
zalozené na nelinedrnych modeloch. Praca sa zaobera aj rieSenim vsSeobecnejsich
typov dvojaroviiovych problémov na ktoré si dostupné tri stratégie, aplikacia Karush-
Kuhn-Tuckerovych podmienok optimality, Blankenship-Falkov algoritmus a Mitsos-
Tsoukalasov algoritmus. Na zaver je uvedené vyhodnotenie jednotlivych metod.

klticové slova: dvojurovnové optimalizacné problémy, Blankenship-Falkov algoritmus,
Mitsos-Tsoukalasov algoritmus, optimalny navrh experimentov
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KapriToLA 1

Uvod

Dvojuroviové optimalizacné problémy boli prvykrat predstavené v roku 1934 H.F. v.
Stackelbergom [I0], [I1]. Do dnes sa v ekonomickej teérii pracuje aj so $pecidlnym
typom dvojaroviiovych problémov tzv. Stackelbergovou hrou. Vyraznejsi rozvoj metod
rieSenia tychto problémov zacal v 80. rokoch 20. storoc¢ia hnany najmé matematikmi,
ekonémmi a inziniermi, kedZe problémy tohto typu sa casto vyskytuju v ekondmii, ale
aj v priemysle.

Vyskum metédd, schopnych dosiahnuf globédlne optimélne vysledky je ddlezity, pretoze
ndm to umoznuje efektivne riesit problémy ako manazment vynosov [3], manazment
nebezpecénych materidlov [4], problémy névrhu cestnych sieti [6], [7], [2] a aj problémy,
v ktorych sa nachidzaju fyzikalne alebo chemické rovnovahy.

Jednym zo sposobov, ktorym sa daju riesit dvojuiroviiové optimaliza¢né problémy
je redukcia problému na jednu uroven. Redukcia je moznd pomocou transformacie
problému nizsej trovne Karush-Kuhn-Tuckerovymi podmienkami optimality. Tento
postup je vhodny najmé vtedy, ked problém nizsej irovne je konvexny. Tejto metdde
budid venované samostatné sekcie.

Na riesenie dvojiroviiovych problémov bolo navrhnutych niekolko gradientovych metod,
kde smer zostupu vedie k minimalizacii ucelovej funkcie problému vyssej trovne.
Sucasne je nutné udrziavat novy bod pripustnym. Novy bod je povazovany za pripustny,
iba vtedy ak je optiméalny z pohladu problému nizsej Grovne. Za ticelom splnenia tychto
poziadaviek na novy bod vedci skimali spésoby ako aproximovat gradient funkcie
vy$Sej trovne [5] a aj priddvali pomocné [9], [12] optimalizaéné dlohy, ktoré spresiuji
urcovanie smeru zostupu.

Dalsim zo spbsobov riesenia dvojurovnovych optimalizacnych problémov je vnoreny
pristup. Pri vnorenom pristupe je dvojirovinovy problém rozdeleny na dve casti. Na
problém nizsej urovne, ktory je nutné vyriesit globalne a problém vyssej drovne na
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ktory staci aj lokdlny rieSitel. Metdda sa nazyva vnorend, pretoze problém nizsej
drovne je vnoreny do vysSej irovne, ¢o znamena, ze ked riesitel vyssej irovne najde
potencidlne optimalny bod, tak pre tento bod musi byt vyrieseny cely problém nizsej
urovne aby sa zistilo, ¢i je dany bod pripustny. Tato metdoda je velmi efektivna na malé
optimalizacné problémy, ale s poc¢tom optimalizovanych premennych jej vypoctova
naroc¢nost vyrazne rastie.

Jednou z alternativ s metdédy zalozené na pridavani ohrani¢eni do problému vyssej
urovne. S rasticim po¢tom ohraniceni zmensuju pripustny region, v ktorom sa nachadza
optiméalne riesenie, az kym vysledok nieje dosiahnuty. V tejto praci sa budeme zaoberat
dvoma metédami, ktoré patria do tejto skupiny, Blankenship-Falkovym algoritmom [I]
a jeho upravenou verziou Mitsos-Tsoukalasovym algoritmom [8] [13].

Dokonca aj v dnesnej dobe s vypoc¢tovym vykonom, ktory bol v minulosti len velmi
tazko predstavitelny, st dvojuroviiové problémy s vac¢Sim poc¢tom premennych casto
riesitelné len velmi tazko alebo dokonca vobec.

V tejto praci sa budeme venovat teérii, implementacii a niekolkym prikladom aplikacie
vybranych metéd riesenia dvojuroviovych optimaliza¢nych problémov v programova-
com prostredi MATLAB. Vysledkom tejto prace je vytvorenie funkcii pouzivajicich
optimalizacény riesitel BARON, ktoré budu schopné riesit vybrané typy tychto problé-
mov. Vytvorené funkcie st dostupné ako balik pre programovacie prostredie MATLAB.
Ako bude v praci ukazané dalej, je ¢astym javom, Ze algoritmy, ktoré riesia dvojurov-
nové optimaliza¢né problémy si vyzaduji dodatoént transforméaciu rieSeného problému
na dalsie podproblémy. Pri pouziti poskytnutych funkcii, ale transforméacia problému
nieje nutna kedze to funkcie spravia automaticky.

V druhej kapitole st predstavené optimaliza¢né problémy, ktoré sa snazime riesit a
jednotlivé pouzité metdédy na ich rieSenie. V tretej kapitole st popisané moznosti
funkcif vytvorené v MATLAB-e za ti¢elom riesenia tychto problémov. Stvrta kapitola
je venovand prikladom a ich rieSeniam pouzitim poskytnutych funkcii.



KapriToLA 2

Dvojurovnové optimalizacné problémy
a sposoby ich rieSenia

2.1 Dvojarovnové optimalizacné problémy

Dvojuroviiova optimalizacia je Specidlny pripad optimalizacie, kde jeden optimalizacny
problém je argumentom druhého. Vrchna cast optimalizacného problému sa standardne
nazyva problém vysSej drovne a na spodnu cast sa odkazujeme ako na problém nizsej
urovne. Tento typ problému sa dé previest na vSeobecny semi-infinitny problém (z
angl. general semi-infinite problem, dalej GSIP).

V ramci tejto diplomovej prace a vytvoreného balika funkcii pre MATLAB sa zaoberame

problémami v nasledovnom tvare:

min f(x,y) (2.1a)

s.t. arg max g, (x,y) (2.1b)
Y

s.t. gi(z,y) <0 (2.1¢)

kde

e x su premenné vyssej drovne.
e y st premenné nizsej urovne.
o f(x,y) je ucelova funkcia vyssie trovne.
e g,(x,y) je Gfelovd funkcia nizSej Grovne.

e gi(xz,y) je vektor ohraniceni nizsej Grovne v tvare nerovnosti.

Pri rieSeni dvojtrovinovych optimalizacnych problémov uvazujeme spojité premenné a
spojité, diferencovatelné ucelové funkcie a funkcie ohraniceni.
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2.2 Optimalny navrh experimentu

Optimélny navrh experimentu sa zaoberd spdsobmi ako ¢o najlepsie odhadnit nezndme
parametre v danom modeli. Vysledkom optimalneho navrhu experimentu je region
spolahlivosti (dalej RS).

2.2.1 Region spolahlivosti

Predstavuje mnozinu vsetkych hodnot parametrov, pri ktorych vysledky ziskané mera-
nim a vysledky nadobudnuté pouzitim modelu s odhadovanymi parametrami sa lisia
maximalne o nami zvolent hodnotu, ktord zohladnuje statistickd vyznamnost odhadu.
Aby dvojica parametrov patrila do RS musi Spiﬁat’ nasledovni podmienku:

kde

7; je bod parametrov.

e uy, je vektor akénych zasahov.

o y(m;,ui) odhady hodnét vystupu v jednotlivych krokoch.

® Y, (ug) merania hodnét vystupu v jednotlivych krokoch

o je standardné odchylka Sumu merania.

X?x,np je horny a kvantil x? rozdelenia pravdepodobnosti s n,, stuptiami volnosti.

e 1 je poCet merani experimentu .
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Obr. 2.1: Priklad porovnania suboptimalneho a optimalneho RS

2.2.2 Sposoby optimalizacie regionu spolahlivosti

V literatire sa uvadzaji mnohé kritéria, ktoré mozu byt pouzité na ziskanie optimalneho
regionu spolahlivosti. Napriklad A, D, E, modifikované E, V, Q, M a dalsie. Kazdé z
tychto kritérii sa zameriava na zlepSenie urcitej vlastnosti RS. V tejto praci sa budeme
zaoberat aplikdciou A-kritéria, ¢o ale neznamend, ze pouzitie inych kritérii by nebolo
vyhodné.

2.2.3 A-optimalny dizajn

Jeden zo spdsobov urc¢ovania RS je A-optiméalny dizajn. Pri A-optimédlnom dizajne sa
snazime o nasledovné:
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Obr. 2.2: Priklad interpreticie A-dizajn kritéria

Na obrazku je zobrazeny priklad grafickej interpretacie A-dizajn kritéria v pripade,
7e sa snazime vytvorit RS pre dvojicu hladanych parametrov m; a me. Pokisame sa
modri mnozinu, ktord predstavuje RS ohrani¢it, ¢o najmensim obdiZnikom, ktory
reprezentuje graficki interpretdciu A-dizajn kritéria oznaceni ¢iernou farbou na zéklade
kotviacich bodov oznacenych ¢ervenymi krizkami.

Vseobecne sa dé identifikovat 2n, kotviacich bodov 7, kde kazdy bod predstavuje
hodnotu konkrétneho parametra v skuto¢nom RS. Pocet hladanych parametrov je
vyjadreny premennou n,.

- L -

™ Uy’ cee ee. Tpp
7TU T
1 2 ceo Tpp
L
™1 T cee e Tpp
U
™1 o cee oo Tipp
T = (2.3)
U
T T2 7Tnp
L
L 71 ) W?Lp_
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Kotviace body sa daju ziskat vyriesenim nasledovného optimaliza¢ného problému:

7rj 7uk ym(uk))2

max Zp:ﬂ (2.4a)
j=1
w3

<Xon, (2.4b)
k=1

kde

aL

° st spodné hodnoty jednotlivych parametrov.

Q

° 7r st horné hodnoty jednotlivych parametrov.

Celkovy dvojuroviiovy optimaliza¢ny problém optimélneho navrhu experimentu je
potom definovany nasledovne:

min Z ﬂ']U - 7er (2.5a)
u =
arg max Z 7rjU - 7TjL (2.5b)
™ =
s.t. Z ﬂ]’uk ym(uk)) < X, (2.5¢)

Problém nizsej tirovne zabezpecuje ziskanie kotviacich bodov na zéklade funkeif
prislusnosti ktoré limituju pripustné hodnoty parametrov na také, ktoré patria
do RS. Problém vyssej drovne sa snazi pomocou vektora akénych zasahov w najst
¢o najmensi RS.

2.3 Prehlad pouzitych stratégii rieSenia

Na nasledujtcich strandch uvadzam spdsoby riesenia dvojuroviovych problémov, ktoré
boli pouzité pri tvorbe balika pre MATLAB.

2.3.1 Karush-Kuhn-Tuckerové podmienky optimality

Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky optimality st Styri nutné, ale nie postacujice
podmienky pre ziskanie optimélneho riesenia problému. Pri aplikdcii na dvojuroviovy
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optimaliza¢ny problém mé zmysel pouzit KKT-podmienky len na problém nizsej
urovne. Problém vyssej trovne je potom vyrieseny globédlne pomocou riesitela BARON.

2.3.1.1 Podmienka stacionarity

Podmienka stacionarity pre tvar problému, ktory budeme v tejto praci pouzivat vyzera

nasledovne:
m
Vou(@,y*) = > AiVai(z,y*) (2.6)
i=1
kde
e A (1,...,m) adjungované pre ohranicenia v tvare rovnosti.

e m je pocet obmedzeni v tvare nerovnosti.

e * g1 oznacené optimdlne hodnoty.

2.3.1.2 Podmienka primarnej zlucitelnosti

Podmienka priméarnej zlucitelnosti hovori, Ze pévodné ohranicenia musia v optimalnom
rieseni problému byt splnené.

gi(x,y*) <0, prei=1,..,m (2.7)

2.3.1.3 Podmienka duéalnej zlucitelnosti

Podmienka duélnej zlucitelnosti hovori, ze ak obmedzenie je aktivne, tak optimélne
rieSenie bude v bode, kde Vg, (x,y*) a Vg;(x,y*) budt paralelne (A > 0). Ak nie si
paralelne v optimalnom rieseni, tak ohranicenie nie je aktivne.

A >0, prei=1,...m (2.8)
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2.3.1.4 Podmienka doplnkovej volnosti

Aigii(zy*)=0prei=1,..m (2.9)

V pripade, ze m = 0, teda neexistuju ziadne ohranicenia v tvare nerovnosti, tak sa
KKT-podmienky menia na Lagrangeove podmienky a adjungované premenné sa potom
nazyvaju Lagrangeove nasobice.

2.3.2 Riesenie GSIP pomocou KKT-podmienok

Spodnu troven dvojuroviiového optimaliza¢ného problému sme schopny transformovat
pomocou KKT-podmienok na ststavu obmedzeni pre problém vyssej tirovne. Tento
postup je vyhodny najmé vtedy, ak problém nizsej trovne je konvexny. Ak nie je
konvexny, tak napriek tomu, Ze pouzijeme na vyriesenie GSIP-u globalny riesitel, ne-
musime dosiahnut globéalne optimalny vysledok. Optimalizac¢na dloha po transformécii
vyzera nasledovne:

min f(x,y) (2.10a)
w’y
st. Vau(@yy) = > AiVari(a,y) =0 (2.10b)
i=1
gii(xy) <0 (2.10c)
Aigri(®,y) =0 (2.10d)
A >0 (2.10e)

2.3.3 Pouzitie KKT-podmienok na problém optimalneho na-
vrhu experimentu

Podobne ako v pripade GSIP-u tak aj pri optimalnom dizajne experimentu je mozné

transformovat problém spodnej tirovne pomocou KKT-podmienok. Castym problémom

tychto tloh je nekonvexnost problému nizsej Grovne, ¢o sposobuje aj pri pouziti

globalneho riesitela najdenie iba lokalne optimalnych vysledkov. Transformovany
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problém optimalneho navrhu experimentu je definovany nasledovne:

minZﬂ'jU - 7TjL (2.11a)
s 7T =1
S~ UL\ S (y(mgu) — ym(un)?
st.VY (7 —abh) =3 AV = —Xon,) =0 (2.11b)
j=1 i=1 k=1
n X _ 2
Z (y(ﬂj7uk3)a2 ym(uk)) _ Xi,np S 0 (2.11(:)
k=1
n 2
Y7, uUk) — Ym (Ui
N i )02 )] Xon,) =0 (2.11d)
k=1
i >0 (2.11e)

Podet ohranideni je zavisly od poc¢tu parametrov modelu. V pripade jedného
parametra budu ohranicenia dve, jedno pre hornii hranicu parametra a jedno pre
spodnu hranicu parametra, teda pocet ohranic¢eni je rovny dvojnasobku poctu
parametrov.

2.3.4 Blankenship-Falkov algoritmus

V poradi druhé skimana metdda riesSenia dvojiroviovych problémov je Blankenship-
Falkov algoritmus. Jedné sa o itera¢ni metédu velmi podobnu Sachovej partii, kde
minimalizdcia za¢ina svojim prvym navrhom riesenia, “tahom”, na ktory maximalizacia
odpoveda vlastnim “fahom”, ktory predstavuje pridanie novych ohraniceni do problému
vyssej urovne. S hromadiacimi sa ohraniceniami sa pripustny region rieSeni zmensuje,
az kym algoritmus nedosiahne vysledok.

2.3.4.1 Riesenie GSIP Blankenship-Falkovym algoritmom

Pri aplikécii Blankenship-Falkovho algoritmu na GSIP riesime optimaliza¢ny problém
nasledovne:

1. Najprv si potrebujeme inicializovat pociatocné hodnoty premennych nizsej irovne
y ako yg. S y definovanymi vo vyssej irovni ako konstanty yo ziskame vektor
premennych vyssej Grovne x, vyrieSenim optimaliza¢ného problému v nasom
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pripade minimalizacie v tvare:
min f(@,y0) (2.12a)
s.t. gu(x,yo) <0 (2.12b)
2. Na zdklade vysledného vektora x*, zadefinujeme premenné x v nizsej tirovni(maximalizacia)
ako konstanty.

max gu(z*,y) (2.13a)

s.t. gi(z*,y) <0 (2.13b)

Skontrolujeme ¢i je dané riesenie pripustné. Na to, aby bolo dané riesenie pri-
pustné musi platit:

gu(x™,y*) < Tol (2.14)

kde Tol je velmi malé ¢islo, ktoré je mozné nastavit v poskytnutych funkciach.

3. Ak riesenie je pripustné, tak sme dosiahli optimélny vysledok. V pripade, Ze
rieSenie nie je pripustné, tak do vyssej irovne pridame nové ohranic¢enie s hodno-

tami y ziskanymi maximalizdciou. VyrieSime nasledovny optimaliza¢ny problém
a pokracujeme bodom 2.

mmin f(x,y1) (2.15a)
s.t. gu(x,y0) <0 (2.15b)
gu(®,y1) <0 (2.15¢)

2.3.5 Mitsos-Tsoukalasov algoritmus

Vylepsenie algoritmu Blankenship-Falka ponikli autori A. Mitsos a A. Tsoukalas [g].
Tento algoritmus rozdeli vSeobecny semi-infinitny optimaliza¢ny problém na Styri
podproblémy. V nasledovnom deleni bolo zanechané znacenie, ktoré pouzivali autori
algoritmu:

1. GSIP-LBD (z ang. lower bounds of general semi-infinite problem, spodné hranice
vSeobecného semi-infinitného problému)

2. GSIP-UBD (z ang. upper bounds of general semi-infinite problem, horné hranice
vSeobecného semi-infinitného problému)

3. LLP (z ang. lower level problem, problém nizsej tirovne)

4. LLP-AUX (z ang. auxiliary lower level problem, doplnkovy problém nizsej irovne)
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2.3.5.1 Riesenie GSIP Mitsos-Tsoukalasovym algoritmom

V tejto sekcii si ukdzeme ako st definované jednotlivé podproblémy pri rieseni GSIP-u
Mitsos-Tsoukalasovym algoritmom.

GSIP-LBD

Vysledkom GSIP-LBD je ndjdenie optimalnych parametrov * a tym ziskanie spod-
nej hranice GSIP. Nadobudnutie optimalneho vektora x* sa realizuje cez vyriesenie
nasledovného optimaliza¢ného problému:

min f(z,Yfiz) (2.16a)
x
s.t. min {gu(wayfzm)u min —91,5 (xvyfzx)} <0 Vv Yfiz € YLBD (216b)
J
kde
e YEBD je mnozina hodndt premennych nizsej irovne y ziskand programom LLP.

® Yrip sU hodnoty premennych optimalizovanych v probléme niZSej tirovne, ktoré
v GSIP-LBD vystupuju ako konstanty.

Pred rieSenim je nutné poskytnit programu vhodny néstrel parametrov y sz, ktoré
budi tvorit zac¢iatoénd mnozinu Y BP0, Pri rieseni problému si globélny riesitel
vyberie minimalne jedno alebo aj viacej ohraniceni, ktoré dokaze v danej iteracii splnit,
za U¢elom dosiahnutia optimélnej hodnoty téelovej funkcie f(x). V kazdej iteracii
pribudne nova mnozina ohraniceni g, (x,Yfiz) & —g1,;(€,Yfiz), ktoré si generované
na zaklade novych hodnét yg;. ziskanych vyrieSenim LLP alebo LLP-AUX.

Funkcia g, (€,y i) predstavuje sicasne ohranic¢enie pre GSIP — LBD a tcelovt funkciu
pre problém nizsej drovne. Funkcie g; ;(,yfiz) predstavuji dodatocné ohranicenia,
ktoré musia byt splnené. Moznost vyberu ohranicenia, ktoré je splnené je uzitocnd z
toho dovodu, ze LLP-AUX moze vygenerovat také y, ktoré nie si pripustné.

KedZe nie kazdy globalny riesitel podporuje funkciu min, tak bolo nutné ohranicenia
preformulovat pomocou bindrnych premennych z, ktoré nadobuidaji hodnotu 1, ked je
ohranicenie splnené a 0, ked nie je splnené. Pocet pomocnych bindrnych premennych
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Ny sa rovnd suctu poctu g ; a g, ohraniceni. Ohranicenia v optimaliza¢nom probléme
vyzeraju po transformadcii nasledovne:

%_1_€22%g@2go (2.17a)
91,5

2u— 14 D®Ysiz) (2.17b)
g

np
1->"<0 (2.17¢c)
=1

Menovatele g;"** a g;;"* predstavuji nadhodnotenie maximalnej hodnoty funkcie g; ;
a g,. Posledné ohranicenie zabezpecuje, ze aspon jedno ohranicenie je splnené.

GSIP-UBD

GSIP-UBD mé za tlohu ziskanie optiméalnych parametrov &* pre hornt hranicu
skiimaného problému. Pre najdenie optimélneho vektora * je nutné vyriesit nasledovnui
optimaliza¢nu tlohu:

mwin f(®,Yfiz) (2.18a)

s.t. min {gu(z,ysiz) + u, mjin —01;(TYfiz) Tej} <0V ysin € YUBD (2.18D)

kde

e YUBD je mnozina hodnot y ziskand z problému nizsej tirovne (LLP).

® £ ; a &, si hodnoty restrikénych parametrov.

Podobne ako v pripade GSIP-LBD aj pre GSIP-UBD moze byt nutné prerobit ohrani-
Cenia tak, aby sme simulovali funkciu min operatora.

9, ®@Yriz) — &

z—1 fie) i< (2.19a)
91,5

1y Ju@Ysia) Few (2.19b)
g

np
1->"<0 (2.19¢)
=1
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Ulohou GSIP-UBD je najst hornt hranicu GSIP. Pred riesenim je nutné poskytnut
programu vhodny nédstrel parametrov yg;e, ktoré budu tvorit pocdiatoéntt mnozinu
YUBDO Na dosiahnutie tohto ciela sme do ohraniéeni pridali pomocné premenné e,
a €15, ktoré predstavuju restrikciu pravej strany ohraniceni. Ich tlohou je vytvorit
aproximaciu pévodného GSIP-u, ktory bude predstavovat hornd hranicu celkového
problému. Je mozné ich definovat jednotlivo pre kazdé ohranicenie alebo pouzit jednu
hodnotu pre vsSetky. Pri sttipajicom pocte iteracii hodnota tychto premennych klesa
a pri dosiahnut{ optiméalnej hodnoty tucelovej funkcie GSIP — UBD a GSIP — LBD
dosiahnu rovnaké vysledky.

LLP

Ulohou LLP je ziskat vektor optimalizovanych premennych problému niZsej Grovne y.
LLP je definovany nasledovne:

max 9u(® fizry) (2.20a)

s.t. g1,j(® fiayy) <0 (2.20b)

LLP-AUX

Vysledkom LLP-AUX je ziskanie Slaterovho bodu, ¢o predstavuje relaxdaciu LLP, ale
zaroven restrikciu pre GSIP — LBD.
min max 9.5 (T fizsy) (2.21a)
s.t. ggu(wfiwayfim) - gu(scﬁw,y) <0 (2.21b)

Kedze BARON nepodporuje ani funkciu max, tak problém minimalizdcie maximalnej
hodnoty funkecif ohraniceni g; ; (2 fie,Yy) je nutné transformovat do nasledovnej podoby:

min w (2.22a)

Y,w

s.t. 91,j(Zfixyy) —w <0 (2.22b)
£9u(T fizsYfiz) — Gu(T iz, y) <0 (2.22¢)

Premennd w je pomocna premennd, ktorej funkcia je simuldcia funkcie max. Parameter
¢ nadobuda kladné hodnoty mensie ako 1. Autori algoritmu odportc¢aja hodnotu 0,5.
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Algoritmus

FLBD — _oo FUBD — joo YLBD — yLBDO yUBD _ yUBDO o\ — ¢ 0 o =

€1,5,0 pre kazdé j
Pokial (FUBD — FLBD) > ¢,
Vyries globalne GSIP-LBD.

Ak je problém neriesitelny, tak prirad FU* = FEBD = o0 a ukonéi program,
koniec
FLBD g3 rovna optimalnej hodnote ticelovej funkcie (najlepsia ndjdend hodnota).

Zfie,LBD Sa rovnd optimdlnemu rieSeniu (najlepsie ndjdené hodnoty).
S hodnotami & ti»,r Bp ziskanymi v aktudlnej iteracii globalne vyries LLP.
VyrieSenim LLP sa ziska optimélna hodnota ucelovej funkcie ¢} (% fiz,.BD,Y*) 2
optimélne hodnoty parametrov y* (najlepsie ndjdené hodnoty).
Ak g5 (% fiz,LBD,Y*) < 0 tak
FYBD = (2 fin,y*), T* = T iz, Ukonéi program
Alebo gi,j (mfiw,LBD’y*) <0
Pridaj y do YZBP,
Inak
Vyries LLP — AUX s y ziskanymi z LLP a x ziskanymi z GSIP — LBD v danej
itercii a pridaj optimalne hodnoty y ziskané z LLP-AUX do Y1BP,
Koniec
Vyries globalne GSIP- UBD
Ak je problém riesitelny tak
T fiz,uBD je rovné optimalnemu rieSeniu pre UBD.
S hodnotami & f;,,uBp ziskanymi v aktudlnej iterdcii globélne vyries LLP.
Pomocnd premennd v sa rovnd hodnote ucelovej funkcie LLP, g3 (% fiz,u BD Y17 BD)-
VyrieSenim LLP sa ziskaju aj optimalne hodnoty yi;gp-
Ak v < 0 potom
Ak f(mfiw,UBDay[*]BD) < FUBD tak
FUBP — f(@fi2UBDWBD)T* = Tfia,UBD
koniec
Prirad e, = €4 /7, €1, = €1,5/7;
Inak
Pridaj ysiz,uBp do yUuBD
Koniec
Inak
Prirad e, = €4 /7, €1, = €1,5/7;
Koniec
Koniec
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2.3.5.2 Pouzitie Mitsos-Tsoukalasovho algoritmu na problém optimalneho
navrhu experimentu

Pred pouzitim Mitsos-Tsoukalasovho algoritmu na problém optimélneho navrhu expe-
rimentu bolo nutné jednotlivé podproblémy upravit. Potrebnt ipravu navrhli Walzova,
Djelassi, Caspari a Mitsos [I3]. Potreba ziskavania hornej hranice optimaliza¢ného
problému pomocou riesenia GSIP-UBD nie je nutnd, pretoze horni hranicu rieSenia
optimalizacného problému v danej iteracii ziskame riesenim LLP. RieSenie sa nam
potom zjednodusilo na 3 problémy a to GSIP-LBD, LLP a LLP-AUX.

GSIP-LBD

Vysledkom GSIP-LBD je ndjdenie optimélnych hodnét vektora akénych zasahov w*
a ziskanie spodnej hranice GSIP v podobe pomocného parametra p. Nadobudnutie
optimalneho vektora w* sa realizuje cez vyrieSsenie nasledovného optimaliza¢ného
problému:

min p (2.23a)

s.t. min {gu(’u,,ﬂ'ﬁm — @) min =915 (u,ﬂfiw)} <0 V 7z € ntBP (2.23b)
J

. (Y(Tr‘auk - ym(uk))Q
gj = )02 X%, <0 (2.23¢)
k=1
Gu (uaﬁfiw) = Z 7TiU - 7TiL (2.23d)
=1

Rovnako ako pri rieSeni pomocou KKT-podmienok aj v tomto pripade je pocet obme-
dzeni g; ; zavisly od po¢tu odhadovanych parametrov. Poéet obmedzeni g; je rovny
dvojnésobku poctu parametrov.

Aj v pripade problému optimélneho ndvrhu experimentu moéze byt nutné implementovat
tento optimalizacny problém bez pouzitia min operatora, v tom pripade sa nam
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ohranicenia zmenia nasledovne:

no (v ue)—ym)? 2
ZJ _1_ Zk‘,:l O:’Laa; Xavnp S O (224a>
91,
Np U _ Ly _
JRRE D D= Gk Bl L (2.24b)
g’l?:Ln(L’I’

np
1->"<0 (2.24¢)
=1

LLP

Ulohou LLP je v rdmci mozného regiénu spolahlivosti, ktory je definovany vektorom
akénych zasahov u, najst maximalne a minimélne hodnoty jednotlivych parametrov .

max Zﬂ'lU —f (2.25a)
i=1
s.t. gl,j(’u’f‘iwaﬂ-) <0 (225b)
(v (k) — Y (wr))?
mj=) X, (2.25¢)

k=1

LLP-AUX

Vysledkom LLP-AUX je ziskanie Slaterovho bodu, ¢o predstavuje relaxaciu LLP,
ale zaroven restrikciu pre GSIP — LBD. LLP-AUX ziska hodnoty maximéalnych a
minimalnych hodnét parametrov, ktoré nie st na hranici regiénu spolahlivosti, ale v
jeho vnutri.

minw (2.26a)
s.t. f(z T e = T piw) — ZTf‘lU — 7l <0 (2.26Db)
i=1 i=1
n 2
iUk ) — uy
g = Z (y( J )02 ym( )) _ Xi,np <0 (226(3)
k=1

Parameter £ nadobtda kladné hodnoty mensie ako 1. Autori algoritmu odporucaju
hodnotu 0,5.
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Upraveny algoritmus pre optimalny navrh experimentu

FLBD — —0Q0, FUBD — +00, MLBD — HLBD’O,Eu = €u4,05 €l,j = €1,5,0 Pre kaidé_]
Pokial (FUBD — pLBD) > ¢,
Vyries globalne GSIP-LBD

Ak je problém neriesitelny, tak prirad FU* = FEBDP = 0 a ukondéi program,
koniec
FLBD ga rovna optimalnej hodnote tcelovej funkcie (najlepsia ndjdend hodnota).

Uiz S& rovnd optimalnemu rieSeniu (najlepsie najdené hodnoty).
S hodnotami u f;, ziskanymi v aktudlnej iteracii globalne vyries LLP.
VyrieSenim LLP sa ziska optimélna hodnota tcelovej funkcie ¢ (ufiz,m) a
optimélne hodnoty parametrov y (najlepsie ndjdené hodnoty)
Ak FUBD - qn (’u,fim,ﬂ') tak
FUBP = gi(ugizym)
Koniec
Ak g1 j(Upiz,m™) <O
Pridaj 7 do IIXBP

Inak
Vyries LLP — AUX s 7 ziskanymi z LLP a w ziskanymi z GSIP — LBD v danej
iteracii
Pridaj w do IIZBP

Koniec

Koniec
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Implementacia funkcii bi__level a
bi__level _OED

Za ucelom umoznenia pouzivania opisanych algoritmov boli zostrojené dve funkcie.
Funkcia bi_ level je schopné riesit dvojiroviiové optimaliza¢né problémy vo vSeobecnom
tvare, definovanom v pomocou Karush-Kuhn-Tuckerovych podmienok optimality,
Blankenship-Falkovym a Mitsos-Tsoukalasovym algoritmom. Funkcia bi_level OED
je schopnd riesit problém optimédlneho navrh experimentu transforméciou na
jednotroviiovy problém KKT-podmienkami alebo Mitsos-Tsoukalasovym algoritmom.
Repozitar so vSetkymi funkciami ju mozné si stiahnuf cez git:

git clone https://Dany8246@bitbucket.org/Dany8246/bi_level.git

Sucastou balika funkcii je aj kratka prikladovd dokumentécia vo formate html, kde si
v kratkosti popisané jednotlivé funkcie a ich moznosti.

3.1 Vypoctové prostredie MATLAB

Pre riesenie skiimanych problémov sme si vybrali programovacie prostredie MATLAB.
Toto prostredie sme si zvolili najmé kvoli dostupnosti globalneho riesitela BARON, pre
ktory existuje rozhranie medzi vlastnym BARON-ovskym prostredim a MATLAB-om.
Dalsou vyhodou MATLAB-u je jemu vlastny symbolicky balik, ktory ndm umoziiuje
efektivne a intuitivne narabat s funkciami pri tvorbe tcelovych funkcii a ohraniceni pre
optimaliza¢né problémy. Symbolicky balik ndm dalej umoznuje intuitivnejsie definovanie
vstupov do funkcii ako keby bola tvorba vstupnych funkcii rieSend pomocou inych
dostupnych metéd.
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3.1.1 BARON

BARON je vSeobecny riesitel, ktory pouziva na riesenie optimalizacnych problémov
metédu vetiev a hranic(z ang. Branch and Bound). Je schopny riesit kontinudlne,
celoCiselné(z ang. integer problems) a zmieSané-celo¢iselné nelinedrne problémy(z ang.
mixed-integer nonlinear problems). BARON mozZe byt rozsireny o IBM ILOG CPLEX,
ktory riesi linedarne problémy a zmiesané-celoc¢iselné problémy.

3.2 Struktura funkcii bi_level a bi_level OED

7 dovodu jednoduchsej, rychlejsej obsluhy a vic¢sieho pohodlia pre uzivatela su fun-
kcie, ktoré pouzivaju jednotlivé implementované algoritmy zakomponované do jednej
nadradenej funkcie. Takto je mozné po zadefinovani vSetkych potrebnych paramet-
rov jednoduchou zmenou premennej prepnif na algoritmus, ktory chceme v danom
momente pouzit. V nasledovnych sekciach je uvedeny kompletny strom funkecii, ktoré
nadradené programy bi_level a bi_level OED pouzivaju pri tvoreni a rieseni optima-
lizaénych problémov.

3.2.1 Strom a popis volanych funkcii programu bi__level

Strom volanych funkcii bi_ level programu vyzera nasledovne:

bi_level

bi_ level KKT bi level MT bi_ level BF

\
CreateNlconKKT

KKT stratégia

bi_level KKT pouziva na riesenie Karush-Kuhn-Tuckerové podmienky optimality.
Po zadefinovani vSetkych vstupov funkcia pretvori standardny tvar optimaliza¢ného
problému na jednotroviiovy problém pouzitim funkcie CreateNlconKKT.

CreateNlconKKT je funkcia zodpovednd za vytvorenie ohrani¢eni pre optimalizovany
problém, tato funkcia riesi najmé vytvorenie gradientu Lagrangeovej funkcie, ¢o
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v pripade zlozitejSich problémov moéze byt velmi vypoctovo naro¢na operacia. Pri
tvorbe gradientu funkcia CreateNlconKKT vyuziva symbolicky balik a MATLAB-u
nativnu funkciu jacobian, ktora je schopnd vypocitat gradient pre vektor definovanych
premennych. Po ziskani gradientu funkcia vytvorf stipcovy vektor ohranicen{ skladajtci
sa z jednotlivych Karush-Kuhn-Tuckerovych podmienok optimality a spolu s uc¢elovou
funkciou ich transformuje zo symbolického balika do formatu function__handle, ktory
je vyzadovany BARON-om ako vstupny format. Funkcia CreateNlconKKT vytvori aj
horné a spodné hodnoty jednotlivych ohraniceni, ktoré si vyzadované BARON-om
ako vstupné argumenty.

Po vytvoreni vSetkych funkcii ohranic¢eni, icelovej funkcie, definovani hornych a spod-
nych hodnot jednotlivych premenny a ohraniceni vo vhodnych formétoch bi_level KKT
zavolda BARON. Po skoné¢eni behu BARON-u je dalej vysledok spracovany do pozado-
vaného formatu a nasledne je poskytnuty uzivatelovi.

BF stratégia

bi_level BF pouziva na riesenie Blankenship-Falkov algoritmus. Tato funkcia nevy-
zaduje vytvorenie gradientu, ale v kazdej iteracii sa zvySuje mnozstvo ohraniceni pre
problém vyssej drovne.

Stale je nutnd transforméicia vstupov do funkcie prostrednictvo symbolického balika a
nasledné pretvorenie tcelovych funkeii a funkcii ohrani¢eni do forméatu function_handle
v kazdej iteracii. Blankenship-Falkov algoritmus je itera¢na stratégia riesenia a teda
praca s funkciami musi prebiehat v kazdej iteracii, tento proces bol zlepSeny tak aby
nebolo nutné vytvarat celé funkcie ohraniceni v kazdej iteracii od zaciatku, ale si
program udrzuje v paméti ohranicenia z predchadzajtcej iteracie a nové ohranicenia
sa do mnoziny pridaju.

Po kazdom vytvoreni funkcii ohraniceni, tcelovej funkcie a definovani hranic pre
premenné a ohranicenia je zavolany BARON, ktory ziska vysledky pre dant iterdciu. Na
zaklade pripustnosti vysledkov sa potom algoritmus bud ukoné¢i alebo pokracuje dalej
pridanim ohraniceni. V pripade najdenia pripustného vysledku je vystup spracovany
do preddefinovaného formatu a poskytnuty uzivatelovi.
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MT stratégia

bi level MT aplikuje Mitsos-Tsoukalasov algoritmus 2.3.5.1] ktory je vylepSenou
verziou Blankenship-Falkovho algoritmu. Tato stratégia je najnaroc¢nejsia na imple-
mentaciu, pretoze na riesenie dvojuroviiového optimaliza¢ného problému je potrebné
v symbolickom baliku vytvorit 5 podproblémov a to GSIP-LBD [R.16a, LLP [2.20]
LLP-AUX [2:3550] pre ziskanie spodnej hranice problému a GSIP-UBD a LLP
[2:20] pre ziskanie hornej hranice problému. Po vytvoreni podproblémov je samozrejme
nutné ich dodat BARON-u vo forméte function handle.

LLP je v oboch pripadoch rovnako definované, ale vstupné hodnoty optimalizovanych
premennych vysSej tirovne oznacené ako @ ;4 sU rozdielne pre LLP v UBD a LBD casti.
Po vytvoreni vsetkych podproblémov je mozné zacat problém riesit. Kedze sa jedna o
algoritmus podobny Blankenship-Falkovmu algoritmu aj v tomto pripade dochddza k
priddvaniu ohrani¢eni do funkcie vyssej drovne (GSIP-LBD a GSIP-UBD). Funkcia
rozsiri a upravi vSetky ohranicenia automaticky. Na konci behu funkcie sa vysledky
ulozia do preddefinovaného forméatu a poskytnt uzivatelovi.

3.2.2 Strom a popis volanych funkcii programu bi__level OED

Struktiira volanych funkcif nadradeného programu bi_level OED je nasledovna:

bi_ level OED

bi_ level KKT OED bi level MT OED

\
OED_ to_bilevel

OED_ to_ bilevel bi_ level KKT

\
CreateNlconKKT

KKT stratégia pre optimalny navrh experimentu

bi_level KKT OED ma za tlohu riesenie problémov optimélneho navrhu experimentu
redukciou dvojuroviového problému na problém jednej trovne pomocou Karush-Kuhn-
Tuckerovych podmienok optimality.
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Funkcia na zaklade stavového a vystupného modelu a informéacie o poc¢te merani
vytvori najprv dvojiroviiovy optimaliza¢ny problém, tito ¢ast mé za tlohu funkcia
OED__to_ bilevel. Optimalizacny problém je vytvoreny v takom tvare aby mohla byt
vyuzitd uz existujica funkcia bi_level KKT ktord vytvori findlny problém v
tvare[2.11] Po skoncen{ rieSenia problému si vysledky naformétované do preddefinované
formatu a poskytnuté pouzivatelovi.

MT stratégia pre optimalny navrh experimentu

bi_level MT OED je funkcia pouzivajica Mitsos-Tsoukalasov algoritmus pre opti-
mélny nédvrh experimentu Na rozdiel od povodného algoritmu ziskavanie
hornej hranice problému sa uskuto¢nuje uz v LLP a tak je celkovy problém zjed-
noduseny na 3 podproblémy a to GSIP 2:23] LLP [2.25 a LLP-AUX [2:26] ktoré je
nutné v symbolickom baliku vytvorit a v kazdej iterdcii upravit, rozsirit a previest na
function handle.

Aj v tejto funkcii vyuzivame OED_ to_ bilevel funkciu, ktora z informéacii o pocte
merani, stavového a vystupného modelu vytvori optimalizacny problém, ktory je
nasledné upraveny na jednotlivé podproblémy. Po vyrieseni problému st vysledky
ulozené, do preddefinovaného forméatu a poskytnuté uzivatelovi.

3.3 Volanie funkcii a popis jednotlivych prvkov

V tejto sekcii je popisany spdsob akym sa pouzivaju pripravené funkcie a ako sa
nastavuja ich povinné a volitelné parametre.

3.3.1 Argumenty funkcie bi_ level

Funkciu bi_ level je mozné po vlozeni do MATLAB-u zavolat nasledovnym prikazom:

[J_opt, lv_opt, uv_opt, Logl = bi_level(obj_fun, obj_LLP, const, lv, uv,...
1b, ub, start, strategy, ’MaxIter’, MaxIter, ’Tol’, Tol, ’Xi’, Xi,...
’Gl_max’, Gl_max, ’Gu_max’, Gu_max, ’Eps_L’, Eps_L, ’Eps_R’, Eps_ R ,...
’Eps_U’, Eps_U, ’BarRuntime’, BarRuntime, ’Baronset’, Baronset)

Vysledky ziskané funkciou sa ukladaja do styroch premennych:
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e J opt v ktorej sa nachddza optiméalna hodnota tcelovej funkcia problému vyssej
drovne.

e Iv_opt je stipcovy vektor hodnét optimalizovanych premennych nizej trovne,
kde premenné st usporiadané v poradi v akom boli zadané programu.

e uv_opt je stipcovy vektor hodnot optimalizovanych premennych vyssej trovne,
kde premenné s usporiadané v poradi v akom boli zadané programu.

e Log je struktura v ktorej st ulozené dodatocné informécie ziskané jednotlivymi
stratégiami rieSenia. Premennej Log je venovana samostatna sekcia.

Povinné aj volitelné vstupné argumenty a ich forméat vstupu je popisany v nasledovnych
tabulkach:

Tabulka povinnych argumentov

Nézov Priklad formatu vstupu Popis
C e syms x1, x2 Definuje ti¢elovi funkciu vyssej trovne.
obj_fun . L K
obj__fun = x2 (symbolicka funkcia)
obi LLP syms xl, x2, yl, y2 Definuje ti¢elovi funkciu pre nizsiu rover.
b,
- obj_LLP = (z1+y1)? — (22 + y2); (symbolickd funkcia)

Ohranicenia problému nizej tirovne

Q =[0.8, —0.6; —0.6, 0.8]

const const = [[v, w]*inv(Q) * [v; w] —1]

v tvare nerovnosti const < 0
(symbolicky stlpcovy vektor)

Definuje programu premenné pre
lv v = [yl; y2] niziu drover
(symbolicky stipcovy vektor)

Definuje programu premenné pre
uv w = [z1; x2] vyssiu troven
(symbolicky stlpcovy vektor)

Definuje spodnti hranicu pre premenné vo formate:
1b b = [-10, — 10, — 10, — 10] [uv(1),uv(2),...;uv(n),lv(1),l0(2),....,Jv(m)]
(riadkovy vektor)

Definuje hornt hranicu pre premenné vo formate:
ub ub = [10, 10, 10, 10] [uv(1),uv(2),...;uv(n),lv(1),lv(2),....,lv(m)]
(riadkovy vektor)

Urcuje nastrely premennych spodnej trovne pre

start start = [0; 0] Blankenship-Falkov a Mitsos-Tsoukalasov algoritmus
(stipcovy vektor)

Vyberd stratégiu pouziti na rieSenie problému

strategy strategy = "BEF” moznosti "KKT”/"BF”|"MT”

(retazec)

Tabulka 3.1: Tabulka povinnych argumentov pre bi_ level funkciu
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Tabulka volitelnych argumentov

Néazov Priklad formatu vstupu Popis

Definuje maximalny pocet cyklov pre
Blankenship-Falkov a Mitsos-Tsoukalasov algoritmus
prednastavené na 30
(celé ¢islo)

MaxIter MazxIter = 30

Definuje toleranciu pre kone¢nti podmienku
Blankenship-Falkovho a

Tol —le—¢

© Tol=1le=3 Mitsos-Tsoukalasovho algoritmu

(¢islo)

Definuje koeficient pre LLP-AUX 2.3.5.1' v jednotlivych iterdcidch
A S Riadkovy vektor s prvkami medzi 0 a 1 o
Xi Xi = linspace(0.5,0.9,30) dlzke MaxTter(prednastavené 30)

(riadkovy vektor)

Definuje maximalnu pozitivnu hodnotu
Gl_max Gl_max = 30 ohraniceni nizsej urovne
(¢islo)

Definuje maximalnu pozitivnu hodnotu
Gu_max Gu_max = 35 acelovej funkcie nizsej ﬁrovnem
(¢islo)

Definuje hodnotu pouziti na restrikciu pravej
strany pre ohranicenia nizsej irovne v UBD
casti Mitsos-Tsoukalasovho algoritmu
(¢islo)

Eps L Eps L=2

Definuje parameter, ktory zmensuje restrikciu pravej strany
Eps_R Eps R=2 (v algoritme ) [2.3.5.1
(¢islo)

Definuje hodnotu pouziti na restrikciu pravej
strany pre Gcelovi funkciu nizsej Grovne v UBD
¢asti Mitsos-Tsoukalasovho algoritm
(¢islo)

Eps U Eps_ U=2

BarRuntime definuje maximalny ¢as behu BARON-u

. . . . v jednotlivych iteraciach. Je to vektor ¢asov

BarRuntime | BarRunt = linspace(300,3600,30 3
arfuntime ar Runtime = linspace(300, 30) v sekunddch o dlzke prave MaxlIter(prednastavené na 30)

(riadkovy vektor)

Cez Baronset je mozné definovat vsetky volitelné
moznosti BARON-u, pre dalsie informécie o premennej
Baronset je odporucané nahliadnut do dokumentacie
BARON-u.

(baronset-struktira)

Baronset = baronset('maxtime’,150,...

Baronset
aronse "threads’,8)

Tabulka 3.2: Tabulka volitelnych argumentov pre bi_ level funkciu
3.3.2 Struktira logov funkcie bi_level
3.3.2.1 Log pre KKT stratégiu riesenia

KKT_ Log

Lambdas Exitflag
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Stratégia zalozend na Karush-Kuhn-Tuckerovych podmienkach optimality, ma v pre-
mennej Log ulozené hodnoty Karush-Kuhn-Tuckerovych multiplikdtorov pod nazvom
“Lambdas”; ktoré vyjadruju ako sa priblizne zmeni hodnota ucelovej funkcie v pripade
zmeny ohranicenia ku ktorému dana lambda prislicha. Jednotlivé lambdy st priradené
k ohraniceniam podla poradia v ktorom boli ohrani¢enia zadané do programu. Druha
premennd je Exitflag, ktord dava informéaciu o tispesnosti vyriesenia optimalizacného
problému riesitelom BARON v podobe ¢isla bez desatinnej ¢iarky jednotlivé mozné
vysledky a ich vyznam st popisané v nasledovnej tabulke:

Exitflag Popis
1 Optimum v ramci tolerancie
2 Neriesitelny problém
3 Neohraniceny problém
4 Prechodne riesitelny problém
) Neznama chyba

Tabulka 3.3: Tabulka moznych hodnét premennej Exitflag

V pripade ze Exitflag dosiahne status 4 alebo 5 tak niektoré premenné nemaji vhodne
nastavené hranice a BARON nie je schopny garantovat globalne optimalny vysledok.

3.3.2.2 Log pre Blankenship-Falkovu stratégiu riesenia

BF_Log

exitflag LLP exitflag GSIP LastIter

Blankenship-Falkov algoritmus poskytuje v premennej Log pristup k dvom exitflag
premennym, kde LLP sa vzfahuje na rieSenie problému nizsej irovne a GSIP sa
odkazuje na problém vyssSej trovne. Exitflag premenené st v rovnakom tvare ako v
pripade KKT. LastIter poskytuje informéciu o pocte iteracii (pocte cyklov pridavania
ohranicen{) potrebnych na vyrieSenie problému.
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3.3.2.3 Log pre Mitsos-Tsoukalasovu stratégiu riesenia

MT Log

LBD LastIter UBD
LV UV LLP AUX Lv UV LLP

Mitsos-Tsoukalasov algoritmus poskytuje robustny Log s premennou LastIter poskytu-
jucou informéciou o pocte cyklov potrebnych na riesenie a dvoma Struktirami LBD a
UBD. Do struktary LBD sa ukladaji vsetky hodnoty optimalizovanych premennych v
rdmci spodného ohrani¢ujiceho cyklu, teda LBD ¢asti algoritmu [2.3.5.1]

e LV je matica hodn6t vSetkych premennych y ;5 pouzitych na vytvaranie g;(€,yfiz)
ohraniceni v jednotlivych cykloch. V algoritme je tdto premenna oznacena ako
yLBD

e UV je matica hodnot vsetkych premennych vyssej drovne ziskanych pomocou
rieSenia GSIP-LBD. V jednotlivych stipcov su premenné zoradené rovnako ako
boli zadané do programu.

e LLP je matica hodndt vSetkych premennych vyprodukovanych pri rieseni LLP
programu. Z tychto hodndt sa moéze napliat LV.

e AUX je matica hodnét vSetkych premennych vyprodukovanych pri rieseni LLP-
AUX programu. Z tychto hodnot sa moze napliiat LV v pripade, ze LLP hodnoty
st nevyhovujtce.

Pre UBD existuje podobny Log s tym rozdielom, ze v.UBD sa nevyskytuje AUX,
pretoze v UBD programe LLP-AUX rieseny nie je.
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3.3.3 Argumenty funkcie bi_ level OED

[J_opt, U_opt, Param_opt, Log] = bi_level_OED(model_x, model_y, u,...
parameters, parameters_values, x0, x0_value, 1lb, ub, start, model_type,...
strategy, ’MaxIter’, MaxIter, ’Alpha’, Alpha, ’Sigma’, Sigma,...

’Tol’, Tol, ’Xi’, Xi ’Gl_max’, Gl_max, ’Gu_max’, Gu_max,...

’BarRuntime’, BarRuntime, ’Baronset’, Baronset)

Vysledky ziskané funkciou sa ukladaja do styroch premennych:

J_opt v ktorej sa nachadza optimalna hodnota tcelovej funkcia problému vyssej
darovne.

e U_opt je stipcovy vektor hodnot optimalizovanych premennych vyssej Grovne.
Jedné sa o vektor akénych zasahov pri ktorych bola dosiahnutd dana hodnota
ucelovej funkcie.

e Param_ opt je matica v ktorej prvom riadku st najmensie hodnoty parametrov
a v druhom riadku si najvécsie hodnoty parametrov. Parametre st zoradené tak
ako boli programu zadané.

e Log je struktira v ktorej st ulozené dodato¢né informacie ziskané jednotlivymi
stratégiami rieSenia. Premennej Log je venovand samostatnd sekcia.

Povinné aj volitelné vstupné argumenty a ich forméat vstupu je popisany v nasledovnych
tabulkach:
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Tabulka povinnych argumentov
Nazov Priklad formdtu vstupu Popis
u = sym('v’,[4 1)) Definuje stavovy model skiimaného procesu.
model_x

syms gama, x0

Musi obsahovat prvy prvok vektora akénych zasahov.
model_x =

(symbolickd funkcia)

Definuje vystupny model skiimaného procesu.

1
Gamatz0%) + u(1)
syms beta
del
modely model__y = beta * model_x

(symbolickd funkcia)
Vektor akénych zasahov, musi byt sticastou modelov
u u = sym('u,[4 1) Hov :
(symbolicky stlpcovy vektor)
Definuje programu parametre modelu
parameters parameters l[gama, beta] o .
(symbolicky riadkovy vektor)
parameters_values | parameters values — [2,0.8] Definuje programu idfeélne l}odnoty parametrov modelu
(riadkovy vektor)
Definuje premennu ktord predstavuje pociatoéni
x0 syms x0 podmienku pre diskrétne modely
(symbolickd premennd)
Definuje spodni hranicu pre premenné vo forméte:
b b =[-100] [u, paraml, param?2, ... param(n))
(riadkovy vektor)
Definuje hornii hranicu pre premenné vo formate:
ub ub = [110 10] [u, paraml, param2, ... param(n))
(riadkovy vektor)
start =
[3.3167 1.3256 Vyber nastrelovych bodov parametrov
start 4.2460 1.1322 pre Mitsos-Tsoukalasov algoritmus vo formate:
0.9837 0.6377 (matica)
0.9244 0.6811]
Vybera stratégiu pouzitii na rieSenie problému
strategy strategy = "MT”

moznosti: "KKT” /" MT”
(retazec)
Uréuje typ modelu.
moznosti “discrete” /" static”

(retazec)

model__type model__type = "discrete”

Tabulka 3.4: Tabulka povinnych argumentov pre bi_level OED funkciu
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Tabulka voliteInych argumentov

Néazov

Priklad formétu vstupu

Popis

MaxIter

MazxIter = 30

Definuje maximalny pocet cyklov pre
Mitsos-Tsoukalasov algoritmus
(celé éislo)

Alpha

Alpha = 0.95

Alpha je pravdepodobnost dand funkcii chi2inv,
ktord vypocita x3 ,,,
(0<Alpha<1)

Sigma

Sigma = 0.1

Predstavuje standardni odchylku Sumu merania
(¢islo)

Tol

Tol =1e—3

Definuje toleranciu pre koneéntt podmienku
Mitsos-Tsoukalasovho algoritmu
(¢islo)

Xi

Xi = linspace(0.5,0.9,30)

Definuje koeficient pre LLP-AUX 2.3.5.1} v jednotlivych iterdcidch
Riadkovy vektor s prvkami medzi 0 a 1 o
dlzke MaxlIter(prednastavené 30)
(riadkovy vektor)

Gl_max

Gl _maz =30

Definuje maximélnu pozitivnu hodnotu
ohraniceni nizsej irovne
(¢islo)

Gu_max

Gu_max = 35

Definuje maximalnu pozitivou hodnotu
ucelovej funkcie nizsej Grovne
(¢islo)

BarRuntime

Bar Runtime = linspace(300,3600,30)

BarRuntime definuje maximélny ¢as behu BARON-u
v jednotlivych iterdciach. Je to vektor asov
v sekundéch o dizke préve MaxIter(prednastavené na 30)
(riadkovy vektor)

Baronset U

Baronset = baronset('maxtime’,150,...
"threads’,8)

Cez Baronset je mozné definovat vsetky volitelné
moznosti BARON-u, pre dalSie informécie o premennej
Baronset je odportcané nahliadnut do dokumentacie
BARON-u.

(baronset-Struktira)

Tabulka 3.5: Tabulka voliteInych argumentov pre bi_level OED funkciu

3.3.4 Struktura logov bi__level OED funkcie

3.3.4.1 Log pre KKT stratégiu riesenia

KKT_ Log

Lambdas Exitflag  Params

Log v pripade pouzitia KKT stratégie bi_level OED funkcie je podobny ako v pripade
bi_level programu. Rozdiely st v tom, ze jednotlivé lambdy sa odvoldvaji na funkcie
prislusnosti ktoré si bi_level OED poskladéd na zaklade modelu sdm a “Params”
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predstavuje vektor vsetkych optimalizovanych parametrov, teda aj doplnkovych.

3.3.4.2 Log pre Mitsos-Tsoukalasovu stratégiu riesenia

MT_ Log

K

LastIter control LLP AUX

Pri pouziti Mitsos-Tsoukalasovej stratégie premenna Log obsahuje ¢islo poslednej
iterdcie v premennej Lastlter a matice control, LLP a AUX

e control obsahuje maticu s hodnotami akénych zasahov ziskanych v jednotlivych
iteraciach.

e LLP obsahuje maticu s hodnotami parametrov v jednotlivych iteraciach ziskanych
programom LLP. Kazdy stipec LLP matice predstavuje maticu « transformovant
do jedného stipca, tak, 7e kazdy dalsf stipec matice 7 je ulozeny pod prvy stipec.
Z tychto hodnét sa moze napliiat mnozina II v algoritm

e AUX je matica hodndt parametrov vyprodukovanych pri rieseni LLP-AUX
programu. Z tychto hodnét sa méoze napiﬁat’ mnozina II v algoritmd2.3.5.2| v
pripade, ze LLP hodnoty st nevyhovujuce.

V nasledujicej kapitole st uvedené priklady pouzitia aj s iplnym navodom na zapis
danych problémov.
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KapriToLA 4

Priklady pouzitia funkcii bi_level a
bi_level _OED

V nasledovnych sekciach sa daji néjst kompletné priklady pouzitia vyssie spominanych
funkcii. Sekcie s prikladmi rieSenia problémov si rozdelené na definiciu problému,
pripravu vstupnych argumentov a vysledky dosiahnuté vsetkymi stratégiami.

4.1 Problém rieseny bi_ level funkciou

V tejto sekcii sa venujeme prikladu problému vo vSeobecnom forméte popisanom

4.1.1 Problém minimalizacie y-stiradnice elipsy

V ramci tohoto problému sa snazime umiestnif elipsu danych rozmerov ¢o najnizsie
nad ohranicenie v tvare paraboly, tak aby ich elipsa nepretla.

4.1.1.1 Definovanie problému

Optimalizacny problém je definovany nasledovne:

min y (4.1a)
argmax(z +v)? — (y + w) (4.1b)
s.t. [v,w]Q 1 Lﬂ <0 (4.1¢)

kde
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0.8 —0.6
e ()= < 0.6 0 8) je kovarianénd matica, ktord definuje rozmery a natocenie

elipsy.
e X,y su suradnice stredu elipsy.

e v,w sl odchylkové premenné pomocou, ktorych hladdme bod ktory najviac
porusuje kvadratické ohranicenie.

!
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Obr. 4.1: Pociato¢né pozicia elipsy

Obr. 4.2: Optiméalna pozicia elipsy
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4.1.1.2 Definovanie vstupnych argumentov

V nasledovnej ukazke kédu st definované vsetky povinné a aj volitelné argumenty
aj s popisom ich ucelu. Ako prvé je nutné zadefinovat symbolické premenné pre
optimaliza¢ny problém.

syms X y VW

Ked méame zadefinované symbolické premenné tak s ich pomocou vytvorime tucelovi
funkciu vyssej drovne, ucelovi funkciu nizsej irovne a ohranicenia.

% Ucelova funkcia problemu vyssej urovne

% (symbolicka funkcia)

obj_fun = y;

% Ucelova funkcia problemu nizsej urovne

% (symbolicka funkcia)

obj_LLP = (x+v)~2-(y+w);

% Ohranicenia pre problem nizsej urovne v tvare:

% const <= 0

% (symbolicky stlpcovy vektor)

const = [[v,wl*inv([0.8 -0.6;-0.6 0.8])*[v;w]l-1];

BARON potrebuje mat zadefinované maximélne a minimélne hranice vsetkych opti-
malizovanych premennych.

% Spodne a horne hranice hodnot optimalizovanych premennych
% format:[uv(l),uv(2),...,uv(n),1lv(1),1v(2),...,1v(m)]

% (riadkovy vektor)

1b = [-10 -10 -10 -10];

ub = [10 10 10 10];
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Nasledne je nutné definovat ktoré symbolické premenné patria vyssej irovni a ktoré

nizsej trovni.

% Premenne problemu vyssej urovne
% (symbolicky stlpcovy vektor)

uv = [x;y];

% Premenne problemu nizsej urovne
% (symbolicky stlpcovy vektor)

1v = [v;w];

Stratégie rieSenie BF a MT potrebuju pociatocné hodnoty premennych nizsej trovne,

preto je nutné ich definovat.

% Nastrelove hodnoty optimalizovanych premennych nizsej urovne
% pre strategie "BF" a "MT"

% (stlpcovy vektor)

start = [0;0];

Poslednym povinnym argumentom je stratégia rieSenia, ktori si mozeme zvolit napri-
klad “BF”.

% Definuje, ktora strategia riesenia problemu bude pouzita
% moznosti su "KKT", "BF" a "MT"
strategy = "BF"

Nasledne si m6zeme zvolit volitelné argumenty. Volitelné argumenty mézu byt zadané
v Tubovolnom poradi pokial sa dodrzi parovanie nizov argumentu c¢iarka hodnota
argumentu. Prvym volitelnym argumentom je MaxlIter, ktory tvori stopovacie kritériu
na pocet cyklov pre MT a BF stratégiu, predvolena hodnota je 30.

% Maximalny pocet iteracii pre "MT" a "BF" strategie)
% (kladne cislo)
MaxIter = 30;

Prisnost kritéria ktoré rozhoduje o dosiahnutej presnosti optimalneho rieSenia pre
algoritmi BF a MT [2.3.5.1] je mozné nastavit zmenou hodnoty premennej Tol,
ktorej predvolend hodnota je le — 6.
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% Definuje prisnost koncovej podmienky pre "BF" a "MT" algoritmus
% (male kladne cislo)
Tol = le-4;

Pri pouziti MT algoritmu je v podprobléme LLP-AUX [2.3.5.1] mozné menit parameter
&. Autori odporicaju hodnotu 0.5. Zadéavanie tohoto parametra je prispdsobené tak,
ze uzivatel ma moznost zadat ini hodnotu parametra v kazdej iterdcii. Pre spravne
fungovanie tohoto parametra je potrebné aby uzivatel zadal riadkovy vektor o dizke
maximdlneho poctu iterdcii(MaxIter, predvolené 30) s hodnotami jednotlivych elemen-
tov v rozmedzi 0 a 1. Pozicia prvku vo vektore zodpoveda iteracii v ktorej bude dana
hodnota pouzita. V priklade bolo pouzité na vytvorenie vektora & funkcia linspace,
ktora vytvori 30 hodnoét, ktoré st od seba rovnomerne vzdialené medzi hodnotami 0.5
a 0.9. Predvolend hodnota je linspace(0.5,0.9,MaxTter)

% Predstavuje hodnotu koeficienta Xi v kazdej iteracii (MT=>LLP-AUX)

% Je odporucane zacat na hodnote 0.5 a postupne ju zvysovat po hodnotu 0.9
% (vektor s dlzkou MaxIter, ktora je prednastavena na 50)

Xi = linspace(0.5,0.9,30);

MT algoritmus reformuluje ohrani¢enia pomocou bindrnych premennych z pre pod-
problémy GSIP-LBD [2.17 a GSIP-UBD V tejto transformécii je mozné urcit

nadhodnotenie maximalnej pozitivnej hodnoty funkcii ohraniceni 95" a nadhodno-

tenie maximalnej pozitivnej hodnoty tcelovej funkcie problému nizsej Grovne g;'**

Predvolené hodnoty su g/ =30a g =35

% Nadhodnotenie maximalnej pozitivnej hodnoty funkcii ohraniceni
% (kladne cislo)

Gl _max = 25;

% Nadhodnotenie maximalnej pozitivnej hodnoty ucelovej funkcie
% problemu nizsej urovne

% (kladne cislo)

Gu_max = 20;

Pri pouziti MT algoritmu je mozné nastavovat restrikcie pravej strany ohraniceni ey,
a ey , ktoré GSIP-UBD pomdéhaji vytvarat hornt ohranicu optimalizovaného
problému. Tieto ohraniCenia sa zmensuji s poc¢tom iteracii a faktor ktorym st delené
je tiez mozné nastavit pod premennou g . Predvolené hodnoty tychto parametrov si
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rovné 2.

% Kladna hodnota restrikcie pravej strany ohraniceni pouzita "MT"
strategiou

% pri ziskavani hornej hranice GSIP

% (kladne cislo)

Eps_L =1.5;

Eps_U =1;

% Eps_R je faktor, ktorym sa Eps_L a Eps_U znizuju
% (1<Eps_R)

Eps_R = 2;

Pre iteracné algoritmy ako je BF a MT je vyhodné mat moznost zadefinovat rozdielny
maximélny ¢as behu BARON-u v jednotlivych iteracidch. Pomocou definovania pre-
mennej BarRuntime je mozné funkciu informovat kolko ¢asu md BARON na riesenie
jednotlivych problémov v konkrétnej iterdcii. BarRuntime je riadkovy vektor o dizke
MaxIter(predvolené 30), kde jednotlivé elementy vektora predstavuju ¢asy v sekun-
déach vyhradené na riesenie problémov. Pozicia elementu urcuje v ktorej iteracii bude
dand hodnota pouzitd. V pripade nespravneho definovanie(vektor je kratsi alebo dlhsi
ako MaxIter) bude pouzitd hodnota z premennej Baronset, MaxTime. V pripade Ze
baronset nebol definovany je pouzité standardné nastavenie BARON-u, ktoré vo verzii
BARON-u pouzitej pri tvorbe tychto funkcii md hodnotu MaxTime rovné 1000 sekind
na jeden beh.

% Maximalny cas behu BARON-u pre kazdu iteraciu, ak nie je nastaveny

% pouzije sa cas z Baronset-u. BarRuntime je vektor s dlzkou

% MaxIter(zakladna hodnota 50). Elementy tohoto vektora definuju
maximalny cas behu

% BARON-u v sekundach v jednotlivych iteraciach.

% (riadkovy vektor)

BarRuntime = [ones(1,8)*200,ones(1,10)*600,ones(1,12)*1800]
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Poslednym volitelnym argumentom je Baronset. Baronset predstavuje Struktiru s
mnohymi nastavenia pre riesitel BARON. Kedze tychto nastaveni je vela je odporucané
precitat si dokumentéciu o jednotlivych moznostiach BARON-u.

% Priklad definicie Baronset struktury

% (pre viacej informacii o nastaveniach baronset
% je vhodne nahliadnut do dokumentacie BARON-u,
% alebo napisat baronset v MATLABE-e )

Baronset = baronset(’MaxTime’,300,’threads’,8);

Po zadefinovani vsetkych povinnych a v tomto pripade aj voliteInych argumentom
nasleduje zavolanie funkcie:

% Volanie funkcie

[J_opt, lv_opt, uv_opt, Logl = bi_level(obj_fun, obj_LLP, const,...

lv, uv, 1b, ub, start, strategy, ’MaxIter’, MaxIter, ’Tol’, Tol,...
’Xi’, Xi,’Gl_max’, Gl_max, ’Gu_max’, Gu_max, ’Eps_L’, Eps_L,...
’Eps_R’, Eps_R , ’Eps_U’ ,Eps_U,’BarRuntime’, BarRuntime,...
’Baronset’, Baronset)

4.1.1.3 Vysledky

V nasledovnej tabulke st uvedené vysledky ziskané pouzitim jednotlivych stratégii.

Stratégia: KKT BF MT
x —0.1147 —0.3750 —0.3750
G) 15 ) | Cion)
v —0.4567 0.8310 —0.8311
(w) (—0.1661) (—0.8420> ( 0.4046 )

pocet iteracii — ) 18

celkovy Gas 0.32 2.8 52.5

rieSenia [s]

Tabulka 4.1: Vysledky pre problém umiestnenia elipsy
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(a) Umiestnenie elipsy pomocou KKT

T\ s
s \ /

(b) Umiestnenie elipsy pomocou BF
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\
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(¢) Umiestnenie elipsy pomocou MT

Obr. 4.4: Grafické zndzornenie vysledkov pre problém umiestnenia elipsy
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Pomocou jednotlivych stratégii sme ziskali vysledky, ktoré st zobrazené na skupine
obrézkov [£.4] Algoritmy BF a MT dosiahli skoro rovnaké vysledky v ktorych dspesne
umiestnili elipsu presne nad kvadratické ohranicenie. Na prvy pohlad sa javi Ze me-
tédy BF a MT maja rozdielne vysledky v premennych nizsej trovne, ale v pripade,
ze sa pozrieme do logov MT stratégie konkrétne Log.LBD.LLP tak zistime, ze v
predchadzajticej iteracii boli hodnoty premennych nizsej irovne:

v) ([ 0.8310

w)  \—0.8420
Co st rovnaké hodnoty, aké dosiahla BF stratégia v poslednej iteracii. Tento jav je
sposobeny tym, ze ako BF tak MT si v probléme hornej drovne (pre MT GSIP) drZia
v rdmci ohraniceni vSetky hodnoty premennych nizsej irovne a teda po niekolkych

iterdcidch problém nizsej trovne(pre MT LLP alebo LLP-AUX) uz déva len vysledky
mierne odlisné od predchadzajuicich.

Metéda zalozenad na KKT-podmienkach nedosiahla vyhovujice vysledky, kedze elipsa
je evidentne umiestnena pod ohrani¢enim a teda ho porusuje.

4.2 Problémy riesené bi_ level OED funkciou

Na nasledujtcich stranach je mozné najst priklady riesenia problémov optiméalneho
navrhu experimentu, zalozenych na diskrétnych a statickych modeloch.

4.2.1 Optimalny navrh experimentu zaloZeny na statickom mo-
dely

Na ukazku riesenia optimélneho navrhu experimentu pre statické modely sme si vybrali
jednoduchy model s dvoma parametrami p; a ps.

(1— e Pev) (4.2a)

8
I

<
I

e

—
&
N
DO

Na zdklade tohoto modelu funkcia bi_level OED najprv vytvori maticu spodnych a
hornych hranic parametrov II
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p% p2,pf
pY  payu
Il = Lo (4.3)
pl,pé‘ 1%
pl,pé‘ pZU

Zaujimavé st len hodnoty parametrov p¥ p¥ pl a p¥, ktoré predstavuji horné a spodné
hranice. Pridruzené premenné D2.pL P2 pU D1 pl @ P1py st len doplnkové. V modely sa
nachadza aj premennd u, ktora predstavuje akény zasah, aj ked v tomto konkrétnom
statickom modely moze byt interpretovand ako ¢as merania.

Nésledne sa definuje vyssia a nizsia iroven optimalizacného problému a ohranicenia.
Rieseny optimalizac¢ny problém mé potom nasledovny tvar:

min pi’ —py’ +p§ —py (4.42)
max py —pi +pf —py (4.4D)
- (y(p%vp&pLauk) _ym(uk))2 2
s.t. Z 1 — < Xoom, (4.4¢)
k=1
n U 2
YP1,P2 U Uk) — Ym Uk
BL Pasg 02) (ws) <X, (4.4d)
k=1
2 (Y(Prprs Py k) — Ym(ur)?
> < Xan, (4.4e)
k=1
U 2
Y(P1p1, 05 k) = Y (g
(¥ (p1pz: P3 2) (ur)) <2 (4.48)
o »Mp

k=1

Ohranicenia spodnej drovne sii tvorené funkciami prislusnosti, ktoré ked platia tak
dand hodnota parametra sa pri danom vektore ¢asov u nachadza vo vnutri alebo na
hranici regiénu spolahlivosti. ¥ a y,, st vektory reprezentujice odhadovany model
a merania simulované pomocou dodanych hodnét parametrov. V pripade, ze vektor
akéngch zésahov w ma dizku 4 vyzerd y,, nasledovne:

pl(l — e—P2U1)
pi(1—e7P22)
m = 4.
Y pl(]- _ efpzus) ( 53)
;01(1 _ e*P2u4)

kde p; = 2.5 a py =0.5.
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Hodnoty vystupu y ziskané pomocou odhadovanych parametrov pl a PapL Vv pripade,

ze vektor akénych zasahov u ma dlzku 4 st definované nasledovne:

ph(—e "t
D u
| opta—e ) (4.6a)
y_ p%(l e P2pfu3) .
ph(1—e Tr™

4.2.1.1 Definovanie vstupnych parametrov

V nasledujtcej ukazke programu je kompletna definicia vSetkych povinnych aj volitel-
nych argumentov potrebnych pre riesenie optimédlneho navrhu experimentu zalozeného
na statickom modely

Najprv je nutné zadefinovat symbolické premenné. Pre model definujeme dva parametre
p1 a po a napriek tomu, Ze chceme pouzit funkciu na staticky optimalny dizajn
experimentu je nutné definovat pociato¢ni podmienku v podobe premennej xq a jej
hodnoty x0_value = 0 aj ked nebude v tomto pripade pouzita.

% Definuj symbolicke premenne

syms pl p2 x0

% Definuj hodnotu pociatocnej podmienky
x0_value = 0;
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Nasledne si zadefinujeme vektor akénych zasahov u ako symbolicky vektor, stavovy
model procesu v premennej model x (mdze byt pouzity aj iny ndzov), ktory musi
obsahovat prvy prvok vektora akénych zdsahov w a vystupny model v premennej
model_y, ktord musi obsahovat odkaz na stavovd rovnicu v tomto pripade model_ x.

% Definuj pocet krokov vybratim dlzky vektora casu u
% (stlpcovy vektor)

u = sym(’u’,[4 11);

% Definuj stavovy model

% (symbolicka funkcia)

model_x = 1l-exp(-p2*u(1));

% Definuj vystupny model

% (symbolicka funkcia)

model_y = pl*model_x;

Po definovani modelu je nutné zadefinovat parametre do premennej parameters pre
ktoré sa bude hladat region spolahlivosti a ich idedlnu hodnotu do premennej parame-
ters_ values na zaklade ktorej sa bude pocitat y,,

% Definuj parametrov modelu

% (urcuje poradie v ktorom su zobrazene vysledky)

% (riadkovy symbolicky vektor)

parameters = [pl,p2];

% Definuj hodnoty parametrov modelu

% (hodnoty su naviazane na premenne na zaklade poradia)
% (riadkovy vektor)

parameters_values = [2.5,0.5];




4.2 Problémy rieSené bi_level__OED funkciou 45

Podobne ako vo funkcii bi_level aj tu je nutné definovat spodné(lb) a horné(ub)
hranice vsetkych parametrov. Prvy element vektorov definuje hranice akénych zasahov,
nasleduji hranice pre parametre. Program priraduje hranice k parametrom na zaklade
pozicie vo vektore parameters.

% Definuj spodne hranice hodnot pre vektor u a parametre

% format 1b=[1b_u,lb_parameterl,lb_parameter2,...,lb_parameter (last)]
% (riadkovy vektor)

1b = [0 0 0];

% Definuj horne hranice hodnot pre vektor u a parametre

% format ub=[ub_u,ub_parameterl,ub_parameter2,...,ub_parameter (last)]
% (riadkovy vektor)

ub = [20 10 10];

Pre algoritmus MT st potrebné startovacie body pre hodnoty jednotlivych dvojic
parametrov. V pripade dvoch parametrov vznikaju 4 dvojice, hornéd a dolna hranica
p1 a k nim patriace ps a hornd a dolnéd hranica ps a k nim patriace p;. Pri definicii
Startovacich bodov sa neodportca pouzivat 0, pretoze moze dojst ku deleniu nulou ¢o
spoOsobi pad programu.

% Urci startovacie hodnoty parametrov, pri inicializacii parametrov na
% nulove hodnoty moze vyskocit chyba delenie nulov, preto je
% odporucane nepouzivat nulu. (MT)

% format:
% [parameterl_low parameter_2 ... parameter_last ]
% [parameterl up parameter_2 ... parameter_last ]
%  [parameterl parameter2_low ... parameter_last ]
%  [parameterl parameter2_up ... parameter_last ]
ho L ]
oL ]
ho L : . . ]
ho L : . J ]
%  [parameteril parameter?2 ... parameter_last_low ]
% [parameterl  parameter2 ... parameter_last_up ]
start = [ 0.1 0.1

10 0.1

0.10.1
10 0.1];
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V tomto priklade pracujeme so statickym modelom, preto do premennej model type
vlozime retazec “static”.

% Vyber typ modelu diskretny alebo staticky (discrete/static)
% (retazec)
model_type = "static";

Poslednym povinnym argumentom je vyber stratégie, ktort si mézeme zvolif napriklad
LLMT”.

% Definuj strategiu riesenia problemu
% (retazec)
Strategy = "MT"

Prvym volitelnym argumentom je podobne ako pri bi_level funkcii moznost urcit
maximélny pocet iteracii pre MT stratégiu. Predvolena hodnota je 30.

% Urci maximalny pocet iteracii (MT)
% (cislo)
MaxIter = 30;

Definiciou « je mozné menit hodnotu horného o kvantilu Xi,np rozdelenia pravdepo-
dobnosti, kde « predstavuje pravdepodobnost dani nativnej MATLAB funkcii chi2inf
na vypocet X2, . Xan, @ tym padom aj a sa vyskytuje vo funkcidch prislusnosti
vietkych podproblémov 2.23] [2.25] a [2.26] Predvolend hodnota je 0.95.

% Alpha je pravdepodobnost dana funkcii chi2inf na vypocet horneho alfa
% kvantilu Chi~2 rozdelenia pravdepodobnosti

% (cislo)

Alpha = 0.95;
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Funkcia pontika aj moznost menit standardni odchylku Sumu merania pod premennou
o, ktorej predvolend hodnota je 0.1. Podobne ako « aj o sa vyskytuje vo funkciach
prislusnosti vSetkych podproblémov [2:23] R.25] a 2.26] Predvolend hodnota je 0.1.

% Standardna odchylka sumu merania
% (cislo)
Sigma = 0.1;

Premenna Tol predstavuje prisnost ukoncovecej podmienky pre MT algoritmus. Pred-
volend hodnota je le — 3

% Tol urcuje prisnost uknocovacej podmienky pre algoritmi MT
% (male cislo)
Tol = le-4;

Vektor £ a premennd BarRuntime maji rovnaka funkciu, format a aj predvolent
hodnotu ako v pripade bi_ level funkcie.

% Predstavuje hodnotu koeficienta Xi v kazdej iteracii (MT=>LLP-AUX)

% Je odporucane zacat na hodnote 0.5 a postupne ju zvysovat po hodnotu 0.9

% (vektor s dlzkou MaxIter, ktora je prednastavena na 50)

% to value of 0.9

Xi = linspace(0.5,0.9,30);

% Maximalny cas behu BARON-u pre kazdu iteraciu, ak nie je nastaveny

% pouzije sa cas z Baronset-u. BarRuntime je vektor s dlzkou

% MaxIter(zakladna hodnota 50). Elementy tohoto vektora definuju
maximalny cas behu

% BARON-u v sekundach v jednotlivych iteraciach.

% (riadkovy vektor)

BarRuntime = [ones(1,8)*200,ones(1,10)*1800,ones(1,12)*3600]
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Pre MT algoritmus je podobne ako v pripade bi_ level funkcie, mozné definovat hodnoty
maximélneho pozitivneho nadhodnotenia tucelovej funkcie nizsej trovne ¢;*** a funkcii
ohranicen{ g;"** Predvolené hodnoty si g"¢* = 30 a g™® = 35

l,J

% Nadhodnotenie maximalnej pozitivnej hodnoty ohraniceni

% problemu nizsej urovne (MT)

% (cislo)

Gl_max = 5;

% Nadhodnotenie maximalnej pozitivnej hodnoty ucelovej funkcie obj_LLP
(MT)

% (cislo)

Gu_max = 20;

Poslednym volitelnym argumentom je Struktiira Baronset.

% Priklad definicie Baronset struktury

% (pre viacej informacii o nastaveniach baronset

% je vhodne nahliadnut do dokumentacie BARON-u,

% alebo napisat baronset v MATLABE-e )

Baronset = baronset(’MaxTime’,10800, threads’,8, EpsA’,le-2 );

Po definovani vsetkych povinnych a v tomto pripade aj volitelnych argumentov je
mozné funkciu bi_ level OED zavolat nasledovnym prikazom:

[J_opt, U_opt, Param_opt, Log] = bi_level OED(model_x,model_y,...
u, parameters, parameters_values, x0, x0O_value, 1b, ub, start,...
model_type, strategy,’MaxIter’, MaxIter, ’Alpha’, Alpha,...
’Sigma’, Sigma, ’Tol’, Tol, ’Xi’, Xi, ’Gl_max’, Gl_max,...
’Gu_max’, Gu_max, ’BarRuntime’, BarRuntime,’Baronset’, Baronset)
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4.2.1.2 Vysledky

V nasledujucej tabulke je mozné vidiet dosiahnuté vysledky.

Stratégia: KKT MT
Hodnota u.CEIOVQ] 0.5708 0.5704
funkcie
1.6289 1.7620
w 20.0000 1.8223
1.6289 19.8706
20.0000 19.8141
pk 2.3268 2.3268
pY 2.6733 2.6718
pk 0.4017 0.4024
4 0.6260 0.6278
pocet iteracii — 14
celkovy cas 120 min 61.95 min
riesenia cas vyprsal | vysledok najdeny

Tabulka 4.2: Vysledky optimalneho navrhu experimentu s statickym modelom

Ako si mézeme vS§imnit v pripade statického modelu rozdiel v hodnotach tucelovej
funkcie je velmi maly. Zaujimavé je, ze vektory casov u nadobudnuté jednotlivymi
funkciami sa vyrazne lisia a napriek tomu ich vplyv na hodnoty parametrov je priblizne
rovnaky, to nadm poddva informdciu o tom Ze tento problém je numericky velmi citlivy.
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Obr. 4.5: Region spolahlivosti pre staticky model ziskany pomocou KKT programu
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Obr. 4.6: Regién spolahlivosti pre staticky model ziskany pomocou MT algoritmu

Vysledkom riesenia problému optimélneho navrhu experimentu je regién spolahlivosti.
Ziskané regiony spolahlivosti pomocou KKT metdédy a MT algoritmu je mozné vidiet
na obrazkoch [I.5] a [£.6] Kotviace body ziskané programom st zazna¢ené Cervenou
farbou, region spolahlivosti pri danom vektore Casov u je oznaCeny modrou a na
zéklade kotviacich bodov je zostrojend graficka reprezentacia A-dizajn kritéria, ktora
je oznacena ¢iernou farbou.

4.2.2 Optimalny navrh experimentu zalozeny na diskrétnom
modely

Diskrétny model pouzity na predvedenie schopnosti funkcie bi_level OED vyzera
nasledovne:

1
T = 5 +u (4.7a)
Yt

y = px (4.7b)

Na zéklade tohoto modelu funkcia bi_level OED rovnako ako v pripade statického
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modelu vytvor{ maticu spodnych a hornych hranic parametrov IT[£.3]

rYL ﬂ'yL
U ﬂ U

= J@L o (4.8)
vpr  BY

Na ziskanie regiénu spolahlivosti st potrebné parametre v, vV, gL a BY, ktoré
ohranic¢uju regién spolahlivosti. Doplnkové premenné 3., B,v, ygr a yguv mozu by
pouzité na vykreslenie jednotlivych kotviacich bodov.

Program nésledne automaticky transformuje poskytnuty model na dvojiroviovy opti-
maliza¢ny problém, ktory vyzera nasledovne:

min vY — AL 4+ Y — gL (4.92)
max " —a+ gY — g (4.9b)
. (Y(fyLa ﬂ—yLauk) - Ym(uk))Q 2
.t. < .
s.t kz_:l 2 < Xan, (4.9¢)
n U 2
y(v7, Byvag) —ym(u
WO P ) =YW 2 (4.94)
k=1
n L _ 2
Z (Y(Vﬁhﬁ 7111@3 Ym(Uk)) < Xi,n (4.9¢)
k=1 g !
n U _ 2
Z (y(vpe, B8 711k-2) Ym(Uk)) < ngp (4.9F)

g

e
Il
=

Ohranicenia spodnej drovne su tvorené funkciami prislusnosti, ktoré ked platia tak
dana hodnota parametra sa pri danom vektore akénych zdsahov w nachddza vo vnutri
alebo na hranici regiéonu spolahlivosti. y a y,, st vektory reprezentujice odhadovany
model a merania simulované pomocou dodanych hodnot parametrov. V pripade, ze
vektor akénych zésahov u mé dizku 4 vyzerd y,, nasledovne:

- 1 -
ﬁ(szg +u)
-1
B(’Y‘F(,y_:mlg +uy)? T u2)
Ym = /6(7+(W+u2)2 + U’?)) (4.10&)
“0
1
B = T U4)
v+( T 5 tu2)
L w+(mg+u1) ]
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kdey=2a =08
y pre parametre v~ a Bz mé potom podobu:

r 1
BWL(7L+wg
By r
v (7L+(7Limg

+u)

+up)? + u2)

4.2.2.1 Definovanie vstupnych parametrov

(4.11a)

V nasledujicej ukazke programu je kompletna definicia vsetkych povinnych aj volitel-
nych argumentov potrebnych pre rieSenie optimalneho navrhu experimentu zalozeného
na diskrétnom modeli Pre diskrétne modely je odportucané pouzivat MT stratégiu,
kedze vytvorenie gradientu Lagrangeovej funkcie 2.11D] je vypoc¢tovo nédroéné a aj pri
uspesnom vytvoreni gradientu, moéze déjst ku chybe pri transformécii tychto ohranic¢eni

do pracovného formdtu BARON-u, ¢o méze sposobit pad programu.

Mnohé premenné s zadefinované tiplne rovnakym spdsobom ako v pripade optimalneho
navrhu experimentu so statickym modelom [1.2.11]

Najprv je nutné definovat symbolické premenné parametrov a pociatocnej podmienky
xo, kedze ideme pouzit diskrétny model tak pociatoénd podmienka a jej hodnota je
riadne pouzitd programom v rovniciach a

% Definuj symbolicke premenne
syms gama, beta, x0
% Definuj hodnotu pociatocnej podmienky

x0_value = 0;
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Vektor akénych zasahov u a vystupny model model_y st definované podobny spdsobom
ako pri statickom modely. Stavovovy model model x v sebe musi mat prvy prvok
vektora akénych zasahov w a pociatoénid podmienky xg

% Definuj pocet krokov vybratim dlzky vektora casu u

% (stlpcovy vektor)

u = sym(C’u’,[4 11);

% Definuj stavovy model

% Vo stavovom modely sa musi nachadzat prvy prvok vektora u
% (symbolicka funkcia)

model_x = 1/(gama+x072)+u(1);

% Definuj vystupny model

% (symbolicka funkcia)

model_y = beta*model_x;

Rovnako je nutné definovat programu, ktoré premenné st parametrami a ich hodnotu

pre ym, [L10]

% Definuj parametrov modelu

% (urcuje poradie v ktorom su zobrazene vysledky)

% (riadkovy symbolicky vektor)

parameters = [beta,gamal;

% Definuj hodnoty parametrov modelu

% (hodnoty su naviazane na premenne na zaklade poradia)
% (riadkovy vektor)

parameters_values = [2,0.8];

BARON si vyzaduje mat definované horné a dolné hranice vSetkych optimalizovanych
parametrov.

% Definuj spodne hranice hodnot pre vektor u a parametre

% format 1b=[1b_u,lb_parameterl,lb_parameter2,...,lb_parameter(last)]
% (riadkovy vektor)

1b = [-1 0 0];

% Definuj horne hranice hodnot pre vektor u a parametre

% format ub=[ub_u,ub_parameterl,ub_parameter2,...,ub_parameter(last)]
% (riadkovy vektor)

ub = [1 10 10];
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MT stratégia si vyzaduje Startovacie hodnoty dvojic parametrov fo forméte 2-3]

% Urci startovacie hodnoty parametrov, pri inicializacii parametrov na
% nulove hodnoty moze vyskocit chyba delenie nulov, preto je
% odporucane nepouzivat nulu. (MT)

% format:

% [parameterl_low parameter_2 ... parameter_last ]
% [parameterl_up parameter_2 ... parameter_last ]
%  [parameterl parameter2_low ... parameter_last ]
% [parameteril parameter2_up ... parameter_last ]
hoL ]
ho L ]
ho L s . 5 ]
ho L 5 . 5 ]
% [parameterl  parameter2 ... parameter_last_low ]
%  [parameterl parameter2 ... parameter_last_up ]

start = [1.1322 0.6811
4.2460 0.9244
1.3256 0.6377
3.3167 0.9837];

V tomto priklade pracujeme s diskrétnym modelom a tak model type méa hodnotu
“discrete”

% Vyber typ modelu diskretny alebo staticky (discrete/static)
% (retazec)
model_type = "discrete";

Pre diskrétne modely je odporucané pouzivat MT stratégiu, pretoze KKT mo6ze mat
problémy sposobené tvorbou a prekladom gradientu Lagrangeovej funkcie do BARON-
u.

% Definuj strategiu riesenia problemu
% (retazec)
Strategy = "MT"
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Volitelné argumenty st rovnaké ako v pripade statického modelu.

% Urci maximalny pocet iteracii (MT and BF)

% (cislo)

MaxIter = 30;

% Alpha je pravdepodobnost dana funkcii chi2inf na vypocet horneho alfa
% kvantilu Chi~2 rozdelenia pravdepodobnosti

% (cislo)

Alpha = 0.95;

% Standardna odchylka sumu merania

% (cislo)

Sigma = 0.1;

% Tol urcuje prisnost uknocovacej podmienky pre algoritmi BF a MT

% (male cislo)

Tol = le-4;

% Predstavuje hodnotu koeficienta Xi v kazdej iteracii (MT=>LLP-AUX)
% Je odporucane zacat na hodnote 0.5 a postupne ju zvysovat po hodnotu 0.9
% (vektor s dlzkou MaxIter, ktora je prednastavena na 50)

Xi = linspace(0.5,0.9,30);

% Nadhodnotenie maximalnej pozitivnej hodnoty

% funkcii ohraniceni (MT)

% (cislo)

Gl_max = 5;

% Nadhodnotenie maximalnej pozitivnej hodnoty

% ucelovej funkcie obj_LLP (MT)

% (cislo)

Gu_max = 20;

% Elementy tohoto vektora definuju maximalny cas behu

% BARON-u v sekundach v jednotlivych iteraciach, ak nie je nastaveny
% pouzije sa cas z Baronset-u.

% (riadkovy vektor s dlzkou MaxIter(prednastavena 50))

BarRuntime = [ones(1,8)*200,ones(1,10)*300,ones(1,12)*1200]

% Priklad definicie Baronset struktury

% (pre viacej informacii o nastaveniach baronset

% je vhodne nahliadnut do dokumentacie BARON-u,

% alebo napisat baronset v MATLABE-e )

Baronset = baronset(’MaxTime’,10800, ’threads’,8,’EpsA’,1le-2 );
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Po zadefinovani vsetkych povinnych a v nasom priklade aj volitelnych argumentov
mozeme funkciu zavolat nasledovnym prikazom.

[J_opt, U_opt, Param_opt, Log]l = bi_level_OED(model_x,model_y,u,...
parameters, parameters_values,x0,x0_value,lb,ub,start,model_type,...
strategy,’MaxIter’,MaxIter,’Alpha’,Alpha,’Sigma’,Sigma,’Tol’,Tol,...
’Xi’,Xi,’Gl_max’,Gl_max,’Gu_max’,Gu_max,’BarRuntime’ ,BarRuntime,...

’Baronset’,Baronset)

4.2.2.2 Vysledky

Napriek tomu ze pouzity diskrétny model je silne nelinedrny Mitsos-Tsoukalasov
algoritmus bol schopny v 15 iteraciach, dosiahnut optimélny nédvrh experimentu.

Stratégia: MT
Hodnota uf:elovej L9175
funkcie
—0.3395
“ —0.9243
—0.8965
1
YL 1.4701
YU 3.0702
BL 0.6411
Bu 0.9585
pocet iteracii 15
.cevlko.vy ca%s 53.8
rieSenia [min]

Tabulka 4.3: Vysledky optimdalneho navrhu experimentu s diskrétnym modelom

Vysledky ziskané MT-algoritmom st zhrnuté v tabulke Na nasledovnom obrazku
si mbézeme vsimnuat grafickii reprezentaciu regiénu spolahlivosti, kotviacich bodov
A-dizajn kritéria.
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35y RS
Grafickd interpretacia A-dizajn kritéria
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Obr. 4.7: Regién spolahlivosti pre diskrétny model ziskany pomocou MT programu

Bohuzial vysledky dosiahnuté KKT-metédou na porovnanie nie st k dispozicii, pretoze
pri transformovani gradientu Lagrangeovej funkcie do nativneho BARON-ovho formatu
dojde ku chybe, ktord moze byt sposobend naroc¢nostou parsovania funkcii ohraniceni.
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KAPITOLA 5

Zaver

Cielom tejto prace bolo zostrojit funkcie bi_level a bi_level OED v programovacom
prostredi MATLAB s vyuzitim rozhrania s globalnym riesitelom optimaliza¢nych
problémov BARON;, ktoré si schopné riesit vybrané vseobecné typy optimaliza¢nych
problémov a problém optimalneho nédvrhu experimentu zaloZzenom na diskrétnom alebo
statickom modeli systému.

Funkcia bi_level poskytuje tri stratégie riesenia optimaliza¢nych problémov a to pristup
zaloZeny na pretvoreni dvojuroviiového problému na jednu tdroven pomocou Karush-
Kuhn-Tuckerovych podmienok optimality, Blankenship-Falkov algoritmus zaloZzeny na
pridavani dodatocnych ohraniceni do problému vyssSej drovne a Mitsos-Tsoukalasov
algoritmus, ktory predstavuje vylepsent verziu Blankenship-Falkovho algoritmu.

Na riesenie problému optimalneho nédvrhu experimentu je k dispozicii funkcia bi_ level OED,
ktora na zéklade poskytnutého modelu vytvori cely optimalizaény problém, ktory je
mozné riesit bud transformaciou na jednotrovnovy program Karush-Kuhn-Tuckerovymi
podmienkami optimality, alebo Mitsos-Tsoukalasovym algoritmom, upravenym pre
potreby optimalneho navrhu experimentu.

Stcastou prace je aj kompletna dokumentécia k poskytnutym funkcidm, kde je podrobne
rozobraté aké st vstupné argumenty do jednotlivych programov a ¢o predstavuju
pre dand funkciu, v akom formate s vyprodukované vysledky a ¢o predstavuju.
V dokumentécii je mozné najst aj stromovua Struktiaru jednotlivych funkcii, ktord
poukazuje na podfunkcie, ktoré st nevyhnutné pre fungovanie danych programov. Pre
obe hlavné funkcie bola aj zvlast vytvorend dokumentacia v angli¢tine vo formate
html, v ktorej je na prikladoch ukézané ako sa daju poskytnuté funkcie pouzit.

V poslednej casti sa riesené 3 ukazkové priklady dvojaroviovych problémov. Jeden sa
venuje vSeobecnému tvaru a dva riesia problém optimélneho navrhu experimentu s dis-
krétnym a statickym modelom. V prvom riesenom priklade sa snazime umiestnit elipsu
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uréitych rozmerov a naklonenia nad kvadratické ohranic¢enie. Uspesne sa to podarilo
stratégiam zalozenym na Blankenship-Falkovom a Mitsos-Tsoukalasovom algoritme.
Pouzitie Karush-Kuhn-Tuckerovych podmienok optimality a nasledna transformaécia
problému na jednu troven neviedla ku vhodnym vysledkom.

Druhy priklad sa venoval optimalnemu navrhu experimentu zalozenom na statickom
modeli procesu. Problém bol vyrieseny obomi dostupnymi stratégiami s velmi podob-
nymi vysledkami tucelovych funkcii aj ked s velmi rozdielnymi vyslednymi vektormi
akénych zasahov u. Toto mohlo byt sposobené velkou numerickou citlivostou problému.

V poslednom priklade bol rieseny optimélny navrh experimentu zalozeny na nelineér-
nom diskrétnom modely. Tento priklad bol Gspesne vyrieseny iba Mitsos-Tsoukalasovym
algoritmom. Metdda zalozena na Karush-Kuhn-Tuckerovych podmienkach optimality,
narazila na problém pri preklade funkcie z MATLAB-u do BARON-u a teda problém
nebol riesitelny.

Vypoctova naroc¢nost jednotlivych metéd stipa nasledovne KKT, BF a MT avsak toto
poradie je skor orienta¢né nez, ze by malo byt pravidlom. Ako si méZzeme vSimnut v
pripade optimélneho ndvrhu experimentu so statickym modelom tam KKT metdda
potrebovala vyrazne viacej casu ako MT), ale v pripade minimalizacie y stradnice elipsy
MT metdda potrebovala viacej ¢asu ako KKT.

Balik funkcii v aktudlnom stave mé stéle priestor pre niekolko zlepseni. Napriklad
rozsirenie balika o dalsie stratégie riesenia dvojarovnovych optimaliza¢nych problémov.
Rovnako by mohlo byt zaujimavé rozsirenie Standardnej definicie optimaliza¢nych
problémov pouzitej v tejto praci a vo funkcidch o ohranicenia v tvare rovnosti pre
problém nizsej irovne a o ohranicenia v tvare nerovnosti a rovnosti pre problém vyssej
urovne. Rozsirenie problému optimélneho ndvrhu experimentu aj na systémy s dvoma
a viacerymi stavmi a vystupmi je dalsia s moznosti vylepsenia tohoto balika.
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