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Abstract

In this diploma thesis we are concerned with optimal experiment design. Our goal is to
achieve the best identification of unknown parameters as possible. We are working with
first order systems, whose output is corrupted by normally distributed noise. Our point
of interest is to propose optimal experimental conditions in order to achieve maximal
accuracy in the process of identification. The degree of accuracy of the identification is
determined by the size of a confidence region. In this thesis we will discuss identification
of the unknown dynamic system. Next we will focus optimization of sampling times
and input into the system. We will introduce a methodology of sequential design, which
is capable of improving robustness of identification. In this thesis we will compare our
results with results which are obtained by standard means of identification.






Abstrakt

V diplomovej préci sa zaoberdme optimalnym navrhom dynamickych experimentov,
kde nasim cielom je odhadniaf nezname parametre ¢o najpresnejsie. V prvej polo-
vici prace uvedieme problematiku modelovania a identifikdcie nezndmeho systému.
Taktiez si ukdzeme ako navrhnitf experimentalne podmienky tak, aby sme ziskali
¢o najpresnejsi odhad parametrov. Ako mieru presnosti uvazujeme velkost regiénu
spolahlivosti. V druhej ¢asti prace aplikujeme tieto ivahy a budeme ich demonstrovat
na prikladoch. Pracujeme s dynamickym systémom prvého radu, ktorého vystup je
ovplyvneny ndhodnym Sumom s normalnym rozdelenim, kde tato situacia simuluje
realne podmienky. Nasou tlohou je prisposobit experiment, za ti¢elom zlepsenia od-
hadu parametrov. Konkrétne sa zameriame na vzorkovacie casy a akéné zdsahy v
priebehu experimentu. Dalsie metédy pre optimalny navrh taktiez zahffiaji vylepSenie
robustnosti identifikacie. Vysledky budeme porovnavat so standardnymi metédami
identifikacie.
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KapriToLA 1

Uvod

V praxi je kltic¢ové poznaf presny matematicky model, ktory opisuje dynamiku redlneho
procesu. Pomocou takychto modelov vieme simulovat skuto¢né javy, kde sme schopni
skimat a vyhodnocovat vplyv réznych faktorov [17].

Matematické modely maji svoje vyuzitie najmé v inzinierskych disciplinach (fyzika,
elektrotechnika, chémia). Prikladom mozZe byt chemicky reaktor, kde teplota a tlak
priamo ovplyvnuji koncentraciu reaktantu a produktu. Ak pozndme presny mate-
maticky model dynamiky reaktoru vzhladom na takéto meniace sa faktory, tak sme
schopni presne simulovat proces.

Okrem spomenutych inzinierskych disciplin maji dynamické modely nezastupitelné
miesto aj v spolocenskych a ekonomickych vedach. Napriklad znalost matematického
modelu, ktory opisuje spravanie dynamiky svetovych trhov moéze usetrit obrovské
finanéné prostriedky [8].

Simulacie majua siroké uplatnenie v mnohych technickych disciplinach, vdaka ktorym,
sme schopni studovat systémy bez nutnosti ich skutocnej realizacie. Taktiez simulacie
st pouzivané v navrhu riadenia redlnych systémov, kde sa okrem samotného riadenia
navrhuji aj bezpecnostné protokoly. Je zjavné, ze takyto pristup mé mnoho vyhod [§]:

o Nizke néklady
e Bezpecnost
¢ Ekolégia
V tejto praci sa zaoberame problematikou identifikdcie neznameho systému. Snazime sa

tak optimalizovat experimentdlne podmienky tak, aby sme identifikovali ¢o najpresne;jsi
matematicky model systému [7].



2 Uvod

Priblizit si to mézeme nasledovne. Predstavme si, ze Soférujeme automobil po zlado-
vatenej ceste a chceli by sme zistit ako sa vozidlo sprava v takychto podmienkach. V
istom slova zmysle sa snazime ziskat ¢o najpresnejsi model, aby sme mohli prisposobit
nasu jazdu. Jednou z moznosti ako zistit jazdné vlastnosti vozidla je striedavo otacat
volantom z jednej strany na druht a sledovat sprévanie sa vozidla. A préave v tejto
chvili nastava otazka, ako mame hybat volantom aby sme dostali ¢o najspolahlivejsie
vysledky? Méme otacat volantom striedavo? Alebo je lepsie ak volant nechdme v jednej
pozicii ur¢ity ¢as a potom oto¢ime na opacnu stranu? Prave toto otocenie volantu
predstavuje akény zasah do systému, ktory chceme identifikovat. Nemé6zeme zabudnut
ani na fakt, ze na ceste sa nachiddzaji nerovnosti, ktoré istym spésobom maja vplyv
na meranie. Samozrejme sa tymto nerovnostiam nemozeme tplne vyhnut, ale vieme
ich pritomnost a intenzitu predpovedat. Takéto nerovnosti predstavuju priklad vzdy
pritomného ndhodného Sumu vo vSetkych meraniach.

V tejto diplomovej préaci si postupne blizsie ukazeme studovany matematicky model a
jeho identifikaciu, vplyv Sumu na presnost odhadu parametrov a nakoniec si budeme
demonstrovat ako optiméalne experimentalne podmienky vyrazne dokazu spresnit odhad
parametrov. Konkrétne sa budeme zaoberat vzorkovacimi ¢asmi, ¢ize kedy je optimélne
namerat vysledky a optimédlnym akénym zasahom, ¢ize ako je vhodné vybudit neznamy
systém.

V poslednej ¢asti prace sa budeme zaoberat sekvencnym a scendrovym ndvrhom, kde
si ukazeme, ako celkovy proces identifikicie vieme rozdelit na viacej Casti a vyrazne
tak zlepsit presnost a robustnost odhadu parametrov.



KapriToLA 2

Teoreticky zaklad

V Gvodnej ¢asti prace si priblizime problematiku matematického modelu a jeho vyuzitie.
Nésledne ukazeme, ako ziskat parametre takéhoto modelu a taktiez budeme vysetrovat
presnost odhadu parametrov.

2.1 Matematicky model a identifikacia

2.1.1 Matematické modelovanie dynamickych systémov

Pod pojmom systém rozumieme usporiadanie vzajomne sa ovplyvnujicich procesov.
Proces je definovany ako konverzia alebo transport materidlov, energie alebo informacie.
Na tomto mieste mézeme rozliSovat medzi individudlnymi subprocesmi alebo a medzi
celkovym procesom ako takym [§]. Prikladom moZe byt v ivode spomenuté situdcia, kde
sme uvazovali o vozidle na zladovatenej ceste. Ako celkovy proces sa moze javit zmena
smeru vozidla na ceste, ale taktiez mozeme brat v ivahu aj jednotlivé subprocesy, ako
napriklad otocCenie volantu, reakcia posilnovaca riadenia a pod. Spravanie sa celkového
systému je podmienené spravanim sa jeho subprocesov.

Porozumenie procesnych charakteristik a ich vzajomnych vztahov je velmi dolezité v
predpovedani udalosti a taktiez v riadeni procesnych systémov. Klicovym krokom v
tomto porozumeni je ndjdenie matematického opisu procesu, ktory oznacujeme ako
model. Definicia modelu méze byt nasledovna:

Model je mnoZina linedrnych (nelinedrnych) diferencidlnych (diferencngch) rovnic,
ktoré opisuju procesné veliciny, ako su stavy systému, vstupy a vystupy systému a
taktieZ parametre systému. Tieto rovnice si zaloZené na subore predpokladov.

Modely moézeme delit na zédklade viacerych charakteristik a toto rozdelenie je priblizené

na Obrazku [1.
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Vstup do systému Proces Vystup zo systému
U; (Neznamy) ’ Vi
Y

»| Identifikacia |

- »

Obr. 2.1: Ulohou identifikicie je vyuzitie vstupno-vystupnych dét na vytvorenie
modelu, ¢ize matematickej interpretacie redlneho procesu.

Teoretické Empirické
Stustredené Lindrne
Rozlozené Nelinearne
Statické Casovo zavislé
Dynamické Casovo nezévislé
Spojité Deterministické
Diskrétne Stochastické
Jednoskalové Mnohoskalové

Obr. 2.2: Typy modelov.
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2.1.1.1 Teoretické vs. Empirické modely

Teoretické modely, su zalozené na zékladnych znalostiach fyzikalnych zakonitosti hmoty
a energie. Tieto modely st vysoko efektivne a spolahlivé avsak simulécia tychto modelov
je Casto vypoctovo narocnd, a prave tento fakt je dovodom preco sa tieto modely
nevyuzivaji tak ¢asto v on-line aplikidciach ako je napriklad riadenie procesov. Dalsim
problémom je, ze vela procesov je komplexnych pre pochopenie na fundamentélnej
turovni. Niektoré tieto modely st rozsirené v komercénych simuldciach. Délezitym
poznatkom je to, ze ziadne takéto modely nie st tplne teoretické, pretoze obsahuju v
sebe nejaku cast empirickej znalosti.

Empirické modely, navrhujeme pouzitim nameranych tdajov. Velkou vyhodou oproti
Teoretickym modelom je skutoc¢nost, Ze pre navrh takychto modelov nepotrebujeme
podrobniti znalost identifikovaného systému. Dalsia vyhoda je flexibilita Struktiry
modelu, ¢o je uzitocné vo viacerych aplikdciach. Tieto vyhody st zavislé od viacerych
faktorov. Jeden z hlavnych faktorov je kvalita nameranych dat a pritomnost Sumu v
meraniach. Zatial ¢o vplyv Sumu vieme efektivne potlacit stochastickymi metédami, tak
je zaroven nutné zabezpecit i¢inné vybudenie systému, aby sme ziskali spolahlivé data.
Napriek nevyhodam, si Empirické modely velmi rozsirené pre procesy s komplexnym
spravanim.

2.1.1.2 Parametrické a neparametrické modely

Lubovolny diskrétny a casovo invariantny systém so vstupom u; a vystupom g; moze
byt vyjadreny pomocou konvolicie v diskrétnom case:

oo
Yk = Z gnUk—n (21)

n—=—oo

kde g, predstavuje ciastkovy integral impulznej charakteristiky. Toto je priklad nepa-
rametrického modelu, kde neberieme do tvahy Struktiru modelu ale iba jeho linearitu
a ¢asovu invarianciu.

Taktiez plati, Ze lubovolny diskrétny a ¢asovo nevariantny systém so vstupom uy a
vystupom vy mdze byt vyjadreny diferencnou rovnicou:

Yk + Za amylk —m] = Zb anulk —n] (2.2)
n=0

m=1
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tento typ patri do triedy modelov ARX (angl. auto-regressive model with exogenous
input). Kde a,, a by, si parametre diferen¢nej rovnice, ¢ize predstavuji parametrické
modely. ARX modely si zdkladom mnohych metéd v procesnom inzinierstve a si
siroko aplikované v pokrocilom riadeni procesov ako napriklad Model Predictive Control
(MPC) [13].

2.1.1.3 Linearne vs. nelinearne modely

Systém so vstupom uy a vystupom yy:
Y = Fur) (2.3)

je linedrny vtedy a len vtedy ked plati:

1. ayr = aF(ug) = F(auyg)

2. aqyr g + @Yok = Faur g + asug k)

Vsetky systémy, ktoré nespliiaji podmienky linedrnosti povazujeme za nelinedrne. Na
tomto mieste je treba podotknif, ze v prirode sa nenachadza ziaden dej, ktory je tplne
linedrny. AvSak pre malé zmeny mozme uvazovat, Ze vstupno-vystupné charakteristiky
systémov st linedrne. Rozsah kde, mézeme uvazovat o linedrnosti zavisi od konkrétneho
systému. Hlavnou vyhodou pouzitia linedrnych modelov je s nimi spojena jednoduchost
vypoctov, taktiez st nazorné a lahko pochopitelné. Nelinedrne modely st velmi zlozité
pre identifikdciu a maji mensie uplatnenie.

2.1.1.4 Casovo variantné a invariantné modely

Systém je casovo mezdvisly ak jeho vstupno-vystupnd charakteristika je rovnaka
vzhladom na rozdielny cCas. Prakticky to znamend, Ze charakteristika systému je
nezavislad od casu. Tuto vlastnost moézeme vyjadrit nasledovne:

If up — yp then ug_; = yp_;,Vi € Z (2.4)

Systém popisany rovnicou:

Yk + a1,kYk—1 = botk—1 (2.5)
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je prikladom casovo zavislého systému, ktory je vyjadreny casovou zavislostou para-
metra aj.

Tu treba pripomentt, ze ziaden systém v realite nie je dokonalo ¢asovo nezavisly.
Zaujimavé je to, ze neocakavané casovo zavislé spravanie systému moze byt zahrnuté v
nahodnych efektoch merani alebo samotného systému.

2.1.1.5 Deterministické a stochastické modely

Deterministické modely predvidaji odozvu zo systému presne. Tieto modely sa pou-
Zivaju pre opisanie procesov, kde mame uplnu znalost fyzikalnych vztahov. Taktiez
plati, Ze vstupy do systému st determininistické, ¢o znamend Ze uplne pozname ich
charakteristiku (neuvazujeme Sum). Na rozdiel od deterministickyjch, stochastické mo-
dely opisuju systémy, kde odozva zo systému nemoéze byt nikdy presne dana. Zakladom
tychto modelov je znalost Statistiky a pravdepodobnosti. Hlavnym problémom je
fakt, ze namerany vystup zo systému je iba jeden z viacero moznych vystupov.

2.1.1.6 Jednoskalové a mnohoskalové modely

V niektorych procesoch mézeme pozorovat fenomén, ktory sa vyvija vo viacerych
arovniach. Ako priklad méze sluzit atmosféra Zeme. Tento systém, je velmi komplexny,
pozostavajici z mikro fyzikalnych procesov (rychlost je rddovo v 1071s), taktiez
z tepelnych procesov (kde zmena méze trvat rddovo hodiny) alebo sezénnych procesov
(mesiace, roky). Modelovanie takychto systémov predstavuje velki vyzvu do budicnosti.

Jednoskdlové modely popisuja také javy, ktoré sa vyskytuja v jednej ¢asovej mierke.
Drvivd vacésina studif (ako aj tdto) sa venujme najmé tymto modelom.

2.1.1.7 Spojité a diskrétne modely

Klasifikacia tychto modelov je zalozena na odlisnosti ¢asovych domén. V skutoc¢no-
sti, vstupy a vystupy zo systému st vSetky diskrétne veliciny, kde odmerané data
ziskavame vzorkovanim, ¢o vedie k vytvoreniu diskrétnych modelov. Moze avsak nastat
situacia, kde znalost spojitého modelu je potrebna. Aby sme ziskali takyto model, tak
st vyvinuté techniky pre transformaciu z modelov z diskrétnej oblasti do spojite;j.
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2.1.1.8 Statické a dynamické modely

Pod statickymi modelami rozumieme tie, ktoré nedisponuju ziadnym poznanim pred-
chédzajicich stavov, vstupov alebo vystupov. Kanonické vyjadrenie je nasledovné:

y1 = fi(ui,ug, ... uy)
y2 = fa(ui,ug, ... uy,) (2.6)
Y = fk‘(ulau27 oo ;un)

v tomto type je vystup zo systému yy zévisly od funkcie fx(uy,).

1Y

Dynamické modely si ,pamataji“ predchadzajice stavy. Tieto modely st vSeobecnejsiu
triedou ako Statické modely a maji uplatnenie v mnohych aplikaciach. Prikladom
takéhoto pripadu mdze byt vyssie spomenuty ARX model , kde aktudlny vystup
zo systému y; je taktiez podmieneny predchadzajicim vystupom yi_1, ¢ize tento

model musi v sebe zahfnat predchadzajici stav.

2.1.1.9 Modely so sistredenymi a rozlozenymi parametrami

Vztahy v modeloch chdpeme bud iba ako funkcie ¢asu (obsahujtce sistredené para-
metre) alebo funkcie viacerych faktorov (obsahujtce rozloZené parametre). Mozeme si
uviest priklady dvoch rozdielnych chemickych reaktorov. V prvom pripade uvazujeme
reaktor s miesadlom, ktory zabezpecuje rovnomerné rozdelenie reaktantov a produktov
v celom objeme. Cize mézeme uvazovat, ze chemické reakcia je rovnomernd a je iba
funkciou ¢asu. V druhom pripade moézeme uvazovat rurkovity reaktor, kde dochadza
k prietoku média, v ktorom dochédza ku chemickej reakcii. Avsak dynamika tejto che-
mickej reakcie nezavisi iba od Casu, ale aj od polohy, kde sa v danom mieste reaktanty
nachadzaji. Vo vSeobecnosti st koncentrované modely jednoduchsie na simulovanie,
pretoze sa vyznacuji mensim mnozstvom parametrov ako distribuované modely.

Jednou z hlavnych tloh pri identifikacii je vyber ,spravneho® modelu. Skuto¢nost
je taka, ze “spravny* model je iba idealistickou predstavou. V praxi nas iba zaujima
ziskanie uzito¢ného a funkéného modelu. Pri vybere modelu sa drzime tychto styroch
bodov:

o Ut¢el modelu



2.1 Matematicky model a identifikacia 9

e Zlozitost odhadu
¢ Jednoduchost modelu

o Fyzikdlna zmysluplnost

2.1.2 Identifikacia neznameho systému

Ulohou identifikdcie procesu je najst matematicky model procesu zo znalosti vstup-
ného signélu u(t) a vystupu zo systému y(t), tato tloha sa stdva komplikovanejSou
ak si pritomné poruchy vo forme Sumu. Vystupy predstavuji vSetky tie signaly ktoré
meriame, zatial ¢o vstupy su vSetky faktory, ktoré ovplyviuja vystupy[8]. Podla
L. A. Zadeha je definicia identifikdcie nasledovné: Identifikdcia je experimentdlne sta-
novenie casového spravania sa procesu alebo systému. Z nameranych signdlov sa stanovi
casové spravanie v ramci triedy matematickych modelov. Chyba (alebo odchylka) medzi
redlnym signdlom a jeho matematickym modelom by mala byt najmensia moznd.[11]

Existuja tri univerzalne fakty o identifikédcii, ktoré sa tykaji presnosti a spravnosti iden-
tifikovaného modelu, a ktoré tiez poskytuji urcité usmernenie pre proces identifikacie
[17):

1. Vo vseobecnosti, nie je mozné zostavit dokonale presny model z konecného poctu
merani. Akykolvek model zostrojeny z dat, ktoré si vzdy ovplyvnené urcitou
chybou nikdy nebude dokonale opisovat realny systém. Dolezitym faktorom
je moznost nestiladu struktiry modelu s redlnym procesom (kazdy proces je
typicky omnoho zlozitejs{ ako preri navrhovany model). Této rozdielnost vedie
k systematickej chybe v presnosti modelu, takyto odhad parametrov modelu
nazyvame ako vychyleny. Vo vSeobecnosti sa snazime vykonat nevychyleny odhad,
¢o je mozné iba v pritomnosti spravnej struktiry modelu, pri pouziti spravnej
identifika¢nej metédy a vo vicsSine pripadov s velkym mnoZstvom merani.

2. Vseobecne nie je mozné zostavit dokonale spravny model z konecného poctu
merani. Tato skutocnost vyplyva z faktu, ze namerany tidaj je iba jedna realizacia
zo vSetkych moznosti. Opakovanim experimentu (pri konstantnych podmienkach),
ziskavame vzdy iné udaje. Dovodom je vyskyt ndhodne rusivych javov a v Sumu
merania. Zvycajne pracujeme iba s konecnym zdznamom merani a vieme stanovit
parametre modelu, ktory je taktiez ako pri meranych tidajoch iba jedna realizacia
zo vsetkych moznosti. Z tohto teda vyplyva skutoc¢nost, ze odchylka v meraniach
sa prejavi taktiez v odchylke odhadu parametrov. Statistickym vyjadrenim
tejto odchylky je rozptyl odhadu. Kazda identifikacnd metdda sa snazi rozptyl
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minimalizovat, ale fakt je taky, ze urcity rozptyl nevieme nikdy tplne odstranit,
¢ize nie sme schopni stanovit dokonale spravny model.

. Presnost a spravnost identifikovaného modelu, je okrem ingch faktorov kriticky

zavisld od (i) vybudenia systému a (i) pomeru signdlu k sumu v namerangch dda-
joch. Zovseobecnenim obidvoch tychto faktorov je zavedenie pojmu informacna
vydatnost. Kvalita stanovovaného modelu je zavisla od informacnej vydatnosti
nameranych idajov. V tomto ohlade hré zasadnu tlohu Fisherova Informacnd Ma-
tica FIM, ktoru si odvodime v kapitole [2.1.4] Intuicia za konceptom informa¢na
vydatnost méze byt prezentovana na jednoduchom priklade pracovného poho-
voru. Uspech vyberu spravneho kandidéta zavisi od informécie, ktord ziska
pracovnik Tudskych zdrojov. Vydatné informéacie ziska iba v pripade ak sa bude
pytat vhodné otazky, ¢o v prenesenom vyzname je urcité vybudenie systému.
Zrejmou skutocnostou je aj to, ze aby sme vedeli spravne vybudit systém, tak
musime poznat dostatoéné vlastnosti systému. Prave preto identifikdcia mdze
byt iterativna ¢o si ukdzeme na zavedenim sekvencného ndvrhu pozri kap.

Uvazujeme niekolko moznost{ ako delit identifika¢né metédy [11]:

1. Identifikidcia mdze prebiehat pomocou aktivneho alebo pasivneho experimentu.

V prvom pripade generujeme Specidlny vstupny signal do Studovaného systému,
v druhom pripade je identifikdcia moznd iba v zabehnutej prevadzke, bez moznosti
vyrazného ovplyviiovania systému. Volba je dand hlavne moZnostami daného
systému alebo celkovej naroc¢nosti identifikacie.

2. Podla matematického spracovania nameranych tdajov mozeme rozlisovat metody:

e Deterministické, pod ktorymi sa myslia metody vyhodnotenia odozvy vzhla-
dom na Specialne signaly a numerické metédy vypoctu konvoluéného integ-
ralu. Dalej predpokladéme, 7e vstupny signal je deterministicky, ¢ize nie je
ovplyvneny ndhodnym Sumom.

e Stochastické, ktoré zahrnuje riesenie Wiener-Hopfovej rovnice a taktiez sem
patria aj Statistické metddy, ktoré vychadzaja z rieSenia metody najmensich
Stvorcov, z maximalnej vierohodnosti a z Bayesovho pristupu.

3. Podla sp6sobu nameranych tdajov:

e Jednordzové, tieto metdédy spractivaji merania v "jednej davke".

e Priebezné, vyhodnocuji namerané udaje postupne rekurzivne, kde identifi-
kécia je vylepsovana v kazdom kroku merania.
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Obr. 2.3: Rozne typy vstupnych signalov.

Pre ivahy o identifikacii je potrebné klasifikovat vstupy do systému. Vstupné velic¢iny
delime na tie, ktoré mozeme technickym sposobom rozne ovladat [I1]. Tieto veli¢iny
volame akéné. Prikladom méze byt v ivode spomenuty pohyb volantu vo vozidle alebo
v technologickych systémoch to mézu byt prietoky médii, napétie a pod. Dalim typom
vstupnych vstupnych veli¢in st také, ktoré nie je mozné ovladat, inymi slovami poruchy.

Rozdelenie signélov [11]:

e Deterministické, to su také signaly ktorych celkovy priebeh je zndmy a nie je
ovplyvneny ndhodnym Sumom.

e Ndhodné signdly, ich priebehy v case st ndhodné funkcie a pozname len ich
Statistické rozdelenie. Takéto signaly oznacujeme ako tzv. sum a budeme ich

uvazovat v nasej praci.
e Pseudondhodné signdly, ich priebeh v ¢ase je zndmy v rdmci jednej periédy.
V préaci sa budeme zaoberat najmé skokovou funkciou a pseudondhodnou bindrnou

sekvenciou, ktoré si blizsie rozoberieme. Medzi dalSie rozsirené signdly patria pulz a

periodické funkcie.
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1.

2.

Skokova funkcia:

ult) = {5 i;g (2.7)

Pouzitim skokovej funkcie vieme dobre odhadnif niektoré dolezité charakteristiky
systému ako napriklad [17]:

o Zosilnenie systému (Z) vyjadruje vstupno-vystupni spojitost systému v
ustalenom stave a je rovné hodnote vystupu, ked sa systém ustali ak nan
posobi jednotkovy vstupny signal:

A
z-=2=Y (2.8)
Au g
« Casova konstanta (T) udédva, ako rychlo sa po skokovej zmene vstupnej

veli¢iny ustali vystup na novej hodnote. Pre systém 1. radu plati, Ze v case
rovnajicom sa T sa vystup dostane na 62.3 % novej ustdlenej hodnoty.

o Dopravné oneskorenie(D), mdzeme definovat ako ¢as potrebny na od-
poved systému na zmenu na vstupe.

Pseudondhodné binirna postupnost (PRBS - pseudorandom binary
sequence):

Tento vstupny signdl budeme porovnavat s optimalnym vstupom do systému
v kapitole PRBS vieme generovat pomocou bitového posuvného registra.
Této postupnost ma 2 trovne a ma dizku n s lubovolnym poéiatoénym stavom.

Postupnost aproximuje diskrétny biely sum a je vo forme obdiinikovych pulzov
s modulovou §irkou. Postupnost je charakterizovans dizkou, pocas ktorej sa Sirka
pulzu meni ndhodne, ale v dlhSom c¢asovom intervale si mézeme vSimnut ze je
periodicka [11].

Pri generovani tohoto signalu pouzivame diskrétne pracujici register. V urcitom
¢asovom momente sa vSetky tdaje v registri posunt doprava a vysledny signal je
dany stavom n. Pre kazdu dizku registra je mozné najst 2 také registre, ktoré ked
sa bindrne budu séitavat, tak vyslednd postupnost u(t) sa nebude ¢o najdlhsie
opakovat. Maximéalna dizka postupnosti je 2" — 1 [11].

Na obrézku [2:4] je zobrazeny posuvny register, kde séitanie dvoch bindrnych ¢isel
je definované [11]:

0 up =ug

e (2.9)

ul@u2:{

Jednou z vlastnosti PRBS je, ze dizka najdlhsieho pulzu je rovna poctu registrov
n. Cize spravne nastaveny PRBS by mal byt taky aby tento ¢as bol viadsi ako
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Obr. 2.4: Posuvny register diiky n.

tgo prechodovej charakteristiky identifikovaného systému. Uvazujeme periédu
vzorkovania T, potom plati:

nTs > tgo (2.10)

Pomocou tejto podmienky vieme uréit dizku registra n.

2.1.3 Odhad parametrov pouzitim metédy najmensich stvor-
cov

V tejto kapitole si uvedieme zédklady metédy najmensich stvorcov pre odhad paramet-
rov. Prvykrat tito metédu popisal Adrien-Marie Legendre, ale najvicsie zasluhy si
pripisované Carl Friedrich Gaussovi, ktory ju uviedol v pracach Theoria combinationis
observationum erroribus minimis obnoriae v rokoch 1821 a 1823, kde metédu naj-
mensich stvorcov odvodil. V origindlnom probléme sa zaoberal odhadom orbitalnych
parametrov p; planét z modelov odvodenych podla Keplerovych zdkonov [6]. Doposial
bolo studovanych nespocetne vela navrhov a pristupov. Dnes tato metdéda predsta-
vuje nepostradatelny néstroj pre vSetky pristupy zalozené na datach pri predikcii,

modelovani, riadeni, atd.
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Budeme uvazovat opis systému, ktory je mozné vyjadrit [12]:
y=F(u,p)+d (2.11)

kde y predstavuje vektor vystupov zo systému, u je vektor vstupov, d je vektor Sumov,
p je vektor parametrov a F' je funkciou struktiry modelu.

Uvazujme skalarny pripad, potom plati:

y=p'x+d (2.12)

Budeme hladat takd hodnotu p ktord bude minimalizovat sicet druhych mocnin
odchyliek nameranych tdajov od modelovanych vystupov:

N

J(p)=> (yi —p"x:)’ (2.13)

i=1

Tato rovnica méze byt prepisana do vektorového tvaru:

J(p)= (Y - Xp)" (Y — Xp) (2.14)

Z nulového gradientu podla p a ak je matica X7 X invertovatelns dostaneme vyraz:
p=(XTX)"'XTYy (2.15)
kde p predstavuje odhadnuty vektor parametrov.

Metédu najmensich Stvorcov si mézeme priblizit aj graficky na Obr. Cierne body
reprezentuju namerané udaje y, prave toto meranie je zatazené chybou. Plna ¢ervena
krivka predstavuje odhadnuty model, ktory najlepsie opisuje spravanie sa systému.

2.1.4 Regién spolahlivosti odhadu parametrov

V predchadzajicej kapitole sme si ukédzali, ze metdéda najmensich stvorcov pre odhad
parametrov je preferovand volba v pripade pésobenia Sumu s normélnym rozdelenim
na merany vystup zo systému. V tejto kapitole si dokdzeme predchadzajice tvrdenie
a taktiez sa budeme zaoberat kvalitou odhadu. Otézka je nasledovné: ¢o je vObec
najlepsi odhad?



2.1 Matematicky model a identifikacia 15

Vystup zo systému y

—— Odhadnuty model systému
e Merania

Cas
Obr. 2.5: Grafické priblizenie met6dy najmensich Stvorcov.

Vierohodny odhad parametrov vyplyva z podmienenej pravdepodobnosti nameranych
udajov. Tento vztah moze byt vyjadreny vierohodnostnou funkciou [8]:

py(ylp) (2.16)

Moézeme si vsimnut, ze pravdepodobnost stanovenia urcitych hodndt vystupu zo
systému y zavisi od parametrov, ktoré si odhadované p.

Myslienkou je odhadnit parametre p aby maximalizovala pravdepodobnostni funkciu
nameranych tdajov pre redlne parametre p.

Py (Y|P)|p=p — max (2.17)

7 iného pohladu odhadujeme parametre tak, aby sme maximalizovali pravdepodobnost
stanovenia danych tdajov zo systému. Maximum funkcie mdze byt vyjadrené pouzitim
prvej derivacie funkcie k vzhladom k parametrom p, ktord sa rovna nule:

Ipy (ylp)

=0 2.18
o | (2.18)
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Tato metdéda moze by pouzitd pre systém, ktory sme uvazovali v predchadzajicej
kapitole.

Uvazujeme, ze ndhodny Sum d; ma normélne rozdelenie:

pld(k)) = ¢217er exp (—(‘12;:)) (2.19)

kde d = 0, pretoze ndhodny Sum mé nulovii stredni hodnotu. TaktieZ uvazujeme, Ze
sum je nekorelovany, ¢ize celkové normalové rozdelenie Sumu d je dane ako produkt
jednotlivych norméalovych rozdeleni kazdej vzorky:

p(d) = ]ﬁl L exp (— (dk)Q) = ! e 1/2dTx (2.20)
il \f2ra? 202 (2m)N/2\/det =

kde ¥ je kovarianéné matica, z predchadzajiiceho tvrdenia vieme, Ze Sum je nekorelovany
a ¢ize mdzeme napisat X = 021 kde I predstavuje jednotkovi maticu a plati det X =
N 03.

Vierohodnostna funkcia stanovenych tdajov y kde plati y = X p+d, je dané nasledovne:

1

p(ylp) = m eXp

(—%ig(y - Xp)(y- Xp)) (2.21)

Pre najdenia maxima sa zvycajne tato funkcia transformuje do logaritmického tvaru, v
ktorom je nasledné jej derivovanie jednoduchsie:

dlog f(y|p)
Op

= 5.2 (v = Xp)" (y — Xp)) (2.22)
p=p d

VyrieSenim tejto rovnice pre nulovy gradient pre p a ak vyraz X7 X je invertovatelny
ziskame:

p=(XTX)"1XTy (2.23)

Ako si mozeme vsimnut vysledok je totoZny s rovnicou (2.15)), ¢ize odhad parametrov
)
pomocou najmensich Stvorcov a maximalizacia vierohodnostnej funkcie si totozné.

V tejto casti budeme diskutovat o kvalite odhadu parametrov. Otazka je nasle-
dovnd: existuje spodnd hranica odchylky odhadu? Ak ano, tak odhad s najmen-
sou odchylkou bude najlepsim moznym odhadom parametrov. Kvalitu odhadu bude
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vyjadrovat tzv. efektivita a spodna hranica odhadu bude vyjadrend pomocou Cramer-
Raovho vztahu [7]:

cov p > FIM,* (2.24)
kde:
covp = Eyp{(p-p)®-p)"} (2.25)
a kde FIM predstavuje tzv. Fisherovu Informacnid Maticu, ktora je definovana nasle-
dovne: .
dlogp(Y|p) | [ Olog p(Y|p)
FIM,, = E 2.26
= Brip{ | ZEL = 229

Ako uz bolo zmienené, tak odhad parametrov p je nevychyleny a tak plati:

Eyp{p} = /

(oo}

Pp(ylp)dy =p (2.27)

Derivaciou vzhladom k p dostaneme nasledujici vyraz:
> Op(ylp)
p——dy=1 (2.28)
/m op
Po aplikovani logaritmickej funkcie sa rovnica upravi na tvar:

/°° . 0logp(y|p)
p———p

op (ylp)dy =1 (2.29)

— 00
7 ktorej vyplyva:

Ologp(Y
EYp{POgS; lp)} =1 (2.30)

Pouzitim predchddzajtcich rovnic kovariancia 9log p(Y'|p)/0p a P je vyjadrena:

=) dlog p(Y|p) cov p I
Eyp (alogp(Y|p))T [(ﬁ -p)" (%pp)} =7, (2.31)
op

Matica (2.31) je zjavne pozitivne semidefinitnd, pretoze je to kovarianénd matica
odhadovanych parametrov p. Ak pouzijeme vSeobecni definiciu kladne semidefinitne;j
matice T Ma > 0 tak ziskavame:

cov P I

-1
[I FIM,'] T FIM,

[]FHI\\QI?] >0 (2.32)



18 Teoreticky zaklad

P1

Obr. 2.6: Region spolahlivosti pre odhad parametrov p. Elipsu je moZné premietat na
kazdua os tak, aby sme ziskali bezné jednorozmerné intervaly spolahlivosti
pre kazdy parameter zvlast.

Z tejto rovnice vieme lahko ziskat tvrdenie z (2.24]), ¢ize sme si dokdzali Cramer-Raov
vztah. Taktiez plati Ze odhad je efektivny ak plati, Ze kovariancia odhadu je mensia
alebo rovna Cramer-Raovej spodnej hranici (alebo inverzii FIM) [7].

Pri kazdom experimente sa stretdavame s problémom nahodného Sumu, ktory ovplyvnuje
vsetky merania a nie je mozné ho uplne potlacif. Zdroj ndhodného sumu je podmieneny
hlavne zariadeniami, ktoré pouzivame pri merani. Pritomnost nadhodného Sumu sa
odrazi hlavne pri odhadovani parametrov, ¢ize ¢im bude Sum vyraznejsi, tym menej
bude odhad parametrov presny. V praci budeme predpokladat, Ze Sum ma normalne
rozdelenie a pozname jeho smerodajni odchylku.

Regién spolahlivosti CR. (angl. confidence region) reprezentuje presnost odhadu para-
metrov, kde jeho vypocet je podmieneny statistickym rozdelenim nameranych tdajov.
CR vyjadruje mozny rozsah hodnét odhadnutych parametrov [4]. Typicky tvar regiénu
spolahlivosti pre odhad dvojice parametrov je zobrazeny na Obr.

Pri vypocte CR zahrniujeme aj mieru spolahlivosti, ktorou vieme urcit pravdepodobnost
s akou sa skutocnd hodnota parametru nachiadza v regiéne spolahlivosti. Hodnota
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miery spolahlivosti je ur¢ena podla potreby presnosti odhadu. Plati, ze ak je miera
spolahlivosti vécsia, tak aj celkovy regién spolahlivosti je vacsi. V nasej praci budeme
pouzivat 95%-nt mieru spolahlivosti.

Ak uvazujeme zZe vektor sumu d je normélne rozdeleny, tak velkost a tvar regiénu
spolahlivosti odhadovanych parametrov je dany rovnicou [I3]:

(p—P)"FIM(p — P) < X, (2.33)

kde Xi,n,, predstavuje (1 - ) percentil x kvadrat rozdelenia s dvoma stupfiami volnosti
(hodnotu parametra « si zvolime tak, aby sme ziskali 95% interval spolahlivosti).
Inverzia FIM predstavuje kovarianénu maticu CR, kde vlastné ¢isla matice podmienuja
celkovy rozmer CR a nediagonalne elementy matice podmienuju orientaciu CR.
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KArITOLA 3

Navrh optimalneho experimentu

V predchéadzajuicich kapitolach sme si priblizili, ze modelovanie redlnych systémov ma
nezastupitelné vyuzitie v mnozstve technickych disciplin. Ziskané modely ¢i uz sa
to teoretické alebo empirické obsahuju koneény pocet parametrov, ktoré vyjadruju
spravanie a povahu systému. Tieto parametre vieme odhadovat s urcitou intervalovou
presnostou alebo v horsom pripade ich nie sme schopni urcit vébec. Z toho nam vyplyva,
ze najpresnejsi mozny odhad tychto parametrov je kltcovy pre znalost efektivneho
modelu popisujiceho redlny proces. V praxi vieme odhadniif tieto parametre zvycajne
uskuto¢nenim sérii merani a néasledne odhadujeme tak parametre, aby sa vystup
z modelu ¢o najviac priblizoval k vystupu z realneho systému pozri kap. Vo vse-
obecnosti st merania ovplyvnené nahodnym Sumom, ktory sa prejavi taktiez v neistote
odhadovanych parametrov, ¢ize model nie je nikdy dokonalou képiou redlneho procesu.
Tato neistota je reprezentovana ako CR odhadu parametrov pozri kap. , ktory
zahfna vsetky pravdepodobné hodnoty parametrov a vychadza z pravdepodobnostnej
funkcie ndhodného Sumu [13].

Tato neistotu vieme znizit vykonanim experimentu, ktory efektivne nabudi iden-
tifikovany systém za ucelom zvysSenia kvality nameranych ddajov. A prave touto
problematikou sa zaobera optimalny navrh dynamickych experimentov. Optimalizovat
experiment je mozné viacerymi spésobmi, ako si napriklad: pociatocné stavy, akéné
zésahy, frekvencia vzorkovania alebo optimalne umiestnenie meracich zariadeni. Navrh
optimalneho experimentu je zvycajne formulovany ako matematicky problém, kde
uréitd vlastnost CR (zvy€ajne rozmer) je minimalizovand [I3].

V préci prezentujeme ndvrh optimdlnych experimentov pre dynamicky systém. Uva-
zujeme ze CR je spojity. Pre nespojité CR, ktoré vyplyvaju zo situdcii kedy model
obsahuje neidentifikovatelne je navrhované model re-parametrizovat. Taktiez predpo-
kladame, ze pozndme odhad p. Poslednym predpokladom je to, ze neexistuje ziaden
strukturalny nestlad a strednd hodnota Sumu merania je 0. Existuje viacero navrhov
minimalizovania CR ako napriklad: A, D, E, modifikovany E, V, Q, M navrh [I13].
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D-névrh

Obr. 3.1: D-optimalny nédvrh zmensuje rozptyl odhadu parametrov minimalizovanim
plochy elipsy.

V préci sa budeme vSak zaoberat iba D-navrhom.

3.1 D-optimalny navrh

D-optimalny névrh predstavuje Standardny navrh pre stochastické modely z dévodu
minimalizovania objemu regiénu spolahlivosti pre odhad parametrov a aj pre jeho
matematicko-vypoctovi jednoduchost. Ak plati Ze regién spolahlivosti je vyjadreny
rovnicou , tak optimalny D-navrh vyjadrime ako [13]:

J = min det(FIM ) (3.1a)
urelul wV]) vre{l,... k}

ty,15tv,25 -ty maz;

st.y = F(u,p) (3.1b)

V préci si rozoberieme viacero moznosti ndvrhov experimentu, postupne si priblizime,

ako moézeme optimalizovat vzorkovacie Casy t,; a zasahy do systému u. Nésledne
si ukdzeme, ako moézeme experimenty vykondvat robustne a to prave zavedenim
sekven¢ného névrhu, z ktorého sa bude prirodzene odvijat scenarovy navrh.
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3.2 Studovany systém

V nasledujicich kapitolach pracujeme so systémom prvého radu, ¢o predstavuje taky
systém, ktorého vstupno-vystupnd dynamickd charakteristika je opisana diferencialnou
rovnicou:

Ty (t) + y(t) = Ku(t), (3.2)

kde y(t) predstavuje vystup zo systému v ¢ase t, K je zosilnenie systému, T predstavuje
Casovi konstantu systému a u(t) reprezentuje akény zdsah do systému. Prikladmi
realnych systémov, ktorych dynamiku je mozné opisat diferencidlnou rovnicou prvého
radu je velké mnozstvo. Napriklad vybijanie kondenzatora v jednoduchom RC obvode
mozeme opisat takymto systémom, kde meniacou sa veli¢inou v ¢ase je celkovy naboj
kondenzatora. Taktiez je dobre zname, ze za urcitych zjednodusujucich predpokladov
moze byt rast jedincov v urcitej populdcii prave dobre vyjadrené takymto systémom [2].
Matematické vyjadrenie ¢asového opisu vystupu zo systémov prvého radu s nenulovymi
zaciatoénymi podmienkami je dané nasledujticou rovnicou:

y(t) = yoe T + K(1— e~ T)u(t) (3.3)

Rovnicu (3.3) mdZeme transformovat zo spojitej domény do diskrétnej, zavedenim
periédy vzorkovania Ts. Diskrétna forma systému prvého radu je dand nasledujicou
rovnicou:
_Ts _Ts
Yp = Yp—1€ T + K(1 —e™ T Jup_1 (3.4)

kde T, predstavuje periédu vzorkovania. V dalsej casti prace budeme pracovat s
vektorovym zapisom diskrétnej formy systému prvého radu, kde budeme uvazovat
merania a akéné zasahy do systému iba v jednotlivych periédach vzorkovania. Vektorovy
z4pis je dany nasledovne [16]:

Y1 Yo Uug
Y2 Y1 Uy _Ts

= u “7 Y = X(pu)p (3.5)
Ys Y2 2 K(l B e*%) ) .
Yn Yn—1 Un

prave X (p,u) je funkciou akénych zdsahov do systému w s parametrami p ktoré
identifikujeme. Tento proces identifikdcie zahftia nasledujice faktory: [4]:

o Vplyvy, ktoré je mozné ovladat:

— akeéné zasahy do systému u;

— vzorkovacie ¢asy T
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— zaciato¢né podmienky 1

— trvanie experimentu
e Vplyvy, ktoré nie je mozné ovladat:

— nahodny Sum d

3.2.1 Optimalny navrh c¢asu vzorkovania

V tejto tlohe zistujeme, ako najlepsie volit ¢as merania (vzorkovania). Castokrat je
vzorkovanie podmienené rozpoctom a fyzikalnou realiziciou, ¢ize by sa malo vykonavat
raciondlne, ¢o vedie k optimdlnemu névrhu experimentu [9]. Uvazujeme, Ze mame
k dispozicii maximalny pocet vzoriek t, max. Prirodzenym vyberom je rozdelit vzor-
kovanie rovnomerne, ¢ize periodicky. Mo6ze avsak nastat taka situicia, kedy je lepsie
sustredif sa na konkrétne ¢asové okamihy, aby sme ziskali vydatnejsiu informaciu z
merani. Prave periodické rozdelenie merani bude porovnavané s optimalne rozdelenym
meranim.

Ak uvazujeme o systéme, ktory je vyjadreny diferencidlnou rovnicou ({3.3)), tak optimélny
cas vzorkovania ziskame vyrieSsenim nasledujiceho optimalizacného problému:

J = min det(FIM 1) (3.6a)

t'u.l,7tv,27--<7t'u,7naz

s.t.y = F(u,p) (3.6b)

Tento problém je totozny ako (3.6), avSak v tomto pripade uvazujeme konstantny
akény zasah, zatial ¢o optimalizujeme iba Cas vzorkovania. FIM odvodime z rovnice

(2.26) a ziskame:
FIM = X" (p,u)diag ™" (07, 03) X (p,u) (3.7)

3.2.2 Optimalny akény zasah

O optiméalnom navrhu experimentu mézeme uvazovat aj ako o hladani optimalneho
akéného zasahu. Ttto situdciu sme si uz intuitivne priblizili v ivode préce, kde sme
uviedli priklad riadenia vozidla na zladovatenej ceste. Prave tu si ukdzeme, ako mézeme
najst optiméalny pohyb volantu. Postup moze byt pouzity v sirokom zabere aplikacii.
Optimélny akény zasah mozeme porovnat s PRBS pozri kap. , ¢o predstavuje jeden zo
Siroko vyuzivanych akénych zdsahov v identifikacii [7]. V dalsej kapitole rozsirime tito
tuvahu o Sekvencny ndvrh a taktiez sa budeme snazif o vac¢siu robustnost prave
zavedenim Multidroviového scendroveho ndvrhu B.2.41
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Optimélny navrh dynamického experimentu méze byt v tejto chvili vyjadreny ako
najdenie uopy vzhladom ku danym ohraniceniam, za ti¢elom minimalizovania deter-
minantu inverzie FIM. Takto vznikne Standardny nelinedrny optimaliza¢ny problém
a dé sa vyrieSit (minimélne v principe) klasickymi optimalizaénymi metédami [7]:

J = min det(FIM 1) (3.8a)
ur€ful uV]vre{l,....k}

s.t.ul < ur, ok < u? (3.8b)
y = F(u,p) (3.8¢)

V tomto pripade narozdiel od hladania optimdineho casu vzorkovania pozri kap. [3.2.1]
uvazujeme o rovnomernom case vzorkovania a optimalizujeme iba akéné zasahy u.

3.2.3 Sekvenény navrh

V predchédzajicej casti sme si ukéazali, ako vyriesenie optimaliza¢ného problému, moze
byt vyuzité v navrhu experimentu. Z formulacie FIM je zrejmé, ze ak odhadované para-
metre P lezia daleko od skutocnych parametrov p*, tak vyslednych navrh experimentu
moze byt sub-optimalny. Tato cast sumarizuje ako docielif robustnost dynamického
experimentu a navrhuje postupy zalozené na sekvencnom ndvrhu. Predpokladédme, ze
existuje mnozina P a plati p* € P [3].

Uvazujeme identifikovany systém vo forme . Ak je v identifikdcii mozné vykonat
urcity pocet Negp experimentov, tak jedna z najjednoduchsich schém k docieleniu
robustného vysledku je préave sekvencny ndvrh [I]. Jedna sa o iterativnu metédu, kde
sa postupne upravuje odhad p na zaklade uskutocnenych experimentov a taktiez sa
upravuje navrh nasledujticeho experimentu. V kazdom kroku ur¢ime optimalny akény
zésah pre nasledujici experiment pomocou D-ndvrhu a optimaliza¢ny problém bude
mozné vyjadrit rovnicou:

N-1
Jy = min det((]FHMN +3 IF]IMn)l) (3.9)
UL,k ot
st.—1 S ui,...,.N S 1 (39b)
y = F(u,p) (3.9¢)

V tomto optimalizacnom probléme berieme do tvahy aj vsetky vypocitané FIM
z predchédzajtcich experimentov Zg;ll FIML,. Takymto spésobom je kazdy experiment

obohateny o predosli informéciu.
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Sekvenény ndvrh je mozné vyjadrit pseudo-algoritmom [12]:
1. Vykondme prvotny predpoklad parametrov p™it

init

2. Néjdeme uopt pre experiment pomocou D-navrhu (3.6]), pouzitim p
3. Aplikujeme uopt v nezndmom systéme, kde nameriame 4y,

4. Identifikujeme nové hodnoty parametrov p s korespondujicim CR pomocou
metédy najmensich Stvorcov, kde zoberieme v tivahu vsetky predchadzajice
experimenty

5. Opakujeme procediru od kroku 2 ak neplatia podmienky (v 2. kroku pouzijeme
p):
(a) bol vyCerpany maximalny pocet experimentov.
(b) zmensenie CR pre odhad parametrov bolo len minimélne (uzivatelom defi-
nované).
(¢) zlepSenie odhadu parametrov bolo len minimélne (nie je dosiahnutéd vyraz-

nejsia konvergencia).

6. Ukoncime procediru.

Priebeh sekvenéného névrhu sme znézornili na diagrame [3.2

3.2.4 Scenarovy navrh

V tejto casti obohatime sekvencéngy ndvrh o scendrovy ndvrh. Vo vsetkych predchadza-
jacich uvahach o navrhu optiméalneho experimentu vychadzame z faktu, Zze musime
poznat urcité apriérne informéacie o Studovanom systéme a mat aspon priblizny odhad
o hodnotéch parametrov. A prave scendrovy ndvrh zabezpecuje robustny navrh aj
v pritomnosti nepresnosti v apriérnych informéciach.

Na uvod si mézeme priblizit minimdino-maximdlny ndvrh, ktory je podobny ako scend-
rovy ndvrh. Minimdlno-mazimdlny ndvrh optimalizuje akény zdsah wepe v experimente
vzhladom na branie do vahy najhorsiu realizaciu p € P [15], a vznikd optimalizacny

problém:
J = min max -det(FIM ") (3.10a)
u peP
st uf <u<u¥ (3.10Db)

y = F(u,p) (3.10¢)
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Uvazované p su zvycajne vyberané ako kombindcie minimalnych a maximélnych
hodnét v mnozine P. Tu si musime uvedomit, ze optimalizacia vzhladom na najhorsiu
realizdciu moze viest ku obmedzenym vysledkom a praktické vyuzitie je podmienené
uskutocnitelnostou a prevddzkovymi obmedzeniami [I0]. Tdto metédu si moéZeme
analogicky spojit so situaciou v hre sach.

Narozdiel od minimalno-maximélnej formulacie,scendrovy ndvrh optimalizuje strednu
hodnotu tcelovej funkcie za predpokladu stochastickej realizacie neurcitosti. Tento
pristup predpokladd ng diskrétnych realizicii (scendrov) p z mnoziny P. V jednoduchej
situacii scenarovy navrh moéze byt zobrazeny ako kombindcia minimalnych, nomindlnych
a maximalnych parametrov z mnoziny P ak predpokladdme normélové rozdelenie p.
Za predpokladu, ze P predstavuje spojity regién spolahlivosti tak scendre p mozu byt
reprezentované sigma bodmi z P. [I4]. Optimaliza¢ny problém je dany nasledujicou
rovnicou:

N -1
J = m&nzl det(FIM ™) (3.11a)
st ul<u<a¥ (3.11b)
y=F(up (3.11c)

Poznamenavame, ze scendrovy ndvrh mdze byt vhodnou alternativou pre minimélno-
maximalnu formulaciu a to najmé pre stritkne ohrani¢ené navrhy optimalnych experi-
mentov.

Zatial uvedené minimalne-maximélny a scendrovy navrh st jedno-tiroviiové pristupy,
to znamend, Ze je vykonany iba jeden experiment potom, ako je navrhnuty. Tieto
pristupy, ale vieme kombinovat so sekvencnym ndvrhom a docielime tak, iteracné
vylepSovanie odhadov parametrov a teda kvalitnejsi navrh optimalneho experimentu.
Hlavnym problémom tejto kombinacie je to, ze vyssie uvedené navrhy nezohladnuju
moznost opakovaného odhadu a vylepSovania navrhu zalozeného na aktuélnej informécii.
Rekurzivny névrh pre rieSenie problému vedie k multi-tdroviiovému rozhodovaniu [5].

Ak sme schopni upravovat navrh dynamického experimentu medzi jednotlivymi sekven-
ciami, tak multi-iroviiovy navrh prekond jedno-tiroviiovy scenarovy navrh. Aplikdcia
viactirovnového navrhu experimentu moze byt vykonana podobne ako jednoduchy
sekvencny ndvrh Navrhovany algoritmus je teda kombinaciou sekvencéného ndvrhu
a scendrového ndvrhu. Nadovsetko, scenarovy multi-iroviiovy navrh predstavuje urciti
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nahradu za minimalno-maximalny navrh pre vhodne zvolené scenéare. Cena, za ktora
vSak platime v spocivam vo vicsej zlozitosti optimalizacného problému.

Spomenuli sme, ze parametre p™s mdzeme vyberat pre scenare ako rozne kombinacie
z mnoziny P. V praci sa budeme zaoberat dvoma typologiami vyberu a to st sigma a
bozx scendrovy ndvrh, interpretdcia tychto moznosti je zobrazend na obrézku [3.3] Pred-
pokladdme, ze P predstavuje spojity region spolahlivosti a p predstavuje nominalny
odhad.

Sigma vyber zhifia samotné P a také p™s?, ktoré sa nachadzaji v rozsahu 20 od p a
lezia presne na hranici CR odhadu parametrov. Tieto body ziskame vyrieSenim:

pns,[l] — ﬁ (312&)
prlil — 54 ( (s+ M) FHM)w i=23 (3.12b)

prelil = p ( (s+ M) FHM)FS’ i=45 (3.12¢)

kde, s predstavuje dimenziu systému a A je konstanta rovna 6 — s.

Box vyber berie v tivahu p"s'?, ktoré ohrani¢uji CR odhadovaného parametru p
a predstavuju projekciu jednotlivych intervalov spolahlivosti na korespondujice osi.
Tento vyber je vyjadreny rovnicou:

proll = p (3.13a)
poll = p 4 (—1)2 (‘711) =24 (3.13b)
022
pell = p 4 (—1)F ( au ) i=35 (3.13¢)
—022

Smerodajnéd odhadu jednotlivych parametrov ¢;; je rovna diagondlnym prvkom kova-
rianc¢nej matice popisujicej CR:

o = 4/ (FIM);;* (3.14)
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KapriToLA 4

Pripadova studia

V pripadovej studii si ukazeme predchadzajice ivahy v praxi. Budeme identifikovat
neznamy systém a uvidime, ze zavedenim optimalneho navrhu sme schopni vyrazne
zlepsit presnost a spolahlivost odhadu. V procese ndvrhu optimdalneho experimentu
budeme uvazovat o viacerych moznostiach. V prvom pripade budeme hladat optimalny
vzorkovaci cas Ts. To znamena, ze budeme vysetrovat, v akych ¢asovych intervaloch je
najlepsie vzorkovat neznamy systém ako sme si priblizili v kapitole V druhom
pripade budeme hladat optimélny vstup do systému wu;, ¢ize sa budeme zaoberat
optimalnym vybudenim systému [3.2.2] tento pripad nésledne obohatime o sekvencny
dizajn 3.2.3] a scendrovy dizajn [3.:2.4] Odhad parametrov budeme vykondvat pomo-
cou metédy najmensich stvorcov [2.1.3] Pre pripomenutie z predchadzajicej kapitoly,
experiment zahfTia nasledujice faktory [4]:

e Vplyvy, ktoré je mozné ovladat:

— akéné zasahy do systému u;

vzorkovacie ¢asy T

— zaciatoc¢né podmienky yq

trvanie experimentu
e Vplyvy, ktoré nie je mozné ovladat:

— néhodny Sum d

Budeme uvazovat nulové zadiatoéné podmienky a konstantnt dizku experimentu.
V budftcnosti prave optimalizovanie tychto faktorov, mdze byt motivaciou naslednej
prace. Tu je doblezité poznamenat, ze celkovi identifikdciu simulujeme ,,in sinico“,
to znamena ze celd Stidia bola vykonana simulaciou vyuzitim pocitacovych modelov.
Taktiez treba pripomenut, Ze dopredu pozndme hodnotu redlnych parametrov p* a préave
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preto sme schopni porovnavat vysledky. Dalej je velmi potrebné brat v tivahu, Ze mame
k dispozicii urcité apriérne informécie o systéme, pod tymto rozumieme situdciu, ze
pred experimentom vieme v akom rozsahu sa nachddzaji nezname parametre.

Cely navrh optimalneho experimentu ako aj samotnu identifikdciu budeme vykonavat
v prostredi MATLAB R2020b. Pre vyriesenie optimaliza¢nych problémov budeme
pouzivat BARON (the Branch-and-Reduce Optimization Navigator) v1.90, ¢o predsta-
vuje solver, ktory je vhodny pre vyriesenie nekonvexnych optimalizénych problémov a
garantuje ndjdenie globalneho minima funkcie.

4.1 Optimalizovanie vzorkovacieho casu.

Budeme uvazovat o systéme, ktory je vyjadreny diferencidlnou rovnicou . Pri
hladani optimalneho vzorkovacieho ¢asu ¢, ;. ..., bude maximélny pocet vzoriek n = 8,
akény zdsah ma konstantnd hodnotu w; .., = 1 a uvazujeme nulovi zaciatocnu
podmienku yg = 0. Systém teda budeme identifikovat z jeho prechodovej funkcie :

t

y(t) =pi(1 —e 72) (4.1)

kde p; je zosilnenie systému K a po predstavuje casovi konstantu 7. Tieto parametre
budeme odhadovat metédou najmensich Stvorcov vid. kap. 2.1.3] kde namerané udaje
Ym budit ovplyvnené ndhodnym sumom s normalovym rozdelenim so smerodajnou
odchylkou ¢ = 0.1 a nulovou strednou hodnotou. Optimalne ¢asy vzorkovania ziskame
vyrieSenim optimaliza¢ného problému .

Na grafe su znazornené periodické vzorkovania a taktiez optimdlne vzorkovania
pocas identifikdcie. Je zaujimavé poukazat na skutoc¢nost, ze optiméalne casy vzorkovania
nie s rozmiestnené rovnomerne, ale nachadzaji sa v skupindch v urcitych oblastiach.
Prave tieto regiény maju spojitost s odhadovanymi parametrami zosilnenia K a casovej
konstanty T'. Riesenie optimaliza¢ného problému ndm hovori, Zze by sme sa mali zamerat
na vzorkovanie v ¢ase rovnakom ako je hodnota ¢asovej konstanty a v maximalnom
moznom case, kde je najvicsia pravdepodobnost ustélenia systému. Prave na tychto
miestach mé namerany signal najvacsiu informacna vydatnost.

Na grafe [1.2] je porovnanie velkosti regiénov spolahlivosti pre optimélny experiment a
experiment kde bolo vzorkovanie rovnomerne periodické. Je jasne vidiet, ze pouzitim
optimélneho vzorkovania docielime, ze identifikdcia bude presnejsia a spolahlivejsia.
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Obr. 4.1: Prechodova charakteristika identifikovaného systému. Na grafe je zjavny
nahodny Sum, ktory vplyval na vzorkovanie a odhad parametrov.

Dalej sme pokracovali a simulovali toto porovnanie metédou Monte Carlo, v ktorej
som vykonal 100 experimentov kde som pozoroval hodnotu determinantu inverzie
FIM. Ako sme si priblizili v kapitole [3] prave determinant vplyva na velkost regiénu
spolahlivosti odhadu parametrov. Na grafe [4.3]je zobrazeny krabicovy diagram, ktory
Statisticky opisuje experimenty. V modrej ¢asti mézeme pozorovat vicsiu variabilitu
dat v porovnani s ¢ervenou, ¢o je zobrazené dlhSou zvislou ¢iarou. Prave tato c¢iara
popisuje variabilitu dat nad tretim a pod druhym kvartilom, taktiez je zrejma vicsia
pritomnost tzv. okrajovych bodov, ktoré st zobrazené ako Gervené kriziky. Cize sme si
dokézali, ze aj viacnasobné opakovanie optimalneho experimentu vedie ku zvyseniu
presnosti odhadu p.

4.2 Optimalizovanie akéného zasahu

Studujeme rovnaky systém ako v predchadzajicej kapitole, ale s tym, ze budeme
uvazovat rovnomerné vzorkovanie s periédou Ty = 0.5s. Systém je v tom pripade
vyjadreny . V tejto kapitole budeme hladat optimélny akény zasah a to prave
vyriesenim z coho ziskame vektor akéného zdsahu uqpt, ktory aplikujeme v procese



34 Pripadova stadia

1.4} 1

1.2 .

P2
-

0.6 g

0.4 - .

[ JRovnomerné vzorkovanie| |
[ ]Optim&lne vzorkovanie

O L 1 1 Il
0.6 0.8 1 1.2 1.4

P1

0.2

Obr. 4.2: Porovnanie CR pre identifikdciu, kde sme pouzili rovnomerné vzorkovanie
a optimélne vzorkovanie.
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Obr. 4.3: Porovnanie hodnoty determinantu inverzie FIM, po vykonani sérii experi-
mentov.
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Obr. 4.4: Porovnanie vstupnych signdlov v procese identifikécie.

identifikacie. Presnost odhadu parametrov pri identifikdcii pouzitim optimalneho
akéného zdsahu wuept porovndme s identifikdciou, kde akény zasah bol generovany
pomocou PRBS vid. kap. 2] a ktory vyjadruje vektor upgrps. Ako bolo spomenuté,
pozname redlne parametre systému, ¢ize vieme zvolit vhodny pocet registrov PRBS n =
3, aby sme docielili platnost pravidla nTs > tgg.

Na Obrézku [£.4] je zobrazené porovnanie akénych zasahov v identifikdcii. Z grafu je
zjavné, ze optimdlny akény zasah uope mé stélejsi priebeh a az na konci experimentu
dochadza ku zmene. Moézeme uvazovat, ze takyto akény zasah vybudi tak systém, ze
mé dostatok Casu na ustalenie, ¢ize mozeme spolahlivejsie urcif hodnotu zosilnenia K
a zaroven na konci experimentu dojde ku zmene, a tak moze lepsie prejavit dynamika
systému, ktoru vyjadruje hodnota ¢asovej konstanty 7. Na druhej strane, upgrps je
menej staly a teda odhad zosilnenia systému mdze byt menej spolahlivy. Treba vsak
poznamenat, ze dynamickejsie vybudenie systému moze viest k lepsiemu odhadu ¢asovej
konstanty.

Porovnanie CR odhadu parametrov vidime na Obrézku [£5] V tomto pripade je
zjavna mierne vychylend orientacia CR odhadu parametrov v optimélne navrhnutom
experimente, kde projekcia elipsy v osi p; je uzsia v porovnani s projekciou v osi
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Obr. 4.5: Porovnanie regiéonu spolahlivosti pre odhad parametrov pouzitim optimal-
neho akéného zasahu (uopy) s odhadom parametrov, kde v identifikdcii
bol pouzity akény zasah zalozeny na PRBS (upgrps). Na grafe s ziro-
ven zobrazené intervaly spolahlivosti jednotlivych parametrov v optiméalne
navrhnutej identifikacii.
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pa2. Taktiez je viditelné Ze celkové plocha CR odhadu parametrov pri pouziti uept je
vyrazne mensia ako pouzitim uprps, z ¢oho je zjavné, ze optimalizovanim akéného
zésahu sme schopni zlepsit odhad nezndmych parametrov.

4.3 Zavedenie sekvenéného navrhu

Sekvencny ndvrh budeme demonstrovat v nasledujicom experimente. Uvazujeme
identifikovany systém, rovnaky ako v predchadzajicej kapitole vo forme . Celu
identifikacn procediru rozdelime na viacej za sebou nasledujucich sekvencii Ng.p = 5.
Kazdé sekvencia bude disponovat informéaciami z predchadzajicej. Medzi jednotlivymi
sekvenciami vypocitame optimalny akény zasah pre nasledujicu vyriesenim .
V kazdej sekvencii uvazujeme pocet vzoriek k = 8, periéda vzorkovania bude mat
hodnotu T = 0.5. Myslienka za tymto pristupom je taka, ze iterativne bude vylepsované
poznanie o neznamych parametroch. Vdaka presnejsim informaciam sme schopni lepsie
navrhntt experiment pre nasledujicu sekvenciu, ¢o vedie ku spolahlivejSiemu odhadu
parametrov.

Na obréazku [£.6] st zobrazené CR odhadu parametrov po jednotlivych sekvencidch. CR
kazdej sekvencie indikuje presnost odhadu parametrov a je viditelné, ze kazda sekvencia
je presnejsia ako predchadzajiuca. Na zaciatku kapitoly sme uviedli, Ze pozname hodnoty
skutocénych parametrov p*. Z grafu je viditelny trend, ze odhadované parametre p
konverguju ku skutoénym, ¢ize rozdiel ||p* — p|| sa minimalizuje.

Nésledne som simuloval experimenty pomocou metédy Monte Carlo, v ktorej som
vykonal 100 experimentov,kde som porovnaval hodnotu determinantu inverzie FIM.
Pre porovnanie som uvazoval situaciu identifikacie kde akény zasah bol zalozeny na
PRBS. Pri tejto identifikacii budeme ratat s po¢tom vzoriek k = 40, ¢ize je k dispozicii
rovnaky pocet nameranych tidajov ako pri optimalnej identifikacii (maximélny pocet
experimentov Ngeq = b pocet vzoriek v kazdom experimente k£ = 8). V tomto pripade
budeme porovnavat rozdiel ||p* — P||, po celkovych identifikdcidch. Je je zrejmé, ze
minimalizovanim tohto rozdielu je odhad parametrov systému presnejsi. Statistické
prevonanie je uvedené na obrazku [.7]

4.4 Zavedenie scenarového navrhu

V tvode tejto kapitoly sme uviedli, ze vzdy musime mat urciti znalost o apriérnych
informaciach o nezndmom systéme, prave tieto informacie si dolezité pre navrh optimal-
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Obr. 4.6: CR v jednotlivych sekvenciach. Z obrazku je zjavna konvergencia odhadnu-
tych parametrov p ku skutoénym ddajom p*.
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Obr. 4.7: Porovnanie relativnej presnosti jednotlivych identifikacnych névrhov.
lp* — 9P|, na tomto grafe je zrejma vicsia presnost odhadu paramet-
rov dosiahnuta pouzitim sekvenéného névrhu.
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Obr. 4.8: Vizualizacia trovni prvotného odhadu parametrov nezndmeho systému.

neho experimentu. Pri identifikicii sme preto niuteny vykonat urc¢ity nastrel nezndmych
parametrov p™*. V experimente si ukdZeme aky vplyv moze mat prvotna nepresnost
néastrelu parametrov na celkovi identifikdciu. Prave tu si ukdzeme, ako sekvencny
dizajn v kombindcii so scendroviym dizajnom, moze vylepsit odhad parametrov aj ked
pred navrhom experimentu nedisponujeme presnou informéciou. Budeme uvazovat

rovnaky model ako predchadzajicom pripade (3.3)).

Nepresnost prvotného nastrelu parametrov p™* budeme simulovat tak, ze pred kazdym
navrhom experimentu si ndhodne zvolime p™i*, ktoré sa budd nachidzat v urditej
vzdialenosti od redlnych parametrov p*, ¢o mozeme vyjadrit zavedenim maximalne
normy ||Ap||so, kde Ap = p* — p™it. Prvotny nédstrel parametrov rozdelime do piatich
z6n vid. obr. [I.8] pre ktoré vykondme Monte Carlo simuldciu so 100 experimentami,
pre kazdi zénu zvlast. Priebeh experimentu je identicky ako pri sekvenéném navrhu, s
tym rozdielom, Ze pri scendrovom navrhu berieme v tvahu pri vypocte optimalneho
zasahu v identifikacii aj scenarové body p™s. Optimélny akény zasah budeme pocitat
v kazdej sekvencii pomocou D-dizajnu, a ako znamka kvality odhadu parametrov bude
reprezentovat hodnota determinantu inverzie FIM.

Na grafe su vysledky experimentov, ktoré st zoradené podla toho, z akej zony
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Obr. 4.9: Porovnanie presnosti identifikdcie pouzitim sekvencéného ndvrhu (fialova
farba) so scendrovymi ndvrhami Box a Sigma vjber (zelend, resp. Cervend
farba). Na spodnej osi st vyznacené zony, z ktorych pochddzal prvotny
nastrel parametrov p*¢.
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boli prvotné parametre p'™t vybrané. Intuitivny predpoklad je taky, ze ¢im je tato
vzdialenost vécsia, tak tym bude navrh dynamického experimentu menej kvalitny.
Na grafe porovnavame hodnotu determinantu inverzie FIM na konci celého procesu
identifikacie, kde plati, ze ¢im je hodnota determinantu nizsia tak aj obsah CR odhadu
parametrov je mensi. Tu si mézeme vSimnut, ze prave zavedenim multidrovriovho
scendrového dizajnu vieme dosiahnut vyssiu presnost odhadu parametrov vzhladom
na cely rozsah hodnot Ap. Sekvencény dizajn vykazuje nepresnost v situdciach kdeAp
vykazuje najvacsie hodnoty. Je to dosledkom toho, Ze pri tomto dizajne sa berie v ivahu
iba nominalna hodnota p a nie vietky mozné scendre nepresnosti. Dalej je viditelné, ze
pri situdcii, 0 < Ap < 0.1 vykazuje sekvencéngj ndvrh podobni presnost, ako scendrové
navrhy. Taktiez je treba podotknut aj vicsia uniformita dat v scendrovych ndvrhoch,

¢o je znazornené mensou vyskou jednotlivych boxplotov.
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KArITOLA 5

Zaver

Ulohou diplomovej préce bolo priblizenie problematiky modelovania dynamickych
systémov. Zaroven sme ukézali ako ich identifikovat a nasledne ako pomocou optimal-
neho navrhu dynamického experimentu sme schopni zlepsit celkovy odhad parametrov
popisujtcich navrhovany model.

Na zaciatku sme teoreticky priblizili ilohu modelovania v mnohych technickych, ale aj
spolocenskych disciplinach. Poukazali sme nato, ze nikdy nie sme schopni navrhniit
taky model, ktory dokonale popisuje spravanie sa dynamického systému. Nasou snahou
ale je ¢o najlepsie priblizit matematicky model realite. Taktiez sme uviedli niekolko
kritérii na rozdelenie modelov v praxi. Dalou ¢astou teoretickej Givahy bolo rozvinutie
problematiky identifikdcie nezndmeho systému. Ukézali sme roézne sposoby ako je
mozné z nameranych tdajov ziskat matematicky model. Taktiez sme poukazali na
dolezitost priebehu samotného experimentu pre potreby identifikdcie, vzhladom na Cas
vzorkovania a spravne vybudenie systému. V dalSej ¢asti sme uvazovali nad presnostou
odhadu neznamych parametrov, uvedenim pravdepodobnosti nameranych tdajov. Do-
kézali sme, ze prave metdda najmensich stvorcov je preferovanou, pretoze prirodzene
maximalizuje pravdepodobnost odhadu parametrov. V dalSej c¢asti sme taktiez dokéa-
zali spojitost medzi regiénom spolahlivosti odhadnutych parametrov s informacnou
vydatnostou nameranych tudajov, ktort popisuje prave Fisherova informacnd matica
(FIM). Prave FIM zohrdva v tvare a velkosti regiénu spolahlivosti rozhodujicu tlohu.

V dalsej casti prace sme sa zaoberali problematikou navrhu optimalneho dynamického
experimentu. Ukazali sme, Ze je mozné takymto navrhom vyrazne spresnit odhad
parametrov v identifikacii. Dalej bol bliz§ie uvedeny tzv. D-ndvrh, kde sme potvrdili,
ze minimalizovanim determinantu FIM sme schopni dosiahnut zmensenie regiénu
spolahlivosti odhadnutych parametrov.

V poslednej casti prace sme prakticky demonstrovali niekolko optimalnych navrhov
dynamického experimentu v identifikacii. Na zaciatku sme ukézali ako dokazeme
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vylepsit identifikdciu systému zavedenim optimalneho vzorkovacieho ¢asu. Nasledne
sme sa venovali optimalnemu vybudenie systému a predstavili sekvencny a scendrovy
navrh. Prave takymito pristupmi vieme vykonat robustni identifikaciu, ktord pocita
s moznosfou nepresnosti v prvotnom nastrele a odhade parametrov, ¢o vplyva na
optimalny navrh experimentu.

V tvode prace sme polozili otdzku: ¢o mame urobit aby sme ¢o najlepsie zistili jazdné
vlastnosti vozidla na zladovatenej ceste? Odpoved sa skryva prave v tejto praci. Po
prvé, musime najst spravny model dynamiky vozidla ktory nemusi byt uplne dokonaly,
ale mal by verne popisovat dynamiku. Po druhé, urcit spravnu identifika¢ni metédu,
kde préave z charakteru systému sa hodi metéda najmensich Stvorcov. A posledny bod
sa tyka spravnym navrhom experimentu, ktory vieme ziskat vyrieSenim vzniknutého
optimaliza¢ného problému.

V diplomovej praci sme nacrtli koncept zlepsenia odhadu parametrov a prave predme-
tom budiicej snahy moze byt aplikovanie tychto znalosti v praxi. Dalsou moznostou
je skombinovat tieto pristupy dokopy, kde sa sticasne budi optimalizovat ako akéné
zésahy do systému, tak aj ¢as vzorkovania. Dalej je potrebné rozsirit tieto ivahy aj
na iné rodiny matematickych modelov vyssich rddov. V neposlednej rade sa mozeme
zamerat aj na iné faktory experimentu. Prikladom, mo6zu byt zaciatotné podmienky
alebo samotné meracie zariadenia.
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