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Abstrakt

Tato praca sa zaobera dynamickou optimalizaciou procesov. Pozostdva v hl'adani
optimalnych profilov riadiacich a stavovych velicin, ktoré optimalizuji dant ucelovi
funkciu vzhl'adom k danym obmedzeniam. Bola vyvinuta metoda ortogonalnej kolokacie
na kone¢nych prvkoch, ktora bola implementovana v programovacom jazyku C. P6vodné
problémy dynamickej optimalizécie su tak konvertované do NLP problémov, pre ktoré
mozno pouzit’ 'ubovol'ny program na rieSenie tlohy nelinedrneho programovania.

Gradienty ucelovej funkcie ako aj obmedzeni potrebné pre NLP solver su
vypocitané analyticky.



Abstract

This work deals with dynamic optimization of processes. It consists in searching
for optimal control and state profiles which optimize a given performance index under
specified constraints. The method of orthogonal collocations on finite elements has been
developed and implemented using C language. The original dynamic optimization
problems are then converted into NLP problems which are solved using appropriate NLP
solvers.

The gradients of the performance index as well as of the constraints needed in the
NLP solver are analytically computed using formal calculus.
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Kapitola 1
Uvod

Mohutny rozvoj informac¢nych technologii v sicasnosti vytvara nové moznosti pre
rychle, presné a pohodlné riesenie uloh, ktoré sa museli v minulosti pracne a zdihavo
vypracovavat. K tymto technologiam patri aj optimélne riadenie dynamickych systémov.
Optimaliza¢né problémy st vSadepritomné v matematickom modelovani realnych
systétmov a pokryvaju vel'mi Siroké spektrum aplikacii. Tieto aplikacie sa objavuji vo
vSetkych odvetviach inzinierstva, pocitacovej vedy, ekonomike, financidch, operaény
vyskum a veda manazmentu, chémii, materidlna veda, astrondmia, fyzika, Struktirna
a molekularna biologia a v medicine.

Po druhej svetovej vojne nastal masivny rozvoj tedrii a technik v optimalizacii po
vSetkych strankach. Tento rozvoj zahffia: kombinatorickd optimalizacia (Combinatorial
Optimisation), doplnkové a variané nerovnosti (Complementary and Variational
Inequalities), obmedzené logické programovanie (Constraint Logic Programming),
konvexna optimalizacia (Convex Optimisation), nehladkd optimalizacia (Nonsmooth
Optimisation),  deterministickd globdlna  optimalizdcia  (Deterministic ~ Global
Optimisation), stochastickd globalna optimalizacia (Stochastic Global Optimisation),
cielene programovanie (Goal Programming), viacucelova optimalizacia (Multi-Objective
Optimisation), polo—obmedzené programovanie (Semi—Infinite = Programming),
dvojstupiiova a viacstupiiova linedrna a nelinedrna optimalizacia (Bilevel and Multilevel
Linear and Nonlinear Optimisation), nelinearna optimalizacia s obmedzeniami a bez
obmedzeni (Nonlinear Unconstrained and Constrained Optimisation), kuzelova
optimalizacia (Cone Programming), dynamické programovanie (Dynamic Programming),
vSeobecné geometrické programovanie (Generalized Geometric Programming), teoria
hier (Game Theory), intervalova analyza (Interval Analysis), financnad optimalizécia
(Financial Optimisation), paralelnd optimalizacia (Parallel Optimisation), dynamicka
optimalizacia (Dynamic Optimisation), optimalne riadenie (Optimal Control), zmieSana—
celociselna nelinearna optimalizacia (Mixed—integer Nonlinear Optimisation), celo¢iselné
programovanie (Integer Programming), linearne programovanie (Linear Programming),
semidefinitné programovanie (Semidefinite Programming), sietova optimalizacia
(Network Optimisation), robustnd optimalizacia (Robust Optimisation), stochastické
programovanie (Stochastic Programming), pladnovanie, logistika, telekomunikécie,
modelovanie systémov (Modeling Systems).

Avsak, rieSenie optimalizaénych problémov s diferencidlnymi a algebraickymi
rovnicami (DAE) stale zostava zlozity problém. V stc¢asnosti, optimalizaéné problémy
s nelinedrnymi algebraickymi rovnicami mo6zu byt rieSené priamo ako nelinearne
programovanie (NLP). Na druhej strane, problémy bez obmedzeni s diferencialnymi
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rovnicami mozu byt rieSené variaénym poctom. AvsSak, modely, ktoré st kombinaciou
obidvoch typov st optimalizované urcitym stupfiom aproximacie tohto problému.

Diferencialne a algebraické rovnice mozno optimalizovat® postupne réznymi
metddami. Postupné kvadratické programovanie (SQP) (Han, 1977; Powell, 1977)
aredukované gradientové techniky (Murtagh a Saunders, 1978) st dostupné pre
nardbanie s nelinedrnymi algebraickymi ulohami, pokym varia¢ny pocet (Bryson a Ho,
1975) moze byt pouzity pre optimalizaciu diferencialnych rovnic.

Standardné metédy nelinearneho programovania (NLP) nemdzu byt pouzité bez
vyuzitia casto zlozitych numerickych integraénych schém. NavySe, existuje vela
alternativ (Sargent a Sullivan, 1977), ako aj v tomto pripade, pre obmedzenia nerovnosti
na profile spojitych stavovych premennych a pre nardbanie s nespojitymi riadiacimi
profilmi. Metddy zalozené na tedrii optimalneho riadenia, protikladne, tazko nardbaju aj
s jednoduchymi typmi algebraickych rovnic. Dalej, stredno-rozmerné (tri alebo viac
stavovych rovnic) nelinedrne problémy s obmedzeniami, napriklad, zloZené
z nelinearnych  diferencidlnych rovnic, mozu byt tazko rieSitelné numerickou
integraciou. DalSie komplexnosti ako nespojité profily, obmedzenia, a iné algebraické
podmienky mozu spdsobit, ze problém sa stava nerieSitelny pouzitim variacnych
vypoctov.

Mnoho chemicko — inzinierskych problémov vyzaduje optimalizaciu systému
diferencialnych a algebraickych rovnic. Metdda prezentovana v tejto praci riesi za istych
podmienok, diferencialne tlohy ucinne a presne. Diferencidlne rovnice st diskretizované
pouzitim polynomickej aproximdécie a ortogonalnej kolokéacie na algebraické rovnice
sneznamymi koeficientmi. Vysledné algebraické rovnice st potom sucastou
nelinedrneho programovania (NLP), ktoré su rieSené niektorou z optimalizaénych
technik.

Kapitola 2 pojedndva o dynamickej optimalizacii vo vSeobecnosti. Kapitola
zacina definiciami niekol’kych optimalizaénych problémov. V druhej Casti je opisanych
niekol’ko pristupov k rieSeniu optimaliza¢nych problémov.

Kapitola 3 definuje formulaciu problému nelineadrneho programovania.

Kapitola 4 popisuje funkciu dynopt, ako hlavnu funkciu kolekcie funkcii
vytvorenych v programovacom jazyku C, vratane NLP solvera. Kapitola opisuje pouzitie
funkcie dynopt, vratane uzivatel'skych funkcii pre zadanie procesu vo forme
diferencialnych rovnic, ucelovu funkciu a obmedzenia typu rovnosti a nerovnosti ako aj
popis vstupnych a vystupnych argumentov funkcie dynopt. Kapitola kon¢i ukazkou
pouzitia funkcie dynopt na jednoduchom priklade.

Kapitola 5 prezentuje a rozobera problémy dynamickej optimalizcie z literatiry
rieSené pomocou dynoptu.

Kapitola 6 prezentuje zavery a vysledky tejto préace.
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Kapitola 2

Dynamicka optimalizacia

Tato kapitola sa zaobera dynamickou optimalizdciou vo vSeobecnosti. Kapitola
zacina s definovanim niekol’kych problémov dynamickej optimalizacie. V druhej Casti je
opisanych niekol'ko postupov pre hladanie rieSenia tychto problémov dynamickej
optimalizacie. Nakoniec, tato ¢ast’ konci formulaciou NLP problému.

2.1 Vyjadrenie optimaliza¢ného problému

Cielom dynamickej optimalizacie je urcit, v otvorenej riadiacej slucke, subor
dolezitych premenlivych casovych profilov (tlak, teplota, prietok, elektricky prud,
tepelny vykon, ...) pre dynamické systémy, ktoré optimalizuji dant ucelovu funkciu
(hodnotu funkciondlu, optimalizacné kritérium) (cena, Cas, energia selektivita, ...)
vzhladom na Specifické obmedzenia (bezpe¢nost, environmentilne a operacné
obmedzenia). Optimalne riadenie hovori o urcovani najlepSich €asovo premennych
profilov v uzavretej riadiacej slucke.

2.1.1 Uéelova funkcia

Ucelova funkcia (optimalizacné kritérium, hodnota funkcionalu), méze byt vo
vSeobecnosti napisand v jednej z troch foriem nasledovne:

Bolzov tvar
I(u(e)=Glx(t, ht, )+ [F(x(thu(t) )t @.1)

Lagrangeov tvar
J(u(t) = [F(x(t)hu(t),t)dt (2.2)

Mayerov tvar
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J(u(t)=G(x(t, )t,) (2.3)
kde
J —reprezentuje optimaliza¢né kritérium

G - reprezentuje Cast’ ucelovej funkcie vyc¢islenej v koncovych podmienkach

ty s ;v . . vy . NI ; .
J Fdt — reprezentuje cast’ icelovej funkcie vycislenej pocas casového intervalu
t()

X(t) — reprezentuje vektor stavového profilu

u(t) — reprezentuje vektor riadiaceho profilu

2.1.2 Opis modelu procesu

Spravanie sa mnohych procesov mozno vo vSeobecnosti opisat suborom
normalnych diferencialnych rovnic (ODE) nasledovne:

x(t)= f(x@hu)t), x(t,)=x%  t, <t<t, (2.4)

Tento systém ODE vytvara obmedzenia typu rovnosti v probléme optimalneho
riadenia.

2.1.3 Obmedzenia

Obmedzenia, ktoré musia byt zapocitané, typicky zahriiuji rovnost’ a nerovnost’
nekonec¢ne rozmernych, vnutornych a konecnych obmedzeni. Naviac, mozu byt napisané
v nasledujucej kanonickej forme, podobnej ti€elovej funkcii (2.1):

3 (u(t) =G (x(t; 1. ;) + I F(x(t) u(t) t)dt (2.5)

to

kde t, <t;,i=1,...,nc, anc je pocet obmedzeni.
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2.2 RieSenie problémov optimalneho riadenia

Existuje viacero pristupov, ktoré dokazu riesit’ problémy optimalneho riadenia.
Tieto mozu byt delené do analytickych metod, ktoré boli dodnes pouzivané a do
numerickych metod, ktoré st v sicasnosti viac preferované.
& ~ o f
| Heoptimdlna trajektoria
B

Orptimdlina trajeltdria
G

Obr. 2.2.1 Graficka interpretacia Bellmanovho principu optimality

2.2.1 Analytické metody

Na rieSenie problémov optimalneho riadenia mozno pouzit’ celil sériu metod.
Najdolezitejsie z nich st:

¢ Dynamické programovanie (Bellmanov princip optimality)
e Pontrjaginov princip minima (maxima)
e Variacny pocet

2.2.1.1 Dynamické programovanie

Dynamické programovanie (DP) je ve'mi vSeobecnd metdda pre rieSenie roznych
optimalizacnych problémov, casto pouzivanych pri analyze anavrhu automatickych
riadiacich systémov. Tato metdda je zalozend na principe optimality, ktory prvykrat
formuloval Bellman.

Bellmanov princip optimality méZzeme jednoducho formulovat’ nasledovne: “Ak
existuje optimalna cesta z A do C, kazda Ciastkova cesta z B do C je tiez optimalna”.

Uvazujme nasledujtci problém optiméalneho riadenia v Bolzovom tvare:

t

I(u(t) = G(x(t, )t, )+ [ Fx(tLut)t)t (2.62)
x(t)= f(x(t)u)t) x(t,)=x, (2.6b)
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Predpoklada sa, Ze problém optimalneho riadenia (2.6) ma rieSenie. Uvazujme
nasledujucu funkciu, taktiezZ nazyvant Bellmanova funkcia, definovant nasledovne:

v(x(t)t)= mm[ (( lt ) j )hu(t), )dt} 2.7

Diferencovanie (2.7) vedie k Bellmanovej parcialnej diferencialnej rovnici:

ot u(t) X

—a—vzmin|:F(X,U,t)+(g—Vj f(x,u,t)} (2.8)

ktorad musi vyhovovat hrani¢nej podmienke:
v(x,t )= Glx.t;) (2.9)

Bellmanova parcialna diferencidlna rovnica (2.8) spolu s hrani¢nou podmienkou
(2.9) reprezentuju nevyhnutné podmienky pre ziskanie minima problému optimélneho
riadenia (2.6).

Substiticiou za optimilnu riadiacu veli¢inu u” do Bellmanovej parcialnej
diferencialnej rovnice (2.8) vedie k formulécii rovnice, ktora sa tiez nazyva Hamilton—
Jacobi—Bellmanova parcialna diferencialna rovnica:

_ov _ F(x,u*,t)+(a—va f(x,u*,t) (2.10)

Pri rieSeni problému optimdlneho riadenia je vhodné definovat Hamiltonovu
funkciu nasledovne:

H[x,u,ﬁ—v,tJ: F(x,u,t)+(a—va f(x,u,t) (2.11)
OX 0

X

a po substitucii (2.11) do (2.8), Bellmanova parcidlna diferencialna rovnica nadobudne
tvar:

—a—vzminH(x,u,a—V,tj (2.12)
ot OX
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2.2.1.2 Pontrjaginov princip minima

Dalsi velmi efektivny pristup k rieSeniu problémov optimalneho riadenia je
opisany pomocou Pontrjaginovho principu minima (PMP). Medzi dynamickym
programovanim (DP) a Pontrjaginovym principom minima (PMP) je vel'mi blizky vzt'ah,
ktory uvazuje dva absolutne rozne pristupy k rieSeniu problémov optimalneho riadenia.

Uvazujme uz spominany problém optimalneho riadenia (2.6) a ozna¢me parcidlnu

derivaciu 2—‘/ ako konjugovant premennt A(t). Vhodna Hamiltonové funkcia nadobuda
X

tvar:
H(x,u, p,t)= F(x,u,t)+ A" f(x,u,t) (2.13)

Bellmanova parcidlna diferencidlna rovnica (2.12) nadobuda po substitucii
nasledovny tvar:

ov
——=min H(x,u, A,t 2.14
~ = min (x,u,1,t) (2.14)

Diferencovanim lavej apravej strany vyrazu Z—V = ﬂ(t) podla X oddelene
X

dostaneme:
2 2
JOv _H L OvaR (2.152)
oxot oOX Ox° oA
2 2
/i=a—j>'<+a d (2.15b)
OX Otox

Z uvedeného vyplyvaju kanonické diferencidlne rovnice, reprezentujlice princip
minima:

oH

X=— 2.16a

) ( )

p il (2.16b)
OX

Nevyhnutné podmienky pre problém optimalneho riadenia (2.6) vyuzivajic
Pontrjaginov princip minima, mézu byt formulované nasledovne:

-16 -



e podmienka optimality pre riadiacu veli¢inu:

oH

0="+. vtelt,.t, ] (2.17a)

e definovanie konjugovanych premennych

oH

T b

e Vte [t,.t, ] (2.17b)

i
e konecné podmienky pre konjugované premenné

7t ):%ﬂtf (2.17¢)

2.2.1.3 Varia¢ny pocet

Dynamické programovanie a Pontrjaginov princip minima st viac vSeobecnejsie
a efektivnejSie ako klasicky variatny pocet. Elementarne vztahy variacného poctu st
ziskané z Bellmanovej parcialnej diferencidlnej rovnice.

Klasicky problém variacného poctu pre obmedzenie (2.4) vyplyva z Euler—
Lagrangeovej diferencialnej rovnice:

a_r_i(a_f)zo (2.18)
ox dt\ ox

kde I' je Lagrangeova funkcia definovana nasledovne:
T(x, %,u, A,t) = F(x,u,t)+ A" [f(x,u,t)— X] (2.19)

Nevyhnutné podmienky pre problém optimalneho riadenia (2.6) vyuzivajuc
Euler-Lagrangeove diferencialne rovnice, mozu byt formulované nasledovne:

e podmienka optimality pre riadiacu veli¢inu:

or

0=—%. vt It,.t, ] (2.20a)

e definovanie konjugovanych premennych
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or

ox’

i

. vtelt.t,] (2.20b)
e konecné podmienky pre konjugované premenné

It )= 57? 5 (2.20¢)

2.2.2 Numerické metody

Podmienkami optimality spomenutymi v sekcii 2.2.1 vo vSeobecnom pripade nie
sme schopni pre vysledny problém dvoch hranic (Two Point Boundary Value Problem -
TPBVP) zabezpecit' optimum, pretoze tento problém alebo Bellmanova parciadlna
diferencialna rovnica je t'azko rieSitelnd. Poc¢itacové metddy st preto potrebné.

Predpokladame, bez straty na vSeobecnosti, Ze ODE systém je len jeden, pevné
pociatoéné podmienky existuju atucelova funkcia je v Mayerovom tvare. Inak, je
jednoduché preformulovat’ problém do tejto formy. Problém moze byt rieSeny bud’
variatnymi pristupmi alebo prijatim nejakého stupnia diskretizacie, ktoré konvertuju
originalny spojity problém na diskrétny problém. SkorSie stratégie na hl'adanie rieSenia
zname ako nepriame metddy, boli zamerané na rieSeni klasickych variacnych
podmienkach pre optimalnost. Na druhej strane metddy, ktoré diskretizuji pdvodnu
spojitu formulaciu, mézu byt rozdelené do dvoch kategoérii podl'a stupiia diskretizacie.
Tu musime rozliSovat’ medzi metdédami ktoré diskretizuju iba vektor riadenia (Ciasto¢na
diskretizacia) atie, ktoré diskretizuju stavovy aj riadiaci profil (plné diskretizacia).
V podstate cCiasto¢ne diskretizované problémy moézu byt rieSené bud dynamickym
programovanim alebo stratégiou nelinedrneho programovania (NLP). Zakladnou
charakteristikou tychto metod je to, ze realizovatelné rieSenie ODE systému, pre dané
riadiace veliCiny, je ziskané integraciou v kazdej iteracii NLP solvera. Hlavna vyhoda
tohto pristupu je generovanie menSicho diskrétneho problému ako u metéd plnej
diskretizacie.

Metddy, ktoré plne diskretizuju spojité problémy, taktiez prijimaji NLP stratégie
na rieSenie diskrétnych systémov a st zndme ako priamo — simultinne metody. Tieto
metddy mozu vyuzivat rozne NLP a diskretizacné techniky, ale zakladna charakteristika
je to ze rieSia ODE systémy iba raz ato v optime. NavySe maju vyssiu stabilitu ako
metody Ciastocnej diskretizacie, Specidlne pri existencii nestabilnych dynamickych
modelov. Na druhej strane diskrétny problém je rozsiahlejsi a vyzaduje vel'korozmerny
NLP solver.

Ako uz bolo spomenuté, numerické metody mézeme rozdelit’ do dvoch kategorii:
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e Nepriame metody
e Priame metody
2.2.2.1  Nepriame metody
Tieto metddy su zalozené na podmienkach optimality zo state 2.2.1.
2.2.2.1.1 Iteracia hrani¢nej podmienky

Tato metdda sa snazi ndjst’ chybajucu hraniéni podmienku minimalizovanim
chyby medzi hrani¢nymi podmienkami, tak ze rovnice (2.17b) a (2.4) mdézu byt
integrované priamo.

2.2.2.1.2 Iteracia vektoru riadenia

Stavové rovnice (2.4) su integrované priamo s odhadom (néstrelom) riadiacich
veli¢in a konjugované rovnice (2.17b) st integrované spitne. Rovnice (2.17a) su pouzité
na vypocet odhadovanych (nastrel'ovanych) riadiacich veli¢in v kazdej iteracii a sluzia aj
ako kritérium pre ukoncenie iteracii. Hlavnd myslienka tejto metody je spétna integracia
konjugovanych rovnic t.j. v smere ich hrani¢nych podmienok. Avsak, tento pristup ma
pomalu konvergenciu pre mnoho problémov.

2.2.2.2 Priame metody
2.2.2.2.1 Sekvenéné metédy

S pomocou c¢iastoénych diskretizacnych metdd (tiez nazyvanych sekvencné
metody alebo parametrizacia riadiaceho vektora — CVP) iba riadiace premenné su
disketizované. S danymi pociatoénymi podmienkami a parametrami riadenia ODE
systém je rieSeny s diferencidlno — algebraickym solverom v kazdej iteracii. Tymto
ziskame hodnotu ucelovej funkcie, ktoru vyuziva NLP solver na ndjdenie optimalnych
parametrov v parametrizacii riadenia.

Sekvencna metdda je spolahliva, ked’ je systém stabilny. Ak to nie je tento pripad,
hl'adanie realizovateI'ného rieSenia pre sustavu riadiacich parametrov méze byt narocné.
Casovy horizont je rozdeleny na ¢asové Giseky a v kazdom useku su riadiace premenné
reprezentované ako po Castiach konStantné, po castiach linedrne alebo polynomicky
aproximované (Feehery & Barton, 1998; Vassiliadis, 1993).

2.2.2.2.2 Simultinne metody
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V tejto formulécii spojity problém je konvertovany do NLP formulacie
aproximovanim profilov riadenia aj stavov pomocou polynomov na konecnych
elementoch (prvkoch, tisekoch). R6zne polynomické reprezentacie s pouzité v literature,
vratane Lagrangeovych interpolacnych polynomov pre diferencialne a algebraické profily
(Cuthrell & Biegler, 1987). Betts (2001) vyuziva Hermite — Simpsonovu kolokaciu, kym
Cervantes and Biegler (1998) a Tanartkit and Biegler (1995) pouzivaji monomickt
zakladnu reprezentaciu (Bader & Ascher, 1987) pre diferencidlne profily. Vsetky tieto
reprezentacie pochadzaji z Runge — Kutta formulacie a monomickd reprezentacia je
doporucena pre maly pocet podmienok a vysSiu presnost. Na druhej strane, riadiace
a algebraické profily st aproximované pouzitim Lagrangeovych polynomov.

Diskretizécia pouzitim koloka¢nych formulacii vedie k velkym NLP problémom,
ktoré¢ mozu byt efektivne rieSené pouzitym velkorozmernym NLP solverom. Biegler et
al. (2002) dava prehl'ad metéd dynamickej optimalizacie s vyuzitym simultdnnych
metod. Tieto metddy ponukaju niekolko vyhod pre rieSenie problémov dynamickej
optimalizacie

Dynamickéd optimalizacia s pouzitym koloka¢nych metdéd bola aplikovand na
niekol’kych problémoch vratane optimalizacie vsadzkovych procesov (Bhatia & Biegler,
1996), modelov nelinearneho prediktivneho riadenia (Albuquerque et al., 1997) ana
navrh reaktorov a syntézu (Lakshmanan, Rooney, & Biegler, 2000; Ierapetritou, 2001).

Metoda ortogonalnej kolokacie na kone¢nych prvkoch bola pouzita v tejto praci
na ziskanie optimalnych profilov riadenia a stavov a podrobne je opisana v nasledujicej
kapitole.
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Kapitola 3

Formulacia nelinearneho programovania

Vtejto praci je problém optimalneho riadenia rieSeny cestou kompletnej
parametrizacie vektora riadenia a vektora stavov. To znali, Zze vychodzia spojita
trajektoria riadenia a stavov je aproximovand linearnou kombindciou nejakych
zakladnych funkcii. Tu sa predpoklada, Zze zdkladne funkcie st zndme a optimalizované
su koeficienty linearnych kombindcii tychto funkcii. Navyse, kazdy segment sekvencie
riadenia je definovany na &asovom intervale, ktorého dizka sama o sebe modze byt

predmetom optimalizacie.

Predpokladd sa, Ze optimalizovany dynamicky model je opisany systémom

jednoduchych diferencialnych rovnic.
Formulujme nasledovny zakladny problém pre t € [O,'[f J

tak, ze plati:

kde
J [(I)(tf )J — ucelova funkcia, vypocitana v kone¢nych podmienkach,
f — vektorova funkcia opisujuca proces (pravé strany diferencialnych rovnic),

h — vektor obmedzeni rovnosti,

g — vektor obmedzeni nerovnosti,

x(t) — vektor stavovych veli&in,
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Obr. 3.1.1: Kolokacia na kone¢nych prvkoch
u(t) — vektor riadiacich veli&in,
X, — pociatocné podmienky pre stavovy vektor,
x(t)", x(t)” — obmedzenia stavového profilu,

u(t)L .ult )U — obmedzenia riadiaceho profilu.

Vo formuléacii nelinedrneho programovania (NLP) sa pouzitim kolokacie na
konecnych prvkoch konvertuju diferencialne rovnice na algebraické rovnice. A to tak, ze
na diskretizaciu diferencidlnych rovnic je pouzitd polynomickd aproximécia ana
vytvorenie zakladnych rovnic, ktoré st d’alej rieSené ako sustava algebraickych rovnic, je
pouzitd ortogonalna kolokécia na kone¢nych prvkoch. Tieto zdkladne rovnice sa potom
hodnotia v ¢asoch zodpovedajicim posunutym koreiom Legendrovho polynomu.

Procedura je potom nasledovna: UvaZujme pociatocné hodnoty pocas kone¢ného

elementu i v &ase te[s,,¢., ]
x=f(t,x(t)hut)  telt.t] (3.2)

pre stavovy profil X(t) a riadiaci profil u(t). Na aproximéciu pre konecny prvok
1,§; <t <, definujeme Lagrangeove polynomy:

XN+1(t):§;Xij¢j (t); ¢j(t): lﬁ[(t__tlk)) (3.3)

na elemente i i=1,...,NE

UM(t):iuijgj (t); ‘91 (t): IM[(M) (3.4)

na elemente i i=1,..,NE
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kde k =0, j predstavuje k # j. Taktiez X,,, (t) je polynom (N+1)-teho radu (stupen <
N+1)a U, (t) je polyném M-teho radu (stupeit < M). Rozdiel v rddoch je zapricineny
existenciou pociatocnych podmienok pre X(t), pre kazdy element i avolbou poctu

koloka¢nych bodov pre stavové a riadiace veliCiny.
Jednou z vlastnosti Lagrangeovho polynému je (napr. pre X, (t))

XN+l(tij): Xjj (3.5)

pretoze ¢, (t j)= O, kde o,je Kroneckerov operator delta. Tento tvar polynému

umoznuje priamo definovat’ obmedzenia na stavové a riadiace veli¢iny.

Po pouziti ortogonélnej kolokécie na kone¢nych prvkoch s N prvkami pre stavové
veli¢iny a M prvkami pre riadiace veli¢iny ako ukazuje obrazok 3.1 (v tomto pripade
N=M), a po definovani zdkladnych funkcii tak, ze tieto st normalizované na kazdom
prvku A, (r €[0,1]), mozno zakladné rovnice formulovat’ nasledovne:

N . .
Agir(tik)z zxij¢j (Tk)_AgiF(tik’Xik’uik) (3.6)
=0
i=1.. NE
j=0,..,N
k=1,..,N

kde funkcia ¢j (z‘k): dg; /dz, ktord mdze byt vypocitand off-line. Tiez treba mat’ na
pamiti, ze t; =¢; +Af7,. Dizky koneénych intervalov sa pouzivaju k najdeniu
moznych bodov nespojitosti riadiaceho profilu a taktiez na ubezpecenie sa, ze presnost’
integracie je v Ciselnej tolerancii. V koncovych bodoch je nutnd spojitost’ stavovych

profilov, zatial’ ¢o riadiaci profil méze byt v tychto bodoch nespojitym, takze dostavame
dodato¢né rovnosti:

Xna (€)= X4 (&) (3.7)
i=2,..,NE
alebo
Xjo = z X 1i®; (T = 1) (3.8)
j=0
i=2,..,NE
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j=0,.,N

Tieto body teda zabezpecuji pociatocné podmienky pre stavové profily dalSieho
elementu. Treba mat’ viak na pamiti, Ze zakladné funkcie (4(z)) a ich derivacie (¢(r)) sa
pocitaja dopredu, potom su len funkciou umiestnenia koretiov Legendrovho polynému.

Taktiez je vhodné si uvedomit, ze Lagrangeove polyndmy pre riadiacu velicinu
pouzivaji M koeficientov na kazdy element a su in¢ho radu nez Lagrangeove polyndmy

rw v

funkciu pre riadenie v koloka¢nych bodoch pre stavové veli¢iny.

Riadiace veliiny st ohrani¢ené len v koloka¢nych bodoch. Obmedzenia pre
stavovu veli¢inu su vyrieSené obmedzenim — ohrani¢enim hodndt kazdého polynému na
oboch koncoch elementu. To mozno dosiahnut’ nasledovnymi rovnicami:

<)
(i

IN

U
i

u’, i=1.,NE (3.9)
<u’, i=1,..,NE (3.10)

IN

u- <U,,
u- <u,,

Pretoze koeficienty riadiacej veliiny existuju iba v koloka¢nych bodoch, a teda
presadenie tychto ohrani¢eni mozno dosiahnut' iba extrapolovanim Lagrangeovho
polynému ku hrani¢énym bodom kazdého elementu nasledovnym spdsobom:

U;A(gi)=iuij9j(r=o) i=1,.,NE (3.11)
U;A(giﬁ):iuuej(r:l) i=1..,NE (3.12)

Dovodom pouzitia tychto obmedzeni je udrzat’ hodnoty profilu riadiacej veliCiny
v rozsahu [u-" u’ ]

Po pouziti ortogonalnej kolokacie na kone¢né prvky nadobuda NLP formulacia
nasledovny tvar:

min_J (x,) (3.13)
tak, Ze plati
Xio—% =0
NE
tf - Z Aé’l =0

A{ir(tij ): Xivei (tijS_ Ag; |i(ti,- XUy ): 0,
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i=1,.,NE  j=1..N

XiO_Xli\I_il(é/i)zo’ i=2,.,NE
N+l (é/NE+1 ) =0,
uiLSUM(gi)Sui , i=1..,NE
u-<u, (<., )<u’, i=1,..NE
ALE <AL <ALY, i=1,..,NE
iE:Agi = Cotal
h(t”,x”,u ) 0,
g(t”,xu,u ) 0
Xt <Xy, lt)<xY, i=1.,NE, j=0,.,N
ut <U,,t, )su i=1..,NE, j=1..N

kde
i —odkazuje na element,

j — odkazuje na koloka¢ny bod,

A¢; — su Sirky kone¢nych intervalov (elementov) pre i =1,..., NE,

X; —je hodnota stavovej veli¢iny v koncovom Case t =t

h — obmedzenia rovnosti vycislené v case t;,

g — obmedzenia nerovnosti vycislené v Case t;

X;,U; — koeficienty Lagrangeovych funkeii pre stavovy a riadiaci profil

Na rieSenie takto formulovaného NLP problému mozno pouzit l'ubovolny
program na rieSenie ulohy nelinearneho programovania. Metodu je mozné rozsirit’ pre
optimalizaciu ¢asovo nezavislych parametrov, ¢im v NLP formulacii pribudnu derivacie

jednotlivych rovnic podl'a parametrov a rozsiri sa vektor optimalizovanych koeficientov
0 samotné parametre.
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Kapitola 4

Funkcia dynopt

Tato kapitola je venovana opisu funkcie dynopt ako hlavnej funkcie kolekcie
funkcii naprogramovanych v jazyku C pre dynamicku optimaliziciu (ODE systémy).
Program bol vytvoreny vo vyvojovom prostredi Microsoft Visual C++ 6.0, ako Win32
konzolova aplikacia, teda nie je spustitelny v prostredi MS DOS. Stcastou dynoptu je aj
solver nelinearneho programovania, ktory bol taktiez naprogramovany v C (Pernille
Brock, Kaj Madsen, Hans Bruun Nielsen 2004). Primarnou ulohou bolo vytvorenie
rozhrania medzi solverom nelinearneho programovania a metédou ortogonalnej
kolokécie na kone¢nych prvkoch, ktoré bude d’alej blizsie opisané.

Kapitola za¢ina opisom vstupov a vystupov funkcie dynopt, pokracuje opisom
funkcie a kon¢i praktickou ukazkou na jednoduchom priklade.

Vsetko vtejto kapitole ¢o sa bude tykat optimalizicie Casovo nezavislych
parametrov nie je v programe uplne implementované (parametre sa v programe nedaju
pouzit’ i ked’ budi spominané).

4.1 Argumenty funkcie dynopt

Deklaracia funkcie dynopt v C vyzera nasledovne:

int dynopt(param *pp, double t, double *ksi_s, double *u_s, double *p_s, double *luu, double *Ixu,
void (*process)(double*,double,double*,double*,double*,int),
void (*objf)(double*,double,double*,double*,double*),
void (*eqq)(double*,double,double*,double*,double*,int),
void (*inn)(double*,double,double*,double*,double*,int),
double eps, int maxfcn);

4.1.1 Opis vstupnych parametrov

pp smernik na Struktiru param, ktorej definicia vyzera nasledovne:

typedef struct
matrix *taux,*tauu,*fx,*fu,*dfx,*source;
int nint,ncolx,ncolu,nx,nu,eq,in,ob_eq,o0b_in,obu,obx,nparam;
int n,lleq,iw;

}param;
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Definicia $truktury matrix je nasledovna:

typedef struct
{

double *mat;
int rows,cols;
}matrix;

a slizZi na uloZenie ¢isel matice vo forme vektora.

Uzivatel musi inicializovat’ polozky uvedené v tabulke pred spustenim funkcie
dynopt. Struktiry matrix a hodnoty n, I, leg, iw uZivatel' neinicializuje (tieto nastavuje
funkcia dynopt automaticky).

Polozka Popis
nint | pocet intervalov
ncolx | pocet koloka¢nych bodov pre stavové veliiny
ncolu | pocet kolokacnych bodov pre riadiace veli¢iny

nXx | pocet stavovych veli¢in

nu | pocet riadiacich veli¢in

eq|pocet obmedzeni typu rovnosti, viazané s polozkou
ob _eq
in|pocet obmedzeni typu nerovnosti, viazané s polozkou
ob in
ob_eq |umiestnenie obmedzeni typu rovnosti (1 — obmedzenia
platia na zaciatku, 2 — obmedzenia platia vo vsetkych
intervaloch, 3 — obmedzenia platia iba na konci), viazané
s polozkou eq
ob_in [umiestnenie obmedzeni typu nerovnosti (1 — obmedzenia
platia na zaciatku, 2 — obmedzenia platia vo vsetkych
intervaloch, 3 — obmedzenia platia iba na konci), viazané
s polozkou in
obx | pritomnost’ obmedzeni na stavové veli¢iny (0 — bez
obmedzenia na stavové veliiny, 1 — s obmedzenim na
stavové veli¢iny), viazané s parametrom IXu vo funkcii
dynopt
obu | pritomnost obmedzeni na riadiace veli¢iny (0 — bez
obmedzenia na riadiace veli¢iny, 1 — s obmedzenim na
riadiace veli¢iny), viazané s parametrom luu vo funkcii
dynopt
nparam | pocet optimalizovanych ¢asovo nezavislych parametrov,
viazané s parametrom p_S vo funkcii dynopt
Tab. 4.1.1 Polozky $truktary param vyplhané uzivatelom
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p_s
luu
Ixu

process

konecny Cas, ked’ nastavené na 0, ¢as je optimalizovany.

vektor ksi_s[nint] po¢iatoénych dizok intervalov.

matica U_s[nint][nu] pociato¢nych hodnoét riadiacich veli¢in pre jednotlivé

intervaly.

vektor p_s[nparam] pociato¢nych hodn6t parametrov.

matica luu[2][nu] obmedzeni na riadiace veli¢iny.

matica IXu[2][nx] obmedzeni na stavové veliCiny.

smernik na funkciu, v ktorej je nadefinovani proces s pociatocnymi
podmienkami a prislusnymi derivaciami v tvare:

void proces(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p, int opt)

{
int i=0;
switch(opt)
{
case 1:
sys[it+]=...;
sys[i++]=...;
sys[i++]=...;
sys[it+]=...;
sys[i++]=...;
break;
case 2:
sys[i++]=...;
sys[i++]=...;
break;
default:
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//pravé strany diferencidlnych rovnic

//derivacie podDla stavovych veli¢in
/[df1/dx1.....df1/dxn
//df2/dx1.....df2/dxn

//derivacie podl’a riadiacich veli¢in
//df1/dul.....df1/dun
//df2/dul.....df2/dun

//derivacie podl’a ¢asu
/[df1/dt.....dfn/dt

//derivacie podl’a parametrov
//df1/dpl.....df1/dpn
//df2/dpl.....df2/dpn

//po€iatocne podmienky
//£1(0).....fn(0)

//derivacie podla parametrov
//df1(0)/dpl1.....df1(0)/dpn
//df2(0)/dpl.....df2(0)/dpn



objf

€qq

}

kde do premennej Sys sa ukladaju udaje ako je vyssie uvedené. Premenna t
predstavuje cas, X vektor stavovych velicin, u vektor riadiacich veli¢in a p
vektor Casovo nezavislych optimalizovanych parametrov. Premennti opt
nastavuje funkcia ktord vold funkciu proces, apreto by nemala byt

break;

menend. Funkcia proces nema ziadnu navratova hodnotu.

smernik na funkciu v ktorej je nadefinovana i€elova funkcia s prislusSnymi
deriviciami v tvare:

void obj(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p)

{

inti=0;

sys[i++] = ...3
sys[i++] = ...3
sys[it+] =...;
sys[i++] = o3

sys[i++] =...;

}

kde vyznam jednotlivych parametrov funkcie obj je rovnaky ako vo

9

9

/Macelova funkcia

1y

//derivacie podla stavovych veli¢in
//dJ/dx1.....dJ/dxn

//derivacie podla riadiacich veli¢in
//dJ/dul.....dJ/dun

//derivacia podl’a ¢asu

/[dJ/dt

//derivacie podl’a parametrov
/[dJ/dpl.....dJ/dpn

funkcii proces. Funkcia obj nema navratova hodnotu.

smernik na funkciu v ktorej st nadefinované obmedzenia typu rovnosti

s prislusnymi derivaciami v tvare:

void econstr(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p, int opt)

{
int i=0;
switch(opt)
{

case 1:

sys[i++]=...;
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//obmedzenia typu rovnosti
//leconl.....econn

//deconl/dx1.....deconl/dxn
//decon2/dx1.....decon2/dxn

//deconl/dul.....deconl/dun
//decon2/dul.....decon2/dun



inn

//deconl/dt.....deconn/dt

//deconl/dpl.....deconl/dpn
//decon2/dpl.....decon2/dpn
/-
break;
case 2:
sys[i++]=...; //ako v pripade case 1
break;
case 3:
sys[it+]=...; /lako v pripade case 1
break;
default:
break;

}

kde vyznam jednotlivych parametrov funkcie econstr je rovnaky ako vo
funkcii proces. Do navestia case 1 sa vpisuju obmedzenia, ktoré platia na
zaciatku. Do névestia case 2 sa vpisuju obmedzenia, ktoré platia vo
vSetkych Casovych intervaloch a do navestia case 3 obmedzenie, ktoré
platia na konci. Funkcia econstr nemé navratovi hodnotu.

smernik na funkciu v ktorej st nadefinované obmedzenia typu nerovnosti
s prisluSnymi derivaciami v tvare:

void inconstr(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p, int opt)

{

int i=0;
switch(opt)
{
case 1:
sys[it+]=...; //lobmedzenia typu rovnosti
/linconl.....inconn
//dincon1/dx1.....dincon1/dxn
//dincon2/dxl1.....dincon2/dxn
/-
//dincon1/dul.....dincon1/dun
//dincon2/dul.....dincon2/dun
J/—
/ldincon1/dt.....dinconn/dt
/ldinconl1/dp1.....dincon1/dpn
/ldincon2/dp1.....dincon2/dpn
/-
break;
case 2:
sys[it+]=...; //ako v pripade case 1
break;
case 3:
sys[i++]=...; //ako v pripade case 1
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break;
default:
break;

}

kde vyznam jednotlivych parametrov funkcie inconstr je rovnaky ako vo
funkcii proces. Do navestia case 1 sa vpisuji obmedzenia, ktoré platia na
zaCiatku. Do navestia case 2 sa vpisuju obmedzenia, ktoré platia vo
vSetkych Casovych intervaloch a do navestia case 3 obmedzenie, ktoré
platia na konci. Funkcia inconstr nema navratova hodnotu.

eps vypoctova presnost’, zadava sa ako desatinné ¢islo, napr.: 0,001 — rieSenie
s presnost’ou na tri desatinné ¢isla.

maxfcn maximalny pocet vycisleni ucelovej funkcie, po prekroceni tejto hodnoty
solver skonci s h'adanim rieSenia a vrati hodnoty z posledne;j iteracie.

4.1.2 Opis vystupov funkcie dynopt

Navratova hodnota funkcie dynopt je celé ¢islo a udava ¢i bolo najdené optimalne
rieSenie. Hodnota 0 znamend, ze optimalizicia prebehla tspesne so sucasnym vypisom
vysledkov optimalizacie na obrazovku, ind hodnota znamena zlyhanie optimalizicie so
sucasnym vypisom chybovej spravy. Program po prebehnuti optimalizacie vypise na
obrazovku ziskany vysledok t.j. jednotlivé optimalizované koeficienty A, X;,U;, P;s

optimalnu hodnotu tucelovej funkcie a pocet vycisleny ucelovej funkcie. Zarovei
program vygeneruje dva vystupne subory s menom result.dat a fresult.txt. Stbor
result.dat obsahuje ¢iselne vysledky optimalizacie v tvare:

pocet intervalov

pocet kolokac¢nych bodov pre stavové veli¢iny
pocet koloka¢nych bodov pre riadiace veli¢iny
pocet stavovych veli¢in

pocet riadiacich veli¢in

hodnoty intervalov

hodnoty koeficientov pre riadiace veli¢iny
hodnoty koeficientov pre stavové veliciny
hodnoty parametrov

Subor fresult.txt obsahuje predosle uvedené udaje s popisom v textovom formate
aj s hodnotou ucelovej funkcie a poctom vycisleni ucelovej funkcie.
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4.2 Opis funkcie dynopt

Sucasna verzia dynoptu je schopna riesit problémy dynamickej optimalizacie
s ucelovou funkciou v Mayerovom tvare. Formuléacia problému s ODE syst¢émom mdze
byt nasledovna:

min G(x(t, )t ) (4.1)

u(t)

tak, ze plati:

kde

G(X(tf ),'[f ) — ucelova funkcia vyc¢islena v koncovych podmienkach
f — pravé strany diferencialnych rovnic opisujuce proces

h — vektor obmedzeni typu rovnosti

g — vektor obmedzeni typu nerovnosti

X(t) — vektor stavovych veli¢in

u(t) — vektor riadiacich veli¢in

X(O) — pociatocné podmienky pre diferencidlne rovnice
x(t)", x(t)" — obmedzenia na stavové veliginy

u(t)",u(t)” — obmedzenia na riadiace veli¢iny
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Na rieSenie ulohy optiméalneho riadenia bol pouzity solver nelinearneho
programovania MI1CF (Pernille Brock, Kaj Madsen, Hans Bruun Nielsen 2004), ktory
hl'add minimum nelinearnej ucelovej funkcie vzhl'adom na nelinedrne obmedzenia typu
rovnosti a nerovnosti. Algoritmus vyuzivany funkciou MI1CF je iterativny. Je zalozeny
na postupnom aproximovani nelinedrneho problému na kvadraticky t.j. v kazdej iteracii
objektivna funkcia je aproximovanad kvadratickou funkciou aobmedzenia st
aproximované linearnou funkciou.

V dalsej sekcii bude uvedené na jednoduchom priklade, ako uvedeny problém
zapisat’ do uzivatel'skych funkcii uvedenych v stati 4.1.1.

4.3 Praktické pouzitie funkcie dynopt

Tato sekcia znazoriiuje pouzitie funkcie dynopt na optimalizatnom probléme,
definiciu vstupnych funkcii obj, proces, econstr, inconstr, definiciu vstupnych
parametrov funkcie dynopt, rieSenie tejto optimaliza¢nej tlohy a jej grafické zobrazenie.

4.3.1 Problém optimalneho riadenia automobilu

Problém optimalneho riadenia automobilu spociva v rozbehnuti a zastaveni auta
v minimalnom ¢ase, pricom auto musi prejst’ fixnll vzdialenost. Stavmi systému su X,

(aktualna rychlost v ms”) a X, (prejdena vzdialenost' v m). Zadand vzdialenost je
X, (tf ): 300m. Riadenym vstupom je zrychlenie U v ms~. Dalej uvazujme obmedzenia
na maximalnu akceleraciu (u < lms_z) ana maximalne brzdenie (u > —2ms‘2),
maximalnu (Xl < 30ms"l) a minimalnu (X1 > Oms"l) rychlost, maximéalnu (x, <300m)
a minimalnu (X2 > Om) prejdent dréhu. Takto zadefinovany problém dynamickej
optimalizacie moze byt’ matematicky formulovany nasledovne:

nul(gl J =t (4.2)

pricom
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0<Xx, <300m
kde
X, —rychlost’
X, — prejdend vzdialenost’
U — zrychlenie

4.3.2 Definicia funkcii obj, proces, econstr, inconstr

Problém optimalneho riadenia automobilu je opisany dvoma diferencidlnymi
rovnicami, ktoré spolu s pociatoénymi podmienkami su definované v uzivatel'skej funkcii
proces. Gradienty funkcii sa nepocitaju numericky, apreto je potrebné ich zadat
analyticky. Do premennej Sys vo funkcii proces sa ukladaju pravé strany diferencidlnych
rovnic aich prislusne derivacie. Vo funkcii obj sa do premennej Sys uklada hodnota
ucelovej funkcie a jej prislusne derivacie. Vo funkciach econstr a inconstr sa do tejto
premennej ukladaju hodnoty obmedzeni, taktiez aj ich prislusne derivacie. Premenna t je
skalarna veli¢ina a predstavuje ¢as. Premenné X (stavova veli€ina), U (riadiaca veli¢ina)
a p (Casovo nezavislé parametre) mozu byt skalarne, ale aj vektorové veliCiny.

Definicia funkcii obj, proces, econstr, inconstr potom vyzera nasledovne:

Funkecia proces

Funkcia proces sluzi na zadanie diferencidlnych rovnic, ktoré reprezentujii dany
proces aj s prisluSnymi derivaciami a pociatocnymi podmienkami:

void proces(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p, int opt)
{
int i=0;
switch(opt)
{
case 1:
sys[i++]=ul; //f1
sys[i++]=x1; /12
sys[i++]=0.0;  //df1/dx1
sys[i++]=0.0;  //df1/dx2
sys[i++]=1.0;  //df2/dx1
sys[i++]=0.0;  //df2/dx2
sysli++]=1.0;  //dfl/du
sys[i++]=0.0;  //df2/du
sys[i++]=0.0;  //df1/dt
sys[i++]=0.0;  //df2/dt
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break;

case 2:
sys[i++]=0.0;  //f1(0)
sys[i++]=0.0;  //f2(0)
break;

default:
break;

}

}

Funkcia obj

Funkcia obj sluzi na zadanie ucelovej funkcie, ktora ma byt minimalizovana aj
s prislusnymi derivaciami:

void obj(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p)

{
inti=0;
sys[i++] = t; /13
sys[i++] = 0.0; /dJ/dx1
sys[i++] = 0.0; //dJ/dx2
sys[i++] = 0.0; //[dJ/du
sys[i++] = 1.0; /[dJ/dt
}

Funkcia econstr

Do funkcie econstr sa definuju obmedzenia typu rovnosti s prisluSnymi
derivaciami:

void econstr(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p, int opt)

{

int i=0;

switch(opt)

{

case 1:
break;

case 2:
break;

case 3:
sys[i++]=x1; /leconl
sys[i++]=x2-300; /lecon2
sys[i++]=1.0; //deconl/dx1
sys[i++]=0.0; //deconl/dx2
sys[i++]=0.0; //decon2/dx1
sys[it++]=1.0; //decon2/dx2
sys[i++]=0.0; //deconl/du
sys[i++]=0.0; //decon2/du
sys[i++]=0.0; //deconl/dt
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sys[i++]=0.0;

break;
default:

break;

}

Funkcia inconstr

//decon2/dt

Do funkcie inconstr sa definuji obmedzenia typu nerovnosti s prislusnymi

derivaciami:

void inconstr(double *sys, double t, double *x, double *u, double *p, int opt)

{

int i=0;
switch(opt)
{
case 1:

break;
case 2:

break;
case 3:

break;
default:

break;

}

Po definovani funkcii obj, proces, econstr, inconstr uzivatel' nadefinuje vstupne
parametre pre funkciu dynopt vo funkcii main nasledovne:

param init;
double ksi_s[2] = {20,20};
double u_s[2][1] = {{0.8},{-1}};

double luu[2][1] = {{-2},{1}};

double Ixu[2][2] = {{-1e-2,-1e-2},{30.01,300.01}};

double eps = 1e-3;
int maxfen = 1000;

init.nint = 2;
init.nx = 2;
init.nu=1;
init.ncolx = 5;

init.ncolu = 2;
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/[Struktara param

//poc€iatocné hodnoty intervalov
//pociatocné hodnoty riadiacej veli¢iny
/Iv jednotlivych intervaloch

//dolné a horné obmedzenia pre riadiacu
/Iveli¢inu

//doIné a horné obmedzenia pre stavové
/Iveli¢iny

/Ivypoctova presnost’

//maximalny pocet vycisleni ucelovej
//funkcie

//pocet intervalov

//pocet stavovych veli¢in

//po€et riadiacich veli¢in

/Ipocet kolokaénych bodov pre stavové
/Iveli€iny

//pocet kolokacnych bodov pre riadiacu
/Iveli¢inu



init.eq = 2; //pocet obmedzeni typu rovnosti

init.in = 0; //pocet obmedzeni typu nerovnosti

init.ob_eq = 3; //umiestnenie obmedzeni typu rovnosti

init.ob_in = 0; //umiestnenie obmedzeni typu nerovnosti

init.obu =1; //pritomnost’ obmedzenia na riadiacu
/Iveli¢inu

init.obx = 1; //pritomnost’ obmedzenia na stavové
/Iveli¢iny

init.nparam = 0; /Ipocet parametrov (zatial nefunk¢né,

//treba nastavit’ nulu)

return dynopt(&init, 0.0, ksi_s, u_s, NULL, luu, Ixu, proces, obj, econstr, inconstr, eps, maxfcn);
/Ivolanie funkcie dynopt s nastavenymi
//[parametrami

4.3.3 RieSenie optimalizacného problému

Aplikovanim 5 koloka¢nych bodov pre stavové veliiny a 2 koloka¢nych bodov
pre riadiacu veli¢inu na dvoch intervaloch, sa tieto hodnoty nastavia do jednotlivych
poloziek §truktiry param. Kazdy interval ma poéiatoéna dizku 20. Koneény &as bol
optimalizovany, preto je druhy parameter funkcie dynopt nastaveny na 0,0. Pociato¢né
hodnoty riadiacej veli¢iny boli nastavené na 0,8 pre prvy interval a —1 pre druhy interval.
Obmedzenie pre riadiacu veli¢inu je nastavené v rozsahu —2 az 1. Pre prvl stavovi
veli¢inu od —0,01 az 30,01 a pre druhu od —0,01 az 300,01 (stotiny su kvoli numerickym
vypoctom solvera). Presnost’ rieSenia je nastavena na 0,001 a maximdlny pocet vyc¢islenia
ugelovej funkcie je 1000. Dalej je nastaveny pocet obmedzeni a ich umiestnenie, tieto
hodnoty sa taktiez nastavuju do Struktary param.

Po 16 iteraciach je rieSenie nasledovne (obsah suboru fresult.txt):

RieSenie optimaliza¢ného problému

Hodnoty intervalov:

20.000
10.000
Hodnoty riadiacich veli¢in:
1. interval
1. riadiaca veli¢ina
1.000
1.000
2. interval
1. riadiaca veli¢ina
-2.000
-2.000

Hodnoty stavovych veli¢in:

1. interval
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1. stavova veli¢ina
0.000
0.938
4.615
10.000
15.385
19.062

2. stavova veli¢ina
0.000
0.440
10.651
50.000
118.344
181.676

2. interval

1. stavova veli¢ina
20.000
19.062
15.385
10.000
4.615
0.938

2. stavova veli¢ina
200.000
209.162
240.828
275.000
294.675
299.780

Pocet volani funkcie fdfcdc: 16

Hodnota 1celovej funkcie v optime: 30.000

4.3.4 Graficka interpretacia rieSenia

Vsetky grafy v tejto praci boli vytvorené pomocou MATLABu. Stubor result.dat
generovany dynoptom je vascii formate aobsahuje udaje zo sekcie 4.3.3 bez
komentarov. Na zacCiatku je uvedeny aj pocet intervalov, pocet koloka¢nych bodov pre
stavové aj pre riadiace veli¢iny a pocet stavovych a riadiacich veli¢in, vd’aka comu sa
dali jednotlivé udaje roztriedit’ a vykreslit’ do grafov. Po 16 iteraciach, optimélna hodnota
ucelovej funkcie je 30s. Na priebehu riadiacej veliiny obr. 4.3.1 je vidiet’ jej nespojitost’
a rozdelenie na dva intervaly. Priebeh stavovych veliCin je spojity obr. 4.3.2 — 4.3.3, ako
je spomenuté v kapitole 3 ¢o je napokon vidiet’ aj z uvedenych grafov. Z grafov, je aj
vidiet splnenie obmedzeni na stavové ariadiace veliCiny a splnenie koncovych
obmedzeni.

Grafické riesenie pre problém optimalneho riadenia automobilu je nasledovné:
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Kapitola 5
Praktické aplikacie

5.1 Problém 1

Uvazujme vsadzkovy reaktor s nasledujicimi reakciami: A—>B —>C

minJ = —%,(t,) (5.1)

pricom

X, = _k1X12 X (O) =1
X, =k x? —K,X, X,(0)=0
)
k, =4000e" T
=)
K, = 6200008" '
208 <T <398
t, =1

kde

x, (t) — koncentréacia latky A,
X, (t) — koncentréacia latky B,
T —teplota.

Cielom problému (5.1) je ziskat' optimalny teplotny profil, ktory maximalizuje
koncentraciu latky B na konci Specifikovaného ¢asu. Optimaliza¢ny problém bol rieSeny
Logsdonom a Bieglerom (1989) a ziskané optimum bolo 0,610775. S pouzitim dynoptu
pre tento optimaliza¢ny problém na 4 intervaloch, 4 koloka¢nych bodov pre stavové
veli¢iny a4 koloka¢né body pre riadiacu veli¢inu bola ziskand optiméalna hodnota

ucelovej funkcie 0,609. Pocet vycisleni ucelovej funkcie bol 9. Na Obr. 5.1.1 — 5.1.2 je
zobrazeny optimalny profil riadiacej a stavovych veli¢in.
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5.2 Problém 2

Uvazujme rurkovy reaktor s nasledujiicimi paralelnymi reakciami:

A—B
A—->C
minJ =X, (t,) (5.2)
pricom
% =—ju+05u”f,  x(0)=1
X, = UX, X,(0)=0
0<u<s
t, =1

kde

x, (t) — koncentréacia latky A,
X, (t) — koncentréacia latky B,
U —riadiaca veli¢ina.

Problém (5.2) je priklad rirkového reaktora, kde stavova velidina X, (t)
v koncovom ¢ase ma byt maximalizovana. Optimalna hodnota ucelovej funkcie ziskana
Longstonom a Bieglerom je 0,57353. S pouzitim dynoptu pre tento optimalizacny
problém na 9 intervaloch, 3 koloka¢nych bodov pre stavové veliCiny a 3 kolokacné body
pre riadiacu veli¢inu bola ziskand optimalna hodnota ucelovej funkcie 0,573. Pocet

vycisleni ucelovej funkcie bol 24. Na Obr. 5.2.1 — 5.2.2 je zobrazeny optimalny profil
riadiacej a stavovych veli¢in.
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5.3 Problém 3

Uvazujme katalyticky izotermicky prietokovy reaktor s dvoma katalyzatormi
pozdlz reaktora s nasledujucimi reakciami:

A—-B&C
maxJ =1-x(t, )-x,(t,) (5.3)
pricom
%, =u[10x, — x, | x,(0)=1
X, =—u[lox, —x,|-[1-ulx, x,(0)=0

0<u<l

t, =12
kde

X, (t) — molova frakcia latky A,
X, (t) — molova frakcia latky B,

U — frakcia katalyzatora.

Optimaliza¢ny problém (5.3) bol tiez analyzovany. Tento problém bol rieSeny
Longstonom a Bieglerom a ziskali hodnotu tucelovej funkcie 0,476946. S pouzitim
dynoptu pre tento optimaliza¢ny problém na 4 intervaloch, 4 koloka¢nych bodov pre
stavove veliCiny a 2 kolokacné body pre riadiacu veli¢inu bola ziskand optimalna hodnota
ucelovej funkcie 0,478. Pocet vycisleni ucelovej funkcie bol 50. Na Obr. 5.3.1 — 5.3.2 je
zobrazeny optimalny profil riadiacej a stavovych veli¢in.
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5.4 Problém 4

Uvazujme nelinedrny prietokovy mieSany reaktor:

max J = X, (t,) (5.4)
pricom

X, =U, —qX, —17,6X,X, —23%,X,U, X,(0)
X, = U, —OX, —17,6X,X, —146X,X,  X,(0)=0,2507
X, = U, —OX; — 73X, X, x,(0)=0
X, = —OX, +35,2X,X, — 51,3X,X, x,(0) = 0,0899
X, = —OX; + 219X, X, —51,3X, X, x,(0)=0,1804
X, = —QX, +102,6X,Xs —23X,X,U;  X,(0)=0,1394
X, = —OX, +46X,X,U; X,(0)=0,1046
% = 5,8(qx, —u, )—3,7u, —4,1u, +q(23x, + 11x, + 28X, +35%,)—5u; —0,099  x,(0)=0
g=u, +u, +u,
0<u, <20
0<u, <6
0<u, <4
0<u, <20
t, =0,2

kde
X, (t)— %, (t) — vektor stavovych veli¢in
u,(t)—u,(t) — vektor riadiacich veli¢in

Problém (5.4) bol prvykrat uvedeny Jensenom (1964) aspociva v hladani Styroch
optimélnych riadiacich veli¢in pre chemicky reaktor, aby sa dosiahol maximalny
ekonomicky profit. Dynamika systému popisuje 4 simultanne chemické reakcie, ktoré
prebiehajii v izotermickom prietokovom mieSanom reaktore. Riadiace veli¢iny st 3
prietoky vstupnych pradov a spotreba elektrickej energie pre fotochemicku podporu
reakcie. Luus (1990) a Bojkov et al. (1993) uvadzaju optimalnu hodnotu ucelovej funkcie
21,757 a 21,744. S pouzitim dynoptu pre tento optimaliza¢ny problém na 10 intervaloch,
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4 koloka¢nych bodov pre stavové veli€iny a 2 kolokacné body pre riadiace veli¢iny bola
ziskana optimalna hodnota ucelovej funkcie 21,757. Pocet vycisleni ticelovej funkcie bol
227.Na Obr. 5.4.1 — 5.4.5 je zobrazeny optimalny profil riadiacich a stavovych velicin.
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5.5 Problém 5

Uvazujme nasledujuci problém bez obmedzeni:

minJ = X,(t) (5.5)

pricom

X, — X, — vektor stavovych veli¢in
U —riadiaca veli¢ina

Problém (5.5) nemd Ziadne obmedzenia, a pre tento problém hodnota tcelovej
funkcie ziskana Luusom je 0,76519. S pouzitim dynoptu pre tento optimaliza¢ny problém
na 5 intervaloch, 5 koloka¢nych bodov pre stavové veli¢iny a 3 kolokacné body pre
riadiacu veli¢inu bola ziskana optimélna hodnota ucelovej funkcie 0,762. Pocet vyc¢isleni
ucelovej funkcie bol 4. Na Obr. 5.5.1 — 5.5.2 je zobrazeny optimalny profil riadiacej
a stavovych velic¢in.
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5.6 Problém 6

Uvazujme nasledujici problém s obmedzenim:

minJ = X, (t,) (5.6)

pricom

X, — X, — vektor stavovych veli¢in
U —riadiaca veli¢ina

Problém (5.6) sa od predoslého problému lisi koncovym obmedzenim. Pre tento
pripad optimalna hodnota ucelovej funkcie ziskand Luusom je 0,92518. S pouzitim
dynoptu pre tento optimaliza¢ny problém na 5 intervaloch, 5 koloka¢nych bodov pre
stavové veliCiny a 3 koloka¢né body pre riadiacu veli¢inu bola ziskand optimalna hodnota
ucelovej funkcie 0,925. Pocet vycisleni ucelovej funkcie bol 7. Na Obr. 5.6.1 — 5.6.2 je
zobrazeny optimalny profil riadiacej a stavovych veli¢in.
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5.7 Problém 7

Uvazujme nasledujtci nelinearny problém bez obmedzeni:

minJ = x,(t;) (5.7)

pricom

X, = X, x,(0)=0
X, =-XUu+16t-8  x,(0)=-1

% =u x(0)=—/5

%, = X2 + X2 +0,0005(x, +16t -8 — 0,1x,u’ | x,(0)=0
—4<u<10
t, =1

X, — X, — vektor stavovych veli¢in

U —riadiaca veli¢ina

Problém (5.7) je systém so Styrmi stavmi a bol rieSeny Luusom. Pre Stvrta stavova
veli¢inu je hodnota minima 0,12011 ziskana Luusom. S pouzitim dynoptu pre tento
optimalizacny problém na 4 intervaloch, 5 kolokacnych bodov pre stavové veliiny a 2
koloka¢né body pre riadiacu veli¢inu bola ziskand optiméalna hodnota ucelovej funkcie
0,121. Pocet vycisleni ucelovej funkcie bol 67. Na Obr. 5.7.1 — 5.7.2 je zobrazeny
optimalny profil riadiacej a stavovych veli¢in.
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5.8 Problém 8

Uvazujme nasledujici problém s obmedzenim:

minJ = x,t, )

pricom
X, =X, X (O) =0
X, ==X, +U  X,(0)=-1
X, = X7 + X2 +0,005u° x,(0)=0
X, —8(t—0,5)" +0,5<0 te[0,]
t, =1

X, — X; — vektor stavovych veli¢in

U —riadiaca veli¢ina

S pouzitym dynoptu pre tento optimalizaény problém na 10 intervaloch, 4
koloka¢nych bodov pre stavové veli€iny a 2 kolokacné body pre riadiacu veli¢inu bola
ziskand optimalna hodnota ucelovej funkcie 0,171. Pocet vycisleni ucelovej funkcie bol
55. Na Obr. 5.8.1 — 5.8.2 je zobrazeny optimalny profil riadiacej a stavovych veli¢in. Na
Obr. 5.8.3 je znazorneny profil obmedzenia typu nerovnost’. Z obrazku je vidiet’ platnost’

obmedzenia pocas celého ¢asového intervalu.
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5.9 Problém 9

Uvazujme nasledujuici linearny systém s obmedzeniami:

xf(tf)+ xj(tf)+x§(tf)+ xj(tf) (5.9)

min J
u(t)

pricom

=-0,5% +5x,  x,(0)=10
, ==5% —0,5%, +u x,(0)=10

XX

>'<3=—0,6x3+10x4 x,(0)=10
X, =—10x, —0,6X, + U x,(0)=10
-1<u<l
Xt )<1
%[t )<1
X(t )<1
x4( )s
t

X, — X, — vektor stavovych veli¢in
U —riadiaca veli¢ina

Optimaliza¢ny problém (5.9) bol rieSeny Nishidom et al. (1976), Jacobsonom
(1968), Plantom a Athansom (1966). Problém spociva v posune z pociatocnej polohy
x,(0)=10,x,(0)=10,x,(0)=10,%,(0)=10 na polohu vkone¢nom &ase vo vnutri

jednotkovej gule umiestnenej v zadiatku stradnicovej osi. Ulohou je minimalizovat
findlnu polohu.

Nishida et al. uvadza optimalnu hodnotu ucelovej funkcie 0,9952. Optimalna
hodnota tcelovej funkcie ziskand Hindmarshom (1980) je 1,0067. S pouzitym dynoptu
pre tento optimaliza¢ny problém na 10 intervaloch, 5 koloka¢nych bodov pre stavové
veli¢iny a2 koloka¢né body pre riadiacu veliCinu bola ziskand optimalna hodnota
ucelovej funkcie 1,035. Pocet vycisleni ucelovej funkcie bol 113. Na Obr. 5.9.1 —5.9.3 je
zobrazeny optimalny profil riadiacej a stavovych veli¢in.
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Kapitola 6

Z.aver

Metoda prezentovand v tejto praci predstavuje jednu ztechnik ako ziskat
optimélne profily riadenia astavov na riadenie procesu opisané¢ho diferencidlnymi
rovnicami. Diferencidlne rovnice su diskretizované a aproximované pouzitim
Lagrangeovych polynémov a ortogondlnej kolokécie. Algebraické rovnice ziskané
aproximaciou sa pouziju na definovanie tlohy nelinedrneho programovania.

Hlavnym cielom tejto prace bolo vytvorenie rozhrania na dynamicka
optimalizaciu zalozeni na ortogonalnej kolokacii na kone¢nych prvkoch. Cela metdda
bola implementovana v programovacom jazyku C ako funkcia dynopt na hladanie
optimalnych profilov pre zadany proces vzhl'adom na ucelovu funkciu a obmedzeni typu
rovnosti a nerovnosti.

V praci bol prezentovany jeden vzorovy priklad, ktorého vysledky su na
jednotlivych obrazkoch, na ktorych vidiet $truktiru kolokaénych bodov. Strukturu
intervalov je najlepSie vidiet' z priebehu riadiacich veli¢in, ktoré st na okrajoch
intervalov nespojité. Stavové veli€¢iny maju spojity priebeh, ¢o napokon vidiet aj
z obrazkov.

Funkcia bola testovana na 9 problémoch z literatiry. Problémy boli volené tak,
aby ukazali schopnost’ dynoptu riesit’ problémy rdznej zloZitosti.

Treba spomenut’, ze vSetky ziskané optimalne hodnoty su len lokélne.
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