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Abstrakt

V dizertacnej praci sa zaoberame dynamickou optimalizaciou procesov opisanou skupinami
diferencialnych rovnic, ktoré sa v urc¢itych ¢asovych momentoch prepinaji. Podmienky pre-
pnutia sa menia v zavislosti od charakteru procesu. Tieto systémy sa vo vseobecnosti ozna-
¢ujt ako hybridné. V praxi existuje velké mnozstvo procesov, ktoré charakterizuje zmena
opera¢nych faz. Ci uz ide o procesy s prepinanim dynamiky na zéklade jednoduchej logic-
kej podmienky, ako napriklad zmena matematického opisu pri zasobnikoch kvapaliny z bez
interakcie na s interakciou, alebo sa jedna o zlozitejsie vsadzkové a polovsadzkové procesy
s chemickou reakciou, ktoré sa typické pre farmaceuticky priemysel, pre vyrobu polymé-
rov, biotechnoldgii, alebo pre procesy nitrifikacie a denitrifikdcie prebiehajice v ¢istickach
odpadovych vod.

V praci je prezentovany numericky pristup k rieseniu problémov dynamickej optimali-
zacie hybridnych systémov, pomocou ktorého je mozné problém dynamickej optimalizacie
pretransformulovat na problém statickej optimalizicie — nelinedrne programovanie (NLP).
Tento problém je potom mozné riesif niektorou gradientovou metédou za pouzitia opti-
maliza¢ného algoritmu typu SQP (postupné kvadratické programovanie) na ziskanie opti-
malnych hodnét. Preto na zaciatku prace sa venujeme odvodeniu podmienok optimality
na zaklade variacného poctu a s uvazovanim podmienky prepnutia. Tieto podmienky boli
potrebné pre odvodenie gradientov ucelovej funkcie a obmedzeni na zaklade adjugovanych
rovnic. Vyhody a nevyhody prezentovaného pristupu oproti bezne pouzivanym citlivost-
nym rovniciam a metédam konecnych diferencii st tiez obsiahnuté v praci.

V dalgej Casti prace je ukdzany algoritmus rieSenia, ktory je nasledne aplikovany na
niektoré zariadenia v procesnom priemysle. Konkrétne dva zasobniky kvapaliny, ktorych
umiestnenie je v roznej vyske, ¢o vedie k zmiesanému matematickému opisu. Je uvazovany
problém minimalizacie ¢asu pre jednu a viacero vstupnych veli¢in a tiez problém LQ ria-
denia. Metéda je aplikovana aj na dvojstupniovy chemicky reaktor, v ktorom v urcitom
c¢asovom momente dochadza k pridaniu jednej zlozky, ¢o vedie k zmene matematického
opisu. Ulohou je maximalizovat mnoZstvo produktu pri splnenych podmienkach na mi-
nimalnu koncentraciu zelaného produktu a maximalny koncovy cas. Reaktor je povodne
rieSeny pomocou citlivostnych rovnic, ¢o vedie k zaujimavému porovnaniu riesenia s adju-
govanymi rovnicami, kde na zaklade charakteru pristupu sme mohli menit pocet intervalov,
¢im sme zlepSovali vysledné rieSenie bez vyraznej straty rychlosti vzhladom na celkovy cas
rieSenia.



Abstract

This dissertation work deals with dynamic optimization processes which are described by
sets of differential equations changed in the switching time. The switching conditions which
occur depend on the process character. These systems in general are called as hybrid.

A large number of processes are characterized by the change of the operational pha-
ses. The switching conditions can be given on the basis of the single logical condition,
e.g. tanks with and without interaction. On the other hand, the processes with chemical
reactions are more complicated and are typical e.g. for the production of fine chemicals,
specialties (pharmaceuticals), polymers, biotechnology or for wastewater treatment, where
nitrification/denitrification process takes place.

This dissertation work presents a numerical approach to solve dynamic optimization
problems of hybrid systems. The dynamic optimization problem is transformed into the
static optimization problem, which is called non-linear programming (NLP). Then it is
possible to solve the problem with one of the gradient-based optimization methods. The
gradient computational algorithm to obtain optimal control profiles is of a SQP (succes-
sive quadratic programming) type. The conditions of the optimality are derived in the
third chapter of this work. These conditions based on the variational method consider
the switching structure and they are necessary for the derivation of the adjoint equations.
The advantages and drawbacks of the presented method are compared with the sensitivity
equations approach.

In the next part of the dissertation work is shown the algorithm solution, which is app-
lied on some chemical engineering processes. First, the problem of a hybrid coupled tanks
in different vertical position is considered. The minimum time problem for one or more
control variables and the L(Q cost problem are solved. Secondly, a two stage reactor system
with chemical reactions is considered. The aim of the optimization is to get a maximum
amount of the desired component not later than at final time subject to a constraint that
the final concentration of the desired component should be higher than, or equal to a de-
sired value. The reactor was initially solved with the sensitivity equations approach, what
gives an interesting opportunity to compare with the adjoint approach, where increased
number of time intervals do not change the number of differential equations comparing to
the originally applied method. It follows that the difference in computational time of the
algorithm increases which is the main drawback of this method.
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Kapitola
Uvod

Optimaliza¢né problémy sa vyskytuji v kazdom obore Iudskej ¢innosti. Kazdodenne riesime
velké mnozZstvo problémov, ako nieGo mdzeme previest najlepsim sposobom. Optimalizacny
problém vznikne v situdcidch, ked je potrebné vybrat (zvolit, rozhodnit) nejaky variant
rieSenia. Inymi slovami sa snazime vybrat rieSenie, ktoré je pre nas v nejakom zmysle naj-
vyhodnejsie. Hladanim najlepSej varianty rieSenia vznikne optimaliza¢ny problém, ktory
moze byt rieSeny roznymi optimalizaénymi metédami. Aby sme mohli optimalizacny prob-
lém matematicky formulovat, je potrebné vytvorif matematicky model situacie — vytvorit
systém.

Postup spociva vo vytvoreni matematickej formulécie daného optimalizacného prob-
lému, matematického modelu situacie a v koneénom vytvoreni systému. Zaverecna faza
spociva v porovnavani roznych variant rieSenia a vo vybrani najlepsieho dostupného rie-
Senia na zdklade pociato¢nych podmienok. Je jasné, Ze porovnavat rdzne varianty rieSenia
mozeme iba na zaklade simula¢ného modelu, v realnej rozhodovacej situécii to nie je mozné.
Stale vSak musime mat na paméti, Ze model redlnej situdcie (redlneho objektu) je vzdy
zjednoduseny.

Najzakladnejsie problémy, s ktorymi sa mozeme stretnif pri optimalizacii daného pro-
cesu su nasledovné

e matematicky model, s ktorym pracujeme pri simulaciach, neopisuje verne skutocni
situaciu, pretoze je zjednoduseny,

e model, ktory opisuje skutocni situdciu, je velmi tazko matematicky opisatelny,

e volba kritéria, na zéklade ktorého vyberame najlepSiu variantu rieSenia, je subjek-
tivna,

e Casto je potrebné podla vysledkov uprestiovat model a modifikovat kritérium.
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20 KAPITOLA 1. UVOD

Prechod z realneho optimalizacného problému k matematickému modelu je velmi do-
lezity a podstatne ovplyviiuje vyuzitelnost vysledkov. Optimalne rieSenie je také rieSenie,
pre ktoré neexistuje rieSenie lepsie. My sa budeme zaoberat problémami optimalizacie
hybridnych dynamickych systémov, to je systémov, ktorych premenné su zavislé od casu
a v ktorych v urc¢itom ¢asovom momente dochadza k zmene matematického opisu.

Procesy s prepinanim dynamiky hraja délezitt tilohu nielen v procesnom priemysle, ale
aj v beznom zivote, kde na zdklade jednoduchych logickych podmienok sme schopni opisat
zmenu spravania. Tieto systémy sa vo vSeobecnosti oznacuju ako hybridné.

Medzi hybridné systémy patria napriklad vsadzkové a polovsadzkové procesy, ktoré
hraju doélezitt tlohu pri spracovani a vyrobe v chemickom a farmaceutickom priemysle.
Tato vyroba zahfnia Siroktl rozmanitost chemickych a farmaceutickych produktov, poly-
mérov, biotechnoldgii, alebo Specialnych zltcenin, ktoré st najmé charakteristické pre far-
maceuticky priemysel. Financéné naroc¢nost pouzivaného materiadlu byva len zriedka nizka.
Preto je potrebné navrhnaf optimalné spracovanie materialu a adekvatne vyuzitie zaria-
denia, v ktorom dochédza k vyrobe (navrhnutie optiméalnej doby spracovania, teplotny
profil, ...).

Na tomto mieste sa stretavame s pojmom optimalizacia, ktory v poslednych desatro-
¢iach nadobudol velky vyznam. Stcasne vyvoj pocitacov a ich hrubé sila vypoctov od-
startovala zaujem o dynamickd optimalizaciu a simulaciu chemickych procesov, ktoré su
narocnejsie na vypocet, pretoze su iterativneho charakteru. Tieto procesy st dynamicky
modelované pouzitim diferencidlno algebraickych rovnic (DEA), ktoré opisuji dynamické
spravanie systému, ako aj materialova bilanciu.

Preto nasim cielom v prvych kapitolach je blizSie sa zozndmit s metédami pristupov
k rieSeniu daného optimalizacného problému pomocou analytickych a numerickych metod.
Odvodime si podmienky optimality na zaklade varia¢ného poc¢tu a s uvazovanim pod-
mienky prepnutia, z ktorych vychadzaji rovnice pre vypocet gradientov pomocou adjugo-
vanych rovnic. Budeme uvazovat priamu numericki metédu, ktora parametrizuje vektor
riadenia, a preto je oznacena ako sekvenc¢na metoda. Tiez si ukdzeme sposob ako z formula-
cie problému prejdeme na riesenie daného problému numerickymi metédami s danym opti-
malizacnym algoritmom, ktory aplikujeme na niektoré zariadenia v procesnom priemysle.
V zavere je dané rieSenie vyhodnotené a porovnané s inymi gradientovymi metédami.

1.1 Zakladné myslienky

1.1.1 Preco je ddlezita optimalna vyroba

V poslednom obdobi, kedy poziadavka na efektivitu chemickych zariadeni neustéle rastie,
bolo potrebné zmenit postup a celkovil vytaznost vyroby. Napriklad v minulosti prefe-
rované kontinualne chemické reaktory boli nahradené polovsadzkovymi chemickymi reak-
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tormi (Srinivasan a kol. 2003). Je to spésobené tym, Ze velké mnozstvo vedlajsich medzipro-
duktov pre ini vyrobu je vyrobenych este pred dokonc¢enim prvej fazy vyroby. K zvyseniu
vytaznosti prispelo aj optimélne nastavenie parametrov pocas vyroby.

Pri planovani priebehu vyroby v chemickych zariadeniach je potrebné brat do tvahy
urcité hladiska. Tieto pozostavaju nielen vo vytvoreni rozliénych matematickych a Statis-
tickych pristupov, ale aj vo vhodnom vybere daného zariadenia, v ktorom treba zohladnit
nasledujice body

e konstrukcia - viber vhodného typu zariadenia, pocet a dlzka jednotlivych ¢asti,

e objem vyroby - zohladnenie pozadovanych podmienok z vyroby, nastavenie paramet-
rov vyroby tak, aby bola splnenéd poziadavka mnozstva a kvality,

e planovanie - nastavenie vhodnych ¢asovych sekvencii pre kazda operaciu s ohladom
na kvalitu produktov,

.....

pecnost, kvalita produktov a celkova efektivita.

Pri hladani optimalneho priebehu vyroby je potrebné vybrat vhodny model vyroby,
stanovit vstupné podmienky vzhladom na riadenie, poznat pociato¢ny a pldnovany kon-
covy stav. Riesenie tohto problému pozostava v spravnom urceni pociatoénych podmienok
a obmedzeni.

1.1.2 Priemyselné prostredie, priemyselna prax

Hlavne v chemickom a farmaceutickom priemysle bolo az donedavna dolezité mnozstvo vy-
roby, pretoze zisky sa imerne zvySovali s velkostou produkcie. Postupom ¢asu, ako spoloc-
nost pozadovala za doélezité aj iné faktory, ako je napriklad kvalita produktov, bezpecnost,
vplyv na ekoldgiu, pouzitie zdraviu nezavadnych zdrojov (nedodrziavanie tychto faktorov
je ¢oraz viac sankcionované), bolo dolezité zamerat sa na celkovii optimalizaciu vyroby.

Zamestnanci zodpovedni za vyrobu si predstavuju pod pojmom optimalizacia vzdy
nieco iné. Definovanie tcelovej funkcie je casto subjektivne. Napriklad pracovnik v ria-
deni vidi pod pojmom optimalizacia pouzitie vac¢siecho mnozstva ¢istych latok a na zaklade
modelu nastavenie jednej, alebo viacerych riadiacich premennych. Na druhej strane che-
mik si pod pojmom optimalizacia predstavuje zjednodusenie chemickych reakcii, najdenie
vhodného rozpustadla ¢i katalyzatora. Je to dané tym, Ze zariadenia chemickych vyrob st
zlozité systémy a pri riadeni sa stretava viacero odbornikov.

Pre vyriesenie realneho optimalizacného problému pomocou jeho matematického mo-
delu a kritéria optima je ¢asto potrebné podla vysledkov spresnovat model a modifikovat
kritérium. CiZe ide o opakované rieSenie réznych variant optimaliza¢ného problému a jeho
overovanie na zaklade simulacie a porovnavanie s realitou.
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1.1.3 Ciel riadenia

Riadenie zariadeni chemickych vyrob moze byt rozne. Ciele a operacné stratégie mozu byt
vybrané tak, aby sa prioritne sledovalo napriklad mnozstvo, kvalita a pocas celého procesu
boli k dispozicii on-line tdaje z procesu. Aspektov, ktoré vplyvaji na riadenie je vela,
spomenime iba tie najdolezitejsie:

e Bezpecnost je prvorady faktor vzhladom na to, Ze vicSina chemickych reakcii v che-
mickych reaktoroch je exotermickd. Nebezpecnd situdcia moze nastat napriklad pri
nesledovanej akumulécii reaktantov, ako vysledok nevhodne zvoleného teplotného
profilu chemického reaktora. Pri Specialnych reakciach, kedy sa snazime zosyntetizo-
vat chemikéalie alebo polyméry, pri ktorych kinetiku celkom nepoznédme, mézu nastat
neziaduce chemické reakcie, ktoré mozu mat nebezpecny priebeh.

e Kvalita produktov. Poziadavky na kvalitu produktov st Specidlne prisne u materia-
lov akymi st napriklad polyméry, alebo produkty farmaceutického priemyslu, kde
existuje velky potencial pre optimalizaciu pocas vyvoja v laboratériu. Optimalizacia
operacnych parametrov je striktne zakazana pocas produkcie. S ohladom na kvalitu
vyroby, priemysel stale preferuje tvrdenie, Ze kone¢na koncentracia nezreagovanych
zliCenin je bezvyznamna (mnoZstvo je mensie ako stanovend tolerancia). Zabezpecit
kvalitu produktov a vyvarovat sa produkcii nezelanych latok je dolezité pri dodrzia-
vani stale prisnejsich regulécii.

e Planovanie. Vhodnym naplanovanim vyroby dosiahneme minimalizdciu mnozstva za-
sob, ¢o vedie k Ciastkovej maximalizacii vyroby. Aby sme ¢o najviac dbali na eko-
logické poziadavky a bezpecnost, mnozstvo vyrob je testovanych aj v laboratérnych
podmienkach. Pocas experimentu sa idaje zozbieraju on-line, ktoré nasledne spraco-
vavame a hladame tak optimalné podmienky pre dani vyrobu.

Medzi dalsie aspekty s nizSou prioritou patri napriklad:

e Produktivita. Zvysovanie produktivity procesu, mnozstva materialu, ktory chceme
vyrobit za jednotku casu, je vzdy vitané. Velmi dolezité je posudit efektivitu vzhla-
dom na celkovtl vyrobu, nie iba ¢iastkovi. Treba brat do tivahy viacero faktorov, ako
napriklad synchronizaciu paralelnych operéacii pred tym, ako za¢ne dalSia faza vyroby.
Castokrat percentualne malé zvysenie produktivity nie je natolko efektivne, aby sa
preslo z jednoduchého riadenia na sofistikované riadenie, alebo zlozité optimalizacné
stratégie.

e Flexibilita. Vyuzit zariadenie danej vyrobnej jednotky tak, aby vyroba bola ¢o najviac
flexibilna a pruzne reagovala na dopyt trhu.
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1.1.4 Charakteristika optimalneho riadenia

Pri implementécii optimélneho riadenia sa mozeme najbeznejsie stretnat s tymito skutoc-
nostami:

e Vela optimalizacnych tloh je rieSenych tak, Ze sa nastavia najlepSie konstanty pre
opera¢né podmienky. Na urdenie najlepSej konStantnej trovne je potrebné vyriesit
optimalizac¢nu tlohu.

e V pripade dvoch manipulovanych veli¢in vidime malé vykonnostné zlepsenie vznik-
nuté zo simultanneho manipulovania dvoch vstupov v porovnani s udrziavanou ,,vhod-
nou“ konstantnou hodnotou.

e Obmedzenia hraju velmi délezitti ilohu v rieseni problémov optimalneho riadenia,
pretoze vo vela pripadoch optimélne rieSenie lezi na danom obmedzeni. Dolezité je
pochopit, ktorymi podmienkami je urcené optiméalné riesenie, na ktorom obmedzeni
lezi.

° ° ° v ° Vd
1.2 Ciel dizertacnej prace
Cielom predkladanej dizertacnej prace je ukazat moznosti rieSenia problémov dynamicke;
optimalizécie pre systémy, v ktorych dochédza k zmene matematického opisu. Ciel mozeme
rozdelit do nasledujicich bodov

e ukézat mozné pristupy k rieSeniu problémov dynamickej optimalizacie,

e navrhnuf sposob a algoritmus rieSenia daného optimaliza¢ného problému hybridnych
systémov pomocou metody parametrizacie vektora riadenia,

e implementovat dany algoritmus do programovacieho jazyka FORTRAN 77,

e aplikovat dani metédu na roézne problémy procesného priemyslu.

1.3 Hlavné ¢rty dizertacnej prace

Dizertacnd praca pozostava okrem tivodnej a zéverecnej kapitoly aj z dalsich kapitol, v kto-
rych sa postupne dostavame z tedrie o dynamickej optimalizacie k aplikacii na jednotlivé
priklady procesného priemyslu. Obsah tychto kapitol je nasledovny
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Kapitola 2. Prehlad metéd dynamickej optimalizacie

Tato kapitola sa zaobera pristupom k dynamickej optimalizacii pomocou analytickych a nu-
merickych metéd. V analytickych metédach st odvodené zadkladné podmienky optimality
pre jednoduché priklady spolu s ich vzajomnym vztahom medzi dynamickym programo-
vanim, Pontrjaginovym principom minima a variaénym poc¢tom. Dalej st opisané priame
a nepriame numerické metody dynamickej optimalizacie spolu s ich vyhodami a nevyho-
dami.

Kapitola 3. RieSenie problémov optimalneho riadenia hybridnych systémov

V tejto casti dizertacnej prace je ukdzana parametrizacia vektora riadenia, formulacia prob-
lému a roznych typov obmedzujicich podmienok. Tiez sa venujeme moznym sposobom
deterministického riesenia gradientov ucelovej funkcie a obmedzeni. Je ukazana transfor-
macia povodného problému dynamickej optimalizacie na staticky optimalizacny problém.
Nésledne st z podmienok optimality na zaklade variacného poctu odvodené gradienty po-
mocou adjugovanych rovnic pre hybridné systémy podla jednotlivych optimalizovanych
premennych ucelovej funkcie a obmedzenia. V zaverecnej Casti tejto kapitoly je ukazany al-
goritmus riesenia danej optimaliza¢nej metédy s implementaciou v programovacom jazyku

FORTRAN 77.

Kapitola 4. Optimalne riadenie zasobnikov kvapaliny

V tejto kapitole sa zaoberame optimalnym riadenim dvoch zasobnikov kvapaliny, v ktorjch
v ur¢itom c¢asovom momente dochadza k zmene matematického opisu z bez interakcie na
s interakciou. Podmienka prepnutia je splnend, ak vyska hladiny v druhom zasobniku do-
siahne dno prvého zasobnika. V zavere kapitoly st ukazané riadiace profily pre rézny pocet
diskretizovanych intervalov a pre rézne zadefinované problémy. Konkrétne ide o problém
minimalizacie ¢asu pre jednu a viaceré riadiace veli¢iny a problém LQ riadenia.

Kapitola 5. Optimalne riadenie dvojstupnového chemického reaktora

Ide o optimalizaciu dvojstupnového chemického reaktora, ktory je v pociatocnej faze opi-
sany jednou skupinou diferencidlnych rovnic a po pridavku jedného z reaktantov v urcitom
¢asovom momente inou skupinou diferencidlnych rovnic. Podmienka zmeny matematic-
kého opisu je v tomto pripade dana ¢asom, kedy reaktor prejde do izotermického stavu (na
hranici predposledného a posledného optimalizovaného intervalu). Pévodny chemicky re-
aktor a problém dynamickej optimalizacie rieSeny pomocou citlivostnych rovnic je ukazany
v Vassiliadis a kol. (1994).



Kapitola

Prehlad metdd dynamickej optimalizacie

Vela procesov v procesnom priemysle je stale riadenych metédou pokus-omyl, ktora je
viac-menej postavena na sktsenosti operatora. Opakom k tomuto heuristickému pristupu
je model postaveny na riadeni a optimalizacii, ktory umoznuje viac efektivny pristup.
Vzhladom na zvySujicu sa prisnost environmentéalnych zakonov je nasou tlohou sa zamerat
a klast doraz na minimalizaciu pozadovanych zdrojov zésob akymi st napriklad materialy,
alebo energia. Aby sme dosiahli tento ciel, ¢ize aby sme aplikovali optimélne riadenie na
dané zariadenie v procesnom priemysle, je potrebné jednotlivé parametre bud analyticky
odvodit (napriklad pomocou Pontrjaginovho principa minima (PMP)), alebo numericky
ziskat (napriklad parametrizaciou vektora riadenia (CVP)).

Na rieSenie danych optimalizacnych problémov existuje niekolko pristupov. Ak opti-
malizovany proces je opisany linedarnou a logickou formulaciou po tsekoch konstantnou,
potom existuji dostato¢ne vykonné algoritmy v oblasti prediktivneho riadenia (Bemporad
a Morari 1999, Le Lann a kol. 1999, Chen a kol. 2003, Cannon 2004, Ozkan a Kothare
2006).

Ak uvazujeme plne nelinearny proces, potom pévodny problém dynamickej optimaliza-
cie mdze byt aproximovany na viac zjednodusent formu. Jeden pristup je tplné diskretiza-
cia stavovych a riadiacich veli¢in pomocou ortogonalnej kolokéacie (OC). Takéto formulécie
st ukézané napriklad v pracach Cuthrell a Biegler (1987), Logsdon a Biegler (1989), Loeb-
lein a kol. (1997), Avraam a kol. (1998), Biegler a kol. (2002). Tento pristup je univerzalny
a vhodny na pouzitie pre spojité, alebo diskrétne pripady (Avraam a kol. 1998), avsak
velkost vysledného nelinearneho problému moze byt prilis velka.

In4d moznost je ponechaf stavovi veli¢inu spojitii a aproximovat iba riadiacu veli¢inu
ako po usekoch spojiti konstantu, alebo pouzitim vyssieho stupna aproximacie. Tento
pristup je oznacovany ako parametrizacia vektora riadenia (CVP). Hoci s touto metédou st
urcité problémy, hlavne v hybridnych systémoch s nezndmou sekvenciou prepnutia (Feehery
1998), z celkového hladiska je povazovana za velmi déveryhodni a akceptovant.

25
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Existuju rézne formulacie CVP zavislé na sposobe pristupu k vypoctu gradientov tce-
lovej funkcie a obmedzenia (Rosen a Luus 1991). V pracach Caracotsios a Stewart (1985),
Vassiliadis a kol. (1994), Galan a Barton (1998) je formulovany systém citlivostnych rov-
nic a gradienty su pocitané priamo z ich rieSenia. V praci Balsa-Canto a kol. (2001) st
pouzité druhé derivacie citlivostnych rovnic spolu s mriezkovym algoritmom pre ziskanie
lepsieho vysledného riesenia. Vyhoda tychto pristupov spociva v jednoduchej formulacii
problému a integracii naraz stavovych aj citlivostnych rovnic. Nevyhoda tejto metdody
spociva vo velkom mnozstve vygenerovanych diferencialnych rovnic, pretoze kazda opti-
malizovand premenné vytvori skupinu diferencidlnych rovnic s rozmerom velkosti stavov
optimalizovaného procesu.

Ind moznost, ktord je pouzitd v tejto praci, je vypocet gradientov NLP na zéklade
optimalnej tedrie riadenia pouzitim adjugovanych rovnic (Goh a Teo 1988, Ruban 1997,
Schlegel a Marquardt 2004). Modifikovany postup s adjugovanymi rovnicami a s adaptiv-
nou mriezkou bol pouzity v praci Schlegel a kol. (2005). Vyhoda tejto metédy spociva
v tom, Ze mnozstvo diferencidlnych rovnic, ktoré sa musia integrovat, nezalezi od poctu
optimalizovanych premennych, ale od po¢tu obmedzeni. Na druhi stranu vypocet a im-
plementécia adjugovanych rovnic oproti citlivostnym rovniciam je zlozitejsia. Ked uvazu-
jeme systém s velkym mnozstvom stavovych rovnic a malym poc¢tom obmedzeni, pristup
k vypoctu gradientov pomocou adjugovanych rovnic mé vyhodu oproti bezne pouzivanym
citlivostnym rovniciam, ako uvidime v dalsich kapitolach.

Iny sposob ziskania gradientov je vyuzit stochastické metédy (Carrasco a Banga 1997),
akymi st napriklad metdda simulovaného zihania, alebo pristup pomocou neurénovych
sieti. Skusenosti ukazuju, ze aj tieto metddy st aplikovatelné a svojou rychlostou postacu-
jace pre mensie problémy s dostatoc¢nou presnostou.

2.1 Hybridné systémy

Hybridné systémy st opisané roznymi reakénymi fazami, ktoré sa prepinaju na zaklade
urcitych podmienok prepnutia — prepinaci algoritmus. S tymto algoritmom sa mdzeme na-
priklad stretnut pri vsadzkovych a polovsadzkovych procesoch (Barton a kol. 2000, Schlegel
a Marquardt 2006), ktoré st pouzivané pri roznych chemickych vyrobach farmaceutického
priemyslu, polymérov, biotechnoldgii,. ... Vela prac sa zaoberalo celkovym zlepSenim pro-
duktivity, a tym aj efektivity vyroby (Bonvin 1998, Srinivasan a kol. 2003, Abel a Marqu-
ardt 2003). Iné pouzitie prepinacého algoritmu je ukazané napriklad pri ¢isteni odpadove;
vody (Zhao a kol. 1994, 1995, Lin a Cheng 2001), kde sa prepina vo vhodnych ¢asovych oka-
mihoch proces nitrifikdcie a denitrifikicie (Isaacs 1997, Coelho a kol. 2000), pri optimalnom
riadeni zasobnika kvapaliny (Manon a kol. 2002) a pri mnohych inych procesoch.
Mozeme povedat, Ze tieto systémy vykazuji hybridné spravanie, ktoré charakterizuje
kombinacia spojitého riadenia s diskrétnymi stavovymi zmenami. Tieto procesy st mode-
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lované skupinami diferencialnych a algebraickych rovnic, ktoré sa v ¢ase prepnutia menia.
Systémy, ktoré vykazuju hybridné spravanie st obtiaznejsie na riadenie a optimalizaciu,
pretoZe v Case prepnutia sa uvazuje zmena operacného rezimu (proces zmiesavania plynov),
alebo uskutocnenie urcitych akcii (pridanie uré¢itého mnozstva zlozky pre narast produkcie).

Charakteristickym znakom tychto procesov je ich dynamicka povaha. Z toho dovodu
modelovanie a optimalizacia si vyzaduje pouzitie réznych optimalizacnych procedur, pri
ktorych celkové efektivita mdze byt vylepSend v porovnani s povodnym pristupom.

Hlavny rozdiel medzi analytickymi a numerickymi metédami (Vemuri 2004), ktoré st
prezentované v dalSej podkapitole je ten, Ze analytickymi metédami sme schopni vyjadrit
dané riesenie priamo pomocou vztahu, oproti numerickym metédam, ktoré st iterativneho
charakteru a vysledné riesenie ziskavaji pomocou porovnavania urcitého kritéria kvality
v kazdej iteracie s predchadzajiicou iterdciou. Algoritmus skonéi, ak v¥sledné riesenie spliia
dopredu zadefinovant presnost optimalizacie. Treba povedat, Ze vii¢Sina realnych problé-
mov je analyticky velmi fazko odvoditelnd, preto numerické metddy, ktoré dany problém
vhodne aproximuj, maja velky vyznam.

2.2 Definicia systému a tcelovej funkcie

Uvazujme systém, ktory je vo vSeobecnom tvare opisany nasledujticou diferencidlnou rov-
nicou

s podiatoénymi podmienkami x(ty) = xo. Systém sa sklada z n, rozmerného vektora stavo-
vych veli¢in @(t), n, rozmerného vektora riadiacich veli¢in u(t) a nakoniec n, rozmerného
vektora nezavislych parametrov p. V jednotlivych tisekoch predpokladame spojito diferen-
covatelny systém. V hraniciach, alebo v ¢ase prepnutia je systém nespojity.

Pre dany pociato¢ny stav a pripustné riadenie w(t) rieSenim stavovej rovnice (2.1)
ziskame pripustni stavovi trajektériu «(t). Lubovolny stav x(t), ktory je mozno dosiahnit
za koncovy ¢as, sa nazyva dosiahnutelny. Pokial ide o koncové podmienky, t.j. koncovy ¢as
tp a koncovy stav & (tp), ktory musi byt dosiahnutelny, moze sa jednaft o jednu z kombinacii,
ktoré st ukdzané na obrazkoch 2.1-2.4 (Brunovsky 1980, Mikle$ a Hutla 1986, Stecha 1999,
Vitecek a Viteckova 2002). Potom hovorime o pevnom, respektive volnom koncovom case
a o pevnom, respektive volnom konci.

Geometricka interpretacia tlohy optimalneho riadenia s pevnym koncovym ¢asom a kon-
com je ukdzana na obrazku 2.5. Uloha optimalneho riadenia na zaklade obrazku 2.5 spoéiva
v tom, Ze zo vSetkych pripustnych trajektorii x(t), ktoré za¢inaju v poc¢iatoénom ¢asovom
okamihu ¢y a v pociatocnom stave x s prislusnym vektorom riadenia w s danymi ohranice-
niami je potrebné vybraf taki optimalnu stavova trajektoriu &* s prislusnym optimalnym
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Xx(t) x(t)
X(tp)
Xp
XO X( to) XO X( to)
0 t t. t 0 to t. t

Obrazok 2.1. Pevny koncovy ¢as a koniec  Obrazok 2.2. Pevny koncovy ¢as a volny koniec

x(t) x(t)
Xp
Xo X( to) Xo X( tO)
0 to t. t 0 to t

Obrazok 2.3. Volny koncovy ¢as a pevny koniec  Obrazok 2.4. Volny koncovy ¢as aj koniec

riadenim u*, pre ktort hodnota tcelovej funkcie J nadobuda globalny extrém pri splnenych
obmedzujicich podmienkach.

Okamihy oznacované tg, pocas ktorych dochadza k nahradeniu stiboru rovnic inym
suborom rovnic, sa volaji ¢asy prepnutia a su definované podmienkou

gi(ti, x(t;),u;,p) =0, i=1,P—1 (2.2)

V ¢ase prepnutia moze byt vektor a(t) nespojity s prerusenim v tvare
2(t}) = o(t) + Aty () up), =T P—1 (23)
kde A; je spojito diferencovatelny vektor a x(t; ), x(t;) st hodnoty vektora x(t;) pred

a po zadmene. V rovnici (2.3) uvazujeme pridavné skoky, ktoré sa nachadzaji na spojite;
stavovej trajektorii v bodoch ¢; (ak A; = 0, potom x(t) je spojitd v Case prepnutia t;).
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Pripustné stavové trajektérie {x(t)}

x(t)

Xp

Koncovy stav x(tp)

Pociatocny
stav x(ty)
T~ Optimalna stavova
Xo 1 trajektéria {x'(t)}

0t t t

Obrazok 2.5. Geometricka interpretacia tilohy optimélneho riadenia s pevnym koncovym ¢asom
aj koncom

Dalej predpokladame, Ze ¢as prepnutia t, je rovny jednej hodnote ¢;.

Ucelova funkcia je definovana vo véeobecnom Bolza tvare (Bryson a Ho 1975)

tp

min J = G(tp, z(tp), u(tp), p) +/F(m(t),u(t),p)dt (2.4)

tp,u,p
to

kde J je hodnota funkcie, ktora je minimalizovana (funkcional kvality dynamického sys-
tému), G zahfna podmienky vzhladom na koncovy ¢as a F' zahifia podmienky vzhladom na
cely proces. Podobne, ako je zadefinovana tcelova funkcia, st zadefinované aj obmedzenia,
ktoré musia byt splnené.

Okrem Bolza tvaru moéze byt ucelova funkcia zadefinovand v Lagrangeovom tvare
tp
min J = /F(w(t),u(t),p)dt (2.5)

tp,u,p
to

alebo v Mayerovom tvare

min J = G(tp, z(tp), u(tp), p) (2.6)

tp,u,p

Treba povedat, Ze vSetky 3 tvary su vzajomne ekvivalentné a prevoditelné.
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2.3 Analytické metody

Je niekolko roznych pristupov k rieSeniu problémov optimélneho riadenia analytickymi
metdédami. Najvyznamnejsie su:

e Dynamické programovanie
e Pontrjaginov princip minima/maxima

e Variacny pocet

2.3.1 Dynamické programovanie

Dynamické programovanie je velmi vSeobecnd metdda rieSenia najroznejsich optimalizac-
nych tloh. Vychadza z Bellmanovho principu optimality (Bellman 1957, Stecha 1999, Vi-
tecek a Viteckova 2002), ktory predstavuje jednoduchi, nutni podmienku optimality. Bell-
manov princip optimality moze byt sformulovany nasledovne

»Optimadlna trajektoria md ti vlastnost, Ze bez ohladu na pociatoény stav a predchddza-
juce riadenie, dalsie riadenie musi zabezpecovat optimdlnu trajektoriu vzhladom na stav,
ktory bol dosiahnuty predchddzajicim riadenim.”

alebo dalsou dastou formulaciou

, Optimadlne riadenie nezdvisi na ,historii“ riadeného podsystému, ale je urcené iba sta-
vom v danom momente.“

V stlade s principom optimality plati (obrazok 2.6): ak je cela trajektdria x*(t) opti-
mélna, potom ¢iastkova trajektéria (2) na intervale [¢,¢p| musi byt optimalna vzhladom
k podiatoénému stavu x(t), ¢o znamena, ze druha cast optimalnej trajektdrie (2) musi byt
sama optiméalnou trajektdériou bez ohladu na prva ¢ast trajektorie (1), ktora konéi v stave
x(t), a ktord je zarovel pociatoénym stavom pre druhi ¢ast optimalnej trajektérie (2).

Uvazujme nasledujici spojity problém optiméalneho riadenia v Bolza tvare

J = G(tp, z(tp)) + / F(t,z(t), u(t))dt, (2.72)
&= f(t,2(t), ult)), (2.7b)

x(tg) = xo (2.7¢)
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x(t)
Xp

RN

0 t ; -

Obrazok 2.6. Geometrickd interpreticia Bellmanovho principu optimality v tlohach optimél-
neho riadenia

Predpokladédme, Ze zadefinovany problém optimélneho riadenia (2.7) mé rieSenie. Uva-
zujme nasledujicu funkciu, tiez nazyvaniu Bellmanovu, ktora je definovana nasledovne

tp

u(t,m(t)):g}(itl)q G(tp,w(tp))+/F(t,w(t),u(t))dt (2.8)

Diferenciacia (2.8) vedie k Bellmanovej parcidlnej diferencidlnej rovnici

ov .
—— = min
ot w(t)

F(t, (1), u(t)) + ( 827(;)) Ft,z(b), 'u,(t))] (2.9)

ktord musi vyhovovat hrani¢nej podmienke

U(tp,m(tp)) :G(tp,l‘(tp)) (210)

Bellmanova parcialna diferencialna rovnica (2.9) spolu s hrani¢nou podmienkou (2.10)
reprezentuju nevyhnutné podmienky pre ziskanie minima pri definovanom probléme opti-
malneho riadenia (2.7).

Substiticiou riadiacej veli¢iny za optimalnu riadiacu veli¢inu «* v Bellmanovej parcial-
nej diferencialnej rovnici (2.9) vedie k formulécii rovnice, ktora sa tiez nazyva Hamilton-
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Jacobi-Bellmanova parcialna diferencidlna rovnica

v

_g_? = F(t,z(t),u"(t)) + (8:3(1&)) £t (), u (1)) (2.11)

Pri rieSeni problému optimélneho riadenia je vhodné definovat nasledujicu Hamilto-
novu funkciu

H <t,w(t),u(t), 821(;)) = F(t,x(t),u(t)) + (%) f(t,z(t),u(t)) (2.12)

a po substitcii (2.12) do (2.9), Bellmanova parcialna diferencidlna rovnica nadobudne tvar

ov . ov

2.3.2 Pontrjaginov princip minima/maxima

Pontrjaginov princip minima/maxima (PMP) (Pontryagin a kol. 1962) predstavuje velmi
ucinny pristup pri rieseni tloh optiméalneho riadenia. Pomocou PMP je mozné riesit aj velmi
zlozité 1lohy s obmedzenim riadiacich aj stavovych veli¢in. Medzi principom minima a dy-
namickym programovanim, ktoré predstavuju dva odlisné pristupy, existuje urcita blizka
suvislost, ktora sa ¢asto vyuziva na ziskanie zakladnych vztahov principu minima.

Na ziskanie prepojenia medzi dynamickym programovanim a PMP uvazujme uz spo-
minany problém optimélneho riadenia (2.7) a ozna¢me parcialnu derivaciu (g—:}) ako adju-
govani premennt A(¢). Hamiltonova funkcia potom nadobudne tvar

H(t,z,u,\) = F(t,xz,u) + X" f(t,x,u) (2.14)

Bellmanova parcialna diferencidlna rovnica (2.13) nadobtda po substiticii nasledovny

tvar

0
_8_: = ITILl(itI)lH(t,w,u, A) (2.15)

V rovnici (2.15) uvazujme optiméalne riadenie a z dévodu prehladnosti ho nebudeme

spolu s ostatnymi premennymi oznacovat hviezdickou.

Diferenciaciou lavej a pravej strany vyrazu (%) = A(t) podla  oddelene dostaneme

o _om ovon

oxdt Ox  Ox2 ON’
P, O

02" " ooz

(2.16)

(2.17)
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Z uvedeného vyplyvaju kanonické diferencialne rovnice reprezentujiice princip minima

oH

. OH
At) = ™ (2.18b)

Nevyhnutné podmienky pre problém prezentovaného optimélneho riadenia (2.7), vy-
uzivajuc Pontrjaginov princip minima, mézu byt sformulované nasledovne

e podmienka optimality pre riadiace veli¢iny

_0H

0= —
ou’

t € [to, tp] (2.19)

e definovanie adjugovanych premennych

OH

At = =5

t € [to, tp] (2.20)

e koncové podmienky pre adjugované premenné

oG

AMle) = 5atin)

(2.21)

Zéaverom mozeme povedat, ze pokial tloha optimalneho riadenia m4 rieSenie, potom Ha-
miltonova funkcia (2.14) musi mat globélne minimum podla riadenia, t.j.

H* =min H(t,z,u, \) (2.22)

u(t)

a tiez musia platit kanonické rovnice (2.18).

2.3.3 Variac¢ny pocet

Variaény pocet a jeho zékladné vztahy st ziskané z Bellmanovej parcidlnej diferencial-
nej rovnice (Bellman 1957). Na rozdiel od dynamického programovania a Pontrjaginovho
principu minima je variany pocet viac Specificky a aplikovatelny pre urcité problémy opti-
maélneho riadenia, v ktorych moze byt dosiahnuté rieSenie rychlejsie a jednoduchsie.

Klasicky problém varia¢ného po¢tu pre obmedzenie (2.7b) vyplyva z Euler-Lagrangeovej
diferencialnej rovnice

or d /or
e (6_:3) —0 (2.23)
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kde I' je Lagrangeova funkcia definovana nasledovne
D(t, @, &, u,X) = F(t,z,u) + A" [f(t, z,u) — @] (2.24)
Nevyhnutné podmienky optimality pre prezentovany problém optimélneho riadenia (2.7)

vyuzivajic Euler-Lagrangeove diferencidlne rovnice, mozu byt sformulované nasledovne

e podmienka optimality pre riadiace veli¢iny

or

0=
ou’

t € [to, tp] (2.25)

e definovanie adjugovanych premennych

A(t) = —g—i, t € [to, tp] (2.26)

e koncové podmienky pre adjugované premenné

oG
9z (tp)

A(tp) = (2.27)

2.4 Numerické metody

Vicsina problémov, s ktorymi sa stretneme, je analyticky velmi fazko riesitelné, a preto
je potrebné pouzit na ich rieSenie numerické techniky. Numerické metédy optimalizécie
pristupné v literattire sa hlavne zaoberaju rieSenim systému rovnic a formulécii optimali-
zacnej stratégie. VAcsina metdd sa vzajomne od seba lisi rozdielnym pristupom k rieseniu
vyssie spomenutych problémov.

Dynamické programovanie reprezentované Bellmanovou parcidlnou diferencidlnou rov-
nicou prvého radu je v podstate neriesitelné z dovodu silnej nelinearity, trocha lepsie je
na tom formuldcia TPBVP (dvojbodovo ohrani¢eny problém). Z toho dévodu je potrebné
pouzit numerické metddy na ziskanie rieSenia. Treba povedat, Ze zdkladny algoritmus pre
TPBVP je velmi podobny pre vSetky prezentované numerické metédy, ktoré na zaklade
pristupu moézeme rozdelit do dvoch hlavnych skupin:

e nepriame metody

e priame metody

2.4.1 Nepriame metody

Tato trieda optimaliza¢nych metdd je zalozena na tedrii optiméalneho riadenia. Ako bolo
spomenuté v kapitole 2.3, st tri zakladné stratégie klasifikované na zéklade optimélne;j
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tedrie riadenia a to varia¢ny pocet vyvinuty Eulerom (1744), princip minima vyvinuty
Pontrjaginom (1962) a dynamické programovanie vyvinuté Bellmanom (1957). VSetky tri
stratégie sa za urcitych predpokladov daju vzédjomne odvodit. O tom, kto prisiel ako prvy
s tedriou optimalneho riadenia boli velké diskusie. V stcasnosti sa prvenstvo pripisuje
Pontrjaginovi a jeho skupine, ktori prvi dali rigorézny dokaz velmi vSeobecnej verzie tedrie
optimalneho riadenia.

Mozeme povedat, ze ilohou nepriamych metdd je rieSenie TPBVP, teda nepriame rie-
Senie problému dynamickej optimalizacie. Medzi nepriame metody patri iteracia hranicne;j
podmienky (BCI) a iteracia vektora riadenia (CVI).

Na zéklade PMP, problém minimalizacie funcionalu J moze byt pretransformulovany
na problém minimalizacie Hamiltonovej funkcie

minH (t, z,u,\) = F(t,z,u) + AT f(t,z, u) (2.28a)

u

vzhladom na

= f(t,z,u), (2.28b)
a)(to) = Xy, (228(3)
. 0OH
At) = ——— 2.28d
=2, (2.280)
oG
A(tp) = 2.28
( P) 8£C(tp) ( e)
kde na zaklade podmienok optimality H, = (8—5) = 0 mozeme zadefinovat nasledujicu
rovnicu
OH OF rO0f

Iteracia hrani¢nej podmienky

V metéde nazyvanej BCI (iterdcia hrani¢nej podmienky), je interval hodnot odhadovany
a aktualizovany na zaklade numerickej stratégie iteracnym spdsobom. Vypocet konci, ak
vysledok ziskany z integracie pociato¢nej odhadovanej hodnoty splita dopredu zadefino-
vané koncové podmienky. V tejto metdde je optimalizacny problém pretransformulovany
na rieSenie systému DAE. Riadiace veli¢iny st vyjadrené analyticky vo vztahu k stavo-
vym a adjugovanym rovniciam — u(x, X). Volenymi premennymi st hodnoty adjugovanych
premennych v pociatocnom ¢ase A(ty), ktoré st vybrané za tucelom zabezpecenia A(tp).
Zékladny algoritmus BCI metddy je nasledovny:

1. Analytické rieSenie (2.29) za tcelom ziskania u(x, \).
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2. Zvolenie hodnoty adjugovanych premennych v pociatoénom ¢ase A(tp).

3. Dopredna integracia stavovych (2.28b) a adjugovanych rovnic (2.28d) za pouzitia
znamych hodnét xg, A(tg) a u(x, A). Uréenie adjugovanych premennych v koncovom
case A(tp).

4. Otestovanie ¢i koncové hodnoty adjugovanych premennych ziskanych v predchadza-
jicom bode spliiaji dopredu zadefinované koncové podmienky.

5. Aktualizovanie hodnoét A(%y), napriklad metédou najstrmsieho spadu (SD) a opako-
vanie kroku 3-5 pokial nie je zabezpedena konvergencia.

S nastrelovacou metédou je spojenych niekolko problémov (Murty a kol. 1980). Prvy
z nich je, Ze systém modze vykazovat problémy v stabilite pocas doprednej integracie ad-
jugovanych rovnic. Druhy problém sa tyka dobrého pociatoé¢ného odhadu adjugovanych
premennych, bez ktorého je vipoctovo velmi zdlhavé najst optimalne riesenie. Medzi dalsi
problém patri aj skutocnost, Ze pri nespojitostiach v adjugovanych rovniciach dochéadza
k zlyhaniu prezentovanej metody.

Iteracia vektora riadenia

Iteracia vektora riadenia (CVI) je dalsia metdda na rieSsenie TPBVP. Mézeme ju oznadit
ako gradientovi metodu, pretoze v tejto metdde nutné podmienky optimality zabezpecuju
gradienty pocas toho, ako st optimalizované premenné aktualizované. Tento pristup sa
podoba sekvenénému pristupu v priamej metdde, avSak gradienty st pocitané pomocou
rovnice (2.29) (Srinivasan a kol. 2003).

Zékladny algoritmus CVI metddy je nasledovny:

1. Zadefinovanie pociatoc¢nych hodnot optimalizovanych premennych w.

2. Integracia stavovych rovnic (2.28b) od pociatocného ¢asu ty po koncovy ¢as tp vzhla-
dom na (2.28¢).

3. Vypocet adjugovanych premennych v koncovom case (2.28e) a néslednd integracia
adjugovanych rovnic (2.28d) spétne z tp po to.

4. Vypocet gradientov vzhladom na riadenie (2.29).

5. Pouzitie optimalizacného algoritmu pre aktualizaciu hodno6t optimalizovanych pre-
mennych — posunutie hodnoty optimalizovanej premennej na zaklade (%—5). Opako-
vanie kroku 2-5 pokial H nie je minimalne na zaklade rovnice (2.28a).
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Hlavna vyhoda gradientovych metdd spociva v tom, ze dobry pociatoény odhad opti-
malizovanych premennych je vyhodny, ale nie kriticky pre konvergenciu. Charakteristickou
értou tejto metddy je pomald konvergencia pre mnoho typov problémov (Jaspan a Coull
1972, Diwekar 1995).

2.4.2 Priame metody

V tejto triede optimalizacnych metod st vstupy parametrizované kone¢nym poctom pa-
rametrov. Vysledny systém je potom spojeny s optimalizacnym algoritmom na zaklade
SQP (Jacoby a kol. 1972, Ray a Szekely 1973, Reklaitis a kol. 1983, Edgar a kol. 2001) za
ciefom ziskania optimalnych hodnot.

Priame optimaliza¢né metédy mozeme rozdelit na zaklade toho, ¢ st rovnice dynamiky
(2.28b) integrované explicitne, alebo implicitne na sekvencné, alebo simultanne. V litera-
tire je mozné najst aj iné priame metddy, medzi ktoré patri napriklad priama nastrelovacia
metdda (DSM) (Bock a Platt 1984, Bock a kol. 2000).

Pri priamych metédach treba povedat, Ze kvalita ziskaného rieSenia zavisi od paramet-
rizacie riadiaceho profilu a od vhodne zvolenych pociatoénych podmienok. Najst vhodné
pociatocné podmienky je netrividlny problém.

Sekvenéna metdda

Sekvenénd metdda je tiez ¢asto nazyvand parametrizicia vektora riadenia (CVP) (Ray
1981, Guntern a kol. 1998). Zaklad tejto metddy spociva v parametrizacii riadenia oby-
¢ajne niekolkymi parametrami a v ponechani pévodnych stavovych rovnic v ODE/DAE
nie po usekoch, ¢im problém dynamickej optimalizacie pretransformulujeme na problém
statickej optimalizacie (NLP) (Vassiliadis a kol. 1994). Tento problém je potom mozné
riesit gradientovou metédou za pouzitia optimaliza¢ného algoritmu typu SQP (Stgren a
Hertzberg 1995) na najdenie optimélnych hodnot. RieSenie je iteraéné a v kazdom kroku
sa pocita hodnota ucelovej funkcie pri splnenych obmedzeniach. Vypocet spociva v rieSeni
gradientov tcelovej funkcie a obmedzeni vzhladom na optimalizované premenné ODE/DAE
systému pomocou deterministického pristupu, akym je napriklad metéda konecnych dife-
rencii, pristup pomocou adjugovanych a citlivostnych rovnic, alebo pomocou stochastického
pristupu, akym je napriklad metéda genetickych algoritmov, neurénové siete, . ... Vysledné
riesenie je potom zlepSované kazdou iteraciou. Detailny algoritmus je podrobnejsie ukazany
v kapitole 3.8.

Treba povedat, Ze najdené riesenie moze byt lokdlneho charakteru, pretoze globélne
rieSenie nemdze byt zarucené. V takom pripade je potrebné vhodne zmenif pociatocné
podmienky, alebo pocet parametrizovanych riadiacich premennych. Iny sposob je pouzif
met6dy globalnej optimalizacie (Famularo a kol. 1999, Klepeis a Floudas 2000, Singer 2004,
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Barton a Lee 2004), ktoré si vSak ¢asovo naro¢nejsie na vypocet. Prehlad pouzitia metdd
globalnej optimalizacie za posledné obdobie je ukdzany napriklad v praci Floudas a kol.
(2005).

Simultanna metoda

Simultanna metdda je Casto nazyvana uplne aproximac¢na metdda, alebo ortogonalna kolo-
kacia (OC), v ktorej aproximujeme stavové aj riadiace veli¢iny pouzitim polynému s vole-
nymi parametrami. Polynomicka aproximéacia nizkeho stupna zabezpeci postacujicu pres-
nost pri zachovani akceptovatelného rozmeru NLP problému, ktory sa riesi vhodnym NLP
solverom. Na rozdiel od CVP met6dy, simultdnna metéda nepotrebuje riesenie IVP (prob-
lém pociatoc¢nej hodnoty) pri kazdej iteracii. Zakladny algoritmus pre simultdnne met6dy
je mozné najst v praci Cuthrell a Biegler (1989), alebo Srinivasan a kol. (2003).

Vseobecny problém a tiez algoritmus pre simultdnnu metédu moze byt pre t € [to, p]
sformulovany nasledovne

min {G(tp, z(tp)) + / "R (), u(t)dt (2.30)

uft) to

vzhladom na

w(t) = f(t (1), u(t)), (2.31)

(to) = o, (2.32)

g(t, (i), u(t)) =0, (2.33)
g(t, z(t), u(t)) <0, (2.34)
a™(t) < a(t) < & (1), (2.35)
u™ (1) < u(t) < um(t) (2.36)

1. Aproximécia stavovych veli¢in a vstupov pouzitim Standardnej koloka¢nej metddy.

K K
zica(t) = Y wyd;(t),  kde ¢;(t) = ] (
=0

) (2.37)

k=0, zg zk
S t—t
- Uik
S wn®, wden (0= I (22, 239
k=1,j 2] ik
mK_H(t”) Lij, kde i = 1, P, (2 9)
Wi (tij) = w;j 2.40

kde K udava pocet prvkov ortogonalnej kolokacie.
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39

2. Nahradenie aproximovanych stavov a vstupov v dynamickom modeli za cielom zis-

kania algebraického vyjadrenia.

ZK &, (ta) -
=0 ’

3. Nahradenie aproximovaného dynamického modelu v danom probléme.

P K
min G(tp,m(tp)) + ZZMUF(At“mU’uU)

Ati,xi;,u, =1 =1
vzhladom na

T — T =0,

@i — Ty (L) = 0,
xp —xi 4 (tpy1) =0,
r(tix) =0, 1

P
Z At; =tp,
i—1

wt < wl(t) <ut, i =T,
uP™ < e (tign) < uf
A < At < AP
u’;;i“ Sug(tiy) < wp™, i
o <xpa(ty) <@l i=1,P, j=0K,
g(tij, Tij, uij) = 0,

g(tij, xij,u;;) <0

Il
N
e

I
\‘P—‘
5
™
I
=

]
~
o,
I
\‘P—‘
=

4. Zvolenie t; pouzitim metddy ortogonalnej kolokacie.

(2.41)

(2.42)

5. RieSenie problému, ktory vznikne v kroku 3 vzhladom na zvolené ¢; v kroku 4 pouzitim

NLP solveru typu SQP. Detailné odvodenie je mozné najst napriklad v diplomove;

praci Cizniar (2005).

Hlavna vyhoda simultannej metoédy je ta, ze aproximované optimalne rieSenie moze

byt ziskané z velmi zlych pociatoénych podmienok. Na druht stranu hlavni nevyhoda

navrhovaného pristupu spociva vo vytvoreni rozsiahleho problému statickej optimalizacie

(nezndmych parametrov), ktory moze obsahovat velky pocet lokdlnych minim. V takom

pripade je obtiazne najst globalne minimum.
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Numerické riesenie Formulacia problému
Stavové veliciny Riadiace velic¢iny Priame metédy Nepriame metody
postavené na PMP
Parametrizované Parametrizované Simultanny pristup | Parametrizacia sta-
(0OC) vovych a adjugova-
nych rovnic (NR?,
QL?)
Spojité Parametrizované Sekvencny pristup | Gradientové me-
(CVP) tédy (CVI), na-
strelovacie metddy
(BCI)

Tabulka 2.1. Klasifikdcia numerickych metéd dynamickej optimalizacie

Zaverom moZzeme povedat, Ze charakteristickd ¢rta gradientovych algoritmov s parciél-
nou derivaciou prvého radu! je, ze vykazuju velké zlepSenie v prvych krokoch iteracie, avsak
maju pomala konvergenciu v blizkosti optimalneho riesenia.

V tabulke 2.1 mozeme vidiet klasifikdciu numerickych metéd dynamickej optimalizacie
spolu s navrhnutymi stratégiami rieSenia a tabulka 2.2 ukazuje porovnanie prezentovanych
optimaliza¢nych metdd na zéklade rozlicnej charakteristiky.

maticu prvych parcidlnych derivécii funkcie ozna¢ujeme ako Jakobiho matica
2Newton Raphsonova metdda
3kvéazi lineariza¢na metéda



Charakteristika Priame metédy Nepriame met6dy
Sekvencna metoda Simultanna metoda Nastrelovacia metéda
Princip Riadiace veli¢iny su parametri- | Riadiace a stavové veli¢iny st | Lagrangeove multiplikatory st

zované

parametrizované

parametrizované a pociatocné
hodnoty pre volené parametre
st odhadované (parametrizécia
je zavisla od pouzitej metddy)

Stratégia riesenia

DAE systém je rieSeny opti-
maliza¢nym programom s ODE
solverom

DAE systém je prekonverto-
vany na NLP, ktory je vac¢sinou
rieSeny pomocou SQP

DAE systém je rieseny pouzi-
tim metdédy najstrmsieho zo-
stupu, alebo pomocou QN me-
tody

Presnost rieSenia

Danad metéda je typu ,fea-
sible“, ¢o dava zaruku pres-
nosti, avsak je zavisla od para-
metrizovaného riadenia

Dana metéda je typu ,infea-
sible“ ¢o znamend, Ze presnost
nie je zarucena

Presnost zélezi na dobrych po-
¢iato¢nych odhadoch pre adju-
gované premenné

Sila daného pristupu

Implementéacia je jednoduché
a priamociara

Aproximované optiméalne riese-
nie moze byt ziskané zo zlych
pociatocnych odhadov

Optimalne riesenie je vzdy za-
bezpecené, pretoze potrebné
podmienky optimality s za-
bezpecené v kazdom kroku al-
goritmu

Rychlost konvergencie

Velmi pomald, sposobena cel-
kovym vypoctom, ktory sa
v kazdom kroku iteracie opa-
kuje

Rychla v porovnani s ostatnymi
dvoma metodami

Pomala, sposobena komplexivi-
tou v rieseni DAEs

Integracia systému

Presna a ¢asovo naroc¢na

Aproximovana a rychla

Presna, pomala a komplexna

Vypocétova naro¢nost

Riesenie dynamickych rovnic,
kedy riadiace veli¢iny nie su
v optime

Kompromis medzi aproximéa-
ciou a presnostou

Obsiahla symbolickd manipula-

cia potrebna pri odvodeniach
a rieSeniach TPBVP

Tabulka 2.2. Porovnanie optimaliza¢nych metdd

AOLHAN UMOTHHINAN ¥'¢

v






Kapitola

RieSenie problémov optimalneho riadenia
hybridnych systémov

3.1 Parametrizacia vektora riadenia

V metdde, ktora je nazvana parametrizacia vektora riadenia, je riadiaci profil parametri-
zovany obvykle niekolkymi parametrami a stavové rovnice maju pévodny ODE/DAE tvar
ako mozeme vidief na obrazku 3.1. Moze sa zdaf, Ze parametrizacia usekovej konstanty ria-
denia moéze byt nepresné v uréitych situdciach a to je ddévod, preco nemodzeme aproximovat
celkom blizko k pdévodnej spojitej trajektorii (Fikar a Latifi 2001). Preto musi existovat
dostatocny pocet vhodne rozdelenych ¢asovych intervalov P. Vznikne tak komplexny NLP
problém, ktory obsahuje mnohé lokalne minima, ku ktorym dané riesenie konverguje. Kazdy
parametriza¢ny problém moze byt preformulovany na problém s tsekovymi konStantami
riadenia. Zoberme napriklad tisekové linearne riadenie vo forme

u(t) = ay + aqt (3.1)

z ktorého je zrejmé, ze koeficienty a;, ao mozu byt pouzité ako riadiace velic¢iny. Nasledne
ich mo6Zzeme nahradit s u; a us, kedy rovnica (3.1) nadobudne nasledovny tvar

w(t) = ug + uot (3.2)

Iny typ parametrizacie je pomocou Lagrangeovych polynémov, ktoré si definované ako

Pi(t) = ﬁ (t_ti) (3.3)

t; —t;

i=0,j
kde N je stupeil polynému P;(t). Casové intervaly t; s viidSinou vypocitané ako korene

43
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Obrazok 3.1. Ukazka parametrizacie vektora riadenia a priebeh stavovych veli¢in pre 6 fixnych
Casovych intervalov

Legendreovych polynémov.

Parametrizacia riadenia potom nadobudne tvar

t; —t,

u(t) = Y w0, kde vy(t) = [ () (3.9

i=1,j

kde w; je optimalizovana premenna tsekovej konstanty riadenia. Vyhoda pouzitia Lagran-
geovych polynémov je dané skutoc¢nostou, ze

u(t;) = u; (3.5)
a tak koeficienty @; maji podstatny fyzikalny vyznam. To je uZitocné pri urceni ich ohra-
niceni, ktoré su také isté ako v pévodnom riadeni.
3.2 Spojité riadenie po usekoch

V standardnom pristupe st riadiace veli¢iny pozdlz asovych intervalov stanovené neza-
visle. Su vsak situacie, kedy je poziadavka, aby celkova riadiaca trajektdria ostala spojita.
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Existuji dva mozné pristupy:
1. Pridame obmedzenia na riadiace veli¢iny pozdlZ ¢asov§ch hranic vo forme
u(t;) = u(t)) (3.6)

Tymto vytvorime P — 1 obmedzeni typu rovnost (pre kazdi hodnotu u). Ked tieto
obmedzenia neobsahuji stavy, systém pridavnych rovnic sa nevytvara. Avsak, sa-
motny NLP program méze mat problémy s konvergenciou sposobené velkym poc¢tom
obmedzeni typu rovnost.

2. Pre kazdy prvok riadiaceho vektora priddme novu stavovii premennt, ktora bude zna-
menat riadenie. Jej pociatoénd hodnota musi byt optimalizované (riadenie v ¢ase t)
a jej derivacia rovna derivacii aproximovaného riadenia. Predpokladajme napriklad
parametrizaciu linedrneho riadenia v tvare u; = a; + b;t. Nova stavova diferencialna
rovnica je potom dand nasledovne

T4 = bi, l‘(to) = a (37)
kde x* nahradi riadenie v v rovniciach systému a tcelovej funkcii. Optimalizovanymi
premennymi su potom by, ...,bp,a; — smer a pociatocna hodnota.

3.3 Definicia optimalizovanych premennych

V kapitole 3.1 bola ukdzana parametrizacia vektora riadenia na konstantné tseky, pre ktoré
je potrebné vo viicsine pripadov zadefinovat horné aj dolné ohranicenia. Preto pre vektor
optimalizovanych premennych, ktory ma tvar

y! = (Aty, ..., Atp,ul,... ub p") (3.8)

zadefinujeme nasledujice ohranicenia

At; € [AE™ AL, (3.9)
u; € [ugnmv ugnax]v (310)
pi € [p™, pi"™] (3.11)

3.4 Formulacia problému

Trajektoéria riadenia moze byt rozdelend na konstantné tseky, ¢im sa povodny problém dy-
namickej optimalizécie prevedie na problém statickej optimalizacie (NLP). Optimalizaény
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problém je potom definovany nasledovne

myin Jo(y) (3.12)

s obmedzujicimi podmienkami

ki (3.13)

Jj(y) = 17 e
ke + 1, k; (3.14)

0, J
Ji(y) >0, j

kde k je celkovy pocet obmedzujicich podmienok, pretoze k = k.+k;. Na ziskanie hodnot J;
musi byt systém stavovych rovnic a integralnych tvarov funkcii F; integrovany v hraniciach
od tg po tp. Nasledne st vypocitané gradienty optimalizovanych veli¢in ¢y vzhladom na
ucelova funkciu a obmedzenia. Ak optimalizované veli¢iny nie st zavislé od stavov «,
gradienty sa ziskaju priamym sposobom. V opac¢nom pripade je potrebné pouzif jeden
z postupov, ktory je blizsie ukédzany v nasledujicej kapitole 3.5.

3.5 Definicia obmedzeni na trajektoriu

Vicsina rieSenych problémov dynamickej optimalizacie, s ktorymi sa stretavame, maja za-
definované obmedzenia. Definicia prislusného obmedzenia je v tvare rovnosti, alebo nerov-
nosti (Feehery a Barton 1998, Aziz a Mujtaba 2002), tak ako méZeme vidiet v nasledujtcich

rovniciach
g(tawvuvp) = 07 (S <t07tP>7 (315)
g(t’ €T, u’ap) Z 07 te <t07tP> (316)

kde vo vSeobecnosti je velmi obtiazne prejst uspokojivo cely ¢asovy interval. Je niekolko
metod, venujicich sa tymto obmedzeniam, ktoré ich odstrania, alebo transformuju na tvar
rovnice 2.4. AvSak, je dolezité pouzit iba také transformacie, ktoré predstavuji diferenco-
vatelné spravanie.

Pri rieSeni problémov dynamickej optimalizicie sa mozeme stretnit s nasledujicimi
typmi obmedzeni (Goh a Teo 1988, Chen a Hwang 1990):

(i) Nekonecno rozmernd podmienka rovnosti

g(t,m,’u,,p):(), t e [7’1,7’2], to<m <1 <tp (317)

(#1) Nekonecno rozmernd podmienka nerovnosti

g(t7w7u7p) Z 07 te [T17T2]7 tO S 71 < T2 S tP (318)
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(#i1) Podmienka rovnosti s obmedzeniami na vnutorné body

g(vaauap) = 07 TE [t07tP] (319)

(iv) Podmienka nerovnosti s obmedzeniami na vnatorné body

g(Tv €, ’u’ap) Z 07 TE [t07tP] (320)

(v) Podmienka rovnosti na koncovy bod
g(tp,a:,u,p) =0 (321)

(vi) Podmienka nerovnosti na koncovy bod

g(tp, @, u,p) >0 (3.22)

Problém s danymi obmedzeniami je potrebné rieit na zéklade jednotne zadefinova-
ného algoritmu na pocitanie gradientov. Na dosiahnutie tohto ciela je potrebné obme-
dzenia (3.17-3.22) previest na kanonicky funkcionél typu, ako je ukdzany v rovnici (2.4),
v ktorom j definuje typ obmedzenia

5= Gyltraltre) ulte).p) + [ F(alt),u(t).p)i (3.23)

to

kde hodnoty G; a F; patriace k roznym typom obmedzeniam (3.17-3.22) st definované
nasledovne:

(i) Nekonefno rozmerna podmienka rovnosti
G;=0, Fj=olg(t,z,u,p)? J =0 (3.24)
(i) Nekonecno rozmernd podmienka nerovnosti
G; =0, F;=ominl0,g¢(t,x,u,p)], J;=0 (3.25)
alebo mierne modifikovana podmienka
G; =0, F;=omin|0,g(t = u,p)? J;=0 (3.26)

Vyhoda oproti pristupu, ktory bol opisany v rovnici (3.25), je kvadraticka eliminacia,
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a z toho dovodu vicsia penalizacia malych odchylok. Nevyhoda spociva v trochu
mensej realizovatelnosti v danej oblasti (v skutoc¢nosti nie velmi vyznamna).

(#4i) Podmienka rovnosti s obmedzeniami na vnitorné body

Gj=g(r,z,u,p), F;=0, J;=0 (3.27)

(iv) Podmienka nerovnosti s obmedzeniami na vnatorné body

Gj=y9g(r,xz,u,p), F;=0, J;>0 (3.28)

(v) Podmienka rovnosti na koncovy bod

G] - g(tp,w,’u,,p), F} = 07 Jj =0 (329)

(vi) Podmienka nerovnosti na koncovy bod

Gj = g(tp,:v,u,p), F’] = 0, Jj >0 (330)

kde o je nastavitelny vahovy koeficient, pouzity na zlepSenie numerickej presnosti. V sku-
tocnosti, hodnota vahového koeficienta zavisi od toho, ako je medzirieSenie vzdialené od
optimélneho rieSenia. Na zaciatku pociatoénych iteracii moze byt koeficient nastaveny na
velktt hodnotu, napriklad 50 a postupne ako sa rieSenie blizi k optimélnemu znizovat ¢o
mozno na najmensiu hodnotu.

Na zaklade definovanych obmedzeni potom plati:

e pre obmedzenia typu (7) a (1)

Hi(t,x,u,p,A\) = Fj(t,z,u,p) + )\;Ff(t, x,u,p), (3.31)
: OH;

(1) = — .32

s = -2 (3.32)
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e pre obmedzenia typu (i) a (iv)

Hi(t,x,u,p,A\) = Jf(t T, u,p), (3.34)
A(t) = az (3.35)
Aj(tr) =0, (3.36)
AL(t7) = AL(t) +ajféi), i=1,P—1 (3.37)
e pre obmedzenia typu (v) a (vi)
Hj(t,z,u,p,X) = X f(t,z,u,p), (3.38)
Aj(t) = —%, (3.39)
0G;
Aj(tp) = Da(ir) (3.40)

Diskretizacia obmedzeni a zabezpecenie ich splnenia iba v urcitych bodoch, ako mo-
zeme vidiet v rovniciach 3.19 a 3.20, je pre solver lahsie rieSitelné, ako spojité zabezpecenie
danych podmienok na celom intervale. Mézu vSak nastaf situacie, hlavne pri probléme mi-
nimalizécie casu, kedy k spravnemu rieseniu tymto pristupom nedospejeme. Prezentovany
spOsob sa hlavne pouziva pri prediktivnom riadeni, kedy ¢asy nie si optimalizované a mala
odchylka v obmedzeniach moze byt tolerovana.

3.6 Metody vypoctu gradientov

Gradienty tvoria zaklad vypoctu v algoritme dynamickej optimalizacie a deterministicky
mozu byt ziskané nasledujicimi sposobmi:

e konecnou diferenciou — systém (2.1) je integrovany n, krat a vzdy jedna optimali-
zovand hodnota z vektora (3.8) je trochu posunuté. Po integracii mozeme vypocitat
gradienty pomocou vztahu

i, Ayiy - Yn,) = Ji(y)
A’yl 7

vyi Jj =

<

I
o
=~

(3.41)

kde k je pocet obmedzeni.

e adjugovanymi rovnicami — pristup pomocou adjugovanych rovnic pre hybridné
systémy je podrobne opisany v kapitole 3.7, a preto v tejto chvili sa nebudeme zaobe-
rat jeho odvodenim. Algoritmus rieSenia pre vybrané problémy procesného priemyslu
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ako aj priame odvodenie gradientov optimalizovanych premennych danych problémov
je ukdzany v kapitolach (4-5).

e citlivostnymi rovnicami — pri tejto metéde sa pouzivaju citlivostné rovnice. Tieto
rovnice ziskame diferencidciou (2.1) podla optimalizovanych parametrov

. d ox ofi of
Fu () = (au ) 92Tt GuT (3.42)
. ox of of;

kde sy, sp s citlivostné koeficienty. V tomto pripade pre jednoduchost uvazujme
systém, v ktorom nedochddza k zmenam matematického opisu (pri vypocte gradien-
tov potom plati f; = f; pre i =2, P).

Ked su citlivosti s(t) urcené, nasleduje priame vypocitanie gradientov na zaklade
kritéria optimalizacie (2.4)

of i of i
Va,J = Z a Sus; +Z / < oS T auT) dt, (3.44)

to
P

oG oG 3fz afz

i=1

0

V pristupe pomocou citlivostnych rovnic (Srinivasan a kol. 2003) pre kazdy prvok
vektora u a parametra p st stavové rovnice (2.1) pouzité na vypocet hodnoty ucelovej
funkcie a obmedzeni v koncovom c¢ase. Algoritmus je potom nasledovny:

1. Parametrizacia riadenia a parametrov pouzitim konec¢ného poctu optimalizova-
nych premennych.

2. Pociato¢ny odhad optimalizovanych premennych.

3. Dopredna integracia stavovych (2.1) a citlivostnych rovnic (3.42), (3.43) od po-
¢iatocného po koncovy cas.

4. Vypocet hodnoty tcelovej funkcie a obmedzeni (2.4).

5. Riesenie problému dynamickej optimalizacie SQP, aktualizovanie hodnét opti-
malizovanych premennych na zdklade gradientov (3.44), (3.45) .Opakovanie

kroku 3-5 pokial hodnota ucelovej funkcie pri splnenych podmienkach nie je
minimalna.
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Podrobne odvodené gradienty pre hybridné systémy pomocou citlivostnych rovnic st
ukazané napriklad v dizertacnej praci Feehery (1998).

Kazdy pristup k vypoctu gradientov ma svoje Specifika. Tieto pristupy st porovnané
napriklad v praci Rosen a Luus (1991). Ak pokladame pri vybere gradientovej metédy za
dolezity faktor ,,jednoduchost® programovania, potom metdda koneénych diferencii je naj-
vhodnejsia, pretoze nevyzaduje vypocet derivacii systému podla x a u. Metédy koneénych
diferencii a rieSenie problému pomocou citlivostnych rovnic si vyzaduja riesit velké mnoz-
stvo diferencialnych rovnic. Toto velké mnozstvo diferencialnych rovnic vyplyva z toho, Ze
mame integrovat skoro identicky stubor rovnic pre kazdi NLP premennt. Naproti tomu,
ked pouzijeme riadenie po konstantnych tisekoch s dostatocne velkym poc¢tom tusekov P, je
¢asto pouzivany pristup pomocou adjugovanych rovnic, pretoze pocet integrovanych rov-
nic nezavisi od velkosti hodnoty P, ale od po¢tu obmedzujicich podmienok. Samozrejme,
vyber najlepsej metédy zalezi od typu problému. Do algoritmu riesenia je potom efektivne
implementovat aspon dve z vysSie uvedenych metdd na vypocet gradietov. Obycajne sa
voli metéda konecnych diferencii, ktora je lahSia na implementéciu v kombinacii s adjugo-
vanymi, alebo citlivostnymi rovnicami.

3.7 Odvodenie gradientov z podmienok optimality

V tejto casti dizertacnej prace, sa venujeme odvodeniu podmienok optimality na zaklade
varia¢ného poc¢tu pri uvazovani podmienky prepnutia. Nasledne st z podmienok optimality
odvodené gradienty pre optimalizované premenné na zdklade adjugovanych rovnic, ktoré
st potrebné pri vypocte v sekvencnom pristupe.

Najskor budeme uvazovat problém funkcionalu J. Funkcionél zadefinovany v tvare (2.4)
doplnime obmedzeniami na zéklade dynamiky systému (2.1) na nasledovny tvar

J:G+/tP(F+AT(f—:i:))dt (3.46)

to

kde pouzitim Hamiltonianu H
H(t,z,u,p,\) = F + A" f (3.47)

sa moze predchadzajica rovnica upravit na
P ti_
J =G+ Z/ (H — X&) dt (3.48)
i=1 tzt1

kde t; znamend ¢as pred t = t; a t; ¢as po t = t;. Poslednd ¢ast v integrali moze byt
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integrovana po castiach, pretoze plati

dATz) dAT rdx
_ A
& T It g

(3.49)

¢o vedie k nasledovnému vyjadreniu
P t P
J=G+ Z/ (H + )\T:c) dt+ 3 (Nt Dzt ) — AT () () (3.50)
i=1 7/t i=1

Podmienky optimality pre nas problém, ako uz bolo spomenuté, sa trochu lisia od
pdvodného pristupu pouzitého v Bryson a Ho (1975) a z ¢asti boli odvodené v praci Ruban
(1997). Teraz urobme variiciu ucelovej funkcie, varidciou optimalizovanych premennych
dt;, du;, Op a varidciou premennych, ktoré si jej funkciami dx(t;), 0. Potom plati

P

P P
oG oG oG oG
6 =D G0t Z Gt (1) 20 + D gzt + 5T 0P
i=1 ; 4

i=1

+ H(t5)otp — H(t1)5to + Z H(t)] 6t

P-1
+ X (t)om(to) — N (tp)om(tp) + > [N (t)om(t]) — AT (t; )6 (t;)]
i=1

te 0oH OH oH
T
+/to KA + P T) dx + auTau + appo} dt (3.51)

kde bola uvazované skutocnost, ze S\ = SAJL.

3.7.1 Definicia nespojitosti a podmienky prepnutia

Budeme predpokladat, ze vztah medzi varidciou dx(t;) a dz(t;) je dany z rovnice preru-
Senia (2.3) a jej varidciou

=+ (2 () () ()
(3.52)

Predpokladom pevného pociatoéného ¢asu oty = 0 a upravou ox(ty) = (g}%) 0p rovnica



3.7. ODVODENIE GRADIENTOV Z PODMIENOK OPTIMALITY 53

(3.51) nadobudne tvar

- laﬁiip) — AT(t;)] sx(tp) + / " ()'\T + gm—HT> dadt

to

+ Pz;l [Maf(gti) + AT = AT(t) + AT () (£TA(;)H sz (t;)

[ oG oy oG DA,
H(t:) + —| 6t H(t7) — H(tF T ! t.
[0+ G ot + 3 1) =) + G0 () o
P P-1
oG b OH ro (04
+ ; T " ) ot +;>\ (t2)<au$) Ju,
- .

5p (3.53)

V tejto chvili je potrebné zadefinovat zavislost varidcie prerusenia v Case t; pri va-
ridcii (t; ), w; a varidcii parametrov p, pouzitim rovnice (2.2). Zavislost variacie potom
nadobudne tvar

692‘ 6Qi — 692‘ 692‘
_ , s w; .54
5gl—< ti>5tl+< Ti (ti_))éwz(tz)jL( Tz)5 Z+< T) op (35 )

kde tpravou predchadzajticej rovnice ziskame nasledovny vztah, vzhladom na variaciu t;

_ (9g.\ (g, v (99:\ " ( g, 99:\ " (D,
5“__(%) (aw?(tl- ))M(ti)_ (8ti our )"~ \ o, o) P

(3.55)

Zjednodusenim rovnice (3.55) a zadefinovanim koeficientov a;, b; a ¢; dostaneme

0t; = a;0x;(t; ) + b;ou; + c;0p, (3.56)
() ()
- (2) ()
() @)
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Roznésobenim rovnice (3.53) s (3.56) a néaslednou upravou ziskame tvar

6J = [ (tp) + gzj Stp + [aagip) AT(t )} Sz(tp) + /: <AT - S—H) Saxdt

!

1 -

- H(t7) — H(t)) + oG

A,
- T (1+ 7 ) )
at, + A (t)) ( ar. )} a;0x(t;)

FNT(E) = N0 + ) (s )t

B
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oG
027 (t,)

-
N .
ol
—_

:AT(ti) (gjﬁ) + [H(ti) —H(tH) + g_g AT (%?;ﬂ bz} S

i

ti
8_G + / on dt] ou;
t

ou’l - ou’l

_l’_
i

-

N
Il
—

7 7

v
L

+ _)\T(tj) @1?;) + [H(ti) — H(t]) + gg + ATt <8£i)} cl} op

=1 -

H
+)\T(t0)8xo oG /a

op” " opT | 9pT

to

dt| ép (3.60)

V tomto momente vyberieme vektor A zo zatvoriek, ktoré si nasobené variaciou stavu
dx. Ziskame tym nezavislost §.J od dx. Vektor Lagrangovych multiplikitorov A je potom
definovany nasledujicimi diferencidlnymi rovnicami

OH

A(t) = ——— 3.61
() =-2 (3.61)
s hrani¢nou hodnotou v bode tp
oG
Atp) = 3.62
(1) = Fos (362
Podmienky nespojitosti v ¢ase prepnutia dynamiky st zadefinované ako
04, 04,
N(t7) =AT () |1 : ) a;
¥ |1+ (g55) + (52)
oG oG —
H(t ) — H(tf i+ — i=1,P—-1 )
w00 - s+ e S50 =T (363

Ak bod prerusenia zalezi explicitne na parametroch, potom a; = 0 a podmienky zameny
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st znacne zjednodusené

04, )} oG i=1,P—1 (3.64)

AT =XT(t) |1 : —
(z) (z) + &L'T(tl) +8wT(tl)7
Konecny tvar varidcie ucelovej funkcie mozeme vyjadrit ako

) + [H(t;) - H(t)) + g—g +AT(E) (%)} bz} ou;

P-1
oA

_ T (4+
5J—ZZ: [A () <8u?

_ -
% +/ 8—Hdt] ou;
t

+

“-"

@
I
—

oul ¢ Ouf

v
L

X0f) (gA) ) = e+ 57 4wt (5 || ov

(]

.
Il
—

+ A (t+) o / O 41 5p
oG
Dr

+ |H(tp) +

} Stp (3.65)

Podmienky optimality vyplyvaji priamo z poslednej rovnice. Je potrebné, aby vsetky
vyrazy v zatvorkach boli rovné nule, pretoze variacia ucelovej funkcie v optime sa musi
rovnat nule.

3.7.2 Uprava gradientov vzhladom na ¢as

Z numerickych dovodov je lepsie optimalizovat zvlast casové kroky t¢; ako absolitnu hod-
notu ¢asu. Z toho dovodu sa musia gradienty vzhladom na ¢as mierne modifikovat. Vztah
medzi absolitnym ¢asom a danym casovym krokom je definovany ako

t = Aty, (3.66)
ty = Aty + Aty (3.67)
(3.68)

P
tp =Y At (3.69)
=1
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Konec¢nou upravou ziskame nasledujiicu rovnicu

AT, <~ dJ; O,
OAt; Ot DAL,

(3.70)

3.8 Algoritmus riesenia

V algoritme sa predpokladé tcelova funkcia .Jy a k obmedzeni, kde j = 1, k. Vektor opti-
malizovanych premennych y obsahuje c¢as t;, riadiace veli¢iny w; a parametre p. Potom
moze byt napisany nasledujtci algoritmus:

1. Inicializacia rovnic potrebnych na vypocet gradientov optimalizovanych premennych.

2. Integracia systému (2.1) spolu s integralnymi tvarmi F; od ¢ = t, po t = tp. Restart
integricie nastava pri podmienkach zadmeny (2.2) v ¢ase tg, pri¢om stavy mozu byt
nespojité (2.3).

3. Cyklus pre j =0,k

(a) Inicializacia adjugovanych premennych X;(¢p) podla rovnice (3.62).

(b) Inicializacia nulovych docasnych veli¢in L, ; a Ly ;. Tieto reprezentuji integ-
ralnu ¢ast gradientov.

(c) Spétné integracia adjugovaného systému (3.61) a docasnych premennych od
t =tp pot =ty V pripade nespojitosti adjugovanych rovnic (3.63) restartujeme
integraciu a dynamiku v tychto bodoch.

(d) Vypocitame gradienty J; vzhladom na optimalizované premenné podla rov-
nice 3.65.

Tymto sposobom ziskame hodnoty J; v druhom kroku a hodnoty gradientov v posled-
nom kroku. Gradienty vzhladom na ¢as boli mierne modifikované, tak ako bolo ukézané
v kapitole 3.7.2.

Treba zdoraznit, Ze vypocet je iteracny (rieSenie sa postupne zlepsuje), ¢o je dané cha-
rakteristikou metdédy. Iteracia prebieha v algoritme riesenia od bodu dva po bod tri a konci
pri dopredu zadanej presnosti optimalizacie. Iteracny vypocet prebieha pre ticelovi funkciu
a vSetky obmedzenia. Graficka interpretacia algoritmu riesenia je zobrazena na obrazku 3.2.
Toto je vSetko, ¢o je potrebné vediet pri rieSeni NLP problému.

Algoritmus bol vytvoreny v programovacom jazyku FORTRAN 77 a je podrobne opi-
sany v nasledujicej kapitole 3.8.1. Pri spétnej integracii boli v programe implementované
metody na interpolaciu ukadzané v kapitole 3.8.2.
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3.8.1 Implementacia algoritmu riesenia

Prezentovany algoritmus bol implementovany v programovacom jazyku FORTRAN 77.
Prvéa cast programu obsahuje ODE solver pre doprednt a spétni integréaciu so schopnostou
prepnutia dynamiky v ¢ase ts (Petzold a Hindmarsh 1997). Druh4 ¢ast programu obsahuje
modul, ktory pocita gradienty a vold NLP solver NLPQL (Schittkowski 1981), pri ktorom
dochadza k minimalizacii tcelovej funkcie.

Na zaciatku procesu uzivatel zad4 pociatocné podmienky

e diferencialne rovnice procesu a ich derivacie,
e ucelovu funkciu, obmedzenia a ich gradienty,
e podmienky prepnutia dynamiky,

e pociato¢né hodnoty, dolné a horné ohranicenia optimalizovanych premennych, pocet
intervalov a podintervalov.

3.8.2 Integracia adjugovanych rovnic

Pri spatnom integrovani adjugovanych rovnic je potrebné vediet hodnotu stavovych velic¢in
x(t). V nasom pripade program pri doprednej integracii ulozi hodnoty stavovych velic¢in
v dopredu nadefinovanej mriezke a pri spétnej integracii tieto hodnoty interpoluje. Dva
druhy interpolécii bolo zakomponovanych do programu: linearna a kubicka. Vsetky pri-
klady boli simulované pouzitim kubickej interpolacie.
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Obrazok 3.2. Graficka interpretédcia algoritmu rieSenia



Kapitola I

Optimalne riadenie zasobnikov kvapaliny

4.1 Model

Pri modeli zasobnikov kvapaliny uvazujeme, Ze v zasobnikoch neprebieha chemicka reakcia,
kvapalina ma konstantnti hustotu a steny zasobnikov s kolmé.

q1 ¢))
h, _
F, I
r r k
Zasobnik 1 11 hy |hyY
h
L —pl—
Zasobnik 2 koo

Obrazok 4.1. Zasobniky kvapaliny

Predpokladajme nelinearny systém dvoch sériovo zapojenych zasobnikov kvapaliny,

99
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ktory je zobrazeny na obrazku 4.1 a je opisany nasledovnymi diferencialnymi rovnicami

dx @ kuvha
fl T 521 ImF\}K koo /ho (41)
d I + I T TR
d o ki14/h1—(h2—h)
fo=2_ ) n A (4.2)
dt @ 4 kiiy/hi—(ha—h) koo /Ry
F> F> F>

kde « [m] je vektor stavovych veli¢in, ktory charakterizuje tiroven vysky hladiny kvapaliny

3min~1] je vektor riadiacich veli¢in, ktory charakteri-

zuje prietok kvapaliny g, parametre Fy, F, [m?] st prierezové plochy zésobnikov, ki1, kao
29

v prvom a druhom zasobniku, u [m

min~!] st konstanty a h [m] je vertikdlna vzdialenost medzi zasobnikmi.

Ak vyska kvapaliny v druhom zasobniku je mensia ako vertikdlna vzdialenost medzi
zasobnikmi, ktord je oznacend h, potom systém je opisany rovnicou bez interakcie (4.1).
V opac¢nom pripade systém opisuje rovnica s interakciou (4.2).

Podmienka pre zdmenu dynamiky je dand rovnicou (zmena matematického opisu z f
na f, v ¢ase prepnutia)

gr=h—hy=0 (4.3)

Konkrétne premenné optimalizacie s prislusnou hodnotou st definované ako plochy
F, = 2,00m?, F, = 4,00m?, konstanty k;; = 1,75 m?>5min~!, ks = 1,50m>*° min—!,
vertikalna vzdialenost medzi zdsobnikmi h = 0,40 m, pociato¢né vysky kvapaliny v zasob-
nikoch hy(ty) = ha(tp) = 0,10m a ziadand hodnota vysky kvapaliny v druhom zasobniku
hy =1,00m.

Pociatoéné hodnoty optimalizovanych premennych st definované ako ¢; = 1 m3 min—!
At; = 1 min s ohraniceniami ¢; € [0; 3] a At; € [0,01; 10, 00].

)

Na obrazku 4.2 je zobrazeny priebeh vysky hladiny odsimulovany s konstantnymi po-
¢iato¢nymi hodnotami a s celkovym ¢asom simulécie tp = 20,00 min. Zmenu dynamiky je
mozné pozorovat v ¢ase prepnutia t; = 2, 19 min.

4.2 Definicia problému

4.2.1 Problém minimalizacie ¢asu

Cielom optimélneho riadenia pri danom probléme je dosiahnut v minimélnom c¢ase novy
ustaleny stav definovany zelanou vyskou kvapaliny v druhom zasobniku. Ucelova funkcia
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h/m

0 1 1 1
0 5 10 15 20

t/min

Obrazok 4.2. Simuldcia zdsobnikov kvapaliny s konstantnym prietokom

ma potom nasledovny tvar

min Jo=1p (4.4)

kde tp predstavuje koncovy cas.

Dany optimaliza¢ny problém je rieSeny vzhladom na nasledujice koncové obmedzenia

Ty = ha(tp) — h¥ =0, (4.5)
dhy (tp)

g, = dmltr) 4.6

2 dt : (4.6)
dha(tp)

J. — —0 4.7

3 dt (4.7)

kde podmienka .J; zabezpeci, ze hladina kvapaliny v druhom zasobniku dosiahne ziadant
hodnotu hy v koncovom case tp. Podmienky J, a Js3 zabezpecia, ze ustalena hodnota
kvapaliny v prvom a druhom zasobniku po dosiahnuti ziadanej hodnoty v case tp bude
konstantna.

Vektor vstupného prietoku g, ktory obsahuje prietok ¢; a ¢, je zadefinovany ako tsekova
konstanta. Optimaliza¢ny problém potom spoc¢iva v najdeni optimalneho ¢asu trvania jed-
notlivych casovych intervalov a optimalnych hodnoét parametrizovaného vektora riadenia.
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4.2.2 Problém LQ riadenia

Problém, s ktorym sa mozZeme stretnit pri LQ riadeni a pevnom koncovom case tp, moze
byt zadefinovany nasledujiicou rovnicou

tp

min Jo = / ((he = B3)* +7 (¢ — ¢5)°) dt (4.8)
to

kde h5 je ustalend hodnota vysky hladiny v druhom zasobniku, ¢j je ustalend hodnota

prietoku do prvého zasobnika a r je kladny vahovy koeficient. Pri vSetkych simulaciach LQ

problému sa predpoklada 15 konstantnych tsekov o dizke ¢; = 1 min.

Definicia obmedzeni pre problém LQ riadenia je totozna ako v pripade problému mini-
malizacie casu 4.2.1.

4.3 Odvodenie gradientov

Najskor je potrebné trajektdriu riadenia rozdelif na P po castiach konstantnych tsekov
(CVP), ¢im problém dynamickej optimalizacie pretransformulujeme na problém staticke;j
optimalizacie tak, ako je uvedené v kapitole 3.4, alebo napriklad v praci Fikar a Latifi
(2001), kde autori neuvazovali podmienku prepnutia. Postup je zaloZeny na tedrii optimél-
neho riadenia a variacného poctu. Pri vypocte gradientov tucelovej funkcie a obmedzeni
vychédzame z rovnice (3.65), v ktorej vi¢sina ¢lenov ma v tomto pripade nulovii hodnotu.
Rovnice vypoctu gradientov pre problém minimalizacie ¢asu (4.2.1) a pre problém LQ
riadenia (4.2.2) potom nadobudnt nasledovny tvar

aJ;, ... 0G,
% —H](tp)+ atp, (49)
. oG S

= H;(t7)— H,;(t" =1,P—1 4.1
815@ J(tz ) ](tz ) + 8t2 ) ? ) 9 ( 0)
0J; .
811,]1 = Lu,j(ti—l) — Lu,j(ti)a 1= 1, P (411)

Na riesenie daného optimaliza¢ného problému bol pouzity modifikovany algoritmus z ka-
pitoly (3.8) s potrebnymi gradientami optimalizovanych premennych (¢asové tseky ¢; (4.9),
(4.10) a vektor riadenia u; (4.11)).
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4.4 Dosiahnuté vysledky

4.4.1 Problém minimalizacie Casu
Optimalne riadenie s viacerymi riadiacimi veli¢inami

Bol uvazovany problém, pri ktorom pomocou dvoch optimalizovanych vstupnych prieto-
kov do dvoch zasobnikov chceme v ¢o najkratSom case dosiahnut novu ziadant ustalent
hodnotu vysky hladiny v druhom zasobniku. Na riadenie procesu boli pouzité 2 tuseky
s presnostou optimalizacie 1076 a integracie 1071°. Miniméalna hodnota dosiahnuté v kon-
covom case tp = 1,47 min bola ziskand po 8 NLP iteraciach. Na obrazku 4.3 je ukazana
optimalna stavova trajektéria s odpovedajucim riadenim zobrazenym na obrazku 4.4.

Optimalne riadenie s jednou riadiacou veli¢inou

Vo viac realistickom pripade bola uvazovana optimalizacia iba jednej riadiacej veli¢iny a to
vstupného prietoku do prvého zasobnika. Bolo uréenych 8 ¢asovych intervalov s toleranciou
optimalizécie a integracie nastavenou na presnost 104 a 10712,

V tomto pripade najdeny minimélny ¢as bol vyssi, konkrétne tp = 8,623 min. Opti-
malna stavova trajektoéria je zobrazend na obrazku 4.5 s prislusnym riadenim na ob-
razku 4.6. Riadiaca velicina ukazuje typické dvojuroviiové spravanie. Hoci bolo zvolenych
osem optimalizovanych intervalov, stacili tri: dva pre optimalne riadenie systému s dyna-
mikou druhého radu a jeden pre dosiahnutie nového ustaleného stavu.

4.4.2 Problém LQ riadenia

V tomto pripade bolo uvazovanych 15 ¢asovych intervalov, v ktorych trvanie bolo pevne
nastavené na 1 minatu. Optimalizovand bola iba riadiaca veli¢cina do prvého zasobnika
s presnostou optimalizdcie 1075 a integracie 107'2. Analjyza ustélenych stavov uréila ich
nové hodnoty: h§ = 1,00m, ¢; = 2,50 m® min—?.

Pri danom probléme bola uvazovana rozdielna velkost vahového koeficienta r. Opti-
malné stavové trajektorie st zobrazené na obrazku 4.7 a riadenia na obrazku 4.8 pre rozne
hodnoty r. Znizovanie hodnoty r vedie k podobnému spravaniu, ako bolo prezentované pri
probléme minimalizacie ¢asu. Na druhej strane, zvySovanie koeficientu r posobi na riadiacu
veli¢inu iba s malou stratou vykonu. Optimalna hodnota tcelovej funkcie pri uvazovanom
vahovom koeficiente » = 1 bola 2,7517 po 7 NLP iteraciach.

Na tomto priklade si ukdzeme, ze pristup pomocou adjugovanych rovnic ma v urcitych
situaciach vyhodu oproti pristupu pomocou citlivostnych rovnic. Rozdiel v metédach v po-
Cte integracii a tym aj celkovym c¢asom vypoctu je zjavny hlavne v systémoch, ktoré maju
velky pocet optimalizovanych premennych, maly pocet obmedzeni a naopak. V probléme
LQ riadenia je celkovy pocet integracii v jednej NLP iterdcii 15 [3 rovnice v dopredne;
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integracii (2 diferencidlne rovnice, 1 integralna cast tcelovej funkcie) a 4 krat 3 rovnice
pri spitnej integracii (2 adjugované rovnice, 1 integralna ¢ast Hamiltonidnu) — pre kazdé
obmedzenie a tcelovi funkciu|. Pomocou citlivostnych rovnic je potrebné integrovat 30 dife-
rencialnych rovnic (pocet stavov ndsobeny po¢tom optimalizovanych premennych). Z toho
vyplyva, ze pristup pomocou adjugovanych rovnic je v tomto pripade rychlejsi a rozdiel
v Case vypoctu sa s kazdou novou optimalizovanou veli¢inou iba zvécsuje. Toto vsetko ho-
vori v prospech adjugovanych rovnic, ako mozeme vidief aj v nasledujtcej kapitole s inym
prikladom z oblasti procesného inzinierstva.

Podrobné odvodenia gradientov a popis prezentovaného systému dvoch zasobnikov kva-
paliny st ukdzané v technickej sprave Hirmajer a Fikar (2005).



4.4. DOSIAHNUTE VYSLEDKY 65

h/m

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
t/min

Obrazok 4.3. Priebeh dynamiky s optimalnym riadenim pre problém minimalizacie ¢asu (4.4.1)
pri pouziti viacerych riadiacich veli¢in
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Obrazok 4.4. Optimélny profil riadenia pre problém minimalizacie ¢asu (4.4.1) pri pouziti via-
cerych riadiacich veli¢in
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Obrazok 4.5. Priebeh dynamiky s optimalnym riadenim pre problém minimalizacie ¢asu (4.4.1)
pri pouziti jednej riadiacej veliciny
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Obréazok 4.6. Optimalny profil riadenia pre problém minimalizacie ¢asu (4.4.1) pri pouziti jednej
riadiacej veli¢iny
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Obrazok 4.7. Vyska hladiny v druhom zasobniku pre LQ problém (4.4.2) s réznymi hodnotami
vahového koeficienta r
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Obréazok 4.8. Optimalny profil riadenia pre LQ problém (4.4.2) pri roznych hodnotéch vahového
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Optimalne riadenie dvojstupnového
chemického reaktora

5.1 Proces
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Obrazok 5.1. Dvojstupiiovy chemicky reaktor

Predpokladajme nelinearny systém dvoch chemickych reaktorov zobrazenych na ob-
razku 5.1. Prvy chemicky reaktor je na pociatku procesu naplneny objemom V; kvapalného
roztoku zlozky A o koncentracii cu(ty) a tuhym katalyzatorom. Ako riadiaca veli¢ina pre
prva reakénu fazu je pouzita ohrevna cievka, ktora zabezpecuje celkovy teplotny priebeh.
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Po skonceni prvej chemickej reakcie
2A - B —C (5.1)

v Case lg sa urcité mnozstvo rozpusteného kvapalného roztoku zlozky B o koncentracii cf
prida k produktu po prvej reakénej faze a tato zmes je vlozena do druhého chemického
reaktora, kde prebiehaju tieto 3 paralelné chemické reakcie

B — D,
B—E,
2B — F

pri izotermickych podmienkach (druhd reakéna faza). Detailné informécie o procese st
ukdzané v ¢lanku Vassiliadis a kol. (1994).

5.2 Model

Model chemického reaktora je postaveny na predpoklade idedlneho miesania a idealneho
zmiesavania kvapalin. Na obrazku 5.1 je zobrazeny dvojstupniovy chemicky reaktor, ktory
je opisany nasledujticou skupinou diferencidlnych rovnic (f; a fy pre fazu 1 a 2)

( —2]{?1 (T)C2A
kl (T)C?A — kz(T)CB

. dx . kQ(T)CB
fi= T o (5.5)
0
(0
(0
—0,02cg — 0,05cg — 0,00008¢3
dx 0
= = 5.6
F2 =g 0,02cp (5.6)
O, 05CB
| 0,00004¢3

s kinetickymi konstantami definovanymi ako

—2500

ky(T) = 0,0444e 7 (5.7)

—5000

ko(T') = 6889, 0¢ 7 (5.8)
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kde x [mol m~3] je vektor stavovych veli¢in, ktory charakterizuje koncentraciu zloZiek A-F,
T [K] je teplotny profil prvej reakénej fazy — riadiaca veli¢ina u a nakoniec rychlostné kon-
Stanty kq(7T') [m® mol™' min~!] a ky(7T) [min~!], ktoré charakterizuji rychlost chemickych
reakcii.

Proces zmiesavania v Case prepnutia ¢, je opisany nasledovnymi chemickymi rovnicami

Vacalt?) = Viea(ts), (5.9)

Vacp(th) = Vies(ty) + Scp, (5.10)

Vacolt?) = Vicolt;) (5.11)
a

Vo=V +8 (5.12)

kde V4 [m?3] je pociato¢ny objem zlozky A vloZenej do prvého chemického reaktora, S [m?]
je mnozstvo pridanej zlozky B po prvej reakénej faze s koncentraciou ¢ [molm=3] a V; [m?]
je celkovy objem zmesi vlozenej do druhého chemického reaktora.

5.3 Definicia problému

Cielom optimalizacie je dosiahnut maximalne mnozstvo zlozky D v koncovom dase tp
vzhladom na obmedzenie koncovej koncentracie, ktord musi byt rovna alebo viicsia ako
zeland hodnota cf.

Optimalizovanymi premennymi su teplotny profil prvej reakénej fazy, celkové trvanie
reakcil tp a mnozstvo S zlozky B pridanej v ¢ase prepnutia fazy ¢,.

Potom tucelova funkcia nadobudne tvar

Jo = Voep(t 5.13
s, A{ﬁ%’ts] 0 2ep(tp) ( )

vzhladom na obmedzenia
Jl = CD(tp) — Cg > O, (514)
P
Jo=tp—Y At; >0 (5.15)
i=1
kde ¢ [molm™] je Zeland minimalna hodnota koncentricie zlozky D v koncovom ¢ase
a tp [min| je celkovy ¢as oboch reakénych faz.

Pociatoéné hodnoty parametrov vstupujtcich do optimalizacie st definované ako objem
Vi = 0,1m?, podiato¢né koncentracie ca (tg) = 2000molm™—3, cg r(fy) = 0 mol m—2, koncen-
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tracia pridanej zlozky B ¢ = 600 mol m~3, minimalna koncentracia zlozky D v koncovom
¢ase ¢ = 150molm~3 a maximélny ¢as oboch reakénych faz tp = 180 min.

5.4 Odvodenie gradientov

Opit, ako v predchadzajtcej kapitole aj teraz predpokladéame v jednotlivych tisekoch spo-
jito diferencovatelny systém (na hraniciach jednotlivych tsekoch a v Case prepnutia uva-
Zujeme nespojitost). Pri vypocte gradientov tucelovej funkcie a obmedzeni vychadzame
z rovnice (3.65), v ktorej mnoho ¢lenov ma aj v tomto pripade nulovii hodnotu. Rovnica
vypoctu gradientov je potom zjednodusSena na tvar

%:H(t HZTGP (5.16)
= M) — M)+ 5 =T P (5.17)
gii- — Ly (tis) — Ly(t), i=1,P, (5.18)
%:LT to) +—+ZAT ( ) (5.19)

Na riesenie daného optimalizacného problému bol pouzity modifikovany algoritmus
z kapitoly (3.8) s potrebnymi gradientami optimalizovanych premennych (Casové tseky
t; (5.16), (5.17), vektor riadenia u; (5.18) a parametre p (5.19)).

5.5 Dosiahnuté vysledky

Pri danom optimaliza¢nom probléme sme uvazovali nad situaciou, kedy prva reakcna faza
obsahovala (P — 1) ¢asovych intervalov a druhd reakéna faza iba jeden interval. Po¢iato¢né
hodnoty optimalizovanych premennych boli zadefinované ako At; = 15min, u; = 350K,
S =0,1m? s obmedzeniami na u; € [298;398] pre ¢ € [to;ts], S € [0;0,1] a At; € [10;100]
pre P = 6, inak At; € [1;100]. Tolerancia optimalizicie a integracie bola nastavend na
hodnotu 107* a 10~1°.

Optimalny profil koncentracie zloziek A, B, C je zobrazeny na obrazku 5.2 a zloziek
D, E, F na obrazku 5.3. Prislusné trajektoria riadenia pre P = 6 tsekov je ukdzana na
obrazku 5.4.

Prva a druhd podmienka zabezpecila, Ze koncovd hodnota zlozky D je 150 molm 3
a optimalne trvanie procesu je 180 min.

Optimalna hodnota tcelovej funkcie je 25, 54 mol, ¢o je v dobrej zhode s hodnotou, ktora
je uvedena v Vassiliadis a kol. (1994), kde koncova hodnota ucelovej funkcie je 25,55 mol
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pre 6 intervalov. Priebeh tcelovej funkcie vzhladom na ¢as mozeme vidiet na obrazku 5.8.

Na obrazku 5.7 je ukdzany priebeh ucelovej funkcie pre 6 diskretizovanych intervalov
vzhladom od poctu iterdcii. Mozeme vidiet, Ze hodnota tcelovej funkcie od 29 iteracie sa
moc nemenni, ¢o je zapric¢inené ustalovanim desatiného ¢isla pri presnosti optimalizacii,
ktora bola v tomto pripade nastavena na hodnotu 10~

V tabulke 5.1 st ukazané vysledky optimalizacie pri zvicsujicom sa pocte ¢asovych
intervalov. Obrazky 5.4, 5.5, a 5.6 ukazuji meniacu sa optimalnu trajektériu riadenia
so zvacsujucim poctom tychto intervalov. Vidime, ze trajektdria s narastajicim poctom
casovych intervalov sa znac¢ne vyhladzuje. Hoci celkové zlepsenie hodnoty tcelovej funkcie
je iba malé, aj tato zmena moze mat pozitivny vplyv na finanény vysledok a to zvIast ked
zelany produkt je finanéne narocny, alebo sa produkuje vo velkom mnozZstve.

Tabulka 5.1 tiez ukazuje Cas prepnutia t; a mnozstvo pridaného objemu zlozky B po
prvej reakénej faze. Mozeme vidiet, Ze tieto dva parametre sa pocas meniacich intervalov
vyrazne nemenia. Z toho dévodu predpokladame, Ze medzi obmedzujicimi podmienkami
typu nerovnost, ktoré si vo vSetkych pripadoch aktivné a optimalizovanymi parametrami
moze byt urcita suvislost. Konkrétne, Ze mnozstvo pridanej zlozky B po prvej reakénej faze
je prepojené s prvou podmienkou, ktora hovori o miniméalnej koncentracii zlozky D v kon-
covom case. Analogicky, ¢as prepnutia reakcnej fazy ts je prepojeny s druhou podmienkou,
ktora hovori o koncovom cCase procesu tp.

Teraz si ukdzme porovnanie pristupu adjugovanych rovnic oproti citlivostnym rovniciam
k rieSeniu problému dynamickej optimalizacie. Chemicky reaktor je opisany 6 diferencial-
nymi rovnicami a optimaliza¢ny problém zahtna tcelovi funkciu Jj, jedno obmedzenie
zavislé od stavovych velicin J; a druhé nezavislé od stavovych velicin Jy;. Ak budeme
uvazovat 6 intervalov, potom musi byt integrovanych 20 rovnic pre kazdi NLP iterédciu.
Z toho 6 rovnic pri doprednej integracii a 2 krat 7 rovnic pri spitnej integracii (6 ad-
jugovanych rovnic, 1 integralna ¢ast Hamiltonidnu) pre ziskanie gradientov vzhladom na
ucelova funkciu a obmedzenia. Pristup pomocou citlivostnych rovnic si vyzaduje integrovat
72 diferencidlnych rovnic (pocet stavov nasobeny po¢tom optimalizovanych premennych).

Na zéklade predchadzajiceho odstavca mozeme povedat, ze ak pocet ¢asovych interva-
lov narasta, potom rozdiel v pocte integracii tiez narastd v prospech adjugovanych rovnic.
Z toho vyplyva, ze celkovy ¢as vypoctu pomocou adjugovanych rovnic bude znacne mensi
oproti citlivostnym rovniciam, pretoze ¢as na integraciu diferencialnych rovnic predstavuje
viac ako 80% celkového ¢asu rieSenia.

Opit treba zdoraznit, ze CVP je priama metdda, ktorej rieSenie je ¢asto lokalneho cha-
rakteru. Avsak v tomto pripade riadiace profily indikujua, ze ziskané vysledky st globélne.

Podrobné odvodenia gradientov a popis prezentovaného systému dvojstupnového che-
mického reaktora st ukdzané v technickej sprave Hirmajer a Fikar (2006).
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Pocet Pocet Cas Mnozstvo pridane;j Uéelova

intervalov, P | iteracii, n, | prepnutia, t;/min | zlozky B, S/m? funkcia, Jp/mol

6 39 106,04 0,0702 25,5365
10 51 104,98 0,0705 25,5681
20 64 106,82 0,0705 25,5755

Tabulka 5.1. Vplyv zviic¢Sujiceho sa poctu ¢asovych intervalov P na hodnotu ucelovej funkcie J

Obrazok 5.2. Optimélne stavové trajektorie zloziek A, B, C
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Obrazok 5.3. Optimélne stavové trajektorie zloziek D, E, F
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Obrazok 5.4. Optimélny profil riadenia pre 6 diskretizovanych intervalov
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Obrazok 5.5. Optimélny profil riadenia pre 10 diskretizovanych intervalov
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Obrazok 5.6. Optimélny profil riadenia pre 20 diskretizovanych intervalov
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Obrazok 5.7. Priebeh Jy pre 6 diskretizovanych intervalov v zéavislosti od poctu iteracii
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Kapitola

Zaver a perspektivy

V dizertacnej praci sa zaoberame dynamickou optimalizaciou vybranych zariadeni z pro-
cesného priemyslu, v ktorych dochadza na zaklade urcitych podmienok, ktoré nazyvame
podmienky prepnutia, k zmene operacnych faz. Cielom bolo najst optimélne pracovné
podmienky a riadiace profily, pri ktorych dochadza k prepnutiu zariadenia z jedného ope-
racného médu do druhého tak, aby boli splnené zadané obmedzenia, ¢i urc¢ité kritérium
kvality.

Bol ukézany numericky pristup k rieseniu problémov dynamickej optimalizacie, pri kto-
rom je mozné problém dynamickej optimalizacie pretransformulovat na problém statickej
optimalizacie — nelinedrne programovanie (NLP). Nésledne je dany problém rieSeny gra-
dientovou metddou iteracnym spdsobom, pri pouziti statického nelinedrneho optimalizac-
ného solveru typu SQP, v nasom pripade solver NLPQL (Schittkowski 1981). Preto nasou
prvou ulohou bolo odvodif podmienky optimality na zaklade variacného poctu a s uvazo-
vanim podmienok prepnutia. Potrebné gradienty tucelovej funkcie a obmedzeni boli ziskané
na zaklade odvodenej podmienky optimality a riesené priamou sekvenc¢nou metédou, pri
ktorej je potrebné systém dopredne a spitne integrovat. V nasom pripade bol pouZity
integrator LSODAR (Petzold a Hindmarsh 1997). Program skonéi svoj vypocet, ak do-
predu nadefinovand presnost optimalizacie je splnend. Cely algoritmus je naprogramovany
v programovacom jazyku FORTRAN 77, ktory je charakteristicky rychlostou matematic-
kych operacii. Aj preto najdenie optimalnej trajektérie trvalo maximéalne iba par minut
pri presnosti, ktora je zadana v predchadzajicich kapitolach.

Pri deterministickom vypocte gradientov potrebnych v sekvencnej metdde st bezné tri
pristupy. Jeden z nich je pomocou metédy kone¢nych diferencii, ktora je najrychlejsie ap-
likovatelna, avSak poskytuje najmensiu presnost vypocétu gradientov. Pre tato vlastnost
sa Casto tento pristup tiez implementuje do optimalizacného programu spolu s inou meté-
dou, na zabezpecenie a overenie spravneho riesenia. Iny pristup, ktory tvori zaklad tejto
préce, je pristup pomocou adjugovanych rovnic. Vyhody a nevyhody daného pristupu s

79
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porovnané s poslednym pristupom, ktorého zéklad tvoria citlivostné rovnice.

Na zaklade odsimulovanych prikladov mézeme povedat, Ze pristup pomocou adjugova-
nych rovnic ma nevyhodu v podobe zlozitejsej implementacii na vypocet gradientov a je
nevhodny pre systémy s velkym poctom obmedzujucich podmienok, pretoze kazda obme-
dzujica podmienka generuje systém rovnic, ktory je potrebné integrovat. AvSak oproti
citlivostnym rovniciam, ktorych implementéacia je lahSia a rychlejsia, pristup pomocou ad-
jugovanych rovnic ziskava znac¢nt ¢asovi vyhodu pri vypocte algoritmu, ak je nizky pocet
obmedzujtcich podmienok a velky pocet optimalizovanych premennych, pretoze citlivostné
rovnice pre kazdu optimalizovani premenni generuju systém rovnic, ktory je potrebné in-
tegrovat. Mnozstvo optimalizovanych premennych sa znacne zvicsuje pri zvicSovani poctu
diskretizovanych intervalov, a tym aj zjemnovanim trajektorie riadenia, ¢o ma vac¢sinou za
nasledok zlepsovanie hodnoty tcelovej funkcie, a tym aj zelany benefit.

Treba vSak zdoraznif, Ze parametrizacia vektora riadenia je lokalna metdda, a preto
pri vinimoc¢nych situéciach je potrebné vhodne menit pocdiatoéné podmienky, alebo pocet
parametrizovanych intervalov.

6.1 Prinosy dizertacnej prace
Najvyznamnejsie prinosy predlozenej préace je mozné zhrntut do nasledujtcich bodoch
e prehlad a zhrnutie analytickych a numerickych metéd dynamickej optimalizacie,

e detailné odvodenie gradientov pomocou adjugovanych rovnic na zaklade podmienok
optimality ziskanych z variacného poctu a s uvazovanim podmienok prepnutia,

e detailny algoritmus rieSenia problému nelinedrneho programovania (NLP) pre hyb-
ridné systémy pomocou sekvencnej metédy (CVP),

e implementacia algoritmu rieSenia do programovacieho jazyka FORTRAN 77,
e aplikovanie metédy na vybrané zariadenia procesného priemyslu,

e vyhodnotenie ziskanych vysledkov a porovnanie vyhod a nevyhod pristupu k rieseniu
gradientov pomocou adjugovanych rovnic a bezne pouzivanych citlivostnych rovnic.

Zéaverom je mozné konstatovat, Ze obsah predloZenej dizertacnej prace, spracované po-
stupy a vysledky v primeranej miere splnili vopred stanovené ciele a ukazali tak moznost
efektivnej aplikdcie danej optimaliza¢nej metédy pre hybridné systémy, pretoZze pre vela
zariadeni procesného priemyslu, tak ako bolo povedané v tivode, je charakteristickd zmena
operacnych podmienok a nasledne aj zmena matematického opisu. S rozvojom vypoctovej
techniky metéda nadobudla na popularite, pretoze na zaklade pociatoc¢nych vstupov pri
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predpoklade, Ze potrebny algoritmus a gradienty pre systém mame odvodené a naprog-
ramované, vieme za kratky ¢asovy horizont ziskat optimalne hodnoty optimalizovanych
premennych, a tym vieme odhadnif spravanie sa daného systému, ¢i velkost produkcie.
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