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ABSTRAKT

Ulohou tejto diplomovej prace je spracovanie opfimagnych Gloh vo forme
ucebnej pombcky pre Studentov, ktori saiqm Stadia stretnl s danou problematikou.
Vzhradom na fakt, Ze obl&®ptimalizacie zatia ve’ké mnozstvo uloh, tato diplomova
praca pojednava o metddach linearneho programgvameensejéasti o problematike
celatiselného programovania.

Kazda uloha je najskor slovne charakterizovanatarpsformulovanid pomocou
matematického modelu ako problém linearneho progvama. V pripade problémov
linearneho programovania su uvedené viaceré poswypgctov s porovnanim ich

vysledkov.

ABSTRACT

The main goal of the thesis is to prepare optitronaexercises as a learning aid
for students who encounter this topic during tlstiidies. Due to the large scope of the
optimization exercises, this thesis focuses prilpam methods of linear programming,
less on the integral programming.

Each assignment is at first shortly presented @estribed and aubsequently
formulated into a problem of the linear programminging mathematical models.
Several alternative computation approaches areenffen cases of linear programming

problems and the respective results are compared.
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UvoD

Bez zveléenia moZzno poveda Ze vo vSeobecnosti sannog’ T'udi, vedome
alebo nevedome, riadi principmi zakonov optimalnost

Snahou je dosiahnutie maximalngjninosti 'udského pdsobenia na prostredie
pri zadanych ohrateniach zdrojov. Vo vyrobnom procese je shahou Hosia
maximalny zisk pri limitovanych zdrojoch suroviremergie, minimalizouavyrobné
naklady, skrati priebeznu dobu vyroby pri reSpektovani ohtgjiicich podmienok,
vyjadrujacich poziadavky odberditesr na mnoZzstvo a kvalitu vyrobnych etap pri
reSpektovani ohrafiijucich podmienok, ktoré mézu Hywyvolané poziadavkami trhu
na kvalitu vyrobygi na ochranu Zivotného prostredia, na bénpg’ prace a pod.

V z4sade ide o tovanie extrému funkcie, ktora sa v optimatizgch Ulohéch
nazyva kriterialna, objektivna aleboelové funkcia. Tato funkcia vyjadruje €jektory
sa sleduje pri vybere niektorého z moznych varwamnieSeni a zv§ajne prezentuje
niektory vyznamny ukazovdte(zisk, naklady, hodnoty produkcie, spotrebu ereergi
a pod.).Casto je potrebné vykotiaptiméalne rozhodnutie v#adom na viacerécélové
funkcie s¢asto az diametralne protichodnymi poziadavkami.aNe takychto zloZitych
pripadoch mozno hovatio istom optimalnom rieSeni v zmysle vhodne zvdbené
kompromisného principu.

PredloZena diplomova praca sa tyka jedfasti optimalizénych uloh a tou je
problematika linearneho programovania. Linearnegmmmovanie ma uZ viac ako
polstor@nu historiu a za toto obdobie preniklo do mnohydiasti vedy, techniky
a narodného hospodarstva. Tato optimahaatechnika sa stala vyznamnych nastrojom
zefektivhiovania najma pre pomernud jednoduahas uz ide o samotny matematicky
model alebo o jeho rieSenie. Preto sa linearneranogvanie vytiuje na mnohych
odboroch vysokoskolského Studia.

Linearne programovanie vzniklo z potrieb ekonomjgk@xe stanovujucej isté
ciele, ktoré je mozné pri reSpektovani ohéajiicich podmienok dosiahfiumetédami
linearnej algebry. V siasnosti je linearne programovanie’me intenzivne vyuzivané
pri rieSeni ekonomickych problémov, ale aj problema oblasti techniky,
polnohospodarstvadalSich.

Cielom tejto diplomovej prace je jej pouzitie ako Sjn€j prirwtky pre
vyucbovy systém pre predmet optimalizacia. Studentoinépa nielen teoretické



zaklady tykajuce sa danej problematiky, ale aj nsha prikladov a podrobné postupy
na ich rieSenie..
Kazda uloha je najskor slovne charakterizovanétarp sformulovana pomocou
matematického modelu ako problém linearneho progvamia.
Diplomova praca je rozdelena na Styri hlavné kdyitrozoberajuce jednotlivé
Casti tykajuce sa lineadrneho programovania:
1. linearne programovanie
2. simplexova metdda rieSenia uloh linearneho progreamia
3. dopravné ulohy
4

. celatiselné linearne programovanie.

Prva kapitola pojednava o teorii k danej problekeatiSu tu uvedené zakladné
poznatky o histérii  linedrneho  programovania, fddwia Uloh linearneho
programovania, moznosch rieSenia a samozrejmi@ag’ je venovana aj dualite Gloh
linearneho programovania. Pri prikladoch v tejtpit@e bola ako prostriedok pre
rieSenie pouZitéas’ programu MATLAB®, ktory ma vémi kvalitne vytvoreny toolbox
prave na linearne programovanie. MATLABpredstavuje vysoko vykonny jazyk pre
technické vypéty. Ide o interaktivny systém, ktorého zakladnyntodgm typom je
pole (dvojrozmerné, a od verzie 5 — viacrozmerné} Iutnosti deklaro¥ajeho
rozmery . Tato vlastngsspolu s mnozstvom zabudovanych funkcii, uhupe relativne
lahké rieSenie mnohych technickych problémov, Spexidakych, ktoré vedu na
vektorova alebo maticovu formuléciu, v deekratSoméase ako rieSenie v klasickych
programovacich jazykoch. Jednotlivé metédy rieSep@amocou MATLAB®  sU
aplikované na jeden priklad s naslednym porovnasystedkov.

V druhej kapitole je podrobne rozobrata simplexowtoda, ktora je zakladnou
metddou pri rieSeni Gloh linearneho programovaBiatu uvedené Styri priklady, ktoré
maju rozny tvar obmedzenDaldi priklad je rieSeny interaktivnou metddou [11].
Samozrejmaiou je rieenie prostrednictvom programu MATLARa poslednych troch
prikladoch, z ktorych prvé dva maju zadanie slovadreti priklad je na dualny
simplexovy algoritmus. Pri rieSeni vlastnych uldhelrneho programovania touto
metoddou st postupova pod’a jednotlivych postupov. RieSenie prikladu stpm
nekonéne vda rieSeni sa pre obmedzenie rozsahu predloZzen&gnubpe] prace

neuvadza.



Tretia kapitola sa zaoberd dopravnym problémonoyykie tiez dbéleZitou
si&kag’ou linedrneho programovania. Je zadany jeden prikia ktory sa aplikuju
jednotlivé metdédy dopravnych problémov ¥atlom naas ich vzniku. Prvou metédou
bola metdda severozapadného rohu, nasledne indexoefdda a Vogelova
aproxim&na metdéda. Na modifikovand metédu a Habrovu metazkych profilov
priklad nie je uvedeny, sU spomenuté iba z teduétio adiska.

Stvrta kapitola sa venuje céleelnému linearnemu programovaniuépm je
uvedeny priklad pre Gomoryho algoritmus reznychronith. VzH’adom na obmedzenie
rozsahu predloZzenej diplomovej prace vsak neboldn@aozobena tito zaujimavu
tému hibSie.

Diplomova praca slizi ako podklad pre e-learningoxucbovy systém
predmetu Optimalizacia. Ak bol e-learning eSte medapovazovany za neznamy
pojem, v sdasnosti to neplati. Mozno ho charakterizbweko najmodernejsSi spdsob
multimediélnej vyuky napriklad na béaze internetanéka Siroké moznosti uplatnenia a
vyzna&uje sa kreativitou, p¥om zabezpaije odovzdavanie vedomosti

najprogresivnejsou formou.



1. LINEARNE PROGRAMOVANIE

1.1 Historia vyvoja LP

Linearne programovanie (LP) sa uZ viac ako padgtervyuziva v technickej
praxi, narodnom hospodarstve iv mnohych oblastigedly. Jeho uUlohou je &ir
minimum linearnej funkcien premennych na mnozine vsSetkych nezapornych rieSeni
danej sustavyn linearnych rovnic, ptom m<n.

Linearne programovanie patri do disciplin mateckéthio programovania.
Pomerne jednoduchy matematicky aparat spolu s joavopciitatov umoznili,
vzh'adom k ostatnym disciplinam op&ného vyskumu, jeho Siroké uplatnenie v praxi.
Vyvoj linearneho programovania bol podmieneny [1]:

* vplyvom rozvoja matematickych disciplin,
e rozvojom metdd planovania a riadenia narodného dafstva,

* rozvojom vypa@tovej techniky.

Otazkou najdenia optimalnych rieSeni réznych ulehlI'sdia zaoberali uz
v staroveku, naprEuklides skumal, ako najs najdlhSiu a najkratSiu spojnicu bodu
s kruznicou, rovnobeznik, ktory m& pri danom obvodgv&sSiu plochu apod. Prvé
optimaliza&né ulohy boli zamerané na geometrické, dynamickebaal fyzikalne
problémy. Vyvoj matematickych zakladov linearnelmogramovania mozno pozorava
v praci Fouriera (1826) o linearnych nerovnostiach a Ulohgadania minimalnej
maximalnej odchylky od stien polyédra. V jeho metdiladania rieSenia prechodom

Z jedného vrcholu na druhy vrchol mozno vidéaaldgiu so simplexovou metédou.

Dalej moZzno pripomentpraceGaussa(1826) alordana(1904) o eliminanej
metdde sustavy linearnych rovniGordana (1873) aFarkaSa (1902) o vlastnostiach
dualnych sustavMinkowského(1896), ktory zaviedol pojem bazického (zakladného
rieSenia rovnic.

Vroku 1939 L.V. Kantorové navrhol metdédu rieSenia istého distdbhého
problému. Dopravny problém bol formulovany v roked1 Hitchockoma v roku 1944

John von NeumannonOscar Morgensteinformuloval tedriu hier arozhodovania
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a ukazal vazbu na ulohu linearneho programovaniaky 1945 formulovalStiegler
nutricny problém.

Vyznamnym medznikom v historii vyvoja linearnehocogramovania je rok
1947, k&’ G. B. Danzig sformuloval simplexovid metédu. Do tohto roku bolvej
pozvdny, praktické aplikacie teorii zatianeboli, ¢co bolo spésobené i nedokonalou
vypoctovou technikou. Po roku 1947 sa cesta vyuZzitiabcthéihearneho programovania
otvorila jednak tym, Ze bola definovana univerzalmetdéda rieSenia problémov

linearneho programovania, jednak i prudkym rozvojgipoctovej techniky.

Burlivy vyvoj vyuZzitia optimalizénych modelov zaznamenal rok 1947d’keo
objaveni simplexove] metddy bola ekonomicka vergjnopozornena na Vké
moznosti pri formulacii problémov linearneho pragmvania. Situaciu dokrésval
i vyvoj vypoctovej techniky, ke’ od roku 1950 sa objavovali prvé programy na rigsSen
tlohy LP simplexovou metddou.

1.2 Teodria LP

Linearne programovanie je druh matematického amgrvania.
Matematicky model sa sklada z:
1. Ucelovej funkcie
2. ohrantujuacich  podmienok (vlastné obmedzenia a podmienky

nezapornosti)
Ucelova funkcia i ohragujice podmienky su spravidla vyjadrené linearnymi

vztahmi s konStantnymi koeficientmi pri jednotlivyclremennych i s konStantnymi

pravymi stranami sustav obmedzeni.
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1.2.1 Zakladné pojmy

Pod’a [2]:

Vektor rieSeni x =(x,,X,,...,x,) ozna@uje rieSenie optimalizmého problému. Pri
uréovani optimalnej vyrobnej Struktiry podniku zloZkgktora rieSeni predstavuiju
napr. mnozstvo jednotlivych druhov vyrobkov. Optingaje taka Struktura vyroby, pri
ktorej rozhodujuca vealina (napr. zisk, naklady ...) nadobuda extrémnenbtyd
(maximélne alebo minimalne). Tato rozhodujluca ¢ sa vyjadruje pomocou

ucelovej funkcie.

Ucelova funkciaz = f(x) je funkcia vektora rieSeni. Priddani optimalnej vyrobnej

Struktury predstavujecélova funkcia napr. zavislosisku na mnoZzstve jednotlivych
vyrobkov, prEom sa fiada také mnozstva vyrobkov, ktoré zafa maximalny zisk.
Maximum alebo minimum — extrém -€alove] funkcie sa Fada za ufitych
ohrantujucich podmienok, ktoré ovplywju ve’kos’ zloZiek vektora rieSeni. Jednou
z ohranéujucich podmienok pri Fadani optimélnej Struktary je tah medzi
disponibilnymi zdrojmi nutnych k vyrobe a spotrebmaujednotlivé vyrobky.

Tieto ohraniujuce podmienky sa nazyvaju vlastné ohfajiice podmienky

a vdeobecne ich mozZno zapisko g,(x)<b, g,(x)=b, g (x)=b, kde g,(x) je
dana funkcia vyjadrujuca zavistbsspotreby jednotlivého zdroja na vyrobenom

mnoZstve vyrobkov, & su dané konsStanty predstavujuce napr. disponibinézstvo

surovin.DalSie ohraniujice podmienky st podmienky nezapornasgiatia pre vietky

zlozky vektora rieSeni.

1.2.2 VsSeobecné vlastnosti rieSenia Uloh LP

Uloha LP je tvorena vlastnymi ohranjicimi podmienkami, podmienkami
nezapornosti ad@lovou funkciou. Pri rieSeni Uloh LP je sustava aofitiujucich
podmienok upravena na sustavurovnic on neznamychr{>m). Aby bola sustavan
rovnic rieSiténa, je nutnér-m neznamych zvali Tieto volené nezname su nezékladné
a nezname, pdd ktorych je sustava rieSena, su zakladné (baziek&)ame. Pokiasa
zan-m zvoli nula, ziskanym rieSenim gkladné (bazické) rieSenigktoré obsahuje

najviacm nenulovych poloZiek.
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Nedegenerované rieSenie patet nenulovych poloZiek zakladného rieSenia sa
rovna p@tu nezavislych rovnic. Polige paiet nenulovych poloZiek mensi akocpd
nezavislych rovnic, jedna sadegenerované rieSenieMnozina pripustnych rieSeni
tloh LP je mnozina konvexnda, teda konvexna kombangacipustnych rieSeni je zase

pripustné rieSenie.

Zakladné pripustné rieSenie- obsahuje najviam kladnych zloZiek a vektory
koeficientov tychto neznamych musia thyinearne nezavislé. Ret zakladnych
. . L . L n! o " : .
pripustnych rieSeni sa rovna najviac |=—— - tolkymi spdsobmi mozno

m) (h—-m)m

zvolit n-mnulovych zloziek, aby vznikla sustamwarovnic.

Optimalne rieSenie ulohy — pripustné rieSenie, ktoré maximalizuje alebo

minimalizuje &elovu funkciu.

Zakladna veta linearneho programovania Ak ma uloha LP optimalne
rieSenie, ma nutne tiez zakladné optimalne rieSenie

Pokid ma uloha LP viac zakladnych optimalnych rieSemitopmn kazda ich
konvexna kombinacia predstavuje tiez optimalneenes Uloha ma nekotiee véda

rovnocennych optimalnych rieSeni.

1.2.3 UlohaLP

Uloha LP:

a) mdze méd jedno optimalne rieSenie,

b) méze md nekonéne vé'a optimalnych rieSeni,

c) nema konéné optimalne rieSenie (ak mnozina pripustnych nieSge je
ohrantend)

d) nema Ziadne rieSenie (ak prienikom ohkani je prazdna mnozina).
Uloha LP je najjednoduch$ia a najviac algoritmicggepracovanou ulohou

matematického programovanie. Jej rieSenie méetpé praktické aplikacie. Medzi

typické ulohy veduce na rieSenie uUlohy LP patrigmda tlohy z optimalizacie
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vyrobnych planov, rézne ulohy optimalizacie delemiateridlu, mieSania surovin,
optimalizacia dopravnych planov pri zasobovanireposlednej rade i niektoré ulohy
tedrie hier.

Efektivne algoritmy rieSenia Ulohy LP su zaloZeme vyuziti numerickych
metdd rieSenia sustav linearnych algebraickych imwdvodenych od Gaussovej

eliminainej metady.

1.3 Formulacia ulohy LP

Ulohy matematického programovania slvisia s otékayuZivania alebo
rozdd’ovania obmedzenych prostriedkov, potrebnych naatiositie u¢enych ciéov.
Charakteristickou¢rtou takychto udloh je J#&é mnoZstvo rieSeni, vyhovujacich
zakladnym podmienkam. Vyber konkrétneho rieSeni@ aajlepSieho zavisi od
zamerania,éize od ci€a danej ulohy, vyjadrenéhdcelovou funkcioua nazyva sa

optimalnym rieSenirf8].

Celkove neexistuje sustava pravidiel, pomocouykiorby bolo mozné kazdu
praktickl Ulohu mechanicky previesna matematicky model a riéSju pomocou
matematického programovania. Pads. |. Gaussa zostavenie modelu pre nové zlozité
tlohy je dlhotrvajucim procesom. VZdy je treba mnetbetkym ugit’ premenné danej
tlohy a vZahy medzi nimi, prislusné ohréenia a delova funkciu. Model sa musi
preskusa na zjednoduSenych skdtoych alebolubovd’ne zvolenychtislach. Ziskané

rieSenie sa potom porovna s predpokladanymi vysiedilk

Uzkou podtriedou Gloh matematického linearneh@gmovania, su tzv. Glohy
linearneho programovania aich matematicky modelo¢isp na niektorych
predpokladoch, ktoré nie su v ekonomickej praxiywzginitdné. Je to predovsetkym
predpoklad linearity wahov v @elovej funkcii iv ohranieniach a predpoklad

vzajomnej zastupit@osti (substitinosti) ¢innosti.
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V prvom rade sa musi zaviesasledovna symbolika: Vektory si povaZzované za
stipce a ozngované malymi pismenami. Transponovany vektor karekx (riadkovy
vektor) sa oznauje x', podobne transponovana matica k maticia oznai A". Poda

toho skalarny stin vektorovc, x sa zapisuje’x.

VSeobecnu formuléciu tlohy LP moZno zapigavare:
z(x)=c, X, +¢c, X, +..+ C, [X, (1.1)
pri ohranéujucich podmienkach

ail[X1+a12[X2 +"'+a1n [Xn Sbl

8y [ +ay, (X, +...+ &, [X, sz (1.2)
a,x+a,X +.+a, X <b,

a za podmienky nezapornosti:
X; 20 j=12..,n. (1.3)

predstavuju cenové koeficienty
X,,..... drovne procesov
ne--- Struktarne koeficienty

disponibilné faktory

Linearna funkcia (1.1) opisuje ¢tieulohy z Wadiska jej ekonomickej
interpretacie, a preto sa nazy@iéelova funkciarovnice a nerovnice typu (1.2) a (1.3)
predstavuju podmienkyphranicenia Ulohy Linearne vfahy (1.1 az 1.3) vyjadruja
vlastne vSeobecny model ulohy linearneho programavale to model optimalizay
a obsahuje:

a) ucelovu funkciu,
b) zdroje,
C) poziadavky,

d) podmienky nezapornosti premennych.
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1.3.1 Postup pri zostavovani modelu

1. Urcenie vysledku vypitu,
2. vyber Hadiska rieSenia danej optimalkéreej ulohy , t.j. formulacia delovej
funkcie,

3. vecna a matematicka formulacia vlastnych oligacich podmienok.

1.3.2 Standardny tvar Glohy LP

Réznorodot foriem zapisu podmienok ohr&eni dlohy komplikuje
rozpracovanie teérie linearneho programovania @dheteSenia jednotlivych uloh.
Preto je vhodné preskumapdsob Upravyubovdnej ulohy LP na dlohu s jedinym
typom ohranienia v tvare rovnic. Tento tvar sa nazydtandardnya je vhodny na

skumanie celej tedrie a metod rieSenia uloh LP.

Zakladné charakteristiky Standardného tvaru su:

1. vSetky ohrarienia okrem ohrateni nezapornosti premennysghsua v tvare
rovnic,

2. koeficient pravej strany kazdého ohrgmiia je nezaporny,

3. vSetky premenné sl nezaporne,

4. Ucelova funkcia je typu ,maximalizov¥aalebo ,minimalizova“.

Ulohu LP v tandardnom tvare mozno zapisto:
*  maximalizova (alebo minimalizové) (1.1),
e pri ohrantujucich podmienkach (1.2),

* za podmienok nezapornosti (1.3).
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Spbsoby zapisu v skratke:

a) maximalizova (alebo minimalizové)

Z(x)=>"c] x, 1.4)
j=1
za podmienok
38, =b, i=L..m
j=1
x.=20, j=1..,n (1.5)

alebo

b) maximalizova (alebo minimalizové)
2(x) = n ¢l ¥, (1.6)
i1
za podmienok
iAi X, =b,
j=1

X, 20, j=L..n (1.7)

Kde A, :(alj,azj,...,amj)T,j=L...,n je j-ty stipcovy vektor koeficientov sustavy

ohranteni.

Medzi maximalizaciou a minimalizaciouwelovej funkcie (1.1) existuju vecné
a formalne vgahy. Vyuzivaju sa nielen pri formulacii Ulohy LReadj vo vypétovom
postupe a pri kontrole vysledkov rieSeni. Platedii& zasada, Ze

maximalizova z(x) = minimalizova’ [- z(x)]
a preto jednoduchou Upravou z kazdej ulohy (1.41&), v ktorej sa maximalizuje
funkcia z(x), moZno ziska ekvivalentnd dlohu, v ktorej sa minimalizuje fuikc
- z(x).

Nakd’ko vSetky konkrétne Ulohy LP mézutbye’mi rozmanité a ohradijlce

podmienky m6Zzu mapovahu rovnosti alebo nerovnosti tyguesy.>, potom v3etky
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takéto Ulohy moZno upravi pouzitim elementarnych transformacii a pomocou

koncepcie pridavnych (doplnkovych) premennych aadardny tvar.

Pridavna premenndozna&i sa x resp. u, i = 1,2,...) je nezdporna premenna,
ktorej prislucha koeficientdglovej funkcie rovny nule a pomocou pridavnej preneg
sa transformuje ohratrénie v tvare nerovnic na rovnice, a to nasledujspdsobom:
a) doplnkova premenna sa prifita kl'avej strane nerovnice typg

b) doplnkova premenna sa odjita odl'avej strany nerovnice typ.

1.4 Dualita uloh LP

Ku kazdému matematickému modelu tlohy LP mozZnoged&ne priradfi’ iny
matematicky model. Toto priradenie sa nazyaalitou Model, ku ktorému sa
priraduje, sa nazyvgrimarny matematicky model model, ktory je prirdiovany, sa

nazyvadualny matematicky modgl]. Dualita je vXah vzajomny.

Rozoznéavaju sa v podstate dva typy dualne zdrubeahat:
a) symetrické duélne ulohy,

b) nesymetricky dualne ulohy.

V maticovom vyjadreni maju tvar:

a) symetrické dualne ulohy

primarna tloha duélna uloha
l. maxz=c"x minf =u'b (1.8)
Ax<b Alu=c
x=0 u=0
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b) nesymetrické dualne ulohy (deremenné jualebo premennég;»su vdne v

znamienku )
primarna uloha dualna dloha
l. maxz=c'x minf =u'b (1.9)
Ax=b A'u=c
x=0
Il. minz=c"x maxf =u'b
Ax=b A'us<c (1.10)
x=0
. maxz=c"x minf =u'b
Ax<b Alu=c (1.11)
u=0
IV. minz=c"x maxf =u'b
Ax=b Au=c (1.12)
u=0

Z hore uvedenych defignych vz'ahov vyplyva, Ze dualna uloha k dualnej tlohe
je opd& primarna uloha.

Pre dualne ulohy v linearnom programovani piatkladna veta o konénej
hodnote Ak ma jeden zo zdruZenych matematickych modelogenée s kon@ou
hodnotou delovej funkcie, potom ma i druhy model optimélneSgnie s kormou
hodnotu @elovej funkcie a hodnoty &@lovych funkcii st rovnaké. Ak vSak naopak
hodnota delovej funkcie jedného zo zdruzenych matematickyeidelov méze rds

alebo klesétneobmedzene, potom druhy model nema vbébec pripus®enie.
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1.4.1 Zasady pri formulovani dualneho modelu ulohy.P

Skor ako sa zme formulacia dualneho modelu k primarnemu modgdhy
linearneho programovania, treba primarny model wiprdak, aby vSetky vlastné

ohrantenia boli bd’ rovnice alebo nerovnice rovnakého typu [3].

a) Postup pri Gprave nerovnice:

» pri maximaliz&nom modeli sa menia vSetky nerovnice na yp to tak,
Ze nerovnice type sa vynasobidislom -1,

= pri minimaliza&nom modeli sa menia vSetky nerovnice na typcize
nerovnice typu< sa prenasolgisiom -1,

» ak sa medzi vlastnymi ohraeniami (ktoré su nerovnice) vyskytli aj
ohrantenia, ktoré su rovnice, mozno kazdu rovnicu naliratliomi
nerovnicami opé&ého typu, z ktorych jednu potom treba vynasobi
¢islom -1. To znamen@, Ze v dualnom modeli namigstoej premenne;j
budd dve premennéu” a u~, pricom pre obe plati podmienka

nezapornosti. Ich rozdiel sa zhay, , t.j. u'-u” = u, ato znamena, Ze

premennal, moze by aj zaporna. Je to ¥oa premenna.

b) Postup pri Uprave na rovnice
= Pomocou pridavnych premennych sa upravia nerovngerovnice

a k takto upravenému primarnemu modelu sa napiselndodalny.

1.4.2 Vlastnosti dualnych uloh

1. Ak v primarnej ulohe su niektoré nerovnosti &peého smeru, t.j. v tlohach

maximalizacie sU nerovnosti

Za” X; 2b, @)1

2. X <D (1.14)

a potom sa k nim vytvoria dualne ohr&mia.
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Ak v povodnej sustave sa vyskytuje rovnicktom riadku, potom premenng
nebude ohragena a naopak, ak v primarnej ulohe niektora pred@agmie je
ohrantend, potom v dualnej tlohekstom riadku je znamienko rovnosti.

Ak maju obidve dualne zdruzené ulohy pripustnéenes potom maju aj
optimalne rieSenie.

Ak ma uloha linearneho programovanie optimalneenés potom ma aj dualna
tloha k nej optimalne rieSenie a optimalne hodmdtiglvoch @elovych funkcii
su rovnake.

Ak ma jedna z dualne zdruzenych uloh viac optimémnyieSeni, potom

optimalne rieSenie druhej Ulohy je degenerované.

A tak ziadna uloha LP nie je ulohou samostatndel,j& spojena s ulohou k nej

dualnou. Kazda premenna v primarnej Ulohe odpoyedaému ohrakeniu dudlnej

tlohy a naopak. Je zrejmé, Ze ku kazdej Ulohe LERnammapisé prislusnd dualnu

ulohu.

Dualne zdruZené ulohy sa nemusia tiesamostatne. Ak sa totiZz rieSi jedna

Z Uloh simplexovou metddou, rieSi sa tym automataikiloha k nej dualna.

Vo vztahoch medzi pripustnymi rieSeniami dvojice dualnytbh LP moze

nastd jeden z tychto pripadov [4]:

a)

b)

d)

Primarna aj dualna udloha maju pripustné rieSenia a u, pricom
maxc'x =minu’b (alebaminc’x =maxu'b).

Ak maximum welovej funkcie primarnej (dualnej) ulohy je neohicamé, t.|.
maxc'x =+ (maxu'b =+ ), potom dualna (primarna) Gloha nema pripustné
rieSenie.

Ak minimum &elovej funkcie duélnej (primarnej) ulohy je neohtame, t.j.
minu'b =-0 (mMinc’'x =-w ), potom primarna (duélna) tloha nema pripustné
rieSenie.

Ak jedna z dvojice dualnych uloha nema pripuste8emie, potom ho nema ani

druha uloha.
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1.4.3 Vecna interpretacia dualneho modelu

Vecny (ekonomicky) obsah dualneho modelu moZndep&ie pochopi na
interpretacii primarneho a dualneho modelu vo fglrikch jednotkach. Zakladom tejto
interpretacie je wenie fyzikadlneho rozmeru duélnych premennych, @gestiyzikalny
rozmer konstant dudlneho modelu je ten isty ak@pmarnom modeli, nak&o dualny
model je konStruovany na zaklade tych istych kart&taako primarny model.

Nech su dané dve dualne zdruzené ulohy LP. Potatia pvrdenia:
Rozmery jednotlivych konstatinhko mozno stanotiz podmienok primarneho
modelu. Vecne:

» Kkoeficienta; predstavuje mnozstvibtehocinitel’a, pripadajuceho na jednotku
j-teho procesu,

e premennéj dualneho modelu ogaju ¢initele,

« funkcia f(u)=u'b udava celkovi cenu vSetkyckinitelov, ktoré s(
k dispozicii.
Pre toto relativne (zavislé) ocenediaitel'ov sacasto pouzivaju nazvgtualne

alebofiktivne zlctovaciepripadneieriové ceny

PoznamkaAk je paiet ohranteni primarnej ulohy Wi ako pdet premennych, bude

vyhodnejSie rie$iduélinu Glohu.
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1.4.4 Priklady - RieSenie Gloh LP pomocou toolboxu progreu MATLAB®

1.4.4.1Slovné priklady

Priklad 1 — modifikované z [5].

Chemick& tovang ktorej blokova schéma je zobrazend na obrézka),(1.
produkuje amoniak, kyselinu chlorovodikovu, doweinu, uhlgitan amonny a chlorid
amonny z oxidu uhtitého, dusika, vodika a chléru. Premenné x nazélorgl.1)

udavaju rychlos toku v mdloch za hodinu.

€O,
X
xz NE Reakior 3 MoBovina a "
uhligitan 7
Reaktor 1 N H3 L aménny
X H2
3
Reaktor 4 N H4CI X
HCI .
Reaktor 2
L Gl
4
s Xg
NH 3 HCI

Obr. 1.1 Blokova schéma chemickej tovarne

Ceny surovin predstavuju premenné @, Cs, a G, a premennéspps, p7, a B
predstavuji0 hodnotu produktov v korunach/mol. Indexychto premennych
koreSponduju s premennymi x. Vo reaktore su pomery mélovych tokov m=3x
ax=2x; avostatnych reaktoroch je prichddzajuce mnoZstvaurovin
v stechiometrickom mnoZstve. Kapacita prvého reakje menSia alebo rovna ako
2,000 mol/hod NH a kapacita druhého reaktora je menSia alebo rak 1,500
mol/hod HCI.
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Ulohy:

* Vytvorenie maximalizénej funkcie

* Vytvorenie obmedzujucich podmienok (rovnic) prettavare

RieSenie:

Maximalizatna funkcia:

Z= PgX5 T PeXg T PrX; T PgXg —C1 X —CrX; —C3X5 —CyX,4

Stechiometrické rovnice jednotlivych reaktorov:

1:N, + 3H, — 2NH;3

2: H, + Clb— 2HCI

3: 3NH; + 2CO— maovina+ (NH;)COs

4: NH; + HCI — NH.CI

Ohrantujuce podmienky:

Reaktor 3: Reaktor 1:

Bilancia CQ : x; = 2% BilanciaN 2% = 3% + Xg + X5

X-2%=0

Reaktor 2:

Bilancia Cb : 2X4 = X5 + Xg

2%-X-%X=0

Limit HCI v reaktore 2 : x+ xg < 15000

Limit NH3 v reaktor 1: % + Xg + 3% < 2000

24
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Bilancia H : x3 = tok H, do rektora 1 + tok KHreaktora 2
tok H, do reaktora 1 = (3x+ Xg + Xs) 3/2

tok H, do reaktora 2 = gx+ xg) 1/2

X3 = (3% + Xg+ Xs5) 3/2 + () + %) 1/2

Preskupenim sa ziska:

2%3-3%5-X6 -7 -4x =0

Zhrnutie ohraniujicich podmienok:

X —2%, =0
2% —Xg —=3X;, =X, =8
2%, X =% =0
X + X3 £15000
Xs +3X, + X3 <2000
2X3 = 3% — X —9X, —4%;, =0

Priklad 2

Chemicky zavod vyraba vyrobky, V- V,. Ma k dispozicii oomedzené mnozstva
surovin 9, S a obmedzenu kapacitu zariadenia Z. Normy spottgtiyto zdrojov su
dané v tablke (1.1)(spotreba surovin v tonach a spotreba dmmia v hodinach na 1
tonu vyrobku). Je treba stanéyrogram, ktorym zavod ziska maximalny obrat. Ceny
vyrobkov su 4000, 3000, 5000 a 1500 Sk za 1 tomabku

Vi | V2 | V3 | V4 DM

S 2 | - 3 |1 600 t
S | - 4 4 | 2 600 t
Zz 1 ' 4 2 1 400hod

Tab. 1.1
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Matematicky model maxz = 4000x, +3000x, +5000x; +1500x,

s ohranteniami:

2x +  +3%x;+X, <600
4x, +4x,+2x, <600
X, +4X, + 2%, + X, <400

Tento priklad bude rieSeny pomocou funkcie linprégora je sag’ou
optimaliza&ného toolboxu hore uvedeného programu. Zdrojovy &adej funkcie je

uvedeny v prilohe [6].

Skript pre tuto funkciu je uvedeny zdrojovykddom (1.1), kde premenrfa
obsahuje hodnotydélovej funkcie,A je matica obmedzeni, s hodnoty pravej strany

obmedzeni. Aj \WalSich zdrojovych kddoch sa pouziva rovnaké&enee.

F=[-4000 -3000 -5000 -1500];

A=[2031;0442;1421;-1000;0-100;00 -10;000-1];
b=[600;600;400;0;0;0;0;];
options = optimset(,LargeScale’,'on’,'Display’,fin al);

[X,FVAL,EXITFLAG,0UTPUT] =
LINPROG(f,A,b, 11,0011, [, options);

X
max_z=4000*X(1)+3000*X(2)+5000%X(3)+1500*X(4)

Zdrojovy kod 1.1

Vysledok vypd@tu je nasledujuci:

X =
300.0000
25.0000
0.0000
0.0000
max_z =
1.2750e+006
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Ak chce zavod ziskamaximalny zisk, musi vyrabavyrobok V; - 300 ton po
4000 Sk, a vyrobok ¥— 25 ton po 3000 Sk. Ostatné dva vyrobky by nevgedba’.
Ziska sa tym maximalny obrat v hodnote 1 275 000 Sk

Matematicky zapisané:;x 300, x = 25, % = 0, % = 0, a hodnota delovej
funkcie je z =1 275 000.

1.4.4.2Matematicky formulované priklady

Primarna viacrozmerova uloha LP ma tvar:

maxz(X;, X,) = 4%, +5x, + X,
3X, +2X%, <10
X, +4X, <11
3X; +3X, + X3 <13
x =0,i=13

Ulohy:

a) zostavenie dudlnej ulohy LP

b) rieSenie primarnej (dualnej) ulohy LP:
= pomocou funkcidinprog
= pomocou funkcidp

minG(y;, Y,,Y;) =10y, +11y, +13y,
3y, Yy, +t3y; 24
2y, +4y, +3y; 25
Y321
y=0,i=13

Funkcia Linprog:

Skript pre tato funkciu pre primarny modelyvedeny zdrojovym kédom (1.2)

f=-[4 5 1];
A=[320;140;331-100;0-10;00-1];
b=[10;11;13;0;0;0;];
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options = optimset('LargeScale','on’,'Display’','fin al');
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] =

LINPROG(f,A,b,[1.[1.[0.00.[],options);

X

max_z=4*X(1)+5*X(2)+X(3)

Zdrojovy kod 1.2

RieSenie je nasledovné:

X =
1.8000
2.3000
0.7000

max_z =

19.4000

Zapis pralualnymodel je nasledovny:

f=[10 11 13];

A=[-3-1-3;-2-4-3;,00-1;-100;0-10;00 -1];

b=[-4;-5;-1,0;0;0];

options = optimset('LargeScale','on’,'Display’','fin al');
[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] =

LINPROG(f,A,b,[1,[0,[1.0.[,options);

X

min_f=10*X(1)+11*X(2)+13*X(3)

Zdrojovy kéd 1.3

RieSenie je nasledovné:

X =
0.2000
0.4000
1.0000

min_f =
19.4000
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Funkcia Lp

Tato funkcia sice funguje, ale v buducnosti budiee pnahradena funkciou
linprog. Zdrojovy kod danej funkcie je uvedeny v priloleg [
Zatid’ vSak mozno ukazaskript sliZiaci na vypeet prikladu 1.4.4.2.

f=-[4 ;5; 1];

A=[320;140:;331];

b=[10;11;13];

x=[f,A,b];

x=Ip(f,A,b);

vlb=[0 0 0];% definuje spodnu hranicu obmedzeni

vub=[100,100,100];% defiuje hornu hranicu obmedzeni , pricom
%riesenie je vzdy prave z tohto definovaneho rozsah u
x=Ip(f,A,b,vlb,vub)

max_z=4*x(1)+5*x(2)+x(3)

Zdrojovy kod 1.4

RieSenie je nasledovné a zhoduje sa s vysledkamopziti funkcielinprog.

X =
1.8000
2.3000
0.7000

max_z =
19.4000

RieSenie problému LP geometricky
Geometrické rieSenie problému LP sa vyuZiva pdjmbzmerovych funkciach,

pri viacrozmerovych sa pouzivaju metody spomenygSie. Oba typy funkcii sa mézu

rieSit’ simplexovou metodou.
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Je zadany priklad:
maxz(x;, X,) =10x, + 6X,
4x, +2x, <20
2%, +3X, <18
X <4
X 20,x,20

a treba ho riesigraficky, prtom pomocou simplexovej metddy sa zistili tieto
hodnoty zakladnych premennych> x; = 3, % = 4. Na grafické zobrazenia

dvojrozmernej optimalizamej Glohy bolo pouZité programové prostredie MATLAB

[x1,x2] = meshgrid(0:0.1:5);

[X1,x2] = meshgrid(0:0.1:5);

E = 10.*x1 + 6.*x2;

[p,X]=contour(x1,x2,E);

clabel(p,x);
xlabel('x_1");ylabel('x_2");zlabel('E(x_1,x_2)");
title(E(x_1,x_2) =10x_1 + 6x_2";

axis([0 5.2 0 5])

hold on;

x1 =[0:0.08:5];

x2 = (20 - 4.*x1)./2;

plot(x1,x2,'g-+";

text(2.75,4.5,'g(x): 4x_1+2x_2<=20','FontSize’,10);
x1 =[0:0.08:5];

X2 = (18 - 2.*x1)./3;

plot(x1,x2,'b-+";

text(3.47,3.7,'9(x): 2x_1+3x_2<=18','FontSize',10);
x1 =[0:0.08:5];

X2 = 4.*(x1>=0);

plot(x1,x2,'r-+";

text(0.5,4.2,'g(x): x_1<=4','FontSize',10);
x1=3;x2 =4,

plot(x1,x2,'co");

text(x1-2,x2,'max z(3,4) = 54','FontSize',12);

Zdrojovy kod 1.5
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Na zéklade zdrojového kédu 1.4 program MATLAB vytvoril takyto

vrstevnicovy graf:

z()(1 ,x2) = 10)(1 + 6x2

k2
45f 4
4 |
max z{3,4) =54
350 b2 -
3k o -
W 25F |
ar > D I
15F k -
Kz
3
1L o
05F : X e
p? )
o ! 0
0 | \ | \ | | | | | 1
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Obr. 1.2 Vrstevnicovy graf

Dal3ie spdsoby vytvorenia grafického rie$enia Glehukazuje nasledujici skript.

x=0:0.1:5;
yl=max(((20-4*x)./2),0)
y2=max(((18-2*x)./3),0)
y3=max(4-x+x,0)
plot(x,y1,x,y2,x,y3)
ytop=min([y1;y2;y3])
area(x,ytop)

hold on

[X1,x2] = meshgrid(0:0.1:5);
z=10.*x1 + 6.*Xx2;
v=18:4:62,

[a,b]=contour(x1,x2,z,v); clabel(a,b)
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plot(3,4,'ro"); text(3,4.1,'max z(x_1,x_2)=max z(3, 4)=54;"
xlabel('x"); ylabel('y"

title('max z(3,4) =54 ")

plot(x,y1,'y*,x,y2,'b* x,y3,'g*"); axis([0 5 0 5] )

Zdrojovy kéd 1.6

Grafické rieSenie:

max z(3,4) = 54

)

***‘%\ max.z(x,x : =max z(3,4)=54;
st T

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Obr. 1.3

1.5 Ulohy o zmesiach

Definicia: Sa k dispozicii @ité prostriedkyP;, z ktorych kazdy obsahujeiané
zlozky Z;. Je znama ceng za jednotku prostriedku. Ulohou je pripravi danych
prostriedkov zmes tak, aby tato obsahovala predgisanozstva jednotlivych zloZiek

a aby jej cena bola minimalna [3].
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Zavedie sa talikka (1.2), ozné&enie a pojmy:

R P, P
Zy a1 a2 &n by
Z; &1 ) &n b2
Zs am1 a2 8nn b
Cena G, < n €
Tab. 1.2

n— pacet prostriedkop;

m— paiet zloziek obsiahnutych v prostriedkoeh

P, — jednotlivé prostriedky

Z; — jednotlivé zlozky

aj — mnozstvo jednotiek— tej zlozky obsiahnutej v jednotke teho prostriedku
bi — minimélne mnozZstvo poZadovamejtej zloZky vo vyrobenej zmesi

¢ — cena za jednotku- teho prostriedku

X; #mnoZzstvo jednotiek— teho prostriedku pouzitého k vyrobe pozadovanegs

Potom rie& Ulohu o zmesiach znamen&idr
minz(x) = ¢, X +¢, X, +...+ ¢, [X, (1.15)
pri ohranéujucich podmienkach

a:I.l[xl_i_a:l.Z[XZ +"'+a:l.n [Xn 2bl

a, X +a,, X +..+a, X, =2h, (1.16)

a,+a, X +. . .+a,, X =2b,

X, 20 j=12..,n, (1.17)

Tieto Ulohy sa vyskytuja v praxi priemyslu chemibké potravinarskeho,
farmaceutického, textilného, hutnickeho, ale apknphospodarstve (kde najznamejSie
su ulohy vyzivové a krmivove), v obchodnej sortin@aii a pod. Je to vSade tam, kde
sa produkuju zl€eniny, zliatiny a zmesi. To znamena, Ze ak sU Ratigcii surovinyci
prostriedky, z ktorych je treba paluritého receptu ziskazmieSany produkt tak, aby

jeho cena bola minimalna.
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1.5.1 Priklad — tlohy o zmesiach

V piatich zliatinach £Zs s réznym obsahom latokidLs (napr. olovo, cin,
zinok) sa vyrdba nova zliatinap.ZPercentualny obsah jednotlivych latok v zliatimac
a ceny zliatin v Sk za 1 kg udéava téka (1.3). V novej zliatine Zmaju by’ latky L,

L, a Lg zastupené v pomere 25:9:56,épm tato zliatina neobsahuje Ziadne iné latky.
Treba stanovi, aké mnozstva zliatiniZ Zs je treba pouZina vyrobu 450 kg zliatiny
Z, tak, aby sa dodrzalo predpisané zloZenie latdyasa pritom na pouZzité zliatiny
vynaloziloc¢o najmenej prostriedkov.

Z; Z Z3 Zy Zs

Ly 30 40 20 20 30

Lo 10 10 10 20 20

Ls 60 50 70 60 50

Ceny 25 28 26 27 23
Tab 1.3

Nakd’ko 25+9+59=90a 450/90=5= V 450 kg zliatiny £ bude 125 kg
latky Li, 45 kg latky L, a 280 kg latky k.

Matematicky modelmin z = 25x, + 28x, + 26x, + 27X, + 23x;
za podmienok:

03x, + 04x, + 02X, + 02x, + 03x, 2125
01X, + 01X, + 01X, + 02X, + 02x, > 45
06X, + 05X, + 07X, + 06x, + 05X > 280

Priklad sa da rieSisimplexovou metddou, ktora je podrobne rozobrata. v
kapitole. Zati#i vSak pre ukdZzku mozno uvieskript pre rieSenie tejto ulohy.

type='min’

A=[0.3 0.4 0.2 0.2 0.3 ;0.1 0.1 0.1 0.2 0.2 ;0.6 O. 5 0.7 0.6
0.5];

f=[25 28 26 27 23];

rel=[">>>']

b=[125;45;280];

simplex2p(type.f,A rel,b)
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Zdrojovy kod 1.7

RieSenie je nasledujice:

Values of the legitimate variables:
x(1)= 350.000000

X(2)=0.000000

X(3)=100.000000

x(4)=0.0000

Objective value at the optimal point:
Z =11350.000000

Z hore uvedeného rieSenia jednagama vyplyva, Ze hodnoty ;X
minimalizujuce @elovu funkciu z su takéto:;x= 350, ¥ = 0, % = 100, %= 0,
a hodnota &elovej funkcie je z = 11350. Na vyrobu 450 kg zfigtZ, treba pouzi 350
kg zliatiny Z; a100 kg zliatiny £ pri dodrZzani predpisaného zloZenia latok.
Prostriedky na pouzité zliatiny budd tnlaodnotu 11 350 Sk.

35



2.  SIMPLEXOVA METODA RIESENIA ULOH LP

Je to iter&nd procedura umanjuca po konénom pdte krokov (iteracii) ufit

optimalne rieSenie Uloh LP, alebo stanpvie optimalne rieSenie neexistuje.

Vychodiskovym bodom tohto algoritmu je najdeniehgdiskového zakladného
rieSenia uloh LP. Pokfaje takého rieSenie k dispozicii, potom simplexanétéda
v jednotlivych krokoch vypéita vzdy nové zakladné rieSenie s lepSou alebonaspo
rovnakou — v pripade maximalizacie vySSou — hodnatelovej funkcie. Po kori@mom
pocte krokov teda musi tento vy§tovy postu vies k najdeniu zakladného rieSenia
s najlepsou hodnotow@élovej funkcie alebo k zisteniu, Ze takéto rieSer@existuje. Pri

jeho najdeni sa musi pkadzakladnej vety LP jedda rieSenie optimalne [7].

Simplexova metdda skima postupne len tie pripusgienia, ktoré nie su
horSie ako predchadzajuce rieSenia.
Postup vypétu pomocou simplexovej metody sa deli na dve fazy:
1. najdenie vychodiskového zakladného rieSenia

2. iteratny postup veduci k optimalizacitéélovej funkcie.

2.1 Pouzitie simplexovej metddy v prikladoch

Pri rieSeni dloh sa V¥mi dobre osvetlje usporiadanie do tzv. simplexovej
tabu’ky, ktora obsahuje koeficienty sustam1 linearnych rovnic v kanonickom tvare

o n+1 neznamych.

Do hlavitky simplexovej tabtky sa piSe ozrnie vSetkych premennych. Do
prvého sipca sa piSe oztenie premennych, ktoré tvoria v prislusnom krokkla@dné
rieSenie, do poslednéhdpsta sa piSu pravé strany sUstavy linearnych rowdsledny

riadok zodpoveda rovnici pr&glova funkciu.
Vstupujicej premennej zodpoveda v t#mi tzv. kPGéovy stipce riadok,
obsahujuci vystupujucu premennu, k&€ucéovy riadok. Prvok leziaci v pries@iku

kPG¢ového riadku aki¢ového slpca sa nazyveria¢ovym prvkom.

36



PouZzitie tejto metédy vyZzaduje uprawnatematicky model Glohy LP tak:

a) aby pre vSetky premenné platili podmienky nezapstino

b) aby pravé strany ohranijlcich podmienok mali nezaporné hodndbyX 0
prei=12,..,M

c) aby sustava vlastnych ohr&eni bola sustavou rovnic (realizaciou a, b, ¢
nadobudne model tzv. Standardny, normovany tvar),

d) aby sustava vlastnych ohréahobsahovala kladnu jednotkovu maticu (bazu)

mtého stupa (realizacia ¢, d znamena Upravu sustavy na kekyptvar) a

e) aby uloha bola maximalizaa.

2.1.1 Simplexovy algoritmus

Je to spOsob vyptu, ktory nam umaiuje kon€nym paitom krokov dosiahnii
optimalne rieSenie danej ulohy. Kazdy ztychto kmokspa&iva v najdeni nového
lepSieho bazického rieSenia, ktorému

a) pri maximalizacii zodpoveda vdia hodnota &elovej funkcie ako pri

predchadzajucom kroku

b) pri minimalizacii mu zodpoveda mensia hodnot&lavej funkcie ako pri

predchadzajucom kroku.

Proces sa opakuje elementarnou zmenou bazy (Bedpvkym sa nedosiahne
optimalne rieSenie.

Preto so simplexovou metédou mozno rid8h matematické modely LP upravené
do kanonického tvaru. Je to tvar,dkenatica sustaviA danej ulohy LP (1.1 — 1.3)
obsahuje jednotkovu submatidyu ktorej hodnos je rovna poétu rovnic sustavym.
Kanonicky tvar automaticky poskytuje bazické ria8eslstavy, a preto aj prislusSnej
tlohy linearneho programovania. Pritordelova funkciaz sa piSe ako jedna z rovnic

sustavy.
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Simplexovy algoritmug zostaveny pre tlohy LP v Standardnom tvare [8]:

Alx<b

x=0 2.7)
cX - max

RieSenie takto formulovanej tlohy LP sa najde ediglicim postupom:

A. Néjdenie vychodiskoveho bazického rieSenia a zestasimplexovej taldiky

1. zavedenim pridavnych (doplnkovych) premennyeba prevedie uUloha do
kanonického tvaru
Alx+u=b
z-cx=b (2.2)
Z - max
X,u

2. ako vychodiskové bazickeé rieSenie sa volligtok suradnicového systému, t.|.
x=0, u=b

3. Pre lepSiu orientaciu je vyhodné zagigéhu v prefiadnej simplexovej talfue

X +a, X +o.tay, [X, +y =
a,, X +a,, X, +...+a,, X, + +u, =

1 2
(2.3)
a,x+a., X +..+a, X + +u, =b,
z-c X -¢, X% —-..—¢c, X, -O0u,— -0u,=0
wl w2 e ®h iy o .. Ugm
b | @11 18 ... g 1 0 0 by
a | aaq 29 o a2 5 [ 1 ] ba
T, Am,2 v Omn U U 1 h:'ﬁ_
x| -4 -9 ... —¢, 0 0 ... 0 d

Obr. 2.1 Simplexova talfika
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B. Najdenie bazického rieSenie s vySSou hodnotadioeag funkcie
UvaZuje sa simplexova tafka vk-tom kroku algoritmu

a béazické rieSenie

vl = b - ide"

Vik = 0 = i0e

Teraz je mozné poklsisa o najdenie iného bazického rieSenia, ktoréizwgdnotu
cielovej funkcie.
1. Vyber novej bazickej premennejl(kového sipca)
Na zaklade hodnoty prvkov vektod v poslednom riadku simplexovej tdiay
mozno rozhodndl o vyvoji hodnoty ci€ovej funkcie zv pripade zaradenia
odpovedajlcej premennej medzi bazické premennge fikvok cf
o kladny — hodnota clevej funkcie sa zniZi
o nulovy — hodnota ci®vej funkcie sa nezmeni
0 zaporny — hodnota dievej funkcie sa zvysi.

Z tejto skut@nosti vyplyva, Ze ako novu bazickd premennud sa wadi€ len ta,
ktorej zodpoveda zaporny prvok vektafa Ta zardi v dalSom kroku simplexovej
metody narast hodnoty ¢®vej funkcie. Vzdy sa voli zaporny prvok s najvy$so
absolatnou hodnotu. PoKiaziadny taky (zaporny) prvok neexistuje, neexistuje
mimo bazicka premenna, ktora by zvySila hodnotWosiej funkcie. Zostavajuce

bazické rieSenie jeladanym optimalnym rieSenim ulohy LP.

2. Vyber bazickej premennej, ktora bude vyradena y Bédzicovy riadok)
Pre v3etky nezaporné prvky matiéd zodpovedajlce ftcu novej bazickej

premennej vybranej v predchadzajucom bode séitspo

bk
—

aI’J

(2.4)
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kde b* st prvky vektorab, a,.'fj st prvky maticeA“ aj je index premennej

vybranej v predchadzajucom kroku. Z bazy rieSeratam vyradi taka premenng,
pre ktorl je tento podiel najmensi. Pdkieo vybranom dpci neexistuje kladny

prvok, ma rieSena uloha LP rieSenie v nekoee

3. Prepa@et nového bazického rieSenia a&isfenie hodnoty ci®vej funkcie.
Vyuzitim Gaussovej elimin@ej metddy sa nahradi bazick4 premenna vybrana
v boddB2] premennou vybranou v bofi].

4. Cyklus simplexovej metddy.

Pokid nebol dosiahnuty maximalny et krokov simplexového algoritmu,
treba sa poklsi ndjg’ dalSi bod, ktory by zvysSil hodnotu ¢mvej funkcie
a pokr&uje v bod. V opanom pripade vznikol nekotiey cyklus simplexového
algoritmu signalizujuci, Ze rieSenie Ulohy sa nalz@av nekongne. Simplexova
metoda je v tomto pripade uk@na.

C. RieSenie ulohy LP
Simplexovy algoritmus mo6Ze By ukorteny jednym ztroch nasledujlcich
vysledkov:

= EXistuje prave jedno rieSenie

= Existuje nekonéne véa rieSeni

= RjeSenie sa nachadza v nekaom=

Kritérium optimalnosti

a) Ak sustave rovnic su vSetky koeficierypre j = 1,2, ..., n nezaporne, .
2 0, nemozno uz hodnotuc¢élovej funkcie prechodom na iné béazické
rieSenie zvy3i, preto dané pripustné rieSenie je optimélne adiadn
Ucelovej funkcie je maximalna.

b) Ak v sustave rovnic su vsetky koeficiengypre j = 1,2, ..., n nekladné, .
< 0, nemozno uz hodnotuwélovej funkcie prechodom na bazické pripustné
rieSenie zni#i, preto dané pripustné rieSenie je optimalne a tiaditelovej

funkcie je minimalna.
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Ako je zname, pri rieSeni Uloh LP pomocou simplejometdédy sa okrem
rieSenia primarnej tlohy nachadza aj rieSenie dyjdilohy. Zo simplexového algoritmu
vyplyva, Ze v simplexovej talike sa v dpcoch jednotkovej vychodiskovej bazy na
konenom kroku dosiahneverzia bazy Okrem toho prvky posledného riadka tEiu
pod vektormi vychodiskove] bazy v kéenej tablike su vlastne hodnoty dualnych
premennych ylak ocenenia vychodiskovych bazickych premennyhriulové.

2.1.2 Priklad 1

Uloha maximalizaéna, vlastné obmedzenie nerovnosti typ&

Modifikované zo [9].
Najdenie maxima funkcie = 8x + 4%
za podmienok:
-2X1 + 6%< 18
4x; + 6% <36
4%, - 2% <20
x=20 (i=12)

Zavedenim nezpornych pridavnych (doplnkovych) pramich x,x’, X' (resp.
U;,Up,U3) a pripojenim rovnice pre ¢alovl funkciu sa dosiahne sustava Styroch

linearnych rovnic o Siestich neznamych v kanoniclkeane:

-2X1 + 6% + X'g =18

4+ 6% +x» =36

ax, - 2%  +x3 =20
Z-8x- 4%=0
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RozSirena matica tejto sustavy sa zapiSe do simypdgxabuliky:

1. krok z X1 X2 X'1 X'z X'3 b
X'1 0 -2 1 0 0 18
X'z 0 0 1 0 36
X'3 0 -2 0 0 1 20

z 1 -8 -4 0 0 0 0
Tab. 2.1

Vychodiskové zakladné rieSenie:

X'1=18, x5=36, x3=20, ¥X=x=0, z=0.

Kritérium pre to,¢i je rieSenie optimalne, dava riadak KedZe obsahuje
zaporné koeficienty, nie je rieSenie optimalne.

Za vstupujucu premennud sa zvoli ¥ebo tejto premennej zodpoveda v riadku
z zaporny koeficient s najédou absolitnou hodnotou (t.jld&ovym sipcom je sipec
druhy).

Vystupujicu premennd mozno ¢t tak, Ze sa podelia postupnésla
v poslednom $pci tabwky &islami z Kigového sipca, pokid su tietogisla kladné.
Ziskané podiely st 36/4 a 20/4. MenSi podiel jeetom riadku, preto vystupujdcou
premennou bude x{(t.j. kl'Gtovym riadkom je treti riadok)Cerveny koeficient je

kr'acovym prvkom.

V d’alSom rieSeni sa postupuje takto:

= Vprvom sipci sa nahradi oztianie vystupujicej premennej ozeaim
vstupujucej premennej,

= prvky vriadku vstupujucej premennej sa ziskaju, tak sa podelia prvky
kr'acového riadku Racovym prvkom,

» prvky v ostatnych riadkoch sa ziskaju tak, Ze oéldého riadku sa @ita taky
nasobok riadku vstupujlcej premennej, aby&kvom sipci boli nuly (okrem

jednotky v riadku vstupujicej premennej).
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Jednd sa vlastne o pouzitie Gaussovej elidmep metddy zvlastnou Vbou
kracového prvku, ktord zabezfige nezapornasrieSenia.

Dalsi krok teda vyzera takto:

ZlepSenie rieSenia:
Xx1=5, %=0, =28, %=16, =0, z=40

ESte stéle je v riadkm zdporny koeficient, teda rieSenie nie je optiméalne

Dalsi krok:

Optimélne rieSenie:

X1=6 %=2
X'1=18 x=0 x3=0
z=56

Optimélne rieSenie, ktoré sa ziskalo, je jedinétgire v riadkwz su vo vsetkych
nezakladnych premennych (t.j. u premennych x3) kladné koeficienty (zaradenim
tychto premennych do rieSenia by hodnateldvej funkcie klesla).
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2.1.3 Priklad 2

Uloha minimaliza¢na, vlastné obmedzenie rovnice

Najdenie minima funkciez = 30% + 39% + 33% + 26x
za podmienok:
0.5% +0.3% + 0.4% + 0.7% = 186
0.5% +0.7% + 0.6 + 0.3 = 114
xi=20 (i=1,2,34)

PretoZe sustava linearnych rovnic nie je v kanamitkivare, treba zaviés

pomocné premenné a tym sa ziska rozSirena sustava:

0.5 +0.3% +0.4% + 0.7% + x" =186
0.5 + 0.7% + 0.6 + 0.3% +x", =114

kde x";1=20, x"%=0

Aby sa pomocné premenné anulovali, trebatiegirvej faze pomocnu Glohu

(jej vyrieSenim sa ziska vychodiskové zakladnéenesSvlastnej tlohy):

Najdenie minima funkcie:

le - Xll 1 + X||2

Z funkciez" je nutné vyldit pomocné premenné, pretozZe tieto premenné maju

tvorit’ vychodiskové z&kladné rieSenie:

X"1=186 ; x2=114 ; x=0 pre i=1,2,3,4

Urobi sa to tak, Ze k rovnid" - x"; - x"2 = 0 sa prip@itaja obe rovnice

rozSirenej sustavy. Ziskana rovnica:

Z"+ X1+ X + X3+ X4 = 300
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Do simplexovej tabiky sa zapiSe tato sustava rovnic (okrem koeficiantu
premennejz (resp.z"), pretoZze tato premennd bude zékladnou premenrcaiom

priebehu rieSenia:

0.5% +0.3% +0.4% + 0.7x% +x" =186
0.5 +0.7% +0.6+0.3% +x", =114
Z-30x% - 39% - 33x% - 26X =0

2"+ X1t X+t X3+ X = 300

Bude sa minimalizowafunkciaz", v okamihu k& z" dosiahne nulu, bude sa
minimalizova’ z. PretoZe ide o problémy minimalizeé, mozno rieSenie zlegSpokid’

v riadkuz" (resp.z) je kladny koeficient.

Postup bude zrejmy z tabuliek (2.4-2.6):

1.krok

2.krok | x
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3.krok X1 Xo X3 X4 X" 1 X" o b
X4 0 -1 -0.5 1 2.5 -2.5 180
X1 1 2 15 0 -1.5 3.5 120
z 0 -5 -1 0 20 40 8280
z" 0 0 0 0 -1 -1 0

Tab. 2.6

V prvom kroku sa zvolil prvy §pec za Ricovy (bez ofiadu naco mozny
najv&si pokles hodnoty"). Po dvoch krokoch sa podarilo anulévankciu z". Dalej
by sa dalo pokva’ v minimalizacii funkciez (vynechal by sa riadok' a sipce x4 a
X"), ale vtomto pripade bola vyrieSenim pomocnehyilearové vyrieSena pévodna

tloha, pretoZe v poslednom riadksu uz vSetky koeficienty zaporné.

Optimalne rieSenie:
X1=120 %x=%=0 x%=180
z =8280

2.1.4 Priklad 3

Uloha minimalizaénd, vlastné obmedzenie nerovnosti typ&

Najdenie minima funkciez = 15x + 10% + 12% + 25x
za podmienok:
2X2 + 4% + 5x 25000
2X1 + 2% + 4% 26000
10x + 5% + 4% + 10% =18000
xi20 (i=1,2,34)
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Po zavedeni pridavnych premennych sa ziska obmiedzérare rovnic:

2Xo + 4X3 + 5% - X' = 5000
2X1 + 2% + 4xy - X' = 6000
10X + 5% + 4% + 10% - '3 =18000

Xi20 (i=123)

Aby sa nemuseli zavadzé&i pomocné premenné, mozno uptasiistavu rovnic
takto: Treba najsrovnicu s najv&sim absolUtnyngélenom a od nej sa ¢iaju ostatné

rovnice (od tretej rovnice sa &ita prva a druha rovnicu).

10x + 3% + 5% + x'1 - X'3= 13000
8X1 + 3% + 4x3 + 6% + X'5 - X'3= 12000
10x; + 5% + 4x3 + 10% - x'3 = 18000

Teraz stdi zavies jedind pomocnud premennd, a to v tretej rovnicidGiine ako
v predchadzajucom pripade, do simplexovej tkbsa zapiSe tato sustava rovnic:

10x + 3% + 5x + x'1 - X'3 = 13000
8xy + 3% + 4xg + 6% + X' - X'5= 12000
10x + 5% + 4x + 10% - x'5 + x"'3 = 18000
Z-15%-10%-12x%-25% =0
z" + 10x; + 5% + 4% + 10x - x'3 = 18000

X"320

Postup rieSenia bude apzrejmy z tabuliek (2.7-2.11):

1.krok X1 X2 X3 X4 X1 | X2 | X'z | X'3 b
X'1 10 5 1 0 -1 0 13000
X'2 8 0 1 -1 0 12000
X"3 10 5 4 10 0 0 -1 1 18000
z -15 -10 -12 -25 0 0 0 0 0
z" 10 5 4 10 0 0 -1 0 18000
Tab. 2.7
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\ 2.krok | X1 | X2 | \ X4 \xl \x'z \x'g |x"3 \ b

x4 |5 |05 ] -2 | 0o |1 |0 |-05]-05 | 4000
Xy 2 | 0 16 0 0O 1 -04]-06 1200
| | 1 |05 |04 | 2 |O |0 |-01]|01 | 1800

I0N 25N =2 | oN NoN =25 e 45000—
[N [SCHN [SNON [WcH [oN [NoN [NoN RED

Tab. 2.8

Tab. 2.10

\ 5.krok | X1 \ X2 | X3 \ X4 \x'l |x'2 \x'g |x"3 \ b
X | o | 1 | 2 |25 |-05|0 |08 | | 2500
X | 1 | o |06 |025/025| 0 |0 | - | 550
Xy | o | 0 |28 |05 |-05| 1 [-02] 100

z  |NNONN [WNONN [NSIN [E3175 125 JNOW U5 R | 33250

Tab. 2.11
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Optimélne rieSenie:
Xy=550 x%x=2500 x%=x2=0
X1=0 x3=100 x=0
z = 33250

2.1.5 Priklad 4

Uloha, ktora nema optimalne rieenie

Néajdenie minima funkciez = -2x% - X4 + Xs
za podmienok:
X1+ X3-2% =3
X2-Xg+Xe+ 2% =4
xiz20 (i=1,2,345)

Simplexova tabika:

1.krok x| X | Xa

Tab. 2.13

RieSenie nie je optimalne, pretoze vriadku je kladny Kkoeficient
(minimalizaina dloha). Kidovy sipec mozno zvofi (xs), ale nemozno zvalikl'Géovy

riadok, pretoZe oba koeficienty st zaporné.

Uloha teda nemé optimélne rieSenie.
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2.1.6 Priklad 5

Interaktivne rieSenie ulohy LP pomocou JavaScriptyre Gaussovu elimin&nu

metédu

Pre eduké&né (tely s na internete dostupné rbézne interaktivne utyoda
rieSenie udloh LP.
V tejto diplomovej praci bolo pouZité interaktivhaeSenie z programu

uvedeného na www stranke [10].

Tento interaktivny modul ma nasledujuce podmiegnieytlohu LP:
* maximalizacia Gelovej funkcie
e najviac tri obmedzenie (rovnice)

* najviac Set premennych (nezapornych)

Interaktivna simplexova tabka je zobrazena na obr.(2.2).

Simplexova tabulka 2

Promenne zakladm x] 2 X3 x4 X5 L.V, Prava stiama | Volha radku

T | N I | N N N | O | ®
T | N I | N N N | O || e
T | N | N N N o | a

U I I N | A I | w

Volha sloupce @ @ @ @ @ @ | TEROVAT | || wviazaT |

Obr. 2.2 Interaktivna simplexova tdtxa

Je zadany nasledujuci priklad a ohéaniami:
maxz(x,, X,) = 80x, + 60x, +100x, +300x,
X, +4X, +2X%, + X, <4
2% +3X; +X, <6
8%, +4x, <12
x =0,i =14

50



Postup rieSenia:

1. zada prislusné koeficienty (t.j. vypltiisimplexovu tablku) vratane indexov
zakladnych premennych,

2. pomocou kruhovych ttadiel zvolit’ k'icovy prvok (poda znamych pravidiel
simplexového algoritmu),

3. zada prevedenie jedného itér@ho kroku,

4. rozhodndi, ¢i zlepSené rieSenie je optimalne - ak ano, tak &kopokid’ nie,

tak opakovéa body 2 az 4.

Za vstupujucu premennd sa zvolj ¥ebo tejto premennej zodpoveda v riadku
z zaporny koeficient s najédou absolitnou hodnotou (t.jldkovym sipcom je sipec
druhy).

Vystupujuca premenna je; &.j. kl'déovym riadkom je prvy riadok). Pomocou
kruhovych tl&idiel sa zvoli Kucovy prvok.

Po vyplneni a zvolenilkéového prvku vyzera simplexova tdia takto:

| Promenne zakdadui | x1 ‘ x2 ‘ x2 ‘ x4 ‘ xs | ‘Pl*na strana ‘ Volba radku
I (o2 o |\ 1 e
o] e e i e JC I 1| e
| Jf JF JFE JF _J_J/z_1| o
T o | o | e o | o | o Y o
| Vobba sloupce ‘ @ ‘ @ | @ ‘ ‘ | ![ TEROVAT | ![WMAEAT J

Obr. 2.3 Vyplnena simplexova talka

Po Kkliknuti na tlaidlo iterova’, sa vykona prva iteracia a ziska sa
zlepSené rieSenie. Treba rozhotin€i je optimalne. Ak nie je optimalne, treba
zopakovd vyber KU¢ového prvku a opéiterova’. Za vstupujacu premennu sa zvolj X
lebo tejto premennej zodpoveda v riadkmaporny koeficient s naj¢dou absolitnou
hodnotou (t.j. Ki¢ovym sipcom je dipec druhy). Vystupujica premenna je (k.
kracovym riadkom je prvy riadok). Pomocou kruhovycHRidkel sa opé zvoli K'icovy
prvok.
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| Pramesme zakladd | n x | x5 ‘ = xs = | Bovrn sieuna | Velhaasiin
£ R N I | O RN O A | o
] N 4 N XN I NN N | ®
] (I N | A ®
| T (ucdova funlie) -60 mall] I 500 @
Volha sloupee o M‘I P @ T

Obr. 2.4 Simplexova talfka po zadanilkicového riadku

Po d’alSej iteracii je zrejmé z tabky na obr. (2.5), Ze sa jedna o optimélne

rieSenie, pretoZze v riadkwz su vo vSetkych nezakladnych premennych kladné

koeficienty.
| Promenne zakladui | % % | s ‘ " | - x5 | - P [ —
| [ | |4 || [0 ME ML | |[o || I | o
] g ||ke__ || | |[o [z ][ L | ®
] E | ®
SR ] _ | || | || [s80 @
Volba sloupee o @ @ @ @ @ | [UTERavAT ]

Obr. 2.5 Simplexova talfka po druhej iteracii

Optimélne rieSenie:
x1=1 x%=0 %=0 x%=3
X1=0 xo=x5=1 X5=X7=0

z =980
Z vysledkov vyplyva, Ze aj pouzitim tejto metédyprostrednictvom prikazov a

funkcii programu MATLAE® je vysledok rovnaky, ateda sa jedna o optimalne

rieSenie.
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2.1.6 Priklad 6

Dvojfazova metéda - funkcia simplex2p pouzita prostrednictvom toolboxu
programu MATLAB ®

Dvojfazovd metéda je jednou zo zakladnych wWipweych pomdcok
pouzivanych v linedrnom programovani.

V priebehu vykonavania funkcigimplex2pv prostredi MATLAE’, pouZivaté
ma moznot sledovania postupu vypm, ato  kliknutim na moznés "ano"
v zobrazenom okne.

Zadavanieel v zdrojovom kode funguje na nasledovnom princiiagariklad, ak
rel =' <<<', potom systém ohrafeni pozostava z troch nerovnosti typu <=.

Zdrojovy kod danej funkcie je uvedeny v prilohe][11

Priklad 1

Motocyklovy zavod vyraba tri typy vozidiel A, B, ®yroba jedného typu méze
byt po malych Upravach vystriedana vyrobou iného typd. stanoveni vyrobného
programu sa musi vziado Uvahy denna kapacita Siestich prevadzok, ktsaré
obmedzené pda tabuky (2.14). Ostatné zdroje — suroviny, pracovné ailyod. — su
k dispozicii v dostattnom mnozstve. Je trebaditt vyrobny plan zavodu tak, aby zavod

mal maximalny zisk.

Denna kapacita pri vyrobe

Vozidlo A | Vozidlo B | Vozidlo C

Zlievarai 100 125 75
Upravowia odliatkov 150 125 100
Lisovia 125 100 100
Montaz A 75 - -
Montaz B - 80 -
Montaz C - - 80
Ceny 45000 40000 60000
Tab. 2.14
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Matematicky modelmaxz = 45000, + 40000k, + 60000k,

s ohranteniami

100_ 100 100
X, + X, + X; <100
100 © 125 75

100 100 100
X +——X, +——X%; <100
150 = 125 ° 100
1OOXl N 1OOX2 N 1OOX3 <100
125 = 100 © 100
X <75
X, <80

X; <80

Skript pre spustenie vyptu simplexovej metddy je uvedeny zdrojovym kédoni)2

type='max'

f=[45000 40000 60000 0 0 0];

A=[100/100 100/125 100/75;100/150 100/125 100/100 ; 100/125
100/100 100/100; 1 0 0;01 0; 0 0 1];

b=[100;100;100;75;80;80];

rel='<<<<<<"

simplex2p(type,f,Arel,b)

Zdrojovy kod 2.1

Vysledok vypd@tu simplexovej metddy prostrednictvom optimatizého
toolboxu programu MATLAB je nasledujici:

Values of the legitimate variables:
x(1)=0.000000

X(2)= 62.500000

X(3)= 37.500000

Objective value at the optimal point:
Z = 4750000.000000
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Z vysledkov vyplyva, Zze ak chce podnik dosiahmoaximalny zisk, mal by
vyrdba vozidla typu B vozidla typu C. Matematicky; x 0, » = 62,5, % = 37,5,
a hodnota €elovej funkcie je z = 4 750 000.

Priklad 2

Podnik vyraba tri vyrobky Y- V3 pomocou Styroch technologickych postupov
T: — T4 . Udaje o produktivite jednotlivych technoldgii (b jednotiek kazdého
vyrobku vyprodukovanych pri jednotkovej intenziteistuSnej technol6gie, naklady
spojené s jednotkovou intenzitou vyuzitia kazdehtmldgie a minimalne pozadované
mnoZstva jednotlivych vyrobkov, ktoré podnik musgiobit’ v skimanom obdobi) su
dané v tabtke (2.17). Je treba &r vyrobny program s minimalnymi Uhrnnymi

nakladmi.

Ty | To | T3 | T4 | Pozadované mnozstvo

Vi 4 |3 |3 |2 190
Vo 4 (3 |3 |3 180
V3 3 2 4 4 130

Néaklady | 70 50 90 70
Tabuka 2.15

Matematicky modelminz = 70x, +50x, +90x, + 70x,
s ohranteniami

4x, + 3%, +3%; +2x, 2190

4x, + 3%, +3%; +3%, 2180

3%, +2X, +4X; +4x, 2130

Zapis pre minimalizénu funkciu vyzera nasledovne:

type="min’
A=[4332;4333;3244];
f=[70 50 90 70];

rel=[">>>']

b=[190; 180; 130];
simplex2p(type,f,Arel,b)
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Zdrojovy kod 2.2

RieSenie:

Values of the legitimate variables:
x(1)= 10.000000

X(2)=50.000000

X(3)=0.000000

x(4)= 0.000000

Objective value at the optimal point:
Z = 3200.000000

Z vysledkov vyplyva, Zze ak chce podnik dosiahmoaximalny zisk, mal by
vyraba' iba vyrobky M avyrobky \b. Matematicky: x = 10, %» = 50, %,Xs= O,

a hodnota €elovej funkcie je z = 3200.

2.1.7 Priklad 7

Duélny simplexovy algoritmus — funkciadsimplex

DalSia metoda doélezita pri linearnom programovani njetéda dualneho
simplexového algoritmu. Pre obsiahlogejto témy sa predloZzena diplomova praca
nezaobera tymto algoritmom, ale je tu predloZen§ssp vypdtu prostrednictvom
optimalizainého toolboxu programu MATLAB- tento algoritmus sa nazydaimplex.

Zdrojovy kod danej funkcie je uvedeny v prilohe][11
Priklad:

Matematicky modelmin z = 3x, +4x, + X, + 2X,
s ohranteniami
3X, +4X, + X, +2X, 25

X +2X, =X +X, 24
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Skript pre minimalizéni funkciu vyzera nasledovne:

type="min’;
A=[1111;12-11];
f=[3412];

b=[5;4];
subs=dsimplex(type, f, A, b)

Zdrojovy kod 2.3

RieSenie je nasledovné:

Hodnoty vyslednych premennych:

x(1)= 0.000000

x(2)= 0.000000

X(3)= 0.500000

X(4)= 4.500000

Realna hodnota optimalneho riesenia:

Z =9.500000

Indexy bazickych premennych vo finalnej tabulke :
3
4

57




3. DOPRAVNE ULOHY

3.1 Dopravna uloha a jej aplikacie

Ide o najstarSiu aj najlepSie prepracovanu Ulahedrneho programovania,
nazyvanu tiez Ulohou Hitchcockovou, ktoryisal ako prvy podrobne zaoberal.

Ciel’ dopravnych ulok- minimalizacia nakladov na prepravu materialowdme

vyrobcami, resp. medzi vyrobcami a miestom odbytu.

3.1.1 Formulacia dopravnej tlohy

Obr. 3.1 Grafické znazornenie siete odbdiatea dodavai®v

Ds, Dy, ...., Dy - dodavatelia 1 S, ..., $— spotrebitelia
ai, &, ..., & — dodavky od dodavdtev b by, ..., b — poZiadavky
spotrebitéov

Majme m vyrobcov (dodavatev) D,,D,, ..., D, delited?ného homogénneho
tovaru, produkovaného v mnozstvaah a,, ..., a,, a na strane druhej spotrebitéov
(odberatéov) S, S,, ..., S,, pozadujucich tento tovar v mnozstvath b,, ..., b, .
Bude sa pritom predpoklafiaze su pripustné vazby kazdého z vyrobcov s kazdym
spotrebitéom [10].
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Ozna&i sa Wadané mnoZstvo prepravovaného tovaru-oeho vyrobcuy, k
j-temu spotrebiteovi S; symbolomy; . SU to premenne, ktore musidis podmienky
nezapornosti:

Xj =20 pre i=12..n; j=12,..m (3.1)

Pre zjednoduSenie ulohy sa bude predpoklade prepravné naklady medzi
vyrobcom (dodavatem) D, a spotrebitbom S; rastl linearne s prepravovanym
mnozstvom x; . Hodnotu tychto nakladov pri jednotkovom mnoZstewaru x;

ozn&ime c; .

3.1.2 Vyvazena dopravna uloha

Je najjednoduchsSou variantov dopravnej ulohy wa&o ju moZno
charakterizovétakto poda [3]:

Za minimalny celkovy naklad je potrebné prepfawutity pocet jednotiek tovaru
z rdznych vyrobnych centier do réznych spotrebngehtier. Kazdé spotrebné centrum
potrebuje wité mnozstvo jednotiek tovaru a kazdé vyrobné centma k dispozicii

obmedzené mnoZstvo jednotiek tovaru.

Predpokladkol'ko spotrebitelia pozaduja, liko dodavatelia dodaju

a ta,+..+a,=b +b,+..+b, (3.2)
. =Y'b, — podmienka vyvaZenosti (3.3)
& k

i=1 k=1

Sadzby za dopravu:

Cll C12 Cln
_ C21 022 02 _ ,
C= S (3.4)
Cu Cmz - Comn
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Cik — jednotkové prepravné naklady na tovar prepravahyteho dodavata D ku k-
temu spotrebitovi S;.

Uloha: Stanovenie matematického modelu optimalizaciekosgich prepravnych
nakladov, t.j. minimalizacia celkovych prepravny@ikladov.

RieSenie:Urcit’ prepravny program, t.j. mnozstvg,xktoré doda i-ty dodavateD; k-

temu spotrebifiovi S, tak aby sa minimalizovali celkové prepravné ndkla

X11 X12 Xln

_ Xo1 Xy o o Xy _ ’

X= "= (3.5)
Xog  Xmp oo+ X

Xik — mnozstvo ktoré dodavdit®; doda spotrebit®vi S

3.2 KonsStrukcia modelu

Podmienky:

Dodavatéskeé: Odberatéskeé:

Dot XX+t X, =8 St XX et Xy =D

D,: X+ Xy, +...¥X,, =8, S,i X, +tX, to.+X, =h, (3.6)

Dm Xml+Xm2+ +an:am Sn X1n+x2n+"'+xmn:bn

Nezapornostix, >0 VyvaZenodtia, = > b, (3.7)
i=1 k=1

Prepravné naklady:

min Z= Cll |3(11 +ClZ |3(12 +"'+C1n D(ln +

+C,y [Xy +C [X, +...4 G, [X, +

et + (3.8)
+Cm:l. D(rnil.-l_cmz D(m2 +"'+Cmn D(rnn
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minZ :Zm:zn:cik (K (3.9)

3.2.1 Z&pis modelu

S, S, S, a;
[C11] [Cs] L] [C1n]
D4 X144 X412 e X1n Cl
LCa1] Lez] L] - L
D, X21 X2z Xon a;
T 1 [
(o] (2] ] Lo
I:)m Xm1 Xm2 Xmn am
by b, b, bn

Obr. 3.2 Zapis modelu dopravnej tlohy

Sustavu h+n-1) rovnic s (m.n) premennymi mozno rigSsimplexovou
metddou ako ulohu lineadrneho programovania. Avagrumalych hodnotach m a n sa
mozno stretntls ve’kou sustavou ohraéeni, ktora je pre kny vypaiet nevhodna.

G. B. Dantzig upravil simplexovd metddu ¥akdom na Specialnu Strukttru
matice koeficientov modelu dopravného typu takjezmozné utit’ rieSenie ulohy bez

zostavenia simplexovej tathy.

VSetky zvlastnosti dopravnych dloh uniofi rieSt tieto ulohy mnohymi
jednoduchymi, matematicky nendnymi metodami, ktoré slahko zvladnuténé i bez
pomoci vyp@tovej techniky. Tieto metdédy sa nazyvayéiblizné (iteracné, praktické

alebosuboptimélng
Dopravny problém je vyhodné riéSpomocou modifikovanej dvojrozmernej

tabu’ky. Pomocou tejto talidy je mozné najspripustné a potom aj optimalne rieSenie

dopravnej tlohy.
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3.3

Vlastnosti dopravnej tlohy

Vlastnosti dopravnej ulohy péd [2]:
Dopravna uloha mé vzdy pripustné rieSenie, t.jvieand mnoZzina pripustnych

rieSeni je neprazdna.

2. Dopravna uloha ma vzdy bazické rieSenie.

Ak dodavky a a poziadavky b su celécisla, potom optimalne rieSenie je
celatiselné.

Dopravna uloha ma vzdy optimalne rieSenie.

5. Kantorovi: Nevyhnutnou a postajucou podmienkou k tomu, aby pripustné

rieéeniex:[xik]f"’n bolo optimalnym rieSenim je, aby existovali takéla y
a Vi, pre ktoré plati:

* U+V=dk<Ck

e pretiei, k, pre ktore jege O, plati: y+ v; = Gy, kde:

Cik — dopravné sadzby

dix — dualne sadzby

Ui, V; — dualne premenné.

3.3.1 RieSenie vybilancovanej dopravnej tlohy

Postup rieSenia:

1.

N o 0o W

metodou SZ rohu (indexovou, Vogelovou aproxinau...) sa zostavi prvé
pripustné rieSenie

vypoitaju sa duélne premenng w;. (V prvom kroku salubovd’na duélna
premennd voli = 0, ostatné sa déipaju). Pre bazické (obsadené) premenné
Xik> 0 plati:

U+ V= Ck

pre neobsadené polia sa v¥fiaju dualne prepravné sadzhy=u + v,

kontrola optima: @ < ¢k

AK: dik > ¢y treba vyltada: max [dk - ck] — zaradi sa dopravu na poziciki +
vytvori sa uzavrety cyklus, tak aby sa neporudidinéné podmienky

zmenad = min { X'}, 6 je najmensi prvok
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8. nové bazické rieSenie.

Na popis liadanie rieSenie dopravného problému mozno ¥yuazsledujlce
fakty [12]:

Da sa dokaza Ze pripustné rieSenie dopravného problému je, thkdre
obsahuje maximalnen+n-1 nenulovych premennych;. Pri Hadani rieSenia sa
vychadza zo spomenutej dvojrozmernej tidyua do prislusnych pa@lok tejto tabliky
sa zapisuju hodnoty premennygh Pokid su tieto hodnoty nulove, tak ich do golk
nezapisujeme. P@ko, v ktorom je hodnota premennej kladna, sa nanhsadené
policko. Tieto obsadené pdka sa pospdjaju vodorovnymi a zvislytfiarami, aby sa
zistilo, ¢i tieto obsadené pdaka vytvarajuuzavrety cyklusPri rieSeni dopravného
problému sa vychadza z nejakého pripustného ri@setestuje sa&i je toto rieSenie
optimalne. Ak obsahuje maximalnen+n-1 obsadenych palok atieto pokka
nevytvaraju uzavrety cyklus (alsp podmienku optimality), tak sa na3ldadané
rieSenie dopravnej ulohy, v ojgom pripade sa prejde nkalSie pripustné rieSenie
a opakuje sa test optimality. Ak &t obsadenych pdlbk je menSi akan+n-1, tak

rieSenie jedegenerované

Test optimality:Ak vSetky diferencie st nulové alebo nezdpornk,dané pripustné

rieSenie je optimom.

NajcastejSie pouzivané dopravné ulohy:
* metdda severozapadného rohu
* indexova metdda
* Vogelova aproximénd metdda
* modifikovana metoda

» Habrova metéda uzkych profilov.
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3.4 Metbda severozapadného rohu

Polia sa z&naju obsadzowa vIavom hornom rohu dopravnej tdiy
a postupuje sa smerom dopravat@m kazdé pole sa obsadzuje najvySSou moznou
prepravou s dladom na kapacity;,apoziadavky p a uz obsadené polia. Na kazdom
kroku sa obsadi jeden riadokigstc), vyniméne dva rady (ak napr; & b, a dosadi sa
X11 = &, obsadi sa $@sne prvy riadok a prvyigec). Na poslednom kroku sa obsadzuje
zostavajlci riadok aleboipec sdasne. To znamena, Ze rieSenie, ktoré sa opisanym
spbsobom ziska, bude thanaximélne ih+n-1) obsadenych poli. Je to pravdko,
kol’ko je v sustave (3.6-3.8) linearne nezavislych wiiemi. Tato metdda neberie do

avahy vysku dopravnych sadzieb (nakladov aleboaloprch vzdialenosti) [13].

Poznamka. Vychodiskové rieSenie mozno v zasade zidlek, Ze pri obsadzovani sa
zane ktorymkdvek pd’om a pokrauje salubovd’ne. Je vSak nutné zachdvyaravidlo,
Ze do kazdeého fa sa dosadzuje maximalne mozna hodnota, t.j. @dd@m obsadeni

pola sa musi ditana to, aby bol obsadeny cely riadoKget).
Metoda severozapadného rohu umgé jednoducho a rychlo ziska

vychodiskové rieSenie. RieSenie dosiahnuté toutdodos je prijaténé, ale nie

konegné.

64



3.4.1 Priklad — Metoda severozapadného rohu

Najdite taky plan prepravy tovaru od troch dodek@at Styrom spotrebit®m,
aby naklady na prepravu boli minimalne pri Uplnoggerpani kapacit dodavdites a

plnom uspokojeni poZiadaviek spotrebite.

Kapacity dodavat®v, poziadavky spotrebitev a prepravné sadzby su uvedené
v tabuke:

Spotrebitelia

Dodavatelia S, S, Ss S Kapacity
6 8 8 5
D 300
5 11 8 7
D, 400
8 9 7 13
D3 500
PozZiadavky 350 280 320 250 1200
Tab. 3.1
RieSenie:

Z&ina sa v lavom hornom (severozapadnom) rohu nasledujdcim
postupom:x;; = min (kapacita, poziadavka). Snahou je dosighmgerpanie
kapacity prvého dodavd®, alebo poziadavky prvého spotrelite
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Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S S, Kapacity
6 8 8 5
D, 300 300
5 11 8 7
D, 400
8 9 7 13
Ds 500
Poziadavky - --- 1200
Tab. 3.2

Ak nie je uspokojena poZziadavka prvého spotréhijteak treba poktava’ v jej
uspokojovani z kapaadtalSich dodavatev.

Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S S Kapacity
6 8 8 5
D 300 300
5 11 8 7
D, 50 400
8 9 7 13
Ds 500
PoZiadavky - --- 1200
Tab. 3.3

Po uspokojeni poZiadavky prvého spotrdiaitea pokréuje v uspokojovani
poziadaviekd'alSich spotrebitv z kapacit’alSich dodavatev.
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Spotrebitelia

Dodavatelia S, S, S Kapacity
6 8 8 5
D, 300 300
5 11 8 7
D, 50 280 70 400
8 9 7 13
Ds 500
Poziadavky - - - - 1200
Tab. 3.4
Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, Ss Kapacity
6 8 8 5
D, 300 300
5 11 8 7
D, 50 280 70 400
8 9 7 13
Ds 250 250 500
Poziadavky - - - - 1200

Tab. 3.5

z, =6*300+5*50+11* 280+ 8* 70+ 7* 250+13* 250=10690

RieSenim metddou severozapadného rohu sa dosigiiee uvedena hodnota.
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3.5

PouZzitie: Na ziskanie zakladného, vychodiskového rieSenidiathtenim sadzieb a ich

velkosti.

Zakladnym postupom je obsddgiolicka maximalne moznym mnozstvom tak,

Indexova metéda

aby sa riadkové algové sity rovnali okrajovym hodnotam.

Pri rovnakych sadzbach uprednosioolicko, ktoré je mozné obsadvaSim

mnozstvom.

3.5.1 Priklad — Indexova metéda

Zadanie je to isté ako pri metdéde severozapadraho

Kapacity dodavatev, poziadavky spotrebitev a prepravné sadzby su rovnaké
ako pri priklade na metodu severozapadného robi uwedené v talfike (3.1).

RieSenie:

- pbvodnu tablku treba previgsdo tabuiky:

| Policko | Kapacita
| D:S; | 300
| D:S; | 300
. DS | 300
. DSy | 300
. DSt | 400
. DS | 400
. DSs | 400
| DSy | 400
. DsS | 500
| DsS; | 500
| DsSs | 500
| D3S, | 500

Poziadavka | Kapacita/Poziadavka

Ci

0,85714 | 6
1,07143 | 8
0,9375 | 8
1,2 | 5
1,14286 | 5
1,42857 | 11
1,25 | 8
1,6 | 7
1,42857 | 8
1,78571 | 9
1,5625 | 7
2 | 13
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- Udaje v tabtke zoradime pdw ved’kosti sadzieb vzostupne:

| Poligko | Kapacita | Poziadavka | Kapacita/Poziadavkz ¢; | Poradie
DS, | 400 |80 | 1,14286 5 1
. DS, | 300 [2s0 1,2 R
. DS | 300 | 80 | 0,85714 6 | 3
| DS | 500 | 820 | 1,5625 7 4
| DS, | 400 [2800 | 1,6 |7 | 5
| DS | 500 [8s0N | 1,42857 8 | 6
. DS | 400 [8200 1,25 | 8 [ 7
. DSs | 300 [d20 | 0,9375 8 | 8
. DS, | 300 [ 280 | 1,0714 8 | 9
| DS, | 500 [ 280 1,78571 9 | 10
. DS, | 400 [ 280 | 1,42857 11 1
| DsSs | 500 [N2500 | 2 13 [ 12
Tab. 3.7

- na zaklade zoradenej tdtiy sa budu pokh poradia obsadzot¥golicka maximalnym

moznym mnozstvom, pom ani riadkové a ani igicové sdty nesmi prekiét ani

hranicu kapacit ani hranicu poziadaviek

Spotrebitelia

Dodavatelia S, S, Ss S, Kapacity
6 8 8 5
D 50 250 300
5 11 8 7
D, 350 50 400
8 9 7 13
Ds 180 320 500
Poziadavky ---- 1200

Tab. 3.8
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VSetko sa pre kontrolu zapiSe do vzostupne zoratimndky:

Policko | Kapacita | Poziadavka Kapacita/Poziadavks c; Poradie Xij
D>S 400 350 1,14286 5 1 350
D1S4 300 250 1,2 5 2 250
D1$: 300 350 0,85714 6 3 0
DsS; 500 320 1,5625 7 4 320
D,S, 400 250 1,6 7 5 0
D3S; 500 350 1,42857 8 6 0
D,Ss 400 320 1,25 8 7 0
D1Ss 300 320 0,9375 8 8 0
D1S, 300 280 1,0714 8 9 50
DsS; 500 280 1,78571 9 10 180
D>S, 400 280 1,42857 11 11 50
D3S, 500 250 2 13 12 0

1200
Tab. 3.9

z, =5*350+ 5*250+ 7*320+ 8*50+ 9*18G 11*5G 781

RieSenie indexovou metddou poskytlo hore uvededinbtu @elovej funkcie.

3.6 Vogelova aproxim&na metdda

Pre kazdy riadok algtec treba vyratatzv. diferenciu. Diferencia je rozdiel
medzi najmensimi cenovymi koeficientmi v danonukiaresp. $pci. Najde sa riadok
(stipec) s maximéalnou diferenciou atam sa obsadic¢kmlis najnizSou sadzbou.
V pripade, Ze maju riadky {pte) rovnaké diferencie, obsadzuje sa najnizsiatsadPo
obsadeni pka treba zniZi kapacitu i poZziadavky a znova sa prépeu diferencie
a zopakuje sa postup.
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Postup:
1. Vypoket rozdielov ,Ri* a ,R "

a) k tablike sa prida $pec pre ,R' a riadok pre ,R’

b) v kazdom riadku a ipici sa vypéita rozdiel R medzi najnizSou a najblizSou
vySSou hodnotou sadzby prepravnych nakladov. Akige ako jedna najnizSia
hodnota sadzby (kv riadku alebo v §pci), tak R = 0.

2. Vyhradanie najv&sieho rozdielu ,R" v stipcoch alebo riadkoch

Vo vypcitanych rozdieloch ,R* sa najde nap&u hodnotu, a v prisluSnom
riadku alebo dpci sa obsadi palko s najnizSou hodnotou sadzby prepravnych
nékladov najv&im moznym objemom (menSia hodnota z porovnaniaagayky
s kapacitou).
s najnizSou hodnotou sadzby prepravnych nakladdv.bs existovali aj rovnaké
hodnoty sadzieb prepravnych nakladov zvoli sa spamgolicok s rovnakymi
hodnotami sadzieb prepravnych nakladov to ggoli do ktorého mozno umiestni
najvasi objem (z porovnania poziadavky a kapacity)

V riadku alebo $pci kde sa objem v p@ku rovna kapacite alebo poziadavke
zapisd@ do zostavajucich palok ,0“.

3. Opakovanie krokov 1. a 2.
- sadzba v obsadenom/ych gkli/ach sa pri vypéie rozdielov neberie do Uvahy
- pri obsadzovani palbk sa nepéita s polékami s ,nulovym“ objemom
-opakovanie sa realizuje do naplnenia vSetkychaoaviek pri stiasnom vygerpani

vSetkych kapacit.

3.6.1 Priklad — Vogelova aproxim#&na metoda

Zadanie je to isté ako pri metdde severozapadraho

Kapacity dodavat®v, poziadavky spotrebitev a prepravné sadzby su uvedené
v tabu’ke (3.1).
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RieSenie:

- tabu’ku treba doplni o sipec ,R* a riadok ,R"

- vypositaju sa rozdiely ,R* vo vietkych riadkoch dpstoch

- po vypate rozdielom sa zistilo, Ze su dve n&@@si& hodnoty ,2“ a zarowesu aj dve
policka (D1S4 a D,S;) s najnizSimi sadzbami prepravnych nékladov ,akze si treba
zvolit z tychto dvoch potiok to, do ktorého moZzno umiestninajv&si objem

(porovnanie poziadavky a kapacity), teda gadiD.S;

Spotrebitelia

Dodavatelia S, S, Ss S Kapacity
6 8 8 5
1
D, 300
5 11 8 7
D, 350 400 Z
8 9 7 13
Ds 500 1
Poziadavky 350 280 320 250 1200
R, 1 1 1 2
Tab. 3.10

- bola naplnenéa poZziadavka spotrekit& preto mozno do palok D;S, a D:S; zapisé
"O“
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Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S S Kapacity i
6 8 8 5
D, 0 300 1
5 11 8 7
D, 350 400 2
8 9 7 13
D3 0 500 1
R 1 1 1 2 |

Tab. 3.11

- vypitaji sa rozdiely ,R* vo vdetkych riadkoch a zosticich troch dpcoch,

pricom pri vypa@toch rozdielov v riadkoch sa neberd do Uvahy sadat®pravnych
néakladov z potiok prvého dpca

- najvasi rozdiel je ,3" a potiko s najnizSou sadzbou ,5* je p&kb D;S,

Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S S Kapacity R
6 8 8 5
D, 0 250 300 €
5 11 8 7
D, 350 400 1
8 9 7 13
D3 0 500 2
R i 1 1 2 |
Tab. 3.12

- bola naplnena poZziadavka spotrelat&, preto mozno do palok D,S, a D;S, zapisé
HO“
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- vypitaju sa rozdiely ,R* vo vSetkych riadkoch a zostficich dvoch dpcoch,
pricom pri vypa@toch rozdielov v riadkoch sa neberl do Uvahy sadat@pravnych
néakladov z potiok prvého a Stvrtéholigca

Spotrebitelia

Dodavatelia S, S, S S Kapacity i
6 8 8 5
D. 0 250 300 g
5 11 8 7
D, 350 0 400 €
8 9 7 13
D3 0 0 500 2
PozZiadavky 350 280 320 250 1200
R - 1 1 i
Tab. 3.13

e M 7

- najv&si rozdiel je ,3“ a poliko s najnizSou sadzbou ,8" je p&kbd D,S; ale do tohto
policka mozno umiestti uz len ,50“ jednotiek (rozdiel medzi kapacitou @0
a objemom potka D,S; ,350%)
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Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S S Kapacity i
6 8 8 5
D1 0 250 300 g
5 11 8 7
D, 350 50 0 400 €
8 9 7 13
D3 0 0 500 2
R i 1 1 i |

Tab. 3.14

- bola vy¢erpana kapacita dodaviaeD, preto mozno do pdlka D,S, zapisé ,0"

- vypitaju sa rozdiely ,R" v zostavajucich dvoch riadkoa zostavajucich dvoch
stipcoch, préom pri vypdtoch rozdielov v riadkoch sa neberi do Gvahy sadzby
prepravnych nakladov z pstik prvého a Stvrtého igca a pri vypstoch rozdielov v

stipcoch sa neber(l do Gvahy sadzby prepravnych nakladmwliok prostredného
riadka

Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S, S Kapacity R

6 8 8 5

D, 0 250 300 g
5 11 8 7

D, 350 0 50 0 400 i
8 9 7 13

D3 0 0 500 2

R i 1 1 i |

Tab. 3.15
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- najv&si rozdiel je ,2“ a poliko s najnizSou sadzbou , 7" je ptkb Ds;S; ale do tohto
policka mozno umiestriiuz len ,270" jednotiek (rozdiel medzi poZiadavkg@e0*
a objemom potka D,S;,,50)

Spotrebitelia

Dodavatelia S, S, S S Kapacity i
6 8 8 5
D. 0 250 300 g
5 11 8 7
D, 350 0 50 0 400 i
8 9 7 13
D3 0 270 0 500 2
PozZiadavky 350 280 320 250 1200
R - 1 1 i
Tab. 3.16

- bola naplnena poziadavka spotrekat& preto mozno do palka D,S; zapisé ,,0"
- do poltka D;S; zostava zapisarozdiel medzi kapacitou dodaviaeD,; a poltkom
D184

- do poltka DsS, zostava zapisaozdiel medzi poziadavkou spotreliaeS a poltkom
D1S:
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- ziska sa kornimé rieSenie

Spotrebitelia

Dodavatelia Kapacity

3

Tab. 3.17

- treba rozhodntj ¢i ziskané rieSenie je kot (optimélne) alebo vychodiskové pre

~,modifikovani metoédu*

Spotrebitelia

Dodavatelia Kapacity

Tab. 3.18
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- tabu’ka sa doplni o ftec ,u* a riadok ,v"

Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S, S Kapacity .
6 8 8 5
D1 50 250 300
5 11 8 7
D, 350 50 400
8 9 7 13
D3 230 270 500
v, |

Tab. 3.19

- v riadkoch 1, 2 a 3 ako aj Viptoch 2 a 3 je naj¢di paet nenulovych hodnét a preto

,0“ mdZe by ktorékd'vek z riadkovychtisel ako aj jedno zolgcovycheisel v a v

Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, S, S Kapacity .
6 8 8 5
D1 50 250 300
5 11 8 7
D, 350 50 400
8 9 7 13
D3 230 270 500
Vi 0 |

Tab. 3.20
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- najprv sa vypeita " a ,uz":

u+v,=8 u=8-0=8
Us+Vv=9 1B=9-0=9
Spotrebitelia
Dodavatelia S, S, = S Kapacity o
8 8 5
D; 50 250 300 2
11 8 7
D, 350 50 400
9 7 13
D3 230 270 500 ¢
Vi 0
Tab. 3.21
- vypcitaju sa ostatné jta v
Uz +w=7 w=7-9=-2
uw+vw=8 wv=8-(-2)=10
u+w=5 w=5-10=-5
Up+Vvs=5 ¥y=5-8=-3
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Spotrebitelia

Dodavatelia S, S, S, S Kapacity .
6 8 8 5
D, 50 250 300 8
5 11 8 7
D, 350 50 400 1
8 9 7 13
D; 230 270 500 9
PoZiadavky 350 280 320 250 1200
v 5 0 2 3
Tab. 3.22

- vypceitaja sa rozdiely ,(u+ v) - Gk* pre vietky neobsadené piié:

(Uu+wv)-c1=(8+(-5)-6=3-6=-3
(U+Vs)-C3=(8+(-2)-8=6-8=-2
(Up+ Vo) - C=(10+0)-11=10-11=-1
(Up+Vg) -Cs=(10+(-3)-7=7-7=0
(Us+ V1) -C1=(9+(-5)-8=4-8=-4
(Us+Vg) -Cu=(9+(-3)-13=6-13=-7

Z vypastov rozdielov (U + V) - ck vyplyva, Ze ide o korimé (optimalne)
rieSenie anaklady na prepravu su pri tomto spdésobpokojenia poziadaviek

spotrebitéov danymi kapacitami dodavéiter najnizSie:

z, =5*350+ 8*50+ 9*230+ 8*50+ 7*270r 5*256G 776
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3.7 Modifikovana metéda (metdda riadkovych a §pcovychéisel)

Postup:

1. Vypocet riadkovych a sipcovychéiselu; av;

1. ktabuke sa prida $pec pre riadkovéislau; a riadok pre $pcovécislay,

2. vriadku alebo $pci s najvasimpostom nenulovych premennych sa dosadi
za U respy; nula

3. ostatn&islay; av; sa volia tak, aby sa &6t riadkového a ficovéhocisla
rovnal prepravnym nakladom obsadeného dgali leZiaceho v priegaiku
riadka a dpca, v ktorych sa tietdisla nachadzaji. Vzdy sa postupuje od
riadku alebo dpca s najv&im pa@&tom polok s nenulovou premennou
k riadku alebo $pcu s najmensim gom poltok s nenulovou premennou.

2. Vypocet rozdielov (u; + V) - Gk pre vSetky neobsadené palka
* Hodnota sa zapisuje davého dolného rohu kazdého neobsadenéhokaoli
3. Zistenie kladnych rozdielov(u; + V) — G«

* Policko s najvdsSim kladnym rozdielom (zZaatocné poltko ,kruhu®)
ozn&it do l'avého horného rohu znamienkotn NajblizSie obsadené
policka (vzdy v sipci alebo v riadku) sa oztia znamienkami- (ak by sa
pri z&iatocnom poltku nachadzali dve obsadené pké ¢i uz v riadku
alebo sipci, patkad sa s oznnim poda potreby — uzavretie ,kruhu®)
adalSie striedavo aby sa uzavrel ,okruh* (ak su dkia alebo dpci viac
ako 2 obsadené pokia, oznéi sa znamienkom len prvé a posledné dkaly.

4. Zmena premennych poda znamienka

* NajmenSiu hodnotu v p@ku so znamienkorr treba odpéitat’ vo vSetkych
polickach so znamienkom. Policka mimo uzavretého okruhu treba netha
bez zmeny.

5. Kroky 1b az 4. sa opakuju az po ziskanie optimalnehrieSenia dopravnej
tlohy, t.j. do ,vy ¢istenia priestoru” od kladnych hodnét rozdielu

(Ui + V) - Gi

6. Urcéenie hodnoty &elovej funkciez

81



3.8 Habrova metdda Uzkych profilov

Opiera sa hlavne o ekonomické poznatky optimatigeh systémov
a o logicky rozbor. PretoZe Uvahy odvodené z Uakfipwych situacii su beznych
javom pri ekonomickych rozhodovaniach, je tato rdatblizka mysleniu pracovnikov
praxe. Dovduje v priebehu celého vyptmvého postupu bezprostrednd ekonomicku
interpretaciu a tym aj kontrolu rieSenia, nBkom sa da previgsodhad maximalnej
moznej odchylky od optimalneho rieSenia. Vyuzivk samu dudlny princip linearneho
programovania. Vyhodou vSak je, Ze sa aj rieSenialngj ulohy prevadza len

pribliznou metédou¢im je kontrola vysledku podstatnéaiiena.

Postup rieSenia tloh LP metddou uzkych profilovgémi jednoduchy:
1. zvoli sa poradie premennych gadvysky koeficientov &elovej funkcie (od
najmensieho po najuai koeficient),
2. ked’ sa uloha LP zapiSe do tdky, tak postupne sa kazdej prememgefpod’a
zvoleného poradia) priradi najlepSia mozna hodecadeboby, a to je min
{a b}
3. ak sa niektorej premenne§ priradila hodnotaa, potom uz ostatné (eSte
nevybavené) premennd-som riadku budd nulové
4. ak sa niektorej premenne§; priradila hodnotab;, potom uz ostatné (eSte
nevybavené) premenngm-+j)-tom riadku tabtky budd nulovée
5. po kazdom jednom takomto kroku sa napisd’agdbiiky novy stpec a riadok
platnych hodnét:
a —x;ab, -x, prei=12,..maj=12,..,n (3.10)

Porovnanim rieSeni jednotlivych metdéd jedndrea vyplyva Ze Vogelova

aproxim&na metdda je optimalnym rieSenim danej tlohy.

82



4. CELOCISELNE LINEARNE PROGRAMOVANIE

V praxi sa prichadzéasto do styku s ulohami, ze premenqéx,,...,x, mozu
byt len cel@iselné. Znamena tod’alSie ohrariujuce podmienky, a ak v niektorom
kroku simplexovej metédy sa ziskaju necé&elné hodnoty premennyck, X,,...,X,,

tak také rieSenie sa povazuje za nepripustné. Ahtekrie takéhoto rieSenia ulohy LP

k najbliz§im celyntislam nemusi kyeSte to pravé optimalne céiselné rieSenie.

Ulohou cel@iselného linearne programovania (CLS) v Standardmeene sa
rozumie uloha:

c'X - min

AX=D (4.1)

x=0, celé,

kde matica A a vektory c, b su célselné. Ak sa vynecha zo zadania ulohy (4.1)
podmienka cel&iselnosti premennych X, ziska sa Uloha LP, ktoréel@xaciou ulohy
(4.1) [14].

Veta: Ak optimalne rieSenie relaxacie ulohy (4.1) jex¢@&elné, tak je to zaroxieaj

optimalne rieSenie ulohy (4.1).

Predpoklada sa, Ze sa vyrieSila relaxacia ulohg) (4implexovou metédou
a ziskané optimalne bazické pripustné rieSenie niBgonej ulohy nie je celdselné.

V dalSom, pre zjednoduSenie vyjadrovania, sa budulypitimalnej simplexovej

tabu’ky ozna&ova’ gréckymi pl’smenamif a pismenkd x budu rezervované pre

premenné ulohy. Symb«gf(J ozn&uje celicad’ él’slaf, t.J. najv&Siecislo, ktoré nie je

sy Mt

Necel@iselnos optimalneho rieSenia znamena, Ze niektora jehwkézlozka

Xoiy . , . ; ., S &L , . .
80) nie je celgiselna,co sa v tablke prejavi tak, zé('O nie je celé. Prislusna rovnica

tabu’ky ma tvar:
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Xg(i) * qu X; =i
s (4.2)

Veta: Nech $io v optimalnej simplexovej talike nie je celdiselné. Ak sa k nej prida
rovnica

- 2HE I, + 520,520
< (4.3)

tak Ziadne celdselné pripustné rieSenie sa nevyl@ nova tablka je primarne

nepripustna, dualne pripustna a bazicka.
Rovnica (4.3) sa nazyva Gomoryho rez.

Ulohy cela@iselného programovania sa Vv praxi vyskytujdisto, preto bolo
vyvinuté mnozstvo metdd pre rieSenie tychto proloénBohuzid su ale tieto Ulohy
zlozito rieSiténé v porovnani s ulohami necéleelnymi, kde rbézne formy
simplexového algoritmu spolu s vyiovou technikou umaiuja riest’ ulohy ve’kych
rozmerov (tisice premennych a stovky obmedzeni)i€&eni niektorych cetdselnych
tloh paet iteracii a spotrebovan§as na poitaci su zn&ne vysoké i u uloh malych
rozmerov, ktoré by boli berazkosti rieSené bez podmienok ¢#delnosti. VéSie

tlohy cel@iselné su pre &l vypaitovu nar@nog’ niekedy i nerieSitné prakticky.

4.1  Priklad - Gomoryho algoritmus reznych nadrovin

Niektoré problémy, ktoré sa vyskytuja v ekonomike&zu by formulované ako
problémy linearneho programovania s premennymi alzex@ymi na celiselné
hodnoty.

Medzi paetné algoritmy navrhnuté pre rieSenie takéhoto lIprob patri aj
Gomoryho algoritmus reznych nadrovin. Jeho impldawa sa Vv programe
MATLAB ® vykonava pomocou funkciepa pricom zdrojovy kod danej funkcie je

uvedeny v prilohe [11].
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Je zadany priklad:
maxz = 5%, +8Xx,
6x, +7x, <10
8x, +4x, <16
X_, 2 0,celé

type="max’

A=[6 7;8 4];

c=[5 8];
b=[10;16];
cpa(type, c, A, b)

Zdrojovy kéd 4.1

Na zaklade zdrojového kédu 4.1 ziska program MABEA toto rieSenie

Gomoryho algoritmu rezu nadrovin:

Hodnoty vyslednych premennych:
x(1)=0

xX(2)=1

Realna hodnota optimalneho riesenia:
Z = 8.000000
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5. ZAVER

Cielom tejto diplomovej prace bolo pokryklasické partie linearneho
programovania, ktoré su &g’ou optimalizacie. Je &ena Studentom ako vyiova
pomécka pri rieSeni uloh LP, prip. na oboznameais danou problematikou. TiezZ je
podkladom pre e-learningovy Wtoovy systém predmetu Optimalizacia.

KedZe e-learning sa stava beznowasiou procesu vyby, je mozné poufi
informécie v predloZenej diplomovej praci na elekické vzdelavanie.

KedZe je optimalizany toolbox programu MATLAB vyuZity pri vyube
predmetu Optimalizacia, snahou bolo uviegSenie mnohych prikladov v predloZenej
diplomovej praci prave v tomto prostredi. Zaklaghatie, ako su napr. tedria duality
a primarna simplexova metéda, su rozobran& gmxirobne, s viacerymi prikladmi,
ktoré maju ukazasposob rieSenia takychto uloh linearneho programiav

Pri rieSenf tloh LP je pouZity toolbox programu WMAAB® , pricom je vyuZity
nielen na matematické vygty, ale aj na grafické rieSenie problému LP. Sulewvé
rozne typy prikladov, a rézne spdsoby moznych ¥mo Cas’ je venovana aj tloham
o zmesiach, ktoré sa vyskytuju v praxi priemyslueraického, potravinarskeho,
farmaceutického &t

Znana ¢ag’ diplomovej prace je venovana simplexovej metodmra je
zakladnou metddou pre rieSenie uloh LP. Prikladkyréksu rieSené touto metddou, boli
vybraté za &elom toho, aby umdibvali rieSenie vlastnej Ulohy LP postupom
uvedenym v niektorom z prikladov. Snahou je obgidhaSetky moZzné varianty
prikladov, ktoré by sa mohli pri rieSeni Uloh LPskytn(t’.

TieZ je uvedena web stranka [11], kde danu uloRurioZno rie§i interaktivne
pomocou krokov, ktoré sa pouzivaju aj prémam rieSeniDalSie uvedené priklady su
rieSené pomocou optimalig@ého toolboxu programu MATLAB | pricom je pouZita
funkciasimplex2p a pri dualnom simplexovom algoritme je to funkdgmplex Tedria
k dualnemu algoritmu nie je uvedena kvoli oomedzenitadiska rozsahu tejto témy,
ale pre pripad potreby je uvedeny jeden vzorovlauli

Pri dopravhom probléme su na jeden priklad aphkdv r6zne metdédy na
rieSenie dopravného problému. Po aplikacii tych&ida na dany priklad sa zistilo, Ze

Vogelova aproxiména metoda je optimalnym rieSenim, pretoze nakladgrepravu su
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pri tomto spOsobe uspokojenia poziadaviek spoeihit danymi kapacitami
dodavatéov najniZsie.

V tejto diplomovej praci je spomenuta len zakladeéria k celdiselnému
programovaniu jednak pre obmedzenieladiska rozsahu predloZenej diplomovej
prace atiez pre zlozitdsieSeni tychto Gloh oproti tloham neagkelnym. Pre blizSie
oboznamenie sa s danou problematikou je vyrieSeikjagd prostrednictvom programu
MATLAB ® . Predalsie obozndmenie sa s problematikou &skiného programovania

je potrebné odpotiit’ d’alSie Studium tejto rozsiahlej témy.

87



6.

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

LITERATURA

LAGOVA, M.; PELIKAN J.: Metody linearniho progmovani. Praha: Vysoka
Skola technicka, 1988.

FRIEBELOVA, J. 2007. Linearni programovani. [me]. [Cit. 2007-02-15].
Dostupné na: Jikeskéa univerzita €eskych Budjovicich, Zengdslskéa fakulta,
Katedra aplikované matematiky a informatiky.

URL: http://www2.zf.jcu.cz/~janaklic/emm.html

POBISOVA, M: Vybrané ulohy z linearneho prograwania. Zvolen: MAT-
CENTRUM, 1995.

HUDZOVIC, P.: Optimalizacia. Bratislava: Vydavésévo STU, 2000.

2007. Linear Programming. [online]. [Cit. 2002-18]. Dostupné na: Luisiana
State University, Minerals processing, Researchttine.

URL: http://www.mpri.lsu.edu/textbook/Chapter4-d.htm#gems

BORRE, J. 2005. [online]. [Cit. 2007-02-20]. &tapné na: Aalborg University,
Department of communication technology .

URL: http://kom.aau.dk/~borre/matlab/strang/

LISKA, M. 2007. Simplexova metoda. [online].ifC2007-02-20]. Dostupné na:
Ostravska univerzita,fRodowdecké fakulta, Katedra informatiky aditaca.

URL.: http://www1.0su.cz/studium/mopv2/simplex/

PESEK, P. 2003. Zaklady linearnino programovémiline]. [Cit. 2007-03-01].
Dostupné na: Zapadeskéa univerzita, Katedra kybernetiky.

URL: http://control.zcu.cz/~pesek/OA2000/user/data/OAB.p
KLINGEROVA, P. 1997. Linearni programovani. [me]. [Cit. 2007-03-03].

Dostupné na: Technicka univerzita v Liberci, F&kuhechatroniky, Katedra

softwérového inZinierstva.

URL: http://www.fm.vslib.cz/cgibin/toASCIl/~ksi/cz/mat@a/linprog/
KLINGEROVA, P. 1997. Interaktivnte$eni Glohy linearniho programovani.
[online]. [Cit. 2007-03-03]. Dostupné na: Technicksiverzita v Liberci,
Fakulta mechatroniky, Katedra softwéroveho inZstea.
URL:http://www.fm.vslib.cz/cqgibin/toASCIl/~ksi/cz/mat@a/linprog/gauss.htm
MAYER, J. 2007. [online]. [Cit. 2007-03-05]. d3tupné na: Zapadeska

univerzita, Fakulta elektrotechnicka, Katedra tdoké elektrotechniky.

URL: http://home.zcu.cz/~jmayer/

88



[12]

[13]

[14]

[13]

2006. Dopravna uloha a jej aplikacie. [onling}it. 2007-03-10]. Dostupné na:
Slovenska technicka univerzita, Stavebna fakulitelra ekonomiky a riadenia
stavebnictva. URLhttp://web.svf.stuba.sk/kat/ERS/doc/

PLESNIK, J., DUPKOVA, J., VLACH, M.: Linearne programovanie.
Bratislava: Alfa, 1990.

POLACKO, V. 2007. Metdda severozapadného rohu. [onlif@it. 2007-03-

15]. Dostupné na: Ekonomicka univerzita, Fakultamkového manazmentu,

Katedra manazmentu vyroby a logistiky.

URL: http://fpm.euba.sk/KMVal/logistika/log_dopr_ul.htm
CECHLAROVA, K., SEMANISIN, G.: Linearna optiniadcia. KoSice:
Prirodovedecka fakulta UPJS, 1999.

89



7. PRILOHY

CD obsahujuce pdf a doc subor predloZzenej diplofnonéee.

Priloha 1 — funkcialinprog

%LINPROG This code uses the revised simplex method

linear

% programming problem: Minimize the cost c'x
% equations Ax=b and nonnegativity x >=0:

%

% f= Min{cx;Ax=b,x>=0},

%

% You must define an m by n matrix A , a colu
% m components, and a column vector ¢ with n
% You may define k to change the first k equa
% inequalities: thus [A(1:k,:)]x <= b(1:k).

%

% The output vector x gives the minimum cost,
output f.

%

% [x,f,itn] = linprog(A,b,c,k,maxit,

%

% At most "maxit" iterations (default 10*leng
% and the actual number of iterations is retu
%

% If the optimal solution is unbounded or the
% inconsistent then a diagnostic is displayed
% Bland's rule is used to resolve degeneracie
% arithmetic cycling is not possible. Butin

% If x has more than 20 components it is retu
% sparse format. Note that if A has many zero
% passing it to linprog in sparse format.

%

% Although written for teaching purposes this
% successfully solved some problems with size
%

% Please report any difficulties to: idc@math

% New version (c) I.D.Coope,
function [x,f,it,B] = linprog(A,b,c,k,maxit,tol)
[m,n]=size(A); b=b(:); c=c(’); it=0;

if (length(c)~=n | length(b)~=m),error('wrong dimen
if (nargin<6), tol=1e-10; end

if (nargin<5), maxit=10*m; end

if (nargin<4), k=0; elseif isempty(k), k=0; end
D=sign(sign(b)+.5); if k, D(1:k)=ones(k,1); end

D = diag(D); % initial (inverse)
A =[AD]; % incorporate slack
variables
B = n+1:n+m; % initial basis
N =1:n; % non-basis
[bmin,jl=min(b(1:k));
if bmin<0,
phase=1; xb=ones(m,1); s=[zeros(n+k,1);ones(m-k+
supercost

N=[N,B()]; J=B; J()=[I; B()=n+m+1;
a=b-sum(A(:,J)")"; A=[A a];
D(:,j)= -a/a(j); D(j,j)=1/a();

to solve the

subject to

mn vector b with
components.
tions of Ax=b to

which is the

tol)

th(b)) are applied
rned in "itn".

constraints are
S. In exact
real life!!!

rned in the
s it is worth

routine has
(A) = [50,100000]!
.canterbury.ac.nz

1988, 1993

sions"); end

basis matrix
[artificial

1.0 %
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elseif k==m,
phase=2; xb=b; s=[c;zeros(m,1)]; % cost f
else % k==[] or bmin>=0
phase=1; xb=abs(b); s=[zeros(n+k,1);ones(m-k,1)]
end
while phase<3,
df=-1; t=inf;
yb= D'*s(B); % multipliers fo
while (it < maxit)
if isempty(N), break, end % no freedom fo
r=s(N) - [A(:,N)]"*yb; % reduced costs
[rmin,q] = min(r); % determine new
if rmin>=-tol*(norm(s(N),inf)+1), break, end
it=it+1;

if df>=0 % apply Bland's
cycling
if maxit==inf,
disp(['LINPROG(,int2str(it),"): warnin
vertex']);
end

J=find(r<0); Ng=min(N(J)); g=find(N==Nq);
end
d = D*A(,N(0));
I=find(d>tol); % I=find(d>0);
if isempty(l), disp('Solution is unbounded);
xbd=xb(l)./d(l); [r,p]=min(xbd); p=1(p);

if df>=0, % apply Bland's

cycling
J=find(xbd==r); Bp=min(B(I(J))); p=find(B=

end

xb= xb - r*d; xb(p)=r; % update x

df=r*rmin; % change in f

v = D(p,:)/d(p); % row vector

yb=yb + v*(s(N(q)) - d*s(B) );

d(p)=d(p)-1;

D =D - d*v; % update invers

t=B(p); B(p)=N(q);
if t>n+k, N(g)=[]; else N(q)=t; end

end % end of phase
xb=xb+D*(b-A(:,B)*xb); % iterative refi
I=find(xb<0); % must be due to

if I, xb()=xb(I)-xb(l); end % so correct

unction

% supercost

r Ax=b
r minimization

basic variable
% optimal!

rule to avoid

g! degenerate

it=-it; break; end
rule to avoid

=Bp);

e basis matrix

nement
rounding error

if phase==2 | it<0, break; end; % B, xb,n,m,res= A(;,B)*xb-b
if xb'*s(B)>tol,it=-it; disp('no feasible soluti on'); break; end
phase=phase+1; % re-initialise for Phase 2
s=1le6*norm(c,'inf)*s; s(1:n)=c;% tol=tol*norm(s ,inf);

end

x=sparse(n,1); x(B)=xb; x=x(1:n); if n<21, x=full(x ); end

f=c"™x;

if it>=maxit, disp('too many iterations'); it=-it; end

Priloha 2 — funkcialp

function [x,lambda,how]=Ip(f,A,B,vIb,vub,x,neqcstr, verbosity)

%LP  Linear programming.

% LP has been replaced with LINPROG. LP currentl y works but

% will be removed in the future. Use LINPROG ins tead.

%

% X=LP(f,A,b) solves the linear programming probl em:

%
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% min f'x subjectto: Ax<=b

% X

%

% X=LP(f,A,b,VLB,VUB) defines a set of lower and
% bounds on the design variables, X, so that the

in

% the range VLB <= X <= VUB.

%

% X=LP(f,A,b,VLB,VUB,XO0) sets the initial startin

%

% X=LP(f,A,b,VLB,VUB,XO0,N) indicates that the fir
defined

% by A and b are equality constraints.

%

% X=LP(f,A,b,VLB,VUB,X0,N,DISPLAY) controls the |
% messages displayed. Warning messages can be tu
% DISPLAY =-1.

%

% [x,LAMBDA]=LP(f,A,b) returns the set of Lagrang
% LAMBDA, at the solution.

%

% [X,LAMBDA,HOW] = LP(f,A,b) also returns a strin
indicates

% error conditions at the final iteration.

%

% LP produces warning messages when the solution
% orinfeasible.

% Copyright 1990-2002 The MathWorks, Inc.
% $Revision: 1.18 $ $Date: 2002/03/12 20:36:12 $
% Andy Grace 7-9-90. Mary Ann Branch 9-30-96.

% This function is old, the current version should
WarningStr=sprintf(...

[The function LP is obsolete and has been replaced
'‘LINPROG. LP will be removed in a future release o
'‘Optimization Toolbox. Update your code to call LI
'suppress this warning message. See "Converting yo
‘Version 2 Syntax" in the Optimization Toolbox User
'for more information.\n');

warning(WarningStr)

if nargin<8, verbosity = 0;
if nargin<7, neqcstr = 0;
if nargin<6, x = [];
if nargin<5, vub = ];
if nargin<4, vib = [J;
end, end, end, end, end
[ncstr,nvars]=size(A);
nvars = max([length(f),nvars]); % In case A is empt

if isempty(verbosity), verbosity = 0; end
if isempty(neqcstr), neqcstr = 0; end
if isempty(x), x=zeros(nvars,1); end

if isempty(A), A=zeros(0,nvars); end
if isempty(B), B=zeros(0,1); end

% Set to column vectors
f=1();

upper
solution is always

g point to XO.

st N constraints

evel of warning
rned off with

ian multipliers,

g how that

is either unbounded

be used.

by\n',...

f the\n',...
NPROG to\n',...
ur code to\n',...
"s Guide\n',...
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B =B(:);
x = x();

caller ="Ip’;
[x,Jambda,how]=gpsubold([].f,A,B,vIb,vub,x,neqcstr, verbosity,caller,nc
str,nvars);

Priloha 3 — funkciasimplex2p

function simplex2p(type, c, A, rel, b)
% The Two-Phase Method for solving the LP problem

% min(or max) z = ¢*x
% Subjectto Axrelb
% x>=0

% The input parameter type holds information about type of the LP
% problem to be solved. For the minimization proble m type = 'min’
% and for the maximization problem type = 'max’.

% The input parameter rel is a string holding the r elation signs.

% For instance, if rel = '<=>', then the constraint system consists
% of one inequality <=, one equation, and one inequ ality >=.

if (type == 'min’)
mm = 0;
else
mm = 1;
c=-c;
end
b =b();
c=c();
[m, n] = size(A);
nl=n;
les =0;
neq = 0;
red = 0;
if length(c) <n
¢ = [c zeros(1,n-length(c))];
end
fori=1:m
if(rel(i) == '<)
A =[A vr(m,];
les =les + 1;
elseif(rel(i) == >")
A =[A -vr(m,i)];
else
neq = neq + 1;
end
end
ncol = length(A);
ifles==m
¢ = [c zeros(1,ncol-length(c))];
A =[Ac];
A =[A[b;0]];
[subs, A, z, p1] = loop(A, n1+1:ncol, mm, 1, 1);
disp(’ End of Phase 1)
disp(' ikt *)
else
A = [A eye(m) b];
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ifm>1
w = -sum(A(1:m,1:ncol));
else
w = -A(1,1:ncol);
end
¢ = [c zeros(1,length(A)-length(c))];
A =[Ac];
A = [A;[w zeros(1,m) -sum(b)]];
subs = ncol+1:ncol+m;

av = subs;
[subs, A, z, p1] = loop(A, subs, mm, 2, 1);
if pl=="y'
disp(’ End of Phase 1)
dlsp(' kkkkkkkkkkkhhkhkkkkkkkkkkk
end

nc =ncol + m + 1;

x = zeros(nc-1,1);
X(subs) = A(1:m,nc);

xa = x(av);

com = intersect(subs,av);
if (any(xa) ~= 0)

disp(sprintf("\n\n Empty f
return
else
if ~isempty(com)
red =1,
end
end

A =A(1:m+1,1:nc);
A =[A(1:m+1,1:ncol) A(1:m+1,nc)];
[subs, A, z, p1] = loop(A, subs, mm, 1, 2);

if pl=="y'
disp(’ End of Phase 2
dlsp(' kkkhkkkhkkkhkhkkhhkkhhkhkkkk
end
end
if (z==inf| z == -inf)
return
end

[m, n] = size(A);
X = zeros(n,1);
X(subs) = A(1:m-1,n);
X = x(1:nl);
if mm ==
z = -A(m,n);
else
z = A(m,n);
end
disp(sprintf("\n\n Problem has a finite o
solution\n"))
disp(sprintf(\n Values of the legitimate variables
for i=1:n1
disp(sprintf(' x(%d)= %f *,i,x(i)))
end
disp(sprintf(\n Objective value at the optimal poi
disp(sprintf(' z= %f',z))
t = find(A(m,1:n-1) == 0);
if length(t) > m-1
str = 'Problem has infinitely many solutions'’;
msgbox(str,"Warning Window','warn’)
end

*******‘)

easible region\n"))

*******‘)

ptimal

\nY))

nt:\n))
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if red ==
disp(sprintf(\n Constraint system is redundant\
end

function [subs, A, z, p1]=loop(A, subs, mm, k, ph)

% Main loop of the simplex primal algorithm.
% Bland's rule to prevente cycling is used.

tbn = 0;
strl = 'Would you like to monitor the progress of P
str2 = 'Would you like to monitor the progress of P

ifph==1
str = strl;
else
str = str2;
end

question_ans = questdlg(str,'Make a choice Window',

if strcmp(question_ans,'Yes')
pl ="y,

end

if pl =="y' & ph ==
disp(sprintf("\n\n Initial t
A

disp(sprintf(' Press any key to continue ...\n\n
pause
end
ifpl=="y' &ph==2
tbn = 1;
disp(sprintf("\n\n Tableau %
A

disp(sprintf(' Press any key to continue ...\n\n
pause
end
[m, n] = size(A);
[mi, col] = Br(A(m,1:n-1));
while ~isempty(mi) & mi < 0 & abs(mi) > eps
t = A(1:m-k,col);
if all(t <= 0)
if mm ==
z = -inf;
else
z =inf;
end
disp(sprintf(\n Unbounded optimal sol
%s\n',z))
return
end
[row, small] = MRT(A(1:m-k,n),A(1:m-k,col));
if ~isempty(row)
if abs(small) <= 100*eps & k ==
[s,col] = Br(A(m,1:n-1));
end
if pl =="y'
disp(sprintf(' pivot row-> %g p
%d',...
row,col))
end
A(row,:)= A(row,:)/A(row,col);
subs(row) = col;
fori=1:m

n\n'))

hase 17';
hase 27",

'Yes','No','No");

ableau"))

)

g',tbn))

D)

ution with z=

ivot column->
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if i ~= row
A(i,:))= A(i,)-A(i,col)*A(row,));
end
end
[mi, col] = Br(A(m,1:n-1));
end
tbn =tbn + 1,
if pl =="y'
disp(sprintf("\n\n Tableau
A

disp(sprintf(' Press any key to continue ...\
pause
end
end
z = A(m,n);

%g',tbn))

n\n'))

Priloha 4 — funkciadsimplex

function varargout = dsimplex(type, c, A, b)
% The Dual Simplex Algorithm for solving the LP pro

% min (max) z = c*x
% Subjectto Ax>=Db
% Xx>=0

%

if type == 'min’
mm = 0O;
else
mm = 1;
c=-c;
end
str = 'Would you like to monitor the progress of co
A=-A;
b =-b();
c=c();
[m, n] = size(A);
A = [A eye(m) b];
A = [A;[c zeros(1,m+1)]];
question_ans = questdlg(str,'Make a choice Window"',
if strcmp(question_ans,'Yes')
pl="y,
else
pl="n}
end
if pl=="y'
disp(sprintf("\n\n Initial t
A

disp(sprintf(' Press any key to continue ...\n\n
pause
end
subs = n+1:n+m;
[bmin, row] = Br(b);
tbn = 0;
while ~isempty(bmin) & bmin < 0 & abs(bmin) > eps
if A(row,1:m+n) >=0
disp(sprintf("\n\n Empty feasib
varargout(1)={subs(})};

blem

mputations?";

'Yes','No','No");

ableau"))

D)

le region\n'))
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varargout(2)={A};
varargout(3) = {zeros(n,1)};
varargout(4) = {0};
return
end
col = MRTD(A(m+1,1:m+n),A(row,1:m+n));
if p1 =="y'
disp(sprintf(' pivot row-> %g pivo
row,col))
end
subs(row) = col;
A(row,:)= A(row,:)/A(row,col);
fori=1m+1
if i ~= row
A(,:)= A(i,:)-A(i,col)*A(row,:);
end
end
tbn =tbn + 1,
if pl ==y
disp(sprintf(\n\n Tableau
A

disp(sprintf(' Press any key to continue ...\
pause

end

[bmin, row] = Br(A(1:m,m+n+1));
end
X = zeros(m+n,1);
X(subs) = A(1:m,m+n+1);
X = x(1:n);
if mm ==

z = -A(m+1,m+n+1);
else

z = A(m+1,m+n+1);
end
disp(sprintf("\n\n Problem has a finite o
solution\n\n'))
disp(sprintf(\n Values of the legitimate variables
for i=1:n

disp(sprintf(' x(%d)= %f ",i,x(i)))
end
disp(sprintf(\n Objective value at the optimal poi
disp(sprintf(' z= %f',z))
disp(sprintf(\n Indices of basic variables in the
varargout(1)={subs()};
varargout(2)={A};
varargout(3) = {x};
varargout(4) = {z};

t column-> %g/',...

%g',tbn))

n\n'))

ptimal

AnY)

nt:\n'))

final tableau:")

Priloha 5 — funkciacpa

function cpa(type, c, A, b)

% Gomory's cutting plane algorithm for solving
% the integer programming problem

% min(max) z = c*x
% Subjectto: Ax<=b
% x >= 0 and integra
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str = 'Would you like to monitor the progress of co
question_ans = questdlg(str,'Make a choice Window',
if strcmp(question_ans,'Yes')
pl="y,
else
pl="n}
end
if type == 'min’
tp =-1;
else
tp=1;
end
[m,n] = size(A);
nlv = n;
b =b();
c=c();
if pl=="y'
[A,subs] = simplex(type,c,A,b,pl);
else
[A,subs] = simplex(type,c,A,b);
end
[m,n] = size(A);
d = A(1:m-1,end);
pc = fractp(d);
tbn = 0;
if pl=="y'
disp(sprintf('

disp(sprintf(\n Tableaux of the Du
Method"))
disp(sprintf('

end
while norm(pc,'inf') > eps
[el,i] = max(pc);
nr = A(i,1:n-1);
nr = [-fractp(nr) 1 -el];
B = [A(1:m-1,1:n-1) zeros(m-1,1) A(1:m-1,end)];
B = [B;nr;[A(m,1:n-1) 0 A(end,end)]];
A = B;
[m,n] = size(A);
[bmin, row] = Br(A(1:m-1,end));
while ~isempty(bmin) & bmin < 0 & abs(bmin) > ep
col = MRTD(A(m,1:n-1),A(row,1:n-1));
if pl =="y'
disp(sprintf(\n pivot row-> %g
%d',...
row,col))
tbn =tbn + 1;
disp(sprintf(\n Tablea
A

disp(sprintf(' Press any key to continue .
pause
end
if isempty(col)
disp(sprintf(\n Algorithm fails to find a
solution."))
return
end
subs(row) = col;

D)

D)

mputations?";
'Yes','No','No");

al Simplex

pivot column->

u %g',thn))

\nY)

n optimal
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A(row,:)= A(row,:)./A(row,col);

fori=1:m
if i ~=row
A(i,:)= A(i,:)-A(i,col)*A(row,:);
end
end
[bmin, row] = Br(A(1:m-1,end));
end

d = A(1:m-1,end);
pc = fractp(d);
end
if pl=="y'
disp(sprintf(\n Final tableau'
A

disp(sprintf(' Press any key to continue ...\n")
pause
end
x = zeros(n-1,1);
X(subs) = A(1:m-1,end);
X = x(1:nlv);
disp(sprintf(\n Problem has a finite opt
solution\n\n"))
disp(sprintf(\n Values of the legitimate variables
for i=1:nlv
disp(sprintf(' x(%d)= %g ",i,x(i)))
end
disp(sprintf(\n Objective value at the optimal poi
disp(sprintf(' z= %f',tp*A(m,n)))

function y = fractp(x)
% Fractional part y of X, where x is a matrix.
y = zeros(1,length(x));

ind = find(abs(x - round(x)) >= 100*eps);
y(ind) = x(ind) - floor(x(ind));

)

imal
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