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ABSTRAKT

Ciel'om bakalarskeho projektu je analyzovat’ neurcitosti, ktoré v praxi maji podobu moznych
odchylok skimanej (riadenej) veli¢iny od pozadovaného stavu. Tieto neurcitosti vplyvaju na
riadenie systémov, konkrétne robustné riadenie. Projekt obsahuje analyzu neurcitosti
s jednym parametrom, ako aj analyzu neurcitosti, ktorych hodnoty sa mézu pohybovat
v istom intervale. Metdda analyzy spociva v definiciach zékladnych pojmov suvisiacich
s danou problematikou, ich vzdjomnej suvislosti a v aplikédcii objasnenych skutoCnosti na

konkrétne priklady, rieSené v prostredi MATLAB.



ABSTRACT

The intention of the bachelor project is analyze the indeterminateness, which have in use form
of eventually departures examinational (controlled) magnitude from required condition. These
indeterminateness influenced control systems, in the concrete robust control. The project
contains analyze of the indeterminateness with a one parameter, and analyze of the
indeterminateness, which have the values in interval. Method of the analyze consist in
definitions based concepts, which cohere with proposition, their interdependence and in

application cleared actualities at the examples, which is worked in MATLAB.



Za pomoc pri pisani bakalarskeho projektu d’akujem Ing. Jane Zavacke;j
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Uvod Jozef Mercak

1. Uvod

V tejto praci sa zaoberam analyzou robustného riadenia [1] av uzSom skimam systémy
s neurCitostami. Ide predovSetkym o systémy s neurCitostami jednoparametrickymi
a intervalovymi [2], [4]. Pri tychto systémoch sa snazim ukazat’ sposob zistovania robustnej
stability [3] na nazornych prikladoch, ktoré¢ su prezentované v PolynomialToolbox v prostredi
MATLAB.

Pri jednoparametrickych neurcitostiach sa blizSie venujem Hurwitzovej matici a Bialasovej
vete [2]. Tieto pojmy si chapané ako kritéria pre zistovanie robustnej stability neurcitého
polynému zastupujiiceho systém s neuréitostami s jednym parametrom. Dalej pojednavam
o vySSich mocnindch parametra neurcitosti ako aj o konvexnej kombinécii a smere za
ucelom lepSieho pochopenia danej problematiky. V Casti venovanej intervalovym
neurcitostiam blizSie opisujem intervalovy polyném, Charitonovovu vetu ako milnik
v analyze stability robustnosti syst¢tmov a Vetu o vylaceni nuly [2]. V Casti ,testovanie
robustnosti regulacného obvodu“ sa na jednoduchom priklade systému s poziadavkou

robustnej regulacie snazim zvolit’ taky regulator, aby spinal podmienky robustne;j stability.
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2. Klasifikacia a delenie neurcitosti

Vo vSeobecnosti plati fakt, Ze pri modelovani redlnych dynamickych systémov sa ndm nikdy
nepodari zostavit’ tplne presny matematicky model. Aj ked’ systém, ktorého model vykazuje
po simulacnej stranke stabilitu, nemusi byt v skuto¢nosti dosahovat’ pozadovanu uroven
stability, ba dokonca moze byt nestabilny. To vedie k poznatku, ze pri metddach, ktoré sa
pouzivaju pri navrhoch riadenia sa musi brat’ doraz na tuto skuto¢nost’. V neposlednom rade
to vedie k vzniku (zavedeniu) spdtnej vdzby. Tato by inak neexistovala, nebyt rozdielov
medzi modelom riadeného systému a samotnym systémom, ktoré maju zovSeobeciujuci
nazov neurcitosti.
Vznik neurcitosti méze mat’ hned’ niekol’ko pricin:
e niektoré fyzikalne parametre systému su bud’ zistené nepresne, alebo nie su zistené
vobec
e niektoré parametre, ktoré maju v linearizovanom modeli charakter konsStant sa
v skutoc¢nosti ¢asom menia
e obmedzené, alebo mylné chapanie fyzikalnej podstaty modelovaného systému
e Casova a finan¢na naro¢nost’ ziskania presného matematického modelu
Modely bliziace sa k presnej interpretacii systému su vel'mi zlozité a tym padom nepouzitel'né

na riadenie
V danom matematickom modeli sa daju neurcitosti popisat’ dvoma spdsobmi:

a) Neparametricky — jeho podstatou je obmedzenie oblasti mozného rozptylu
frekvenc¢nej charakteristiky. Je vhodny pri zanedbani rychlych dynamickych vlastnosti
a nelinearit.

b) Parametricky — vyjadruje znamu Struktiru, ale nezndme hodnoty konkrétnych
fyzikdlnych parametrov riadeného systému. Hodnoty tychto parametrov st potom
ohranicené intervalom.

Predmetom zaujmu cCasto byva neurCity charakteristicky polyném uzavretého regulacného

obvodu [2]:

pls,q)=2" pilg)s’ (1)
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Ak pracujeme s neurcitymi systémami, asto sa uvazuje mnozina obmedzujica parametre (Q),
ktora je ohranicena nejakou normou (He., H»).

Pre normu H,, plati:
la], = max|g] @

Pre normu H; (Euklidova) plati:

o, = (a2 3)

Majme pripad mnoziny polynémov R = {r(., q): qe Q}. Tato je robustne stabilna, ak polyném
r je stabilny pre vSetky g € Q. Z toho vyplyva, Ze pre vSetky ¢ € O musia mat’ vSetky korene

polynému r zdporné redlne Casti, teda musia lezat’ v l'avej Casti komplexnej roviny.

Do polynému p(s, q)= ZLO yo (q)si sa neurCitost’ vnasa cez funkcie koeficientov p, (q) ato

hned’ niekol’kymi spdsobmi, na zaklade ktorych rozliSujeme niekolko zékladnych Struktar
neurcitosti:

e jednoparametricka Struktara neurcitosti

e intervalova (nezavisld) Struktira neurcitosti

e afinnd line4rna Struktdra neurcitosti

e multilinearna Struktira neurcitosti

e nelinearna Struktdra neurcitosti (polynomicka)
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3. Neurditosti s jednym parametrom

V tomto pripade vystupuje len jeden neurcity parameter. Analyza robustnej stability takéhoto
systému je jednoducha. Zaoberanie sa takymto pripadom je dolezité pre riesenie zlozitejSich
problémov robustnej stability. Jednym z takychto problémov je ,,The Edge Theorem®, ktora
dokéze previest’ viacparametrovy problém na troven kone¢ného poctu jednoparametrovych
problémov [2].

Zvycajne sa neurcity polynom s jednym parametrom popisuje takto:
pls.q)= po(s)+qp(s) 4)
* 7 (s): p(s,O) - stabilny polyném
o pl(S) - 'ubovol'ny polynéom

e gec <qmm ; qmax> - realny neurcity parameter z daného intervalu

Celu problematiku mo6zeme znazornit’ pomocou nasledujucich prikladov:

Priklad 1

Majme riadent stistavu prvého radu, v ktorej parameter ¢ nadobuda hodnoty:

5
G,(s.9)= 5 2q°

g <4 (5)

tento prenos je v regulacnom obvode so spatnou vdzbou korigovany P regulatorom:
Gyls)=2 (6)
potom neurcity charakteristicky polyném URO je:
p(s,q)=3s+10—2q (7)

Tento polyndm a teda cely systém je robustne stabilny. Grafické znazornenie stability sa

vytvara pomocou prikazu ,, rlocus “ v prostredi MATLAB

Program:
rlocus(tf (3 10][-2])-5:.1:4)

10



Neurditosti s jednym parametrom Jozef Mercak

Z obrazku (obr. 1) je vidno, ze systém je na hranici stability az po g = 5.

Roat Locus
1 T T T T T T
1
1
o0& | I
I
g | I
| System: untitled
o4 | Gain: 5
! Pale: 0.00237
0oL 1| Damping: -1
2= | Owershoot (3% 0
= | Freguency (radizec): 0.00237
==
c OfF------=----- -}c————x——x—}ewx-}c—-}c———-’- ——————————— W=
%_I 1
E ozt I i
I
1
-0.4 - I -
I
1
06 I -
I
08} I .
I
1
A 1 1 1 1 1 1
-10 - -B -4 -2 0 2 4
Real Axis
Obr. 1 - Znazornenie stability pomocou prikazu rlocus, priklad 1
Priklad 2
Majme polynom:

pls.q)=25* +(3-q)s +(5-¢) ®)
k tomuto polyndmu chceme ur€it’ interval, v ktorom by parameter ¢ zabezpeCoval stabilitu
systemu.
Kedze ide o polyndm druhého stupnia, z nutnej a zaroven postacujucej podmienky stability
vyplyva, zZe vSetky koeficienty musia byt’ kladné:

3—-g20—>¢g<3

9
5-g=20—>¢g<5 ©)

a teda:

ge(-»3) (10)

11
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Teraz skusime vypocitat korene polynomu pre qe<0,6> a vykreslime ich do komplexnej

roviny pomocou prikazu ,,rlocus*:

Program :
rlocus(tf (2 3 5)[-1 —1])-5:.1:8)

Z (obr. 2) je jasne vidiet', Ze systém sa sprava stabilne naozaj len na intervale g € (— oo,3).

Foot Locus
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W KA 1
x Y !
b 1
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1r *® [ |
| Syatem: unttled?
! Gain: 3
| Pole; -0.00612 + 0,996
05 | Damping: 0.00614
“ | Cverzhoot (3] 981
E ! Freguency (radfzec). 09396
%‘ IR EEEEE LR R EEEEE L e —% —————————————— &
£ X
[1a] 1
E !
1
05 - X -
1
:
1
o=
R e : -
o
- s 1
S ® |
Eow Xxmw :
A5 ] ] ] ] ] ]
25 -2 1.5 -1 05 0 05 1
Real Axis

Obr. 2 - Znazornenie stability pomocou prikazu rlocus, priklad 2

3.1. Hurwitzova matica a Bialasova veta

Kritérium pre analyzu robustnej stability polynému (4):

pls:0)=po(q)+ pi(q)s + po(g)s® +...+ p,(q)s (11)

predlozil nemecky matematik Adolf Hurwitz [2]. To vychadza z urcitého poctu Hurwitzovych

matic, ktory je dany stupiiom polynému (11):

H, :[pnfl] (12)

12
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H, :|:pn—1 pn—3:| (13)
P,  Pn2
_pnfl Pz - P 0 0|
Py Puo - Dy O 0
P 0
H, = P, 0 (14)
0
0
0 T e 1

O stabilite polynému (11) mozno hovorit’ vtedy a len vtedy, ak plati:

detH, >0,i=12,.,n (15)
&o sa tyka detH,, ten mozno podl'a posledného stipca rozlozit' a tym sa podmienka detH, > 0
zjednodusi do tvaru podmienky:

detH, = p, detH, (16)

V pripade, Ze budeme uvazovat’ charakteristicky polynéom (11) s neurCitostami, potom pre
analyzu stability rodiny charakteristickych polynomov (11) plati, Ze tato je stabilnd vtedy

a len vtedy, ak su splnené tieto podmienky:

a) 3q; € Q, ze polyndém * je stabilny,
b) detH,(q)#0 pre vektor q; € Q.

Majme polyném (4) a k tomuto polyndému sa poktisime ur€it’ tzv. maximalny interval stability

O = <ql;in ; q:nax>, teda taky, pre ktory bude platit, Ze polyném p(s,q) je stabilny pre vSetky

qumax-

RieSenie tohto problému spociva v principe singularity Hurwitzovej matice:
H(p)=H(p,(s)+qp,(s)=H(p,(s))+ ¢t (p,(s)= H(p, )+ ¢H (p,) (17)

na ktorom je zalozena Bialasova veta, ktorej podstatou je tvrdenie, ze maximalny interval pre

robustnu stabilitu je uréeny:

13
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1
qglax = + -1 (18)
//i’max (_ H (pO )H(pl ))
1 (19)

Drmin = lr_nin(—H_l(pO)H(pl))

Amax - maximdalne redlne kladné vlastné &islo matice (— H ™ (p,)H(p, ))

Amin - minimalne redlne kladné vlastné ¢islo matice (— H™(p,)H(p, ))

Poznamka: v pripade, Ze niektoré ztychto Cisel neexistuje, potom sa prisluSnd hranica
povazuje za kladné, resp. zaporné nekonecno.

Plati totiz:

pls.q)=p,(s)+ap,(s)= H(p)=H(p, )+ qH(p,)=
= det H(p) = det H(p, NI + gH (p, ) H(p,))= (20)
—gdet H(p, \ri - (- H(p, ) H(p,))} r=1/g

Priklad 3

Chceme urcit’ interval stability pre polynom:
p(s,q) =s*+155 +180s* +1300s +3000 + q(s2 +3,7s+ 3,4) (21)
zadefinujeme Hurwitzove matice H ( Do ) +qH ( )2 ) podla schémy (14):

15 1300 0 0
Hip)| | 180 3000 0 o)
PoJ=l 0 15 1300 0

0 1 180 3000

0 37 0 0
0 1 34 0

Hpd=0 o 37 o (23)
0 0 1 34

nasledne vytvorime maticu M = (— H ( Do )H ( )2 ))

14
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0 0.8652 —7.5843 0
0 -0.0128 0.0875 0

M = (24)
0 0.0001 -0.0039 0

0 -0.0000 -0.0001 -0.0011

Vypoctom v prostredi MATLAB zistime jej vlastné Cisla:

0
[ —-0.0011 (25)
—-0.0026
—-0.0141
a z tychto ur¢ime maximalny interval stability:
Inf
—882.3529
171 _386.0005
—-70.9475 (26)
Gonax = 0
q... =—10.9475

O =(—70.9475;+0)

Program:
p0=s"4+15%*s"3+180*s"2+1300*s+3000;
pl=s"2+3.7*s+3.4;

HO = hurwitz(p0);

H1 = hurwitz(p1,4);

M = (-(HO"*(-1)))*HI;

1=eig(M)

q=1./eig(M)

Cely vypocet sa da zjednodusene urobit’ aj pomocou funkcie ,, stabint *“:

Program:

[Imin,Imax] = stabint(p0,p1)

3.1.1. VysSie mocniny parametra q

Pre pripad polynomu v tvare:

15
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ps.q)=po(s)+ap,(s)+a°p,(s)+..+ ¢" p,(s) (27)

pouzivame pre vypocet maximalneho intervalu stability Q_  postup, v ktorom pre:

max

H(s,q)=H(p,)+qH(p,)+..+q"H(p,) (28)
zavedieme maticu:
) . . }
0 0
M = : : : : : (29)
0 0 0 0 I
-H,'H, -H,H,, -H,H,, ~H,'H, -H;'H, |

pricom interval je definovany tak ako pre pripad jednorozmerného parametra q:

1
M T 30
qmax //i,;rnax(M) ( )
G = G31)
ﬂ’min(M)

3.1.2. Konvexna kombinacia a smer

Majme neurcity polynom v tvare p(s, q): Do (s)+ qp, (s) atiez 0= <q‘ , q+> . Ziskame tak

rodinu polynémov, ktord sa vyznacuje dvoma extrémami p(s,q’) a p(s,q*). Ak zvolime
s mnoziny Q nejaké g, potom mdZeme tento ¢len danej rodiny polyndmov povazovat’ za bod,
ktory lezi na usecke spéjajuce;j p(s, q*) a p(s, q*) v priestore polyndémov.

Polynom p(s, q) =D, (s) + gp, (s) je mozné vyjadrit' ako konvexnu kombindciu p(s, q‘) a

p(s, q+) v pripade, ze zavedieme parameter

=1 =9 ¢lo) (32)
q" —q
Potom:
Pls,q)=p(s,q" )+ (1= A)pls,q") (33)

16
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Ide vlastne o to, Ze pre 'ubovol'ni hodnotu 4 € <0;l> zodpoveda nejaké g € <q‘ , q+> , pricom
plati
pls. 4)=pls.q) (34)

Z toho vyplyva, Ze modzeme pracovat ako spovodnou rodinou polyndémov, tak aj

s ekvivalentnou rodinou P = {[”7(., /1): Ae <0;l>}, ktora je definovana:

Pls. )=, (s)+ (1= 2)pi (s) (35)
Do (s) a p, (s) si pevne dané. Z uvedeného vyplyva, ze P= P, ale polyndmy pevne spité

s rodinou P nie st rovnaké ako polynémy spité s rodinou P .

Nasu rodinu polynémov mozZeme popisat’ este jednym spdsobom a to ako smer:
pls, )= f(s)+ ugls),  welo) (36)

kde:

g(s)=(g" =g )p.(s) (37)
u=1-9_
g —q

je vSak otazne, Ci stabilita hrani¢iacich vrcholov p(s, q_) a p(s, q+) zabezpecuje aj stabilitu

celého systému.

Priklad 4

Majme polyném:

p(s,q)=20s + (2 +2q)s> + (12 +4q)s +1.14 + 2g =

= 205° +25% + 125 +1.14 + (257 + 45 +2) qe(0;1) Y
v ktorom presetrime stabilitu vo vrcholoch, teda pre ¢ =0 apre g =1:
p(5,0)=20s" +25” +125+1.14 (39)
p(s,1)=20s" + 45 +165+3.14
tieto su stabilné, ale ak preSetrime stred systému (g = 0.5):
p(5,0.5)=20s° +3s% +145+2.14 (40)

17
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zistime, ze je nestabilny. To dokazuje, ze stabilita hrani¢iacich vrcholov nezabezpecuje

stabilitu celého systému.

Program :

roots([20 2 12 1.14])
roots([20 4 16 3.14))
roots([20 3 14 2.14])

18
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4. Intervalové neurcitosti

Zatial' ¢o jednoparametrickd neurcitost’ nadobuda len jednu konkrétnu hodnotu, neurcitost’
intervalového charakteru nadobuda rozne hodnoty. Aj ked’ predstava o tom, ze neurcitost’
nadobuda rd6zne hodnoty, sa mdze zdat’ zovSeobecnena ¢i dokonca zjednodusena, treba vsak
podotknut’ isty predpoklad, ktory musi intervalova neuréitost’ spifiat’.

Nutnym predpokladom je, aby intervalova neurcitost’ mala nezavislu Struktaru.

V pripade neurcitého polynomu

n

pls.q)=>" p.(g)s’ (41)

i=0

ma tento nezavisli Struktaru neurcitosti v pripade, ze kazda zlozka ¢; z g vstupuje len do
jedného koeficienta.

V pripade rodiny polynéomov [2]

P={p(;q):q<0} (42)

mozeme tento nazvat’ intervalovym polynémom ak:
a) ma nezavisla Struktiru neurcitosti
b) kazdy koeficient je spojitou funkciou ¢
c) O je kvader

Vyzera to napriklad takto:

12 (s,q)z (2 +2q, )s2 + (1 +q, )s + (10 +10q, ); q, € <— 6;2>,q1 € <3;5>,q2 € <— 71 0>

43
pz(s,q):Zsz+(1+q1+q2)s+(10+10q0); q[e<0;5> 43)

pricom v druhom polyndéme pri koeficiente s vidiet redundanciu, ktord nie je ni¢im
vynimoc¢na.

Existuje aj zjednodusSeny zépis intervalového polynomu:

pls,0)=Y lar.ar (44)

napriklad:

pls,q)=[-11]s* +[-2:2]s* + [~ 3:3]s? + [~ 4:4]s + [~ 5:5] (45)

19
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4.1. Charitonovova veta

Sice Charitonovova veta bola publikovand uz vroku 1978 v ruskej technickej literatire,
zvysku sveta ju predstavili az neskor Barmish a Bialas.

V odbornych kruhoch povazovana za milnik v analyze stability robustnosti systémov
vyznacujucich sa parametrickymi neurcitostami hovori, Ze dany intervalovy polyném, ktory
ma invariantny stupen je vtedy alen vtedy stabilny, ak stabilitu vykazuju vSetky Styri
Charitonovove polynémy.

Upusta sa preto od nutnosti testovat’ stabilitu vSetkych existujiicich hrani¢nych moznosti.

Konstrukcia Charitonovovych polynémov je nasledovna [4]:

+ + - 2 -3 + 4 + 5
K =q,+q, s+q,s" +q;5 +q,5 +q55 +...

- + +,2 -43 -4 +.,5
K,=q,+q s+q,s +q;8 +q,s +q;s +...

(46)
K,=q;+q;s+q;s” +qis’ +q,s* +q55° +...
K,=q;+q s+q,s>+qis” +qis* +q55° +...
alebo:
++——++...
—t++——+...
(47)
——++——..
+——++-—..
Priklad 5
Pokusime sa zistit', ¢i je dany polyném stabilny
pls,q)=[0.51]s* +[1;2]5° +[1.5:3]s* +[2:4]5 +[2.5;5] (48)
Na zéklade uvedenej konstrukcie (46) alebo (47) vytvorime Charitonovove polynomy:
K, =5+4s+1.55" +5° +s*
K,=25+4s+3s>+s> +0.5s*
(49)

K, =2.5+25+3s* +25> +0.55"

K,=5+2s+1.5s> +25" +s*

Po vypocte koreniov polynémov:

20
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| =1{-0.6399+0.37641;0.2399 + 0.5526 }
={-0.7710+0.5385i;-0.0290 + 0.4747i} (50)
. ={0£i-0.4+0.2i}

0.2984 +0.69096i;-0.4894 £0.431 li}

je vidiet’, Ze stabilny je len jeden (K, ). Na zéklade Charitonovovej vety vyplyva, Ze polynom
(48) nie je stabilny. Vypocet stability pomocou Charitonovovej vety je mozné uskutocnit’ aj v

Matlabe v prostredi Polynomial toolbox pomocou prikazu kharit.

Program:

pmi=0.5%s" +s"3+1.5*s"2+2%*s+2.5
pma=s"4+2*s"3+3*s"2+4%*s+5

[sta, K1,K2, K3, K4] = kharit(pmi, pma)

Vysledok :

sta=0
K1=2.5+2s+3s"2+2s"3+0.5s"4
K2 =5+4s+1.5s"2 +s"3+s"4
K3=5+2s+1.5s"2+2s"3+5"4
K4 =2.5+4s+3s"2+s"3+0.5s"4

Vysledkom pouzitého prikazu je tvrdenie o stabilite analyzovaného polynému (0 = nestabilny,

1 = stabilny) a vykreslenie Charitonovovych polynémov.
4.1.1. Charitonovove obdiZniky

Specialnym pripadom mnoziny hodndt, ktord zastiva vyznamni ulohu pri rieSeni
problematiky robustnej stability su Charitonovove obdlzniky. Mnozina hodnét intervalového
polynomu je dvojrozmernd mnozina vSetkych komplexnych hodnét, ktoré dany intervalovy
polynom nadobuda v pripade, ze komplexnu premennu s nahradime jw sjednym pevne

danym redlnym ay a vSetky koeficienty nechdame prebiehat’ ich intervalmi. Pre intervalovy
polynéom p(s,q)= > [qi‘,qflsi a jednu pevnu kruhovu frekvenciu @y je mnozina hodnot

vzdy obdiznik ( v $pecidlnych pripadoch to méoZe byt aj Giseka), ktory ma strany rovnobezné
s osami a ktory sa nazyva Charitonovov obdlznik pre frekvenciu . Dokaz tohto faktu nie je

vobec komplikovany [2]. Do intervalového polynému:
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n

pls,q)=a;s's g, €lasar] (51)

i=0

dosadime s=j @y a rozdelime na redlnu a imaginarnu cast’:

Rep(ja)o,q): zqi(ja)o)i =4, _%a)g +q4a)§ _%a)g t...
J péarna
1 i

Imp(jw,,q)== D.q,(jo,) =q,0, - qs0, + q;0; -

J neparna

(52)

Pretoze kazdé ¢q, vstupuje len do jedného koeficienta, mo6Zeme skumat’ kazdl Cast’ zvlast.

Realna zlozka je vzdy medzi:

min Re plioy.9)=a; —q;0; + g0 —q; o) +...=ReK,(jo,) (53)
a
max Re plioy.9)=a; —q,0; + g0 —q;0; +...=ReK, (jo,) (54)

Znamienko @y v tomto pripade nie je dolezité, pretoze vSetky mocniny st parne. Na druhej

strane ak ide o imaginarnu zlozku, musime uz dbat’ na znamienko. Pre @, >0 moéZzeme pisat’:

rgleiQnImp(jwo,q)wfwo —qi0; + 450 —q; 0] +...=ImK,(jo,) (55)
apre w, <0:
r;ﬂeiéllmp(jwo,q)wfwo —q 0, + g0, - q;0) +...=ImK,(jo,) (56)

Analogicky sa postupuje v pripade, ak sa analyzuje maximum. Pre imaginarnu ¢ast’ v takom

pripade:
‘ ImK,(jo,)prew, >0
I . — 3 0 0 57
I?elQn mp(]a)o,q) {ImK4(ja)O)pre , SO} 67
ImK,(jo,)pre w, >0
I . — 4 0 0 58
I?SQX mp(]a)o,q) {ImK3(ja)o)pre @, SO} ©8)

Ak s vyuzitim ziskanych minimalnych a maximélnych hodndt vykreslime do komplexne;j
roviny prislu$né S$tyri body pre zvolent frekvenciu, dostaneme obdiZnikovy objekt

p( ja)o,Q), ktorého vrcholy zodpovedaju Styrom Charitonovovym polynémom. Ak

predpokladame, Ze @, >0, tak vrcholom obdiZnika zodpovedaju nasledujice rovnice:
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Re K, (jw,)+ jimK,(jo,)=
I'avy horny vrchol: = ReK4(ja)0)+ jImK4(ja)0): (59)
:K4(ja)0)

ReKz(ja)o)+jImK4(ja)o):
pravy horny vrchol: =Re K, (ja)o)+ jImK, (ja)o): (60)
:Kz(ja)o)

ReKz(ja)o)"' jImKs(ja)o):
pravy dolny vrchol: = Re K, (ja)o)+ JjImK, (ja)o): (61)
=K (Ja)o)

ReKl(ja)o)"'jIsz(ja’o):
Pavy horny vrchol: =Re K| (ja)o)+ jImK, (ja)o): (62)
:Kl(ja)o)

Zapis posobi komplikovane, no grafické rieSenie tejto situacie znézorniuje Charitonovov
obdiznik intervalového polynému pre kruhovii frekvenciu o, =0.1.

Kharitonov Rectangles

—
m
T

—
T

—
n
T

Imag Axis
, o
= [y | =
T T

—
m
T

-1 -08 06 -04 02 ] 02 04 0B 08 1
Feal Axis

Obr. 3 - Charitonovov obdiznik pre jednu hodnotu o = 0.1

Kruhové frekvencia ako takd mdze nadobtdat’ ré6zne hodnoty, ¢o sposobi pri grafickom

zobrazeni Charitonovovych obdiZnikov dojem, Ze tieto sa pohybuju:
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Obr. 4 - Charitonovov obdiznik pre interval og(0;0.3)

Feal Axis

0.4

Kharitanov Rectangles

Real Axis

Obr. 5 - Charitonovov obdiznik pre interval we (0;1)
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4.1.2. Testovanie robustnosti regula¢ného obvodu

Uvazujme uzavrety regula¢ny obvod

L?E Gr Gs

Obr. 6 — Uzavrety regulacny obvod

kde Gg je riadeny systém s intervalovymi neurcitostami v tvare

bs+b
G. == 70 63
sl +a,s+2 (63)
kde b, €(3.9,4.3), b €(2.18.5) a a, €(1.4,5.2) a Gy je regulétor v tvare:
ZR
PI:G,=Z, +T—(ZR =0.2,T, =0.85) (64)
1S

Potom ulohou je zistit, ¢i dany URO je robustne stabilny.

Podla schémy (47), ktorej vysledkom su Charitonovove polynémy, mézeme skonstruovat’ na
zéklade intervalov vSetky mozné kombindacie prenosovej funkcie.

Cely vypocet ako aj overenie stability boli vykonané v prostredi Matlab a to v konkrétnom
algoritme. Tento algoritmus po zadani vSetkych tvarov prechodovej funkcie a reguldtora
najprv vypocita uzavreté regulacné obvody pre vSetky kombinécie prechodovej funkcie.

Napr. uvazujme jeden z prenosov a regulator (64):

G, = §.5s+4.3 a G, :O.2s+0.235 (65)
ST +52s+2 S

Potom uzavrety regula¢ny obvod bude v tvare:

§*+6.95* +4.65+1.01=0 (66)

Nésledovne na zaklade zistenych hodndt Charitonovovych polynémov overuje robustna

stabilitu pomocou prikazu kharit.
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Program :

gl1=tf([8.54.3],[15.2 2])%f - cia systemu (11)
gr = t([0.20.235],[1 0]);%regulator

chr =1+gl1*gr;%chr

[chrbl1,chrall] = tfdata(chr,'v");
roots(chrbl1)

gl12 =tf([8.54.3],[11.4 2])%f - cia systemu (12)
chr =1+gl2*gr;%chr

[chrb12, chral2] = tfdata(chr,'Vv");
roots(chrb12)

g21=1f([2.14.3],[15.2 2])%f - cia systemu (21)
chr =1+g21*gr;

[chrb21, chra21] = tfdata(chr,'v");
roots(chrb21)

22 = tf([2.14.3],[11.4 2])%f - cia systemu (22)
chr =1+ g22* gr;%chr

[chrb22, chra22] = tfdata(chr,'v");
roots(chrb22)

g31=tf([2.13.9],[15.2 2])%f - cia systemu (31)
chr =1+ g31* gr;%chr

[chrb31, chra31] = tfdata(chr,'v');
roots(chrb31)

232 = tf([2.13.9],[11.4 2])%f - cia systemu (32)
chr =1+ g32*gr;%chr

[chrb32, chra32] = tfdata(chr,'v');
roots(chrb32)

%UROL1
pl=[chrbl1;chrb12;chrb21;chrb21;chrb31;chrb32]
h1=max(pl),d1 = min(pl)

pminl = mat2pol(d1), pmax1= mat2pol(h1)
[stal, K11,K12,K13,K14] = kharit(pminl, pmax1)

Vysledkom algoritmu je vypisanie hrani¢nych funkcii regulovaného systému, d’alej spolocny
intervalovy polyndém ako aj jeho prislusné Charitonovove polyndémy s tvrdenim o pripadne;
stabilite, resp. nestabilite. Na zaklade vysledkov pouzitého algoritmu je URO robustne

stabilny.
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Cely problém sa dé overit’ grafickou cestou na zdklade schémy (obr. 6) v prostredi Simulink

(obr. 7), kde je vykresleny priebeh riadenia pre maximalny, minimalny a nominalny riadeny

systém.
priebehy skumang] veliciny pre jednotlive systemy
35 I I I I T
3 : : : : =
minimalny system | ' '
nominalny system | :
2B f-nffme oo e B el B P EE e
:ma}{lmalnj,lr systern ! :

hodnoty 2r . R P L R

skurnanej | \ \ : :

'-.-'E|iI3ir'|j,-'1 5L _E _______ T: _______ :r _______ i _______ _E ________
| e
e e
0 I I I I I
0 10 20 30 40 =] =] 70

Obr. 7 — grafické znazornenie robustnej stability navrhnutého systému

4.2.Veta o vyluceni nuly

Rodina intervalovych polynémov P = {p(.,q): qe Q}, ktord ma invariantny stupen a aspon
jeden stabilny clen p(s,qo) je robustne stabilna vtedy alen vtedy, ak Charitonovove
obdizniky nezasahuju do pociatku komplexnej roviny pre vietky nezaporne frekvencie, t.j.
0¢ p( ja),Q) Vo > 0[2]. Tato veta o vyluceni nuly predstavuje s principom mnoziny hodnat
dolezity nastroj na overenie robustnej stability pre neuréitosti. Ak by obdizniky zahriiovali

nulovy bod, potom by v danej rodine polynémov musel existovat’ taky, ktory by mal koren na

imaginarnej osi, teda na hranici stability.

Priklad 6

Majme intervalovy polynom v tvare:
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pls,q)=[1:5]s* +[5,3:6]5° +[11;15]5* +[9,4;10]5 +[2,3:3] (67)

Pokusime sa urcit’ robustnu stabilitu tohto polynému grafickou metédou na zaklade vety
o vyliceni nuly.

Prislusné Charitonovove polyndémy:

Kl=s*+6s’+15s*+9.45s+2.3
K2=5s"+53s"+11s*+10s +3
K3=5s"+6s"+11s> +9.4s+3
K4=s*+53s+15s* +10s+2.3

(68)

Nasleduje premena tychto polynomov na komplexné nahradou s= jw a zobrazenie

zodpovedajucich Charitonovovych obdiznikov v komplexnej rovine pre zvolené hodnoty .
Z nasledujuceho obrazka (obr. 8), ked’ze Charitonovove obdiZniky neprechadzaju nulou, je

zretel'nd robustna stabilita daného intervalového polyndému.

Program:

pmin =2.3+9.4s+11s"2+5.35"3 +5"4
pmax =3 +10s +15s"2 + 6s"3 + 55”4
khplot(pmin, pmax,0:.01:1)

Kharitonov Rectangles

|

Imag Axis
=

B So o oo s oo s o D s o s s O D] O s s e e

Feal Axis

Obr. 8 - Grafické rieSenie robustne;j stability int. polynému
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Priklad 7

Majme intervalovy polyném v tvare:
pls,q)=[0;1]s* +[0,3:0,5]s> +[0,6;0.8]s +[0,4:0,6] (69)

Ulohou je uréit’ robustnu stabilitu a to grafickou metodou, teda vykreslenim Charitonovovych
obdiznikov.

Najprv nahradime s = jo :

plio.q)=[01)/o) +[03:0.5 @) +[0.6:0.8]j+[0.4:0,6]] (70)

Nasleduje vykreslenie Charitonovovych obdiznikov pre 0<w<1 skrokom Aw@ =0,01

pomocou Polynomial toolboxu:

Program:
pmin =0.4+0.6*s+0.3*s"2
pmax =0.6+0.8%s+0.5%s"2+s"3

khplot(pmin, pmax,0:.01:1)

Kharitonov Rectangles

08} —_— -
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0.4

Imag Axis
=
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Obr. 9 - Grafické rieSenie robustne;j stability int. polynému pre priklad 7

Z vysledku (obr. 9) sa ned4 jednoznaéne uréit, ¢i niektory z obdiznikov prechadza, alebo

neprechadza pociatkom (0, j 0), preto tento priklad skuisime riesit’ pomocou prikazu kharit:
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Program:

pmin=0.4+0.6*s+0.3*s"2

pmax =0.6+ 0.8 *s + 0.5 *s"2 +s"3

[sta, K1,K2, K3, K4] = kharit(pmin, pmax)

Vysledok tohto algoritmu je vyslovenie o stabilite, ktoré hovori, Ze dany systém je robustne

nestabilny.

Priklad 8

Uvazujme intervalovy polyndém Stvrtého stupiia so vzajomne nezavislymi koeficientmi
p(s,q)=1[0:1]s* +]0,3;0,5]s* +[0,6;0,8]s + [0,40,6] (71)

Uréime jeho robustnt stabilitu grafickou cestou vykreslenim Charitonovovych obdiZnikov
a overme vetu o vyluceni nuly zistenim koreniov Charitonovovych polynémov.

Mnozina hodnot prisluSného komplexného intervalového polynému p( ja),q) pre kruhové
frekvencie w = [0 :0,01: 2,3] je znazornena na obrazku (obr. 10).

Podl'a vety o vyluceni nuly na obrazku (obr. 10) je dany intervalovy polyndém robustne

stabilny. Graficky dokaz robustnej stability tohto polynomu potvrdzuje aj prikaz kharit (sta =
1) a poloha koretiov Charitonovovych polynémov, z ktorych kazdy je stabilny.

Kharitonov Rectangles

Irmag Axis

Feal Axis

Obr. 10 - Graficke rieSenie robustnej stability int. polynému pre priklad 8
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Prislusné Charitonovove polyndémy su:

Kl=5s"+3s>+5s>+2,2s+0,4
K2=5"4+2s"+455"+2,55+0,5
K3=s+3s’+4,55"+2,25+0,5
K4=5"+2s"+5s>+2,55s+0,4

(72)

Korene tychto polynémov su:

Kl= K2 = K3 = K4 =

-1.2297 +1.43031 -0.6673+1.73851 -1.1855+1.19441 - 0.7107 +1.89061
-1.2297-1.43031 -0.6673-1.73851 -1.1855-1.19441 -0.7107-1.8906i (73)
-0.2703+0.19841 -0.3327+0.18301 - 0.3145+0.27861 - 0.2893 + 0.11971
-0.2703-0.19841 -0.3327-0.18301 -0.3145-0.27861 -0.2893-0.11971

Program:

pmin = pol([0.42.24.521],4)

pmax = pol([0.52.5531],4)

khplot(pmin, pmax,0:.01: 2.3)

[sta, K1,K2,K3, K4] = kharit(pmin, pmax)
roots(K1)

roots(K2)

roots(K3)

roots(K4)
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5. Zaver

V tejto praci som sa venoval teoretickému prehl'adu neurcitosti vyskytujucich sa v systémoch
robustného riadenia. Uviedol som zakladné principy vzniku neurcitosti, ich c¢lenenia
a v blizSom som sa venoval neurcitostiam jednoparametrickym a intervalovym. Pokusil som
sa Co mozno najvystiznejSie objasnit’ danti problematiku ana jednoduchych prikladoch

demonstrovat’ analyzu a rieSenie systémov vyznacujucich sa neurcitost'ami.
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