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Abstrakt

Abstrakt

Zameranim bakalarskej prace je rozobrat’ tematiku konvexnej optimalizacie, jednoduchost’ jej
pouzitia arieSenia v beznych c¢innostiach, vyznam obmedzeni pre tvorbu a rieSenie konvexného
optimalizacného problému, praca pojednava o jednoduchosti linearnych ohranic¢eni ktoré ilustruje
prikladmi kédu v Matlabe. Praca dalej rozoberd problematiku, vlastnosti a zakladné pojmy
s prediktivneho riadenia, nardza pri tom na tému noriem a poukazuje na vyznam konvexnej
optimalizacie ako neoddeliteInej sucasti efektivneho prediktivneho riadenia.
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Abstract

Abstract

Aim of this bachelor work analyze topic of convex optimization , simplicity of use and solutions
in normal activities, importance of constraints for creating and solution convex optimization
problem, work deals about simplicity linear constraints which illustrating with examples of source
code in Matlab. Work further analyze questions, properties and generally terms from predictive
model control, along with theme of norms showing importance of convex optimization as integral
part of effective predictive model control.

Keywords : Convex optimization, model predictive control, constraints
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Konvexna Optimalizacia

Uvod

Od usvitu l'udstva sa musel kazdy ¢lovek kazda sekundu svojho Zivota rozhodovat' o bude
robit’ a hlavne ako to bude robit. Cim sam podvedome optimalizoval svoju &innost vzhladom na
cas a dostupné zdroje. Optimalizacia presla ¢asom vyvojom k dnesnej forme v ktorej ma nespocetné
mnozstvo vetiev vyskumu. Jednou s tychto vetiev je aj konvexnd optimalizacia ktord sa zaobera
hPadanim optima v dopredu definovanej oblasti ktora musi spifiat’ podmienky konvexnej mnoZiny.
Konvexna optimalizacia presla za posledné roky velkym vyvojom arozvojom metdd, pre svoju
jednoduchost’ sa da uplatnit’ v podstate kazdom beznom alebo technickom probléme, najvicsie
uplatnenie naSla prave v priemyselnej oblasti kde sa stala neoddelitelnou sucastou mnohych
procesov a algoritmov riadenia ako napriklad prediktivneho riadenia. Prediktivne riadenia sa prudko
rozvinulo najméd v poslednych desatrociach kedy sa zaCalo vyuzivat pre svoju efektivnost
a priaznivé ucinky na kvalitu produkcie. Vzajomné prepojenie tychto dvoch oblasti sa ukazuje uz
dnes ako vel'mi zaujimavé s vysokym predpokladom budticeho rastu lukrativnosti tohto odvetvia.

Praca sa snazi ¢o najjednoduchsie Citatel'ovi nacrtnut’ a vysvetlit' zakladné pojmy s konvexnej
optimalizacie s vysvetlenim pojmov konvexnej oblasti, druhov ohraniceni zakladnych formulécii
problému, poukazuje na jednoduchost’ a eleganciu vyuzitia tejto metody pre rieSenie problémov.
V casti prediktivneho riadenia sa citatel' jednoduchou formou zoznami s hlavnymi mys$lienkami
a principmi prediktivneho riadenia, jeho rozdielom oproti beznym formam riadenia, vplyvom
obmedzeni a horizontu predikcie na riadenie a hlavne na vyznamny stvis konvexnej optimalizacie

a prediktivneho riadenia.




Konvexna Optimalizacia

1. Konvexna Optimalizacia

1.1. Optimalizacia

Od pociatkov l'udskej civilizacie musel ¢lovek pri vykondvani akejkol'vek ¢innosti uvazovat
ako ju vykonat Co najefektivnejSie s najvhodnejSim pouzitim dostupnych prostriedkov a s
dosiahnutim maximalnej tuspesnosti ciela cinnosti. Vykondvanie takejto cinnosti sa nazyva
optimalizacia, je zmesou matematickych poznatkov a experimentalnych poznatkov [3]. Vykonava
sa prakticky pri vSetkych oblastiach Zivota a jej pouzitie a vyznam neustale narastd, pricom je jej
predmetom najmé Setrenie zakladnych nerastnych, pracovnych, ekonomickych a ¢asovych zdrojov
teda Setrenie Casu alebo zrychlenie Cinnosti. Pod vSeobecnym pojmom optimalizacie si moZeme
predstavit’” hl'adanie najvhodnejsicho rieSenia problému. Toto rieSenie problému mdze znamenat’
stanovenie najvhodnejsieho ciela alebo najvhodnejSej cesty vzhladom k uréenému ciel'u teda
hl'adanie najvhodnejSiecho rieSenia vzhl'adom na stanovené obmedzenia. Pokial’ takéto rieSenie
existuje nazveme ho nazvat aj optimalne, samotné¢ slovo optimum predstavuje najlepSie a
najvhodnejsie rieSenie, jeho d’alSie stupiiovanie bez zmien v obmedzeni nie je mozné.

V matematickom ponimani optimalizaciu mozno zjednodusene vyjadrit’ ako hl'adanie a urcenie
najvhodnejsej hodnoty funkcie vzhl'adom na zvolené obmedzenie v rdznom priestore pri pouZziti
réznych metdd v zdvislosti od mnozstva premennych atypu funkcie. Pre zavedenie terminu
konvexna optimalizacia je potrebné rozobrat niekolko zakladnych metdéd a typov problémov
v optimalizacii.

1.1.1. Rozdelenie optimaliza¢nych metéd|3]

Stanovenie metédy optimalizacie sa stava kI'icovou potrebou. Urcenie optimalizacnej metody je

zavislé na optimalizacnom probléme ajeho vhodné zvolenie sa urCuje na zadklade presnosti,

rychlosti vypoctu, naro¢nosti na vypocet a celkovej funkénej vhodnosti pre zadany problém.

* Analytické metody

e Gradientové metody
= [tera¢né metody

e Jednoduché

e Adaptacné
= Penaliza¢né metody

= Komparativne metody
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Analytické metéody st vyhodné svojou presnostou pri jedno rozmerovych pripadoch
a jednoduchych tvaroch funkcii, zo stipajicou dimenziou problému a zlozitostou ucelovej funkcie
stupa narocnost’ a ¢as vypoctu, prave pri takychto narocnejSich ulohdch nachadzaji uplatnenie
iteracné metody ktoré Ciastocne zahffiaju aj komparativne metddy, tvoria najrozsiahlejSiu triedu
optimalizacnych metdd, tieto metody tvoria prevazne priamo programovatelné algoritmy ktoré
skiimajt funkciu pomocou jednoduchych postupov v r6znych smeroch s definovanou presnostou,
nasledne vyhodnotia cely priebeh aporovnaju ziskané data, komparativne metédy vécsinou
skiimajt roézne oblasti Ucelovej funkcie a ziskané vysledky porovnavaju. Penalizacné metody sa
pouzivaju pri ulohach ktoré maji zadané viacero obmedzeni ktoré sa m6zu viac menej porusovat’,
respektive kazdé obmedzenie ma int ddlezitost” a priblizenie k niektorému alebo jeho prekrocenie
nemusi mat’ taky vplyv na vysledok ako prekroCenie iného, teda tito metéda pomocou vahovych
koeficientov r6znych obmedzeni urcuje dolezitost’ obmedzeni penalizaciou optimalizacie, vysledné
optimum ma najmensiu penalizaciu.

Kazda metoda sa voli presne k danému problému, na jej spravnej volbe zavisi ¢i metdoda najde
rieSenie. Vol'ba metody tiez priamo odraza druh hl'adaného extrému.
1.1.1.1. Lokalna optimalizacia
Pri lokalnej optimalizacii sa hladd extrém alebo optimalna hodnota funkcie vzhladom na
definovani mnozinu prvkov alebo vymedzené tuzemie. Takato optimalizacia teda najde
najvhodnej$iu hodnotu len s malej oblasti funkcie. Pre rieSenie lokalnej optimalizacie bolo
vyvinutych vel'mi vel'a metdd a algoritmov ktoré su prijatené pre svoju rychlost” a jednoduchost’,
daju sa aplikovat’ na Sirokom spektre ¢innosti pri ktorych je oblast’ h'adania optima znadma a nie je
vel'mi vel’kd. Maju aj pocetné nevyhody ku ktorym samozrejme patri Casto krat nemoznost’ najdenia
globdlneho optima. [1] Kazdd metéda lokdlnej optimalizacie vyzaduje urCenie akéhosi
Startovacieho bodu od ktorého sa bude optimalizacia uberat’, jeho urcenie ma velky vplyv na
vysledni presnost alebo ndjdenie hladaného optima, spravne urcenie tohto bodu byva tiez
problematické.
1.1.1.2. Globalna optimalizacia
Globalna optimalizacia hl'adé riesenie ktoré je globalne a teda ndjdené optimum je platné pre cely
rozsah funkcie. [1] Podstatnou vyhodou je presné zmapovanie oblasti a jednozna¢né urcenie
pripustnych rieSeni a nevhodnych rieseni, takze aj ked lokdlna optimalizacia najde na urcenej
oblasti vyhodné rieSenie, pri globalnom pohl'ade to moze byt’ jedno s najhorSich. Velka nevyhoda
tychto metod spociva v obrovskom case potrebnom na vypocet (hodiny, dni, roky, veky vesmiru),

pri vac¢sine algoritmov sa pocet krokov exponencialne zvac¢Suje az dospeje do hodnoty pri beznych

-10 -
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podmienkach nerieSitel'nua. Globalne metddy sa pouZzivaju pri mensich systémoch a jednoduchsich
funkciach, kde je cas potrebny na vypocet v pripustnych hraniciach.

1.1.2. Rozdelenie optimaliza¢nych problémov|[3]

Pocas vyvoja optimalizacie réznych uloh bolo nevyhnutné pre stanovenie metdody hl'adania
optimalneho rieSenia poznat' aj problém ktory je potrebny rieSit’ preto sa zacali optimalizacné
problémy klasifikovat’ podl'a tvaru ucelovej funkcie, typu obmedzeni, poctu premennych a ich typu

a nasledne kategorizovat’ pre rozne typy metod rieSenia.

Rozdelenie podla typu premennych
= Spojita
e Spojité realne Cisla
e Spojita oblast’
= (Celoc¢iselna
e Diskrétna
e Mnoziny prvkov

e Uzavreté intervaly

Rozdelenie podl'a mnozstva premennych:
= Jedno rozmerova

=  Mnoho rozmerova

Rozdelenie podl'a obmedzeni:

= Ulohy bez obmedzeni
¢ Nelinedrne rovnice
e Nelinearne tlohy najmensich Stvorcov
o Globalna optimalizacia
¢ Nediferencidlna optimalizacia

= Ulohy s obmedzeniami
e Linearne programovanie
¢ Nelinearne obmedzenia

e Vizbové obmedzenia

Siet'ové programovanie

Stochastické programovanie

-11 -
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1.2. Konvexna mnoZina
1.2.1. Spojity priestor

Konvexna optimalizacia na rozdiel od inych oblasti optimalizacie pracuje vyhradne
v konvexnych mnozinach alebo tiez konvexnych utvaroch. Konvexnd mnozina je typicka tym Ze ak
si vezmeme l'ubovolné dva body v mnozine a prelozime nimi priamku, vSetky body ktoré lezia na
priamke medzi tymito dvoma hrani¢nymi bodmi musia patrit’ do konvexnej mnoziny.

Majme teda dva body na priamke x; a X, nech plati x; #x, a x;<x, aby mohli vSetky body
leZat’ medzi dvoma bodmi na priamke musi byt dany priestor spojity musi platit’ [1]

y =X, +0(X —X,) (1)

X] a Xy su hrani¢né body a y je novy bod medzi nimi, 0 je parameter ktory sa meni spojito od 1 po 0
pricom ak 6 = 1 tak y = x; a ak 8 = 0 tak y = x, , pre aktikol'vek inu hodnotu parametra 6 dostaneme
bod leziaci na tisecke medzi dvoma bodmi. Slovne to mozZzno vyjadrit' Ze ak k prvej mensej
suradnici bodu pripocitame nejaky nasobok, nie vSak vac¢si ako jedna, vzdialenosti medzi obidvoma
bodmi, dostaneme bod ktory lezi na priamke prechadzajicej tymito bodmi a zaroven lezi medzi

dvoma danymi bodmi. Lezi teda na usecke medzi bodmi x; a x;.

Obr.1 [1]

Jednoduchym menenim parametra 6 v hraniciach 6 =<1, 0 > mézeme elegantne vyjadrit’ celu
spojiti  oblast medzi dvomi hranicnymi bodmi. Uvedeny priklad samozrejme plati pre
jednorozmerny svet priamky kde je poloha bodu dana len jednou suradnicou, definicia spojitého
priestoru vsak rovnako funguje aj vo vysSich dimenzidch kde sa v rovnici (1) nahradia body

vektormi v rozmere prislusnej dimenzie.

-12 -
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1.2.2. Konvexna oblast’

Konvexna oblast’ vznika ohrani¢enim n-rozmerného priestoru. Predstavme si n-rozmernt
funkciu, jej moznym rieSenim je pochopitelne cely n-rozmerny priestor, ked’ k funkcii pridame
rozumny pocet ohrani¢eni vznikne ohraniceny priestor ktory reprezentuje mozné riesenia funkcie,
ak by sme hl'adali optimalne rieSenie funkcie, hl'adali by sme ho uZz len v tomto ttvare. Aby bola
oblast’ konvexna musi platit’ Ze ak spojime I'ubovolné dva body nachadzajiice sa v tomto priestore,
tak vSetky body nachadzajice sa na tejto spojnici musia tiez patrit do danej oblasti, teda linearna
oblast medzi dvoma bodmi nachadzajicimi sa v tejto mnozine musi byt spojitd a musi sa

nachadzat’ v konvexnej oblasti.

o0&

Obr.2
S ohl'adom na pouzity druh ohrani¢enia mézu konvexné utvary v roznych dimenziach nadobudat’
rozne tvary, zédkladna podmienka vSak musi byt vzdy splnend, na obrazku 2 mézeme vlavo vidiet’

jednoduchy konvexny utvar v 2D , na obrazku vpravo v 3D.

HAD

Obr. 3[1]

Pri pouzitych ohrani¢eniach nemusi vzdy vzniknut konvexny tutvar, CastejSie vznikaji rdézne
nekonvexné utvary. Na obrazku 3 vlI'avo mozeme vidiet’ utvar ktory by mohol pripominat’ konvexny

utvar ale nie je Uplne ohraniceny takze je nekonvexny, v strede je utvar na ktorom jasne vidiet’ ze

-13 -
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spojnica medzi nie vSetkymi bodmi sa nachadza v utvare, itvar vpravo nie je vnuitorne spojity plati
pren rovnaky poznatok ako pre stredny utvar.

Konvexnou mnoZzinou nazyvame vsetky mozné body alebo tiez rieSenia ktoré sa nachadzaji
v konvexnom utvare. Pokial’ hPadame v danej mnozine optimalne rieSenie, to predstavuje jeden bod
s konvexnej mnoziny pripadne viacero bodov ktoré su si rovné. S definicie konvexnej mnoziny
a konvexnej oblasti vyplyva jeden s hlavnych dovodov jej pouzivania, ak ndjdeme v konvexnom
utvare lokalne optimum tak sme automaticky nasli aj globalne optimum, takze pojem optimum vzdy
znamena globalne, ¢o nam dava vol'nt ruku pri pouzivani metdod na hladanie lokalneho optima
ktoré st vo viacerych ohladoch rychlejsie a jednoduchsSie ako metdody na hl'adanie globalneho

optima.

1.3. Konvexny optimaliza¢ny problém

Pojmime teda klasicka formulacie matematickej optimalizacie [1] (pre zovseobecnenie sa budi
jednoduché pojmy vo vzorcoch uvadzat’ v konvenénom sposobe a v anglictine)
minimize  fo(X) 2)
subject to  fi(x) < by, i=1,...,m
hi(x)=0,i=1, ...p
Vektor x je vektor hodnot optimalizovanej premennej, funkcia fy, je ucelova funkcia
optimalizovanej premennej, funkcia fi(x) reprezentuje funkciu obmedzenia v tvare nerovnosti
vektora x, b; st hranice obmedzeni, funkcia hj(x) reprezentuje obmedzenia v tvare rovnosti, pokial
m = p = 0 ucelova funkcia nema obmedzenia a problém je neohraniCeny. Tento zapis sa da chapat’
ako minimalizovat’ funkciu premennej vzhl'adom na obmedzenia. Samozrejme ze funkciu je mozné
aj maximalizovat' a intervaly ohraniceni zapisat inym spdsobom, uvedeny spdsob zapisu len
reSpektuje zauzivani konvenciu zapisovania, maximalizovat znamend minimalizovat’ zapornu
funkciu preto sa da kazdé hladanie pozadovaného extrému zapisat’ ako minimalizacia, funkcie
premennej v obmedzeni sa budu pisat’ na lavu stranu zo zachovanim smeru nerovnosti, teda funkcia
optimalizovanej premennej sa vzdy zapiSe ako rovna pripadne mensSia ako hranica ohranicenia, tuto
konvenciu tiez mozno lahko vyjadrit pomocou matematickych tprav s akejkol'vek formulacie
obmedzeni. Takéto zadanie ma rieSenie prave vtedy ak vsetky funkcie obmedzeni maju aspon jeden
spolo¢ny bod, inak je problém neriesite'ny (ang. Infeasible) . Riesenie tohto problému sa odvija od
funkcie ucelovej premennej ale najmd od funkcie obmedzeni prave ich tvar urCuje zlozitost’

problému a vol'bu vhodnej metddy na rieSenie.

-14 -
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1.4. Linearny konvexny optimaliza¢ny problém

1.4.1. Praktické aspekty

Ako bolo naznacCené v stati 1.2.2 konvexnd optimalizacia pracuje s konvexnymi utvarmi,
s praktického aspektu vSak mnoZziny rieSeni v realnych problémoch nie st vzdy konvexné, tu vSak
konvexna optimalizicia nachddza uplatnenie tiez,. Predstavme si silne nekonvexny tutvar ktory

vznikne ohrani¢enim mnoziny rieSeni praktického problému, vid’ obrazok 4 vlavo.

Obr.4

Hl'adanie pozadovaného optima by bolo v takomto telese vel'mi zlozité, aj ked’ samozrejme v 2D to
pripadd vel'mi jednoducho graficky, pri vysSich dimenziach to nie je také jednoduché. Krasa
konvexnej optimalizacie tkvie vtom Ze aj stych najsilnejSich nekonvexnych mnoZin rieSenia
mozno urobit’ pridanim jednoduchych linedrnych alebo nelinearnych ohraniceni konvexni mnozinu
ktora je uz viac menej 'ahko rieSite'na, pokial’ ndjdeme vo vzniknutom konvexnom tutvare optimum
tuto hodnotu priblizime k najblizsej hodnoty so skutocnej mnoziny rieSeni a nasli sme optimum aj
v nekonvexnej oblasti vid’ obrazok 4 vpravo. Pri tomto spdsobe hl'adania optima dochadza k istej
strate presnosti, v praxi sa vSak prave takéto rieSenie problémov ukazalo ako velmi rychle
a dostatocne presné na efektivne pouzivanie.

Preco boli na vzniknutie konvexného tutvaru pouzité prave linearne ohranicenia ? Na
ohrani¢enie nekonvexného utvaru moézu byt pouzité aj iné nelinedrne ohraniCenia najcastejSie
kruhovité utvary s definovanym zakrivenim. Linedrne ohranicenia su najjednoduch$im typom
ohraniceni, najlahSie sa zapisuju, najl'ahSie sa na nich pohybuje, vel'mi jednoducho sa hl'adaju ich
prieniky a rovnako sa na nich aj jednoducho hl'adaju extrémy alebo optimd. Nelinearne ohranicenia
sa pouzivaju tiez, ale vyzaduju si Speciadlnu triedu rieSeni ktord je presne urcend pre dany typ
problému. Linearne ohranicenia dokazu so stratou uritej presnosti vytvorit' s akéhokol'vek
zlozitého nekonvexného utvaru jednoduchy konvexny utvar alebo po Castiach konvexny utvar.
Linedrne ohrani¢enia maji aj mnoho inych vyhod, predstavme si konvexné teleso ktoré nema
linearne ohranicenia, najst’ v takomto telese optimum je mozné s pouzitim konkrétnej metddy pre

druh nelinearneho ohranicenia alebo vSeobecnej metody ( napr. gradientova metdda), tieto metody

-15 -



Konvexna Optimalizacia

nemusia byt narocné na zlozitost' a niekedy ani na ¢as vypoctu, predstavme si vSak Ze takyto
konvexny utvar s nelinedrnymi ohrani¢eniami je nahradeny pribliznym konvexnym ttvarom

s linearnymi ohraniceniami.

D

Obr.5

Na obrazku 5 je hrubo vidime hruby nazorny priklad ako by takéto priblizenie vyzeralo, vlavo
vidime konvexny utvar s nelinearnymi ohrani¢eniami, vpravo vidime tento Utvar nahradeny
aproximovanym modelom s linearnymi ohrani¢eniami.

Preco by sa nieCo takéto vykonavalo ? Aj td najjednoduch$ia metéda na hladanie extrému
v konvexnom utvare bez linearneho ohranicenia je svojou zloZitostou Casovo narocnejSia nez
akakol'vek metdda na hladanie extrému v konvexnom utvare s linearnymi ohraniceniami ¢o sa
ukazalo ako klucové pri rieSeni redlnych problémov s tisickami premennych a ohraniceni kde
vel'kost’ strojového Casu potrebného na vypocet bola neprijatelnd. Linearne aproximacie pre opis
utvaru na obrazku 5 vpravo su len ilustra¢né, dané konvexné teleso by sme mohli opisat’ stovkami
linearnych ohraniceni a stale by vypocet extrému trval zlomok sekundy strojového casu, pocet
ohranicCeni a vol'ba met6dy zavisia od konkrétnej situdcie a pozadovanej presnosti. Preto st linearne
ohranicenia také popularne.
1.4.2. Formulacia problému

Ked st vSetky obmedzenia v tvare nerovnosti a rovnosti linedrne rovnako ako ucelova funkcia
mozeme problém nazvat’ linedrny konvexny optimalizacny problém a mézeme ho vzhladom na
zauzivanu konvenciu zapisat’ nasledovne [1] :

minimize c¢'x+d 3)
subjectto Gx<h
Ax=Db

Pricom x je vektor hodndt optimalizovanej premennej, ¢’ je transponovany vektor konstant
linearnej ucelovej funkcie, d konstanta je posunutie ucelovej funkcie o rozmere. G je matica hodnot

obmedzeni v tvare nerovnosti o rozmere mxn, A je matica obmedzeni v tvare rovnosti o rozmere
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pxn, h je vektor hranic obmedzenia pre v tvare nerovnosti. Symbolické oznacovanie pismenami nie
je fixné pretoze matice G a A sa moézu zamienat v zavislosti o transformacie problému alebo

znacenia v zadani.

Pokial' sa v takéto ohraniCenia pretnu, prienikom vSetkych linedrnych ohraniceni bude
ohrani¢eny utvar ktory vznikol na obrazku 6.vpravo su v lom naznacené aj smerové vektory
polpriestorov obmedzeni, d’alsou vyhodou linearnych ohrani¢eni je vzniknuty utvar je vzdy
konvexny. Takto vzniknuty konvexny utvar ohranieny linedrnymi ohraniCeniami sa nazyva
polytop, v niektorych druhoch literatary aj polyhedrén, dalej

el

a4
Obr.6 [1]

bude pouzivané prave pomenovanie polytop. Hl'adat’ extrém v takomto ttvare znamena hl'adat’ také
rieSenie s polytopu pri ktorom ma ucelova funkcia najmensiu hodnotu, teda pre dvojrozmerny
pripad mozno graficky toto hl'adanie predstavit’ ako posuvanie priamky danej ucelovou funkciou
v smere vektora ¢ ucelovej funkcie tak ako je to zobrazené na obrazku 6 vlavo, narazenie na
hranicu znamena najdenie najmensej moznej hodnoty, nakol'ko sme v konvexnom tutvare takato
hodnota je najmenSia mozna s celej mnoziny anajdeny bod je hladané minimum. Dolezity
poznatok vyplyvajuci s pohybu v konvexnej mnoziny je ze extrém alebo optimum vzdy lezi na
okraji polytopu alebo iného konvexného utvaru, bud’ v jeho vrchole alebo na jeho strane. Niektoré
metddy hl'adania extrému pouzivaju prave pohyb po okraji konvexnej mnoziny. RieSenie linearneho
konvexného problému sa zvykne nazyvat’ aj linearne programovanie.

1.4.3. Vznik linedrnej konvexnej mnozZiny

1.4.3.1. Polorovina a polpriestor
Pri klasifikacii obmedzeni v linedarnom konvexnom probléme prichadzame na dva zakladné typy
obmedzeni a to obmedzenie v tvare nerovnosti a obmedzenie v tvare rovnosti. Predstavme si n

rozmerny priestor a jedno linedrne obmedzenie v tvare nerovnosti, takéto obmedzenie nam cely

-17 -



Konvexna Optimalizacia

priestor moznych rieSeni ucCelovej funkcie rozdeli na dve casti, jednu kde sa rieSenie smie
nachadzat’ a kde sa rieSenie nachadzat' nesmie. Teda cely priestor rozdeli na dva polpriestory
s definovanou hranicou. Nech a je 'ubovolny vektor, nech x vektor premennych a b je hranica
posunutia. potom mozno polorovinu definovat’ geometricky ako a’x < b pre obmedzenie v tvare

nerovnosti aa'x = b pre obmedzenie v tvare rovnosti. Na obrazku 7 mézeme vidiet' vektorové

Obr.7 [1]

znazornenie, vektor aje kolmy na dant polorovinu priCom nalavo vidime obmedzenie v tvare
nerovnosti ako hranicou tohto obmedzenia vytycuje polpriestor v n-rozmernom priestore, x0 je
zaciatocny bod sustavy pre dané posunutie, ak by sme chceli zistit’ ¢i je dany bod v povolenom
polpriestore stacilo by ho vektorovo vynasobit’ s vektorom aanasledne uz len porovnat
s posunutim. Zatial ¢o obmedzenie v tvare rovnosti definuje v danom n-rozmernom priestore
polorovinu na ktorej sa musi bod nutne nachadzat’, s obrazku 6 vpravo vyplyva ze vektor daného
bodu musi byt ortogonalny na vektor aaby mohol vysledny vzorec platit.

Z uvedenych skuto¢nosti vyplyva doélezity poznatok, obmedzenie v tvare nerovnosti nam s n-
rozmerného priestoru uréi Cast’ v ktorej sa mdze n-rozmerné rieSenie problému nachadzat.
Obmedzenie v tvare rovnosti ur¢i s n-rozmerného priestoru taku oblast’ tohto priestoru v ktorej sa
musi n-rozmerné rieSenie problému nachadzat’, aby rovnost’ platila musi mat’ n-rozmerné rieSenie
jednu stradnicu s vektora konstantnu, takze mézeme povedat’ Ze obmedzenie v tvare rovnosti nam
zmens$i dimenziu problému o jeden stupeni, uvedena analogia sa da pouzit’ aj pre viacero obmedzeni
v tvare rovnosti, pokial’ sa tieto nerovnaju tak kazdé d’alSie obmedzenie znizi dimenziu problému
ojeden stupen. V praxi sa vSak pri zavadzani vtvare rovnosti namiesto s pozadovanym
zjednoduSenim vypoctu zmenSenim dimenzie CastejSie stretdvame s neriesitelnost'ou problémov,
preto sa namiesto obmedzeni v vare rovnosti pouzivaju CastejSie obmedzenia v tvare nerovnosti

ktoré st blizke obmedzeniam v tvare rovnosti.
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1.4.3.2. Druhy vznikov

Linearna konvexnd mnozina méze vzniknit dvomi sposobmi. Prvy znich sa pouziva ked’
nepoznam ohranicenia ale len mnoZinu rieSeni v n-rozmernom priestore, v takomto pripade sa
najprv jednoduchym porovnavanim vzdialenosti bodov rieseni urcia okrajové body mnoziny, ich

spojenim vznika ohraniceny linearny konvexny tutvar tak ako to znazorfuje obrazok 8.

Obr.8
Vlavo moézeme vidiet mnozinu rieSeni predstavujucu body v priestore, vpravo moézeme vidiet
vznik konvexného telesa spojenim okrajovych bodov.
Druhy spdsob ako vytvorit’ konvexné teleso je ked’ pozname vsetky ohranicenia v tvare nerovnosti,
tieto ohranicenia vymedzuju v priestore poloroviny ktorych prienik vymedzuje konvexny linearny
utvar. Pri vymedzovani tohto priestoru ¢asto nardzame na problém redundantnych ohraniceni, teda

ohraniceni ktoré nie su potrebné na vymedzenie konvexnej oblasti pripadne su rovnobezné s inymi

-~

Obr.9
ohraniCeniami alebo ich iné ohranicenia uz vylucili tak ako mézeme vidiet’ na obrazku 9, vlavo
vidime vSetky stanovené obmedzenia pre problém, vpravo vidime skuto¢ny tvar konvexného telesa
(polytopu) po zjednoteni prieniku vsetkych obmedzeni. Existuje aj druha situacia ked prienik
vSetkych ohraniceni je prazdna mnoZzina, problém vtedy za danych obmedzeni nema4 rieSenie a jeho

obmedzenia su disjunktné.
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Vykonat takato redukciu redundantnych ohrani¢eni mozno jednoduchym algoritmom ktory si
moézeme ukazat’ na jednoduchom priklade. Nech je nas priklad dvojrozmerny teda pohybujeme sa
v dvojrozmernom svete kde je rieSenim problému cely R* a suradnice bodu tvori dvojprvkovy
vektor. Majme zadantl maticu A reprezentujucu maticu lavej strany obmedzeni v tvare nerovnosti
a stipcovy vektor hranic obmedzeni b. Vybrané data boli generované nahodne ale pre nazornost
rieSenia samozrejme boli vybrané tak aby mali rieSenie, teda aby prienik vSetkych ohrani¢eni

existoval. Hodnoty dat :

[ -0.0877 0.9961 | [ 0.7065 ]
-0.2667 0.9638 0.4866
-0.3624 -0.9320 1.5392

A -0.7850 0.6194 B 0.9787
-0.1850 -0.9827 1.3395
-0.2551 0.9669 0.4911
-0.0654 -0.9979 1.3809

| 0.9627 0.2705 | | 2.1194)

Geometricky mozno tieto obmedzenia prirovnat k obrazku 8 vlavo. Spdsob urcenia vysledného
polytopu sa vykona uréenim jeho okrajovych bodov. Kazdé obmedzenie predstavuje polorovinu
ktora vymedzuje polpriestor, ak sa tieto dve poloroviny pretni udaju vrcholovy bod polytopu ak su
tieto ohrani¢enia okrajové ohranicenia polytopu tak musi platit’ ze bod prieniku je v platnej oblasti
kazdého ohranicenia, teda keby sme bod dosadili do klasickej rovnice Ax < b ta musi byt splnena.
zistenim vSetkych prienikov a nasledné vyhodnotenie tohto bodu ako okrajového bodu polytopu

nam udava vysledny algoritmus na urcenie polytopu. Ten by sa v Matlabe realizoval nasledovne:

bod = [];
S=0;

for S=1:(size(A, 1)-1)
for C = (S+1):(size(A, 1))
al=A(S,1:2);
a2=A(C,1:2);
a=cat(1,al,a2);

b1=B(S,1);
b2=B(C,1);
b=cat(1,b1,b2);

x=inv(a)*b;

if all(A*x<=B)
bod=[bod x];
end
end
end
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Uvedeny algoritmus postupuje nasledovne, pomocou dvoch cyklov odskasa vsetky kombinacie
dvoch polorovin, v kazdom preskasani najprv vyberie s hlavnej matice obmedzeni dva obmedzenia
ktoré prikazom cat spoji do jednej matice, spojenim obmedzenia a hranice obmedzenia vzniknt dve
matice, pre dvojrozmerny je vysledny bod rieSenim dvoch rovnic o dvoch neznamych, zisteny bod
sa nasledne porovna skazdym obmedzenim prikazom all ktory vrati 1 v pripade pravdy a0
v pripade nepravdy, ak je tento bod skutoc¢ne platny pre vSetky obmedzenia zaradi sa do vyslednej
matice bod reprezentujucej okrajové body polytopu. Pre tento priklad ma matica bod nasledovné

hodnoty :

bod — 1.1449 19539 0.2372 -1.9511 -1.4374 0.1700 2.6388
| 0.8100 0.8812 0.5705 -0.8927 -1.0924 -1.3950 -1.5569

Vykreslenie tohto polytopu je znazornené na obrazku 9. (napr. prikazom polytope(A,B) s kniznice

programového balika Yalmip)

| W
([]
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Obr.10
Graficky je mozné overit’ ze vSetky body ktoré program urcil st skutocne okrajové body polytopu.
Tato metdda ukazuje najjednoduchsiu metddu najdenia okrajov polytopu s mnoziny ohraniceni, pri
vyssich dimenziach strojovy ¢as na vypocet narasta pretoze prieniky obmedzeni nie st len body ale
aj priamky, roviny a viacrozmerné nedefinované utvary, stipa pocet kombinacii ohranieni a ich
vrcholov, pre vyssSie dimenzie sa pouzivaji iné nekomplexné metody ktoré su schopné ohrani¢enie

vylucit’ vzhl’adom na iné ohrani¢enie priCom sa ¢as vypoctu prijatel'ne skrati.
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1.5. Transformacie linearneho konvexného optimaliza¢ného problému

Pri rieSeni optimalizacného problému je vdéSinou tazsie problém vytvorit’ nez ho vyriesit’, na
rieSenie optimalizaénych problémov sa vytvorilo vel'ké mnozstvo metod, ktoré su dnes prakticky
vSetky uz integrované ako softwarové programy ktoré vyzaduju Specifické zadanie problému.
Vytvorenie problému sa preto pre praktické situacie stava naroc¢nejSim ako samotné vyrieSenie
problému. Kazdy rieSitel' vyzaduje presné zadanie problému v predpisanom tvare, tento tvar je
potrebné vytvorit’ alebo uz ziskat' s iného tvaru optimalizaéného problému. Prednosti pouzivania
linearneho optimalizacného problému alebo linearneho programovania boli rozobraté v casti 1.4.1.,
dalej sa budeme zaoberat prave transforméciami linearneho problému. Aby sme dokazali
plnohodnotne pracovat s ndstrojmi rieSenia problémov musime vediet' transformovat zadany
problém do tvaru ktory vyzaduje rieSitel'(solver) s ktorym ideme pracovat’.

1.5.1. Transformacia Standardnych foriem
Vseobecny problém zadania linearneho konvexného problému ma tvar [1] :
minimize c¢'x+d 4)
subjectto Gx<h
Ax=b
Casto je vyhodné tito zakladna formu previest' na §tandardné formy ktoré maji tvar len vo forme
nerovnosti
minimize c¢'x %)
subjectto Ax<Db
alebo vtvare nerovnosti sjednym obmedzenim v tvare nerovnosti védcSinou pre kladnost’
optimalizovanej premenne;j
minimize ¢'x (6)
subjectto Ax=Db
x>0
Rovnica (6) by sama o sebe mohla reprezentovat’ vSeobecny zapis linearneho konvexného
problému, naucenia transformacie tychto dvoch foriem medzi sebou patrik zakladnym formam
manipulacie zo zadanim problému.

Majme zadany problém ktory je zadany v tvare rovnosti a podmienky kladnosti rieSenia ( vektor
optimalizovanej premennej musi byt vacsi ako nula). Potom zadanie tohto problému vyzera
nasledovne :

minimize c¢'x @)
subjectto Ax=Db

x>0
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(Pri zépise sme zanedbali konstantu d, budeme predpokladat’ ze pre zadany pripad je nulova) Pre
spravne zavedenia a pouzivanie konvencie sa zadanie trochu upravi do spravnej podoby:
minimize c¢'x ®)
subjectto Ax=Db
-x<0
Riesitel’ v ktorom pracujeme vSak akceptuje zadanie len v tvare nerovnosti :
minimize ¢'x )
subjectto Ax<Db
Vstupné zadanie je mozné transformovat’ a upravit' po akceptacii zékladnych faktov. Obmedzenie
v tvare rovnosti ndm v n-rozmernom priestore vytina polorovinu na ktorej sa musi nachadzat’

rieSenie, taktito polorovinu mézeme v danom priestore nahradit’ prienikom dvoch polpriestorov na

Obr.11 [1]

rovnakej hranici ktoru reprezentuje obmedzenie v tvare rovnosti, tak ako to zobrazuje obrazok 11
obmedzenie v tvare rovnosti mézeme preto nahradit’ nasledovnymi obmedzeniami:

Ax=b < Ax<bD (10)

Ax>b
Ziskali sme teda nasledovnu formulaciu problému [1]:

minimize c¢'x (11)

subjectto Ax<b

-Ax<-b
-x<0

Ziskali sme iba obmedzenia v tvare nerovnosti a mézeme ich zapisat’ ako jeden vektor
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A b
A=|-A| B=|-b (12)
-1 0
Ije jednotkovd matica o velkosti vektora optimalizovanych premennych, velkostou je jej
ekvivalentnd nulovd matica ktora zohladnuje obmedzenie kladnosti. Vyslednad transformacia
problému vyzera:

minimize c¢'x (13)

subjectto Ax< B
V Matlabe by sa dala tato transformacia realizovat’ nasledovne, v uvedenom priklade sa problém aj
riesi a vysledky sa navzajom porovnaji. Vsetky problémy su rieSené pomocou softwarového balika

Yalmip ktory je zamerany prave na rieSenie optimaliza¢nych problémov v konvexnych mnozinéch.

A=rand(2,8);
B=rand(2,1);
C=rand(8,1);

nx = size(A, 2);
x=sdpvar(nx, 1)

% Povodne formulacia problemu:
% min C*x

% s.t.A*x=B
% x>=0
obj = C'*x;

F=[A*x==B;x>=0];
solvesdp(F, obj)

obj_opt = double(obj);

xopt = double(x);
all(abs(A*xopt - B) < 1e-10)

% Reformulacia pomocou obojstrannych nerovnosti
% min C'*x

% s.t. A*x<=B

% A*x>=B

% Xx>=0

Ac = -eye(nx); A; -A ];
Bc =[ zeros(nx, 1); B; -B ];

Fc =[Ac*x <= Bc];

objc = C'*x;

solvesdp([Ac*x <= Bc], C'*x)

obj_opt_r = double(objc)

xopt_trans = double(x);

% Vysledne porovnanie vypocitanych hodnot
xopt_trans

xopt
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V uvode kodu ako vstupné parametre zadavame nahodné premenné, takéto zadanie je nebezpecné
pretoze ndhodné ohranicenia nemusia mat vzdy rieSenie a vysledny problém je neriesitelny
(infeasible) ak dany kod pouzijeme viackrat uvidime Ze vysledné hodnoty xopt trans a xopt , ktoré
obsahuju vysledok optimalizacie pred apo transformécii, uvidime Zze sa pri akychkol'vek
riesitel'nych hodnotach vstupnych vektorov rovnaji.
1.5.2. Transformacia s pomocnymi premennymi
Predchadzajuca transformacia nam ukézala ako jednoducho vyjadrit obmedzenie v tvare
nerovnosti ako obmedzenie v tvare rovnosti, opacna transformacia uz nie je taka elegantna
avyzaduje si pre korektnu transformdciu zavedenie novych optimalizovanych pomocnych
premennych (slack variables).
Majme zadany linedrny optimaliza¢ny problém reprezentujuci zakladny zjednoduseny tvar
(zanedbame obmedzenie Gx = h kvoli skrateniu postupu)
minimize ¢'x (14)
subjectto Ax<b
Obmedzenie v tvare nerovnosti je polpriestor vymedzeny hranicou obmedzenia, pricom hl'adané
riesenie sa nachadza niekde v povolenom polpriestore, nech sa takéto rieSenie nachadza kdekol'vek

vzdy je rovné danej hranici ak k nemu pripoc¢itame vzdialenost’ od hranice, graficky by sme to

Obr.12

mohli zobrazit’ tak ako na obrazku 12tato vzdialenost’ je nezaporna a nazvime ju s, doplime teda
zistent skuto¢nost’ do rovnice (14)
minimize c¢'x (15)
subjectto Ax+s<b

s>0
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Dalej uvazujme, kazdé ¢islo vieme zapisat’ ako rozdiel dvoch nezapornych cisel

X=X -X (16)

pokial’ rovnice (16) doplnime do rovnic (15) ziskame nasledovné rovnice [1]:
minimize ¢ x -¢'Xx +s (17)
subject to Ax'-AXx +s=b
s >0
x>0
x >0
Pre ziskanie zakladného tvaru este sformulujem matice konstant do jednotlivych matic:

T

C =[c".—".1] (18)
A=[A-Al1]

X+
Z=|X

S

Zakladny zapis Standardnej formy potom vyzera :

_T
minimize C z+s (19)

subjectto Az=b
z>0

Zanedbanie obmedzenie Gx = h nemalo Ziadny vyznam, findlna transformacia ma obmedzenia
v tvare rovnosti, v pripade Ze by sme obmedzenie pouZili a pracovali s nim pocas transformacie ni¢
by to na systéme transformacie nemenilo, zmenili by sa len velkosti findlnych tilde matic ktoré by
mali prislusny rozmer zvécSeny o parametre obmedzenia. V Matlabe si mézeme funkcénost
transformacie jednoducho overit tym Ze najprv vypocitame rieSenie povodného problému
a porovname ho s rieSenim transformovaného problému presne, uvedené skuto¢nosti vykonava
nasledovny koéd v m-file:

A=randn(20,8);
B=rand(20,1);
C=rand(8,1);
nx = size(A, 2);
nc = size(A, 1);
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% Povodny problem:
% min ¢'*x

% st A*x<=B

x = sdpvar(nx, 1);
F=[A*x<=B;

obj = C'*x;
solvesdp(F, obj)
obj_opt = double(obj);
x_opt = double(x);

% transformovany problem:
% min ct'*z
% s.t. At*z =Bt

% z>=0
% z = [Xp; xm; s]
%

% xopt=xp_opt - xm_opt

xp=sdpvar(nx, 1);
xm=sdpvar(nx, 1);
s=sdpvar(nc, 1);

Atilde = [A -A eye(nc, nc)];
Btilde = B;
Ctilde = [C; -C; zeros(nc, 1)];

z = [xp; xm; s];

Ftilde = [ Atilde*z ==Btilde ]| +[z>=0];
obj_tilde = Ctilde'*z;

solvesdp(Ftilde, obj_tilde);

obj_tilde opt = double(obj_tilde)

z_opt = double(z);

xp_opt =z_opt(1:nx);

xm_opt = z_opt(nx+1:2*nx);

s _opt = double(s);

x_tilde opt=xp_opt - xm_opt;

[obj_opt obj tilde opt]
[x_opt'; x_tilde opt']

max(A*x_opt - B) <le-10

V uvode kddu sa opét’ generuju nahodné data, pri niektorych pokusoch o spustenie problém nemusi
vykazovat’ riesitenost’ preto je potrebné spustit’ ho viackrat v pripade neriesitel'nosti. d’alej kod
definuje symbolické premenné ktoré nadobudnti rozmer neskor, vytvori premenné ktoré pozaduje
riesitel’ a problém riesi, rovnako postupuje pri transformovanom probléme, pri spusteni vidime ze

vysledok optimalizacie obidvoch metdd je rovnaky, uvedend transformacia skuto¢ne funguje.
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1.5.3. Podpriestorova transformacia
Ako bolo spomenuté v Casti 1.4.3.1 obmedzenie v tvare rovnosti ndm pre kazdu premennt znizi
dimenziu priestoru o jeden stupen, v pripade rovnosti vSetkych premennych ma systém bud’ jedno
exaktne urcené rieSenie alebo ziadne, takéto zadanie sa v praxi z pochopitelnych dévodov
nevyskytuje nakol'ko by tym zanikla potreba rieSenia problému a jeho optimalizacie. Uplatnenim
obmedzenia v tvare rovnosti vznikne podpriestor, rieSenie tohto priestoru sa nachadza prave v iom
sktisme teda riesit’ problém len v podpriestore s vymedzenymi obmedzeniami.
Majme zadany konvexny linearny optimalizacny problém s obmedzeniami v tvare nerovnosti aj
tvare rovnosti, zadany problém vyzera Standardne:
minimize c¢'x +d (20)
subjectto Ax<b
Gx=h

Graficky mdézeme vzniknuty podpriestor znazornit’ na obrazku 13, pre dvojrozmerny systém jedno
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Obr.13

obmedzenie v tvare rovnosti vytvori priamku ktord po prieniku obmedzeni utvori usecku rieSeni.
rieSenie sa nachadza prave na nej. matica G je v tomto pripade smerovy vektor tejto priamky alebo
poloroviny, vektor kolmy na G sa musi nachadzat’ na tejto polorovine, nazvime ho F, potom sa da
akykol'vek bod, ktory by mohol byt rieSenim a nachadza sa na priamke G, vyjadrit’ ako nasobok
vektora F a nasobku vzdialenosti od zac¢iatocnej hranice, nazvime tuto vzdialenost’ z a pociatocny
bod x¢ potom

x=F.z+X 21

Aby platila ortogonalnost’ vektorov musi byt ich vektorovy sucet rovny nule
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GxF=0 (22)
tuto rovnost’ dosiahnut’ jednoducho za predpokladu ze F je vektor kolmy na vektor G, v Matlabe sa
takyto vektor ziska prikazom null( ) s argumentom vektora na ktory chceme kolmy vektor ziskat’.
vektor xo uddva pociato¢nu hranicu alebo tiez vektor ku ktorému po pripocitani nasobku vektora F
ziskame optimalnu hodnotu x, mézeme ho ziskat’ vyjadrenim s obmedzenia v tvare rovnosti.

Gxo=h (23)
X0 = G'h
Tu by sme mohli narazit’ na problém utvorenia inverznej matice v pripade nesStvorcovej matice,
rieSenie ndm ponuka pseudoinverzia matice pre ktoru platia vzt'ahy :
G.G'.G=G (24)
G'G.G' =G
Je zrejmé Ze nasobok G' a G d4 vzdy jednotkova maticu Go nam dava vyuzitelnost’ pseudoinverzie
v pripade neStvorcovej matice.
xo=G"h (25)
Dosadenim rovnice 21 do rovnice 20 ziskame nasledovny tvar zadaného problému:

minimize c¢'(F.z+x0) +d (26)

subjectto A(F.z+x¢)<Db
Obmedzenie v tvare rovnosti samozrejme zmizlo nakol'ko sa pohybujeme uz len vo vymedzenom
podpriestore rovnosti pre ktoré platia len zvySné obmedzenia v tvare nerovnosti, obmedzenie
v tvare rovnosti je funkéne dosadené v zmysle definicie pohybu v podpriestore. Po tprave :

minimize c¢'F.z+c'xo+d (27)

subjectto AF.z+ Axo<b

Pre zjednodusenie si mézeme vyjadrit’ matice Standardného tvaru:

T

C =[c"F.—c"x,] (28)
A=[AF]
é:[b—AXO]

Standardny tvar nadobudne zapis

T
minimize C z+s (29)
subjectto Az< B
Vznikol novy problém v ktorom sa stava optimalizovanou premennou vzdialenost’ z v podpriestore
od definovanej hranice vzhl'adom na obmedzenia. Samotné rieSenie tohto problému nam nedava

rieSenie pociatocného problému, udava len vzdialenost’ z, pre ur¢enie skuto¢nej hodnoty poévodne;j
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optimalizovanej premennej je potrebné vykonat’ spdtnil transformaciu na zéklade rovnice (21) pri
podmienkach optimalneho z.

x®P'=F.z% +xq (30)
V Matlabe m6zeme uvedeny algoritmus overit’ presne podl'a uvedeného postupu, nasledujuci kod
najprv vypocita hodnotu optima povodného problému, nésledne problém transformuje, vypocita
optimum a vysledky porovna graficky (Obr. 14) program opét pracuje s ndhodnymi hodnotami,
napriek tomu sa pre kazdé riesitelné zadanie vysledky rovnaji. Grafickému rieSeniu zodpoveda graf
polytopu rieseni, s definicie redukcie dimenzie musi vyplyvat’ Ze rieSenie sa nachadza na polorovine
obmedzenia v tvare rovnosti a optimalna hodnota sa v zavislosti od tvaru ucelovej funkcie vyskytne
na niektorom prieniku obmedzenia v tvare rovnosti a obmedzeni v tvare rovnosti, teda niekde na
okraji polytopu, uvedeny kody ho zobrazuje ako bod, pokial’ sa body obidvoch rieseni prekryvaju

obidva problémy poskytuji rovnake riesenie.

p = polytope(randn(10, 2));
plot(p);

[A, B] = double(p);
Aeq=[11]; Beq=0.5;

x1=-2:1:2;
x2 =Beq - x1;
hold on

plot(x1, x2);

x = sdpvar(2, 1);

C=[ A*x <=B; Aeq*x == Beq |;
obj =x(1);

solvesdp(C, obj);

double(obj), double(x)

x0 = pinv(Aeq)*Beq;
F =null(Aeq);

z = sdpvar(l, 1);
x =F*z + x0;

C=[A*(F*z+x0)<=B];
obj = x(1);
solvesdp(C, obj)

double(obj), double(z), xopt = F*double(z)+x0
plot(xopt(1), xopt(2), 'ko', 'LineWidth', 3);
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1.6. Nutri¢ny problém

Pouzitelnost’” konvexnej optimalizacie si pre nazornost ajednoduchost pouzitia v beznom
zivote predvedieme na najbeznejSom priklade nutricného problému. Nutri¢ny problém ma za ulohu
pri obmedzeniach mnozstva zivin v jedle ur¢it' pocet jednotiek réznych potravin potrebnych na
pripravu takého to jedla za podmienky minimalizacie ceny za potraviny.

Majme konkrétne zadanie [4]. Je potrebné pripravit’ jedlo ktoré obsahuje 900 az 1500 kalorii,
minimalne 4 gramy zeleza, nie viac ako 50 gramov tuku, minimélne 26 gramov proteinov a menej

nez 50 gramov uhl'ohydratov. Druhy jedal a ich nutricné hodnoty a cenu obsahuje obrazok 15.

Tabul'ka nutriénych hodndt potravin

Ealéne Zelezo Tulc Proteiny | Uhlohydraty Cena
Illieko 295 0,2 16 16 22 0,6
Zaldadné jedlo 1214 0,2 26 g1 0 2,35
Eura 394 4.3 9 74 0 1,15
Famlly 258 3,2 0,5 B3 0 2,25
Eyba 128 3,2 0,8 7 28 0,58
Spendt 118 14,1 14 14 19 1,17
Zemtaky 279 2,2 0,5 B 63 0,33

Obr.15[4]

Na zaklade tychto idajov mdézZeme skonsStruovat’ maticu obmedzeni v tvare nerovnosti, vektor
optimalizovanych premennych x bude v nutri¢nom probléme reprezentovat’ pocet jednotlivych

druhov jedla potrebnych na zhotovenie jedla. Pojednajme o zhotoveni matic pre vytvorenie
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Standardného tvaru linearneho optimalizacného konvexného problému. Pouzijeme tvar :
minimize ¢'x (31)
subjectto Ax<Db
Vektor nezndmych hodnét x tvoria pocty jednotlivych jedal, ozna¢me si ich reSpektujic poradie
v tabul’ke nutri¢nych hodnét poradi premennymi x, aZ x;, vznikne stipcovy vektor x. Vznik matice
A je zlozitejsi musime pri iom vhodne pouzit’ zadanie aby po vynasobeni vektorom x vznikli
v riadkoch obmedzeni nerovnosti skuto¢nych hodnét, zjednodusene aby v riadku pre konkrétnu
zivinu napriklad kalorie boli len nasobky mnozstva druhu jedla a mnozstva zeleza., kazdl surovinu
mozno obmedzeniami vyjadrit’ nasledovne v intervaloch ako napriklad kalorie:
Kalorie minf a11X1 A22X2 A33X3 A44X4 A55X5 AgeXg A77X7 < Kalorie max
Indexy max a min symbolizujil maximalne a minimalne hranice pre danu Zivinu, nie obidve hranice
su pre kazdu veli¢iny definované, pre nedefinované hranice plati hranica plus a minus nekonecna,
s realnych dovodov je mozné ziskat' len kladny pocet jedal preto zahrnieme tito podmienku do
ohraniCeni tiez a ziskame maticu A v ktorej kazdy riadok reprezentuje jedno obmedzenie, pre
kalérie st tam dva riadky berGic do uvahy horné adolné obmedzenie, na konci je pridana
jednotkova matica pre zohl'adnenie kladnosti rieSenia, vSetky riadky boli matematickou operaciou
upravené do podoby konvencie l'avej strany mensej alebo rovnej ako hranica obmedzenia, preto si

niektoré riadky zaporné, vysledna matica A:

[ -0.2950 -1.2160 -0.3940 -0.3580 -0.1280 -0.1180 -0.2790]
0.2950 12160 0.3940 0.3580 0.1280 0.1180 0.2790
-0.0002 -0.0002 -0.0043 -0.0032 -0.0032 -0.0141 -0.0022
0.0160  0.0960 0.0090 0.0005 0.0008 0.0014 0.0005
-0.0160 -0.0810 -0.0740 -0.0830 -0.0070 -0.0140 -0.0080
0.0220  0.0002 0 0 0.0280 0.0190 0.0630

A_joo| 00006 00025 00017 0.0022 00006 0.0012 0.0003
-0.0010 0 0 0 0 0 0

0 -0.0010 0 0 0 0 0

0 0 -0.0010 0 0 0 0

0 0 0 -0.0010 0 0 0

0 0 0 0 -0.0010 0 0

0 0 0 0 0 -0.0010 0

I 0 0 0 0 0 0 -0.0010]

Po vynasobeni tejto matice vektorom x je zabezpecené ze suma v kazdom riadku by bola rovna
uplnému mnozstvu Ziviny v jedle. Maticu obmedzeni b vyrobime vel'mi jednoducho na zaklade

definovanych obmedzeni a teda :
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-900 |
1500
-4
50
-26
50
Pen_max
0

S O O O O O

Siedmi riadok reprezentuje obmedzenie pre peniaze, formalne toto obmedzenie neexistuje a je
rovné minus nekonecnu pretoze nemame hornt hranicu penazi, pre konkrétny vypocet ju mézeme
nahradit’ ndhodnou hodnotou dostato¢ne vysokou nato aby sa zabezpecCilo Ze sa v jej hranici bude
riesenie nachadzat’. Maticu(vektor) ¢ ur¢ime na zaklade pozadovanej minimalizécie, je to teda jedna
hodnota ktoru je potrebné minimalizovat, atou su peniaze, v matici A ju reprezentuje riadok
sedem, budeme teda minimalizovat’ prave tento riadok, vektor c :

0.6000 |
2.4500

1.6700

c=| 2.2500

0.5800

1.1700

0.3300 |

Vybrali sme riadok, ten sa musi rovnat’ transponovanému vektoru c, preto je ¢ stipcovy. Uréili sme
kompletné zadanie problému. V zmysle poznatku Ze urcenie problému je Casto tazsie ako jeho
vyrieSenie mame tazSiu Cast za sebou, nasleduje vyrieSenie ktoré za nas vykona program.
Nasleduje rieSenie vytvorené v kode Matlabu , kod zada matice problému a problém vyriesi.

% Matica A reprezentuje druhy jedal a jednotlive mnozstva vyzivnych hodnot
% k nim prisluchajucich, znamienka reprezentuju konvenciu pozavedeni
% nerovnosti

x=sdpvar(7,1);

A=[-295295-0.216-16220.6;
-1216 1216 -0.2 96 -81 0.2 2.45;
-394 394 -439-74 0 1.67,;
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-358 358 -3.20.5-83 0 2.25;
-128 128 -3.2 0.8 -7 28 0.58;
-118 118 -14.11.4-14 19 1.17,;
-279 279 -2.2 0.5 -8 63 0.33];

A=A
c=A(end, :);d=0;
A =[A; -eye(D);

% obmedzenia
Pen_max = 10;
B=[-900;
1500;
_4’
50;
-26;
50
Pen_max; zeros(7, 1)];

F=[A*x<=B];
obj =c*x +d;

solvesdp(F, obj)

xopt = double(x)
objopt = double(obj)

Problém bol uspesne riesitelny a vysledna matica xopt vyzera:

0
0.4990
0.1743
xopt = 0

0
0.1048
0.7605 |

Pri hodnote minimalizovanej premennej (ceny alebo poctu penazi):

objopt = [1.8872]

Co znamena Ze pri optimalna zloZenie jedla sa sklada s ndsobkov poétu druhov jedal uvedenych vo
vektore xopt pri sume penazi 1.8872. Necelociselné nasobky znamenaju ze problém rieSime v obore
realnych cisel, upravami v programe by sme mohli dosiahnut' celoCiselné nasobky avSak
predmetom tohto programu bolo len ilustrovat’ rieSenie jednoduchych kazdodennych problémov

pomocou utvorenia problému linearnej konvexnej optimalizacie a jej nasledného vyrieSenia.
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2. Prediktivne riadenie

2.1. Vyznam prediktivneho riadenia

2.1.1. Vyvoj prediktivneho riadenia

Prediktivne riadenie sa v dnesnej dobe radi medzi najvyznamnejsie a najviac pouzivané druhy
riadenia. Prudky vyvoj tejto metddy riadenia bol silne ovplyvneny najme priemyslom poslednych
desatroci kedy zaznamenal prudky prechod od teoretickej trovne k praktickym aplikaciam realnych
situdcii. V stucasnosti sa algoritmy prediktivneho riadenia uplatiiuji v Sirokych oblastiach
priemyselnej Cinnosti ako su chémia, metalurgia, energetika, robotika [2] a mnoho inych.
V pociatoénych fazach implementacie sa pouzivalo prediktivne riadenie len na riadenie pomalych
procesov, kvoli spdsobu prace prediktivneho riadenia ktoré ma vel'ké vypoctové naroky. Raketovy
vyvoj informacénych technologii vSak v poslednych rokoch otvoril prediktivnemu riadeniu dvere
takmer do vsetkych oblasti v ktorych sa riadenie uplatiuje. Za jednu s najvacsich vyhod, z dévodu
ktorej sa prediktivne riadenie vobec zacalo pouzivat, sa povazuje schopnost’ aktivne pracovat
s obmedzeniami, zékladné¢ typy riadenia ako spétnovdzbové nedokaze funkéne pracovat
s obmedzeniami praktickych ohraniceni, dokaze ich len vnimat’ ako obmedzenia na vstup alebo
vystup procesu. Prediktivne riadenie dokaze pocas celého behu funkéne pracovat’ s obmedzeniami,
co vedie k dokonalejSiemu systému riadenia ako pri spitnovdzbovom. Dovody preco sa aj napriek
oc¢ividnej vyhode prediktivneho riadenie v niektorych procesoch stale pouziva spidtnovizbové je
zrejmy, st to finan¢né ndklady na zriadenie a funkénu prevadzku ktoré su aj napriek viditelnému
zlepSeniu kvality prevadzky procesu stale vicSie ako naklady na vyuZzivanie a prevadzkovanie
spitnovézbového riadenia.

2.1.2. Zakladné principy

Prediktivne riadenie nie je exaktne definovany postup alebo metdda ktora sa uplatiiuje pri tomto
type riadenia, skor sa jedna o vcelku rozsiahly subor metdd a algoritmov ktoré sa implementuju
podl'a konkrétnej situacie. Spajaju ich ale rovnaké pojmy a celkovy spdsob integracie do riadenia
procesu.

Prvou s nich je matematicky model systému [2], pre efektivne zavedenie prediktivneho riadenia
je potrebné mat’ Co najpresnejsi model riadeného systému, ked’ je zndmy presny model systému da
sa presne predpovedat ako systém zareaguje na dany vstup predpokladanym vystupom, co
nadvizuje na druhy dolezity pojem ktorym je horizont predikcie. Prediktivne riadenie predpovie
stav systému vzhl'adom na ocakavany vstup a smer ktorym sa chceme uberat, tito predikcia ma
urcité casové obmedzenie vel'kosti predpovede do budiicnosti, toto obmedzenie sa nazyva horizont
predikcie. Pre redlne vyuzitie sa pouziva pohyblivy horizont predikcie, to znamena ze s celého

horizontu predikcii sa zoberie len prvy ¢len postupnosti krokov a ten sa aplikuje, po jeho aplikacii
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sa na zaklade uvedenej zmeny urc¢i novy horizont predikcii s ktorého sa opit’ pouZzije len prva
hodnota, to sa d’alej opakuje do dosiahnutie pozadovanej Grovne riadenia s ¢im suvisi d’alsi dolezity
pojem ktorym je optimalizicia, prediktivne riadenie dokaze funkéne pracovat’ s obmedzeniami,
optimalizacia na urcenie horizontu predikcii je neoddelitelnou zlozkou prediktivneho riadenia
a stava sa jeho zékladnou sucastou, v kazdom kroku ovplyvnenia procesu prediktivnym riadenim sa
optimalizuje vystup vzhl'adom na vstup pripadne sa optimalizuje vstup vzhl'adom na ziadany vystup
a dynamické vlastnosti systému (matematicky model), pre efektivne riadenie je potrebné urcit’
v kazdom bode riadenia presny zasah pre najlepSie ovplyvnenie systémy vzhl'adom na obmedzenia
a sledovant vystupnu velic¢inu.
2.1.3. Analogie prediktivneho riadenia

Samotny vyznam prediktivneho riadenia vyplyva uz s jeho nazvu, takyto pristup k riadeniu ma
za ciel’ predpovedat’ na zéklade presného matematického modelu systému a znameho vstupu jeho
presny vystup, pricom v kazdom kroku akéného zasahu pozna buduci stav po tomto zasahu ktory
ziska priebeznou optimalizaciou vstupnych a vystupnych obmedzeni vzhladom na dané
obmedzenia. Prediktivne riadenie sa neriadi zdkonom riadenia a nemé ziadny pevne stanoveny
a platny sposob vykonavania, ¢im sa 1iSi od klasického spidtnovdzbového riadenia[2]. Analogiu
medzi tymto rozdielom mdzeme najst’ pri mnohych kazdodennych ¢innostiach. Predstavme si ako
proces zalievanie zahrady vstupom je mnozstvo vody ktoré zahrade dodame a vystup kvalita
pestovanej zelene, klasické spédtnovidzbové riadenie by konalo len v zmysle pokial’ je poda sucha
zalievajme ju pokym rastliny nezacnt kvitnut’, pri takomto postupe by sme okrem vstupu poruch
ako dazd’ nemuseli vykompenzovat’ ani dopravné oneskorenie ktoré by pri takomto systéme vzniklo
a nechcenym vysledkom by mohol byt thyn rastlin v dosledku privelkého zalievania. Prediktivne
riadenie by tento proces riadilo nasledovne, presne pozna akym sposobom rastliny rasti a kol'ko
vody potrebuju, d’alej by sme pred polievanim zvazili ¢i bude prSat alebo bude svietit' slnko
a kol’ko vody budeme potrebovat’ na dosiahnutie najlepSicho rozkvetu zahrady, toto mnozstvo by
sme vzdy menili podla potreby. Je poznat’ Ze ¢lovek vo svojej prirodzenosti prediktivne riadenie
zaviedol pre bezné ¢innosti uz velmi davno a jeho technologické zavedenie je len d’alsi stupen.
S uvedenej analogie vyplyvaju dva dolezité poznatky, prediktivne riadenie vyznamnym spdsobom
redukuje vplyv dopravného oneskorenia, druhym dolezitym zistenim je zasadné zlepsenie kvality
vystupnej veli€iny a celkové zefektivnenie. Prediktivne riadenie oproti spdtnovézbovému funkcne
pracuje s obmedzeniami ako st pocasie, mnozstvo dodanej vody, vlhkost' pody, Cas zalievania ,
spolu s priebeZznou optimalizaciou zdrojov ako je dodavanie vody, naklady na dodavanie vody
a rozne iné riadi tento systém ovel'a vhodnejSie nez klasické spatnovézbové riadenie. Zo zlozitost'ou

systému rastll naroky na jeho ovladanie, tu nachadza uplatnenie prediktivne riadenie.
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2.2. Vlastnosti prediktivneho riadenia

Vlastnosti prediktivneho riadenia v sebe spajaju integraciu jeho zékladnych prvkov a urcenie
prepojenia tychto prvkov a problémy ktoré sa s takouto integraciou mozu spajat’, identifikaciou ich
mozeme dostatocne presne odstranit’ alebo zohl'adnit’.

2.2.1. Horizont predikcie a model systému

Horizont predikcie je vysledkom jednej optimalizacie v jednom kroku alebo akéného zasahu
v jednom intervale peridody vzorkovania.

Pri prediktivnom riadeni sa stretdvame s pojmom peridda vzorkovania, ako vieme Cas a realne
Cisla st nekonec¢ne delitel'né, realne Cisla sa pre praktické situacie zaokrahl'uju s urcitou presnostou,
nieco podobné sa udeje aj s casom v ktorom sa pohybujeme, definujeme si ¢asovy usek na zaklade
znamej jednotky, napriklad sekundy, takyto Casovy usek je pre nds jednotkovy a znamena
minimalny krok v ktorom moézeme realizovat’ akény zasah, doslo teda k rozdeleniu spojitej oblasti
na rozdelené casti, takato rozdelena oblast’ je po Castiach spojena pri¢om sa peridda vzorkovania
voli dostatocne husté aby sa rozdiely medzi jednotlivymi tisekmi mohli zanedbat’, zo spojitej oblasti
sa stala po Castiach spojita a mozeme ju nazvat’ diskrétna oblast’. Pre realne pouzitie vo vypoctove;j
technoldgii musi byt” kazda pouzivana hodnota ¢i uz ¢asu alebo vstupného signalu diskrétna.

Horizont predikcie je postupnost’ akénych zasahov ktord by sa vykonala pre optimalny postup
do ciela horizontu udalosti. Pre tplne idedlny systém v ktorom pozname uplne presny model
systému a nepoOsobia v iom poruchy by stacilo urc¢it’ jeden horizont a ten by bol najlepsi a stacil by
pre riadenie, takyto sposob riadenia pomocou akénych zasahov s predikciou mdézeme znazornit’ na

obrazku 16. Horizont predikcii bol ur¢eny a pohybom po fiom, respektive pridavanim vypocitanych

Er

Obr.16

vstupov dosiahneme presne oc¢akavanu a idealnu odozvu systému, pridavanim vstupov od uy po

referen¢nl hladinu u, naslednou idedlnou reakciou o¢akavaného stavu systému ho mozno dostat’ od
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pociatocnej hladiny x0 po referen¢ntl cielovi hladinu xr. Takéto idealne podmienky samozrejme
neexistuju, zanedbavaju sa pri nich dve zakladné podmienky, prvou s nich je vplyv portach. Pokial
sa v strede procesu prudko zmeni vstup systém by dalej postupoval s uvedenymi velkostami
vstupov nereSpektujiic skutoény stav systému co by viedlo k bud’ k neocakavanému vystupu alebo
havarii. Druhym nezanedbateI'nou podmienkou je fakt Ze je nemozné ziskat’ presny model systému,
ziadny model nie je dost’ presny a kazdy vykazuje ,aj ked’ minimalnu, odchylku od idealneho

spravania. Vplyv takéhoto spravania na systém mozeme interpretovat’ na obrazku 17, vidime ze

Ey

Obr17

skutocny stav sa zaCina s postupnost'ou ¢asu Coraz viac 1iSit’ od predpokladaného stavu, v pripade
poruchy na vstupe pre diagram vstupov, ¢i uz porucha vstupov alebo nepresnost’ modelu obidve sa
vyrazne podpiSu na zmene stavu systému v pripade vyskytu obidvoch sa ich ucinok znasobuje.
Skutocny stav systému sa dramaticky meni a v zavislosti od Casu sa stile viac vzdaluje od
predpovedaného stavu az do stavu skutocného x;. Tento vplyv nepresnosti modelu a poruch na
systém a nasledna odchylka sa nazyva efekt otvarajucich sa noZnic, nazov vychadza s grafickej
interpretacie.

Takéto idealne riadenie nie je v sulade s prediktivnym riadenim, ukédzka riadenia bola ukazana
na nemennom urcenom horizonte udalosti bez ohladu na neocakdvané zmeny v systéme.
Interpretovat’ by sme to mohli ako jazdu autom kde sa pozrieme od Startu do cielu a celu cestu
odriadime uplne naslepo len na zaklade znalosti ovladania auta a tvaru vozovky, nerespektovali by
sme pri tom ostatné auta na vozovke a nepresné ovladania auta, takyto $tyl by vel'mi rychlo viedol
k havérii. Spravne prediktivne riadenie pri kazdom akénom zdsahu najprv zisti skutocny stav
systému ( ¢im sa Ciasto¢ne meni na spatnovdzbové riadenie) a vypocita nasledovné akéné zasahy
ktoré zasiahnu systém skutocne, takto sice efekt otvarajucich sa noznic nezmizne ale vyznamne sa
takto redukuje, prirovnat’ to mozno opit’ k riadeniu auta pricom sa neustale pozerdme dopredu a na

zaklade predpokladanej okamzitej trasy ur¢ime d’alSie kroky. Ddlezitym aspektom horizontu
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predikcie je aj jeho velkost. Ak je privelky sice dobre vnima celi dynamiku systému a je
optimalny ale zanedbava ndhodny vplyv poruchovych veli¢in a pripadné zmeny dynamiky systému
preto nie je celkom vhodny, moZeme si tento pripad predstavit’ ako cestu s cez mesto, naplanuje sa
idedlna trasa prechodu ktora sa vyhodnocuje priebezne, v pripade vyskytu zastaveni v meste kvoli
nakupu alebo pohonnych hmét sa trasa vyznamne zmeni , to aj v pripade poruchy auta alebo
zhorSeni jeho funkc¢nosti, tak sa s dlhého predikéného horizontu ktory bol optimalny stane po
Ciastkach nie prave optimalny postup. Ak je predikény horizont prikratky nedokaze prakticky nijak
zohladnit' zmenu dynamiky systému alebo akukol'vek prudkii zmenu spdsobenti poruchou,
predstavit’ si to mézeme tak Ze sa rutime autom po ceste rychlostou dvestoSest'desiatosem
kilometrov za hodinu ale pozerame sa len sedem metrov dopredu, v pripade vyskytu priepasti
stihneme len vel'mi tazko auto ubrzdit. Vol'ba velkosti predikéného horizontu sa stava dolezitou
zlozkou prediktivneho riadenia a konkrétna vol'ba zavisi len od konkrétneho systému vécsinou sa
voli odhadom.

Pojednajme viac o ur€ovani budiceho stavu systému, ten sa ur¢i na zaklade presného modelu
a znameho vstupu do neho, pomocou jednoduchych matic stavového opisu systému, tieto matice
vznikaju na zéklade matematicko-fyzikalneho vyjadrenia systému.

X1 = AXo + Bug (32)
Zjednodusene mozno povedat Ze dalSi stav systému x; sa urc¢i ako stav pociatocny X, plus
prispevok vstupnej veliiny uy ktory sa do systému dostal. Matice A a B reprezentuji fyzikdlnu
vizbu medzi systémom a vstupom vyjadrujlicu spravanie sa v redlnom svete. Takto moZzeme ziskat’
hodnoty stavov pricom prediktivne riadenie urcuje akénym zasahom velkost’ vstupov

2.2.2. Obmedzenia

Prednostna vyhoda prediktivneho riadenia spociva v reSpektovani vSetkych obmedzeni
a funkéného narabania s nimi. Obmedzenia ako také s neoddelitel'nou sucastou kazdej prevadzky
a mozeme ich rozdelit’ do viacerych skupin[2]:
¢ Fyzikalne obmedzenia
St povinnou sticast’'ou systému, obmedzuju hlavne vstupy a vystupy zo systému ktoré sa
mdzu menit’ len v danych intervaloch urc¢enou rychlost’ou ( cerpadlo nemdze pracovat’
vykonnejsie, ventil nemozZno otvorit’ viac, termodynamické dogmy)
e Technologické obmedzenia
Vytvaraju ich riadené vystupné a vstupné veli€iny, su zamerané na dodrziavanie podmienok
pre dosiahnutie kvality (udrziavanie teplotnych intervalov, spravny prietok )

e Bezpecnostné obmedzenia
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Maju za tlohu preventivne odstranovat’ havarie, vsetky pomocné ale aj hlavné veli¢iny
nesmu s bezpecnostnych dovodov prekrocit’ kritické limity (tlak v reaktore, napitie
v transformatore)
e Stabilizujice obmedzenia
Specifické opatrenia ktoré garantuju stabilitu riadenia, ich wlohou je hlavne zarugit

zluéitel'nost’ obmedzeni

Zlucitelnost obmedzeni je zakladnou podmienkou stability riadenia, pokial su vSetky
obmedzenia zlucitelné vymedzia oblast’ pripustnych rieSeni v ktorej je aj stabilny vystup zo
systému. Vsetky druhy menovanych obmedzeni mozno vyjadrit’ ¢i uz linedrne alebo nie v tvare
rovnic alebo nerovnic. Obmedzenia a vznik ohrani¢enej oblasti rieSeni bol opisany aj v Casti 1.4.3
a viac ho uz rozvadzat’ nebudeme. DélezitejSou castou je implementacia takychto obmedzeni do
realneho systému. Majme rovnicu (32) ktora reprezentuje stavovy opis systému

X1 = Axy + Bug (33)
predstavme kone¢ny predikény horizont s kone¢nou hranicou xr systém obmedzeni v tvare rovnic je
potom rovny poctu rovnic ktory vytvori predikény horizont o urc¢itom pocte krokov.

X1 = Axgy + Bug (34)

X, = Ax; + By

X3 = AX, + Buy
A tak d’alej az po

X; = AXp; + Buyg (35)
tym by sme vymedzili vSetky fyzikdlne obmedzenia pre dany systém, nasleduji technologické
obmedzenia ktoré obmedzuju vstupy a vystupy, vSeobecne ich mdézeme zapisat’

™ <y, <u™ (36)

XM < x, < XM 37)
pre Tubovolny vstup a vystup platia horné a dolné obmedzenia velkosti, obmedzenia v tvare
hornych a dolnych hranic sa daju napisat’ aj konkrétne pre kazdy vstup a vystup, pri znamej
velkosti predikéného horizontu nam takto vznikne urCeny pocet obmedzeni v tvare nerovnosti.
Bezpecnostné opatrenia vznikaju podla pravidiel prevadzky a zahriiuju v sebe pomocné ale aj
ostatné veliiny. V naSom pripade ich vynechame. Stabilizujuce obmedzenia maju za nasledok
stabilitu rieSenia, va¢Sinou sa pouzivaju v pripade nezlucite'nosti obmedzeni, za zmienku stoji to ze
v takomto pripade skor obmedzenia odstrafiuju pripadne posuvaji hranice platnych obmedzeni,
namiesto priddvania novych obmedzeni, pokym nevznikne oblast’ stability ohrani¢ena
obmedzeniami. S uveden¢ho vyplyva ze obmedzenia v tvare rovnosti vatcSinou zastupuju fyzikalne

obmedzenia zatial’ o obmedzenia v tvare nerovnosti technologicko-bezpecnostné obmedzenia.
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2.3. Konvexna optimalizacia a prediktivne riadenie

Neoddelitel'nou ¢astou prediktivneho riadenia je aj optimalizacia, urcenie vel'kosti vstupov na
zaklade dynamiky systému a obmedzeni ktoré poskytuje. Ak porovname zluciteI'nost obmedzeni
prediktivneho riadenia s konvexnom oblast'ou zistime zhodu a to taka ze obmedzenia ohranicujtice
stabilitu procesu vytvaraju oblast ktord moze byt konvexnd, v pripade ze nie je mdzeme s nej
konvexnu oblast’ utvorit’ tak ako bolo uvedené v casti 1.4.1. Vznikol predpoklad ktory sa zmenil na
pravdu, akukol'vek situdciu prediktivneho zadania pri zndmych obmedzeniach modzeme
preformulovat’ na problém konvexnej optimalizacie vjej zmysle riesit. Obmedzeniami mame
vyjadrentl konvexnil oblast’, matice obmedzeni a ich hranic A, B, G, H su taktiez jasne definované
obmedzeniami, vektory optimalizovanych premennych tvoria vSetky stavy systému a vstupné stavy
X] az X; au; aZ u,. Jedina vec ktora chyba k plnej premene problému prediktivneho riadenia na
konvexny optimalizaény problém je ucelova funkcia, teda ¢o budeme minimalizovat —
optimalizovat’ ? Aka hodnotu ? Akt funkciu ? Co je pre nas dolezitym ukazovatelom ?
Samozrejme st to hodnoty vektorovo vstupnych a vystupnych veli¢in, ale akou vlastnostou ich
sputat’ do kopy a vyjadrit’ vplyv na cely horizont predikcie ? Vyjadrime ho pomocou vzdialenosti
jednotlivych stavov systému od konecného stavu systému, budeme sa snazit’ aby priebeh od
zaciatoéného do konecného stavu bol ¢o najjednoduchsi s najmensim poétom vykyvov a vyzeral ¢o
najplynulejsie, prave pri takomto priebehu su vstupy najmensie, zdroven sa minimalizuje
opotrebovanie systému , nakol’ko zmeny v systéme st vel'mi plynulé, vSetko opdt’ raz smeruje
k ekonomickému optimu prevadzky. V urcovani tejto vzdialenosti ndAm pomo6zu normy.

Normy su vo vSeobecnosti vyjadrenim vzdialenosti, v zavislosti od druhu pouZitej normy
moézeme stanovit’ roznu vzdialenost’ systému vzhl'adom na referenciu ktorou obvykle byva nulova
hranica, norma sa oznacuje dvojitou rovnou zatvorkou napriklad |[xo||; je jedna norma vektoru X

Ciselne sa daji normy vyjadrit’ podl'a rovnice[5] :

1
n P
W, ~( 35 v

Napriklad pre dva normu plati[5]

X[, :\/Ox1 ’2 +‘x2‘2 Fot 2) (39)

Pre jedna normu po zanedbani prvej odmocniny a umocnenia na jednu mozno zjednodusene zapisat’

Xn

X, = (x| + %]+t [%,]) (40)
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Kazda s tychto noriem vyjadruje vzdialenost’ jednotlivych zloziek vektora, alebo tiez sturadnic, od

pociatku suradnicovej osi, na obrazku 18 mozeme vidiet’ grafickl interpretaciu tychto noriem.

H] 1 ]

2 2 22

Obr.18

Obrazok nalavo zobrazuje systém vyberu vzdialenosti v jedna norme, vidime Ze s najjednoduchsie
vybrané len dizky jednotlivych zloziek vektora x. V strede je dva norma ktora priamo vyplyva
s Pytagorovej vety, jej vzdialenost je vzdy ta najkrat§ia mozna vzdialenost’” bodu a pociatku
sustavy, na pravej strane mézeme vidiet' nekonecno normu, zvlastnost'ou tejto normy je to ze jej
vzdialenost’ je vzdy len ta najvicsia suradnica s celého vektora hodndt. S poznanim témy noriem
modzeme smelo urCit’ tcelovu funkciu ako vzdialenost’ jednotlivych stavov a vstupov od konecného
stavu, najprv najzakladnejSou rovnicou pre predikény horizont rovny jedne;j:

X0 —xr [l +[[ w0 - ur [|; + || xT - xr | (41)
Vidime Ze tato rovnica ukazuje vzdialenost’ ktorad je prekonand pri predikénom horizonte jedna,
v pripade Ze by sme chceli uvedent1 vzdialenost’ minimalizovat’ sta¢i minimalizovat’ rovnicu (41)

vzhl'adom na uvedené obmedzenia. Uved'me si najprv v§eobecnu rovnicu pre nekone¢ny horizont:

n-1 n-1
=5 )+ 2o =)+ 3 o -uo) @)

NajrozsirenejSie pouZzivanie zaznamenala jedna anekonecno norma, dva norma je tiez velmi
rozsirena ale pre prediktivne riadenie a néslednu optimalizaciu sa najviac pres svoju jednoduchost’
hodia prave jedna a nekone¢no norma, my si vyberiem prave jedna normu a d’alej budeme pouzivat
uz len ta. Zaved'me este vahové matice P,Q a R, tieto bez rozmerné matice koeficientov pridavaji
vahu jednotlivym premennym podl'a uvazenia a najcastejSie podla konkrétnej situacie, urcuji tym
priority pri optimalizovani da sa povedat ze st mierkou rozdelovania doélezitosti medzi
optimalizaciou vstupov, vystupov, prejdenej vzdialenosti a vzdialenosti ktorou musi eSte proces

prejst. Dosadime ich do rovnice (42) a dostaneme finalny tvar v§eobecnej rovnice:

n-1 n-1
P, -+ S0 %, + 32 IR, -u), @
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Rovnica (43) popisuje vSeobecny tvar vyjadrujuci vzdialenost’ v horizonte predikcii a je to zaroven
ucelova funkcia pre konvexny optimalizacny problém, lenZe norma nie je korektna funkcia vhodna
pre tvar ucelovej funkcie, nast’astie sa rieSenie ponuka samo na zéklade poznatku jedna normy ktora
sa rovna sume absoliutnych hodndt stradnic n-rozmerného vektora. Majme jedna normu n-
rozmerného vektora z, potom :

Nzli=|z1]|+]|za|+ ... t| 24| (44)
Funkcia absolutnej hodnoty tiez nie je prave korektnd pre ucelovu funkciu, musime ju preto

definovat’ pomocou jednoduchej transformécie s pouzitim pomocnych premennych (slack

variables):
min | z | min g (45)
min g <=> s.t. z<¢g
s.t.|]z|<e -z<¢g

Rovnice (45) funguju v zmysle poznania funkcie absolitnej hodnoty, pokial’ sa k bodu z ktory sa
nachadza vo vrchole funkcie absolttnej hodnoty , pokial’ sa k tejto hodnote blizime s dvoch stran,
musia sa tieto hodnoty stretnut’ v spolo¢nom bode z ktory je prienikom tychto dvoch obmedzeni
v tvare nerovnosti. Na uvedenom pripade dobre vidiet’ ako vplyva pocet pomocnych premennych ,
vezmime v tvahu rovnicu (44) pri kazdej stradnici vektora z musime pre zadefinovanie vektora C
urcit’ rovnaky pocet pomocnych premennych:

ming +& +...+¢g (46)

S.t. z1=¢g

-Z 1= €1

Z)< &

-2 &

. Z2<¢&,

-Z 1< &
Takze pre kazdu stiradnicu vektora v norme vznikne dvakrat tol’ko obmedzeni v tvare nerovnosti,
predstavme si Ze mame horizont predikcie o hodnote 100, ¢omu zodpoveda cca 201 noriem
vektorov, takze optimalizacny program musi v priebehu jednej periddy vzorkovania vypocitat
komplexny problém a urcit’ optimalne rieSenie, a to sme eSte zanedbali obmedzenia v tvare rovnosti
a nerovnosti dané dynamikou a technickou prevadzkou systému. Zadefinovanim tplne vsetkych
obmedzeni v tvare rovnosti a nerovnosti, definovanim tuc¢elovej funkcie pre jedna normu pomocou
pomocnych premennych mame vsetko potrebné aby sme mohli vyjadrit’ cely opis prediktivneho

riadenia ako linearny konvexny optimalizacny problém, konkrétne vyjadrenie by sa dalo vyjadrit’ na
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zéaklade vyjadrovania finalnych vektorov s ¢iastkovych vektorov v Casti 1.5 , po takychto tipravach
by sme dostali problém v jednej zo Standardnych foriem ktoré su I'ahko riesitelné, napriklad :
minimize c¢'x+d 47
subjectto Gx<h
Ax=Db
S uvedeného vyplyva ze akykol'vek problém prediktivneho riadenia sa da vyjadrit’ ako konvexny

problém a ten nasledne riesit’.
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Zaver

Ulohou tejto bakalarskej prace bolo predstavit’ itatelovi konvexnil optimalizaciu ako vetvu
optimalizacie s poukazanim na zvlaStnosti konvexnej optimalizacie hlavne pohyb v spojitej
konvexnej mnoZzine ktora je vytvorend funkciami obmedzeni s ktorych boli vyberana pre
jednoduchost’, rychlost’ a nazornost' hlavne linedrne obmedzenia. Praktické aspekty konvexnej
optimalizacie vedu k predstavam zjednodusené¢ho hl'adania optima v konvexnej ohranicenej oblasti,
pri¢om takyto problém mozeme vytvorit’ takmer s kazdého problému technickej alebo beznej praxe,
nasledne ho mozeme pomocou jednoduchych transformacii premenit’ na formu v ktorej ho vieme
riesit’ alebo si toto rieSenie zjednodusit. Daldou ale rovnakou ulohou bolo jednoducho a nazorne
vysvetlitt problematiku prediktivneho riadenia, vysvetlit preCo je vyhodnejSie oproti
spitnoviazbovému riadeniu, rozobrat’ jeho hlavné myslienky ako pracovanie na pohyblivom
horizonte predikcii spojeného s neustalou optimalizaciou vstupov a vystupov systému,
opodstatnenost’”  ohranieni systému s ndzornostou pouzivania noriem pre vyjadrenie
optimalizovanych premennych a vysvetlit’ hlavny vzt'ah medzi prediktivnym riadenim a konvexnou
optimalizaciou.

Konvexna optimalizacia spolu s prediktivnym riadenim dnes patria k dvom najrozvijanejsim
oborom v obore matematiky a obore riadenia procesov, mdze nam priniest razantné zlepSenie
kvality technologickych procesov ¢im prispeje k znizeniu nakladov a vplyvu na zivotné prostredie,
tieto dva vyznamné obory spolu suvisia a ich sucasny potencidl poukazuje na vysoku vyuzitelnost’

v budicnosti kedy sa pocita s eSte va¢$im rozmachom tychto metod.
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