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Abstrakt

Predkladana praca zaobera navrhom optimalneho riadenia dynamickych
systémov. Prva Ccast predstavuje Stadium réznych metdod dynamickej
optimalizacie. V druhej Casti sa zaoberame aplikaciou zvolenych metdd na vypocet

optimalneho riadenia zvolenych procesov.

KfuCové slova: optimalne riadenie, dynamicka optimalizacia, iteracia hranicnej

podmienky



Abstract

The present work deals with the design of optimal control of dynamic systems.
The first part presents the study of different methods of dynamic optimization. The
second part deals with the application of selected methods for calculating the
optimal control of chosen processes.

Keywords: optimal control, dynamic optimization, boundary condition iteration
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1 Uvod

Problém optimalneho stavu, je problém, ktory chceme vyrieSit v kazdej
oblasti nasho zivota. Optimalizacia sa tyka kazdého vyrobného,
technologického a ekonomického procesu. Kazdy podnik chce minimalizovat
svoje naklady a zvySovat svoju kvalitu. Rovnakou zasadou sa riadime aj
v optimalnom riadeni procesov. V realnom Zivote musime pocitat s urCitymi
obmedzeniami. Tieto obmedzenia mézu byt fyzikalneho charakteru, napriklad
vySka hladiny v zasobnikoch kvapaliny nemodze byt zaporna, alebo zariadenie,
ktoré vyuzivame vo vyrobe ma urcity vykon, ktory uz nedokazeme zvacsit.
Dynamicka optimalizacia inymi slovami optimalne riadenie v otvorenej slucke

zohladriuje tieto obmedzenia.

V suCasnosti pozname dva zakladné pristupy Kk rieSeniu problémov
dynamickej optimalizacie a to deterministicky pristup a stochasticky (nahodny)
pristup. V tejto bakalarskej praci sa budeme venovat hlavne deterministickému
pristupu. Vo vSeobecnosti deterministicky pristup zahffha nepriame (variacné)
metddy a priame (diskretizacné) metody. Jednotlivym metédam sa budeme

venovat v nasledujucich statiach.

V tejto praci vysvetlime, €o je optimalne riadenie procesov a optimalne
riadenie procesov pri otvorenej slucke, sformulujeme problém, zadefinujeme
obmedzenia, ktorymi je tento proces definovany a zadefinujeme ucelovu

funkciu.

Dalej v tejto praci ukazeme ako sa daju riesit ulohy optimalneho riadenia
proces jednotlivymi metédami. Vysvetlime princip minima resp. maxima ako vo
vSeobecnosti, tak na priklade plastového vymennika tepla, na ktory pésobia

urcité fyzikalne obmedzenia.

V zavere prace si ukazeme ako pouzit jednotlivé metdédy na dvoch
konkrétnych prikladoch, a to na ¢asovo optimalnom riadeni auta a plastovom
vymenniku tepla. Ulohou v priklade asovo optimalneho riadenia auta bude
minimalizovat Cas, za ktory auto prejde urCenu drahu s obmedzenim na

zrychlenie. Ulohou v priklade plastového vymennika tepla bude vypoéitat



riadenie, ktoré prevedie proces do nového ustaleného stavu. V priklade

plastového vymennika tepla m6zu byt obmedzenia rézne.



2 Optimalne riadenie procesov pri otvorenej sluc¢ke

V tejto Casti sa budeme venovat dynamickej optimalizacii inymi slovami
optimalnemu riadeniu procesov pri otvorenej slu¢ke. Nasim zamerom bude

vymedzit asovo premenné tvary systémov (Fikar 2007).
2.1 Formulacia problému

Zakladnym pravidlom vyrieSenia hocijakého problému je dostatoCne tento
problém opisat. Vtejto stati sa budeme venovat vyjadreniu problému

optimalizacie a zavedenim oznaceni, ktoré budem pouzivat’ dalej. (Kirk 1998)
Formulacia problému optimalneho riadenia vyZaduje:

1. Matematicky opis alebo model procesu, ktory ma byt riadeny.
Zadefinovanie obmedzeni.

3. Zadefinovanie funkcionalu.

2.1.1 Matematicky opis

Netrivialna Cast vacsiny problémov riadenia je uréenie modelu procesu. Pri
modelovani fyzikalneho systému je nasSim hlavhym ciefom odvodit ¢o
najjednoduchsi matematicky opis, ktory adekvatne predpoveda odozvu
fyzikalneho systému na vSetky predpokladané vstupy. Zameriame sa na opis

obyc€ajnych diferencialnych rovnic. (Kirk 1998)
Zadefinujeme stavy premennych (alebo iba stavy) procesu v Case t

x1(t), x5 (t), ... ... , X (£) (2.1)
A zadefinujeme aj riadené vstupy procesu v Case t

uq (t),uz (t), ...... »y Um (t) (22)

Potom systém mdze byt opisany n - rovnicami prvého radu

X1(t) = fi(x1(t), x5(t), ... ... , X (0),uq (1), up (t), ... ... Uy (1), 1) (2.3)
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X (t) = fo(xq1 (), x2(L), ... ... , X, (0),uq (), uy (t), .. ... Uy, (1), 1)

Dalej zadefinujeme stavovy vektor systému

I[xl (t)]l
x(t) = |x2.(t) | (2.4)

xn.(t)J

Vektor riadiacich veli¢in bude mat’ nasledovny tvar

I[ul () ]I
_| %] 2.5)
um.(t)J
Pre stavové rovnice mézeme potom napisat
x(t) = f(x(0),u(®),t) (2.6)

kde definicia f vyplyva z rovnice (2.3)

2.1.2 Obmedzenia

V realnom Zivote musime pri rieSeni optimalizaéného problému poditat’ aj
s fyzikalnymi obmedzeniami. Ak chceme odvodit' napriklad model plastového
vymennika tepla, musime mat na mysli, Zze teplota vo vymenniku nemdze
presiahnut napriklad metalurgicku teplotu materialu, z ktorého je vymennik

vyrobeny.
RozliSujeme tri zakladné typy obmedzeni (Repc&ikova 2008):

1.0bmedzenia typu nerovnosti: g(x(t), u(t),t) <0 t € [to, tf] (2.7)

11



2.0bmedzenia typu rovnosti — pozname:
- bodové obmedzenia: h(x(t), u(t),t) =0 t € [to, tr]  (2.8)
- obmedzenia v tvare diferencialnych rovnic:

h(x(t), x (t),u(t),t) =0 t € [to, tr] (2.9)
3.1zoimperické obmedzenia: fttg e(x(t),x’(t),u(t), t)dt <c (2.10)

t € [to, tr]
Kazdé obmedzenie dokaZzeme odvodit na tzv. kanonicky tvar. (Mikle$ 2008)

2.1.3 Zadefinovanie funkcionalu

Funkcional ako funkcia je prediktiva, ktora funkciam priraduje realne ¢islo,

preto ju Casto nazyvame ,funkciou funkcie®. VSeobecne ju mdézeme zapisat

v troch zakladnych tvaroch, a to (Cizniar 2005):

Bolzov tvar: ] (u(t)) = G(x(tr), ¢) + [ F(x(t),u(t), t)dt (2.11)
Lagrangeov tvar: J(u(t)) = fttof F(x(t),u(t), t)dt (2.12)
Mayerov tvar: J(u(t)) = G(x(tr), tr) (2.13)

kde: J - Ucéelova funkcia,

G - zastupuje c&ast ucelovej funkcie vycislenej v koncovych

podmienkach,
X(t) — zastupuje vektor stavového profilu,

u(t) — zastupuje vektor riadiaceho profilu,

t . v y v . . v . - " P .
ftof Fdt reprezentuje Cast ucelovej funkcie vyCislenej pocas €asového intervalu

(Repéikova 2008).
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3 Optimalne riadenie procesov

V tejto stati si vysvetlime princip minima resp. maxima vo vSeobecnosti, a aj
na priklade plastového vymennika tepla. Dalej si ukazeme priklady uloh s

volnym resp. pevnym koncovym stavom a ¢asom.
3.1 Uloha optimalneho riadenia - princip minima

Optimalne riadenie je mozné charakterizovat ako minimalizaciu
resp. maximalizaciu vykonaného merania. V niektorych pripadoch je na prvy
pohlad jasné, Ci sa bude jednat o minimalizaciu resp. maximalizaciu. Pri merani
najrychlejSieho presunu systému z bodu A do bodu B je zjavné, Ze Cas trvania
chceme minimalizovat alebo pri vyrobe nejakého vyrobku je zrejmé, Ze chceme

maximalizovat' produkciu a minimalizovat naklady.

Uvazujeme o riadenom procese, ktory je opisany nasledovnym matematickym

modelom:

dx(t) _

—==f(x@®,u®), x(to) = xo (3.1)

kde x je n - rozmerovy vektor stavovych veli¢in a u je m - rozmerovy vektor

riadiacich resp. akénych veli¢in (Fikar 2007).
f je n- rozmerova vektorova funkcia.

Cielom optimalneho riadenia je najst také u(t), aby funkcional v Bolzovom

tvare dosiahol minimalnu hodnotu.

J@®) = G (x(tr)) + [ Fex(®),u(®))de (3.2)
Pre take funkcie G,r a F, ktoré su skalarne a diferencovatelne (Fikar 2007).

V praxi sa mbézu vyskytnut ulohy s réznymi poziadavkami a obmedzeniami.
Prikladom takychto obmedzeni su napriklad ulohy s volnym alebo pevnym

koncovym Casom t;.
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® \ t > x4(2;) t
4 : > 'r:(tf) .
. ) > | ? *(%)

\ 4

X; (tf ) tf

Obr.1.0bmedzenie-Pevny konec¢ny €as,volny kone¢ny stav Obr.2.0bmedzenie-Pevny konecny ¢as aj stav

x(t,)

tf J

Obr.3.0bmedzenie-Volny konecny ¢as aj stav Obr.4. Obmedzenie-Volny konecny &as,pevny
koneény stav

Na Obr.1 vidime priklad s pevnym kone¢nym c¢asom a vofnym konecnym
stavom. Pociato¢ny stav je vofny a méze zacat’ v fubovolnom bode mnoZiny
moznych pocCiatoCnych stavov. Kazdy Cas tr ma rovnaku hodnotu a konCi
v réznom kone¢nom stave xj(tf) (G =1,2,..,n). Na Obr.2 je priklad s pevnym
konecnym Casom a s pevnym koneCnym stavom, to znamena, ze vSetky ¢
maju rovnaku hodnotu a koncia v tom istom kone¢nom stave x(tf). Na Obr.3 je
zobrazeny priklad s volnym konec¢nym C¢asom aj stavom, to znamena, Ze
hodnoty koneCnych casov ¢ (j=1,2,..,n) su rozne koncia Vv roznych
koneénych stavoch x;(t;) (j = 1,2,...,n). Na Obr.4 vidime priklad s volnymi

koneCnymi Casmi t; (j = 1,2,...,n) a s pevnym konecny stavom x(t).

Uvazujme, ze u*(t) je optimalne riadenie. Potom pre vSetky riadenia vo

vSeobecnosti u(t) plati :

JIu(®)] = Ju*(8)] (3.3)

14



Predpokladame, Ze wu*(t)existuje. Najprv musime odvodit nevyhnutné
podmienky, ktorym u*(t) bude vyhovovat. Optimalna odozva k u*(t) bude
x*(t) a odozva k variacii 6u(t) bude variacia 6x(t) (Fikar 2007).

Potom mézeme povedat, ze plati
x(t) = x*(t) + 6x(t) (3.4)
u(t) = u*(t) + du(t) (3.5)

Ak upravime do Taylorovho radu a budeme uvazovat len o linearnych clenoch,
potom plati (Fikar 2007)

fl,u) = flx",u*) + (%)* ox + (af)* du (3.6)

ou.
Alebo po uprave

= () o+ (5) ou (3.7)

Pokial' plati nerovnost (3.3), tak funkcional J(u) ma absolutne minimum pre

funkciu u*(t)= u(t).
Nevyhnutnou podmienkou extrému bude (Fikar 2007)
6/ =0 (3.8)

Pre variaciu funkcionalu (3.2) plati

o = o ))T ox(t) + [ [(‘;—:)T ox + (2 5u] dt (3.9)

V rovnici (3.9) bude t; pevnym koneCnym Casom a konecCny stav x(¢;) bude

volny.
Zadefinujme zdruzeny vektor a upravme rovnicu (3.7)
7d@x) _ a1 (9f T (9f
AT = 7 (L) s+ A7 () su (3.10)
Ak spocitame rovnice (3.9) a (3.10), tak pre 6] plati (Fikar 2007)

15



§ = (ai(zz’;))T Sx(te) + + fttof {[(Z—i)T + A7 (%)] Sx + [(g—i)T + A7 (%)] Su} dt — ffof AT %dt

(3.11)
Zadefinujme Hamiltonovu funkciu
H=F+ATf(x,u) (3.12)
Ak zdruzeny vektor A(t) bude vyhovovat diferencialnej rovnici
da oH
= T (3.13)

Nevyhnutna podmienka extrému, €ize minima funkcionalu bude splnena, ak pre

lubovolnu variaciu du(t) plati (Fikar 2007)

OH _

au

0 (3.14)

Z rovnice (3.14) vyplyva nevyhnutna podmienka optimalneho riadenia u*(t) pre

fubovolnu variaciu éu.

Z rovnic (3.12) a (3.13)

oH

- = fxw (3.15)
%=% (3.16)
wet () @1
G-ty @19
%:_% (3.19)

Derivacia Hamiltonovej funkcie podla ¢asu bude vyzerat nasledovne

dH aH\T dx oH\T du oH\! da
=G 2G5+ % (3.20)

Z rovnic (3.16) a (3.13) vyplyva

16



(&) &4 (2) 2 =0 3.21)

Pretoze plati rovnica (3.14), prava strana (3.21) sa rovna nule, teda

dH
=0 (3.22)

Tato rovnica vSak plati len ak riadenie nedosiahne ohraniCenie a vyplyva z nej,

Ze funkcia H pocas celej doby trvania optimalnej odozvy konstantna.

3.2 Plastovy vymennik tepla

Ako priklad pre vysvetlenie si zoberieme plastovy vymennik tepla, ktory sa

pouziva na ohrievanie kvapaliny.

8.9

para , dq

p""u Cp,ﬁ

kondenzat

Obr.5.Plastovy vymennik tepla

Pre zjednoduSenie budeme uvaZovat, Ze teplota vo vnutri vymennika,
objemovy prietok kvapaliny, jej hustota a jej Specificka tepelna kapacita je

konsStantna.

Matematicky model plastového vymennika tepla ziskame z jeho entalpickej

bilancie

17



Ve & _ aF a9 cp B
qup+(ZF dt - v + qpcp+aF 19p + q(pcp+aF 1917 19(0) — 190 (323)

Alebo po zavedeni Casovej konstanty a zosilneni

TS = —9+ 2,0, + Z,9, (3.24)
Pre
T=—2%_ 7, = Z,= % _ (3.25)
qp cp+aF qp cp +aF qp cp +aF

Pokial nedochadza k akumulacii tepla vo vymenniku, vymennik bude

v ustalenom stave a jeho model bude vyzerat takto

Teplota 9 je teplota vo vnutri vymennika a zaroven aj teplota na vystupe, ¥, je

teplota pary v ustalenom stave a I je teplota na vstupe v ustalenom stave.

Zadefinujme odchylkové veli€iny

x(t) = 9(t) — O° (3.27)
u(t) = 9,(6) — 9, (3.28)
p(t) = 9,(t) — 9y (3.29)

Po dosadeni odchylkovych veli€¢in bude mat potom model tvar

T % = —x(O) + Zyu(t) + Z,p(t) x(0) = x, (3.30)

Po vydeleni rovnice ¢asovou konstantou dostaneme

de() _ 1 7z Z —
— = Tx(t) +—u(t) +—p(t) x(0) = xq (3.32)

Pre zjednoduSenie budeme uvazovat, Ze poruchova odchylkova veliina je

rovna nule

p() =0 (3.32)

18



Model vymennika ma teda tvar

de(t) 1 Z
— = Tx(t) + 7 u(t) (3.33)

A pre tento model budeme hladat u(t) tak, aby bola hodnota funkcionalu

minimalna.
J= [TIx® + rut(©)de (3.34)
to je Cas na zaCiatku, t; je Cas na konci a r je vahovy koeficient (r > 0).

Uvazujeme, Ze ide o pripad s volnym konecnym Casom, Cize t; nepozname.

Potom nasa Hamiltonova funkcia bude mat tvar
H=x*+ ru*+ A(—%x +%u) (3.35)

Zaroven plati

da oH A
= =-2x+7 (3.36)

s koncovou podmienkou pre zdruzeny vektor A(t):
Mtr)=0 (3.37)

Potom minimum Hamiltonovej funkcie bude

«;_il _ (3.38)
A teda

2ru+ A2 =0 (3.39)
Z toho vyplyva, Ze tvar nasho optimalneho riadenia bude

u(t) = — ZZTlT/l*(t) (3.40)
Nas optimalny proces bude teda vo vysledku vyzerat nasledovne

x = f(x, 1) x(ty) = X (3.41)

19



A= f(x,u) Atr) = 4 (3.42)
Dosadenim optimalneho riadenia do stavovej rovnice dostaneme

X = TX 2772 X\Ly) = Xp .

X =—2x+21 A(ty) =0 (3.44)

20



4 Metody rieSenia uloh optimalneho riadenia procesov

V sucasnosti existuje uz niekolko metéd pomocou, ktorych dokazeme rieSit
problémy optimalneho riadenia. Vo vSeobecnosti ich méZzeme rozdelit do dvoch

velkych skupin, ktoré tvoria analytické a numerické metody.
4.1 Analytické metédy

Snad najznamejSou analytickou metodou je dynamické programovanie, ktoré
po prvykrat definoval Bellman. Zakladom dynamického programovania je
princip optimalnosti, ktory tvrdi, Ze optimalnost’ nejakého procesu zavisi len od
pocCiatoCnej a kone€nej podmienky a nie od predchadzajucich stavov (Fikar
2007). Napriek tomu, Zze Bellmanov princip optimalnosti je relativne jednoduchy,
dokazeme nim urcCit vSeobecné podmienky optimalizacie pre spojité aj nespojité

systémy.

Ak spominame analytické metédy je nevyhnutné spomenut aj Pontrjaginov
princip minima a variacny pocet. Vychodiskom pre urenie Pontrjaginovho

minima je dynamické programovanie.

4.1.1 Dynamické programovanie

Dynamické programovanie vychadza z principu optimalnosti, ktory tvrdi:
optimalna cesta zavisi od pociatoCnej podmienky a od ciefa a nie od cesty,

ktorou sme sa do ciela dostali (Fikar 2007).

xit) ]

Cilal

——

Lubowolmy
bad

Siart aplimalne)
frajektone

Obr.6.0ptimalna trajektdria
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Princip optimalnosti tvrdi, ze Cast trajektérie, ktora konci v cieli optimalne;j
trajektorii, je tiez optimalna. A to plati pre fubovolny usek, ktory koncCi v tomto
cieli. Délezité vSak je, ze tento usek musi bezpodmienecne kon it v cieli
optimalnej trajektorie. Vyhodou tejto metddy je, Zze ju mdézeme pouzit' pre spojité
aj nespojité systémy a umoziiuje nam ziskat nevyhnutné podmienky pre

optimalnu trajektoriu (Fikar 2007).

Uvazujme o nasledovnom optimalnom riadeni v Bolzovom tvare
J(u®) = 6(x(t),t) + fttOfF(x(t),u(t),t)dt (4.1)

x(t) = f(x(t)lu(t)l t)) x(tO) = Xo (42)
A predpokladajme, Ze dany problém optimalneho riadenia ma rieSenie.

Zadefinujme si dalSiu funkciu, tiez znamu ako Bellmanova funkcia (Cizniar
2005).

v(x (), t) = min, i, [G(x(tr), t;) + ffof F(x(t),u(t), 7)dr] (4.3)

Derivaciou Bellmanovej funkcie dostaneme

av

=2 = ming o [F (o ) + () f (x,w,0)] (4-4)

A musi spifat’ podmienku

V(Xf,tf) = G(Xf,tf) (45)

Rovnice (4.4) a (4.5) predstavuju nevyhnutnu podmienku pre dosiahnutie

minima optimalizaéného problému (Cizniar 2005).

Po nahradeni u(t) v rovnici (4.4) optimalnym riadenim u*(t) dostaneme tzv.

Hamiltonovu-Jacobiho-Bellmanovu rovnicu v nasledovnom tvare

v _
at

Fru',t) + () f(x ' t) (4.6)

Zadefinujme si aj Hamiltonovu funkciu
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v
H (x, u,—

2t) =Flrut) + G f(xut) (4.7)

Po dosadeni rovnice (4.7) do rovnice (4.4) bude mat Bellmanova funkcia

nasledovny tvar (Cizniar 2005).

d . d
— % = miny ) H(x, U= t) (4.8)

ax’
4.1.2 Pontrjaginov princip minima

Pontrjaginov princip minima resp.maxima je velmi blizky principu
dynamického programovania. Umoznuje nam rieSit aj velmi zloZzité ulohy,

v ktorych su obmedzenia ako riadiacich, tak stavovych veli€in (Hirmajer 2006)

Nas optimalizaCny problém ma nasledovny tvar

J=G (tf,x(tf)) + fttOfF(t,x(t),u(t))dt (4.9)
Hamiltonova funkcia ma tvar

Hx,u, A t) = F(x,u,t) + AT f(x,u,t) (4.10)

Kde A(t) je vektor adjungovanych premennych (Fikar 2007) a ma nasledovny

tvar

A(t) = L0 (4.11)

Hamiltonova-Jacobiho rovnice bude vyzerat nasledovne

Y H(x,u,t, ) (4.12)

a
Derivaciou podla x a t dostaneme

0% _ oH | 9% o0H
axat  ox + ax2 aA (4.13)

L_ 94 . 9y
A=aa% +o5 (4.14)

Porovnanim oboch stran potom dostaneme (Fikar 2007)
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_ o (4.15)

r=-= (4.16)

Rovnica (4.15) predstavuje diferencialne rovnice systému a rovnica (4.16)
predstavuje systém diferencialnych rovnic adjungovanych premennych (Fikar
2007).

Pontrjaginov princip minima vravi, Zze ak ma tato uloha rieSenie, potom

Hamiltonova funkcia ma globalne minimum (Hirmajer 2006).
H* = min,H(t, x,u, 1) (4.17)
A zaroven musia platit tzv. kanonické rovnice (4.15) a (4.16).

4.1.3 Variaény pocet

Vychodiskom pre rieSenie uloh pomocou variatného poctu je Bellmanova
parcialna diferencidlna rovnica (4.8). Tato metéda je ovela rychlejSia
a efektivnejSia metdda rieSenia optimalizacného problému, avsak jej nevyhodou
je, ze pouzitefna len pre Specifické problémy riadenia (Hirmajer 2006).

Zadefinujme si problém pre variany pocet

) =0 (4.18)

Lagrangeova funkcia ma nasledovny tvar (Hirmajer 2006)
r(t,x,x,u,1) =F(t,x,u) + AT[f(t,x,u) — x'] (4.19)

Nas problém optimalneho riadenia je definovany v rovnici (4.1). Pre tento

problém sformulujme nevyhnutné podmienky (Hirmajer 2006)

- Podmienka optimality pre riadiace veli€iny
= =0, t € [to, tf] (4.20)
- Adjungované premenné

=2, teltt] (4.21)
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- Koncové podmienky pre adjungované premenné

G
ox(ts)

A(ty) (4.22)

4.2 Numerické metédy

Numerické metody sa v suCasnosti pouzivaju stale CastejSie a postupne
nahradzaju analytické metody. Numerické metédy mdézeme vo vSeobecnosti

rozdelit do dvoch hlavnych skupin a to priame a nepriame metody.

4.2.1 Priame numerické metody

Zakladom priamych alebo aj diskretizaCnych numerickych metod je premena
povodného problému, ktory je nekone¢ného rozmeru na problém nelinearneho
programovania (NLP). M6zeme ju rozdelit do dvoch podkategorii a to paralelné

(simultanne) a postupné (nasledné) metédy (Paulen 2010).

Paralelna diskretizacia je v podstate uplna diskretizacia stavov a riadenych

premennych. Tato diskretizacia sa ¢asto dosiahne pomocou kolokacie.

Postupna diskretizacia sa docieli pomocou parametrizacie riadenia (control

parametrization).
Pozname dva zakladné typy priamych numerickych metéd

- Kompletna parametrizacia

- Parametrizécia vektora riadenia (CVP?Y)

4.2.1.1 Kompletna parametrizacia

Kompletna parametrizacia, tiez znama ako simultdnna metoda, je zalozena
na diskretizacii riadiacich aj stavovych premennych parametrizaciou pomocou
vhodne zvolenych typov a poctov polyndmov. Pricom koeficienty tychto

polynémov rozhoduiju o poéte premennych v NLP probléme (Cizniar 2005).

4.2.1.2 Parametrizacia vektorariadenia

Metdda parametrizacie vektora riadenia, znama aj ako sekvencna metdda,

sa pouziva na rieSenie problémov dynamickej optimalizacie. Zakladom tejto

tcvp (Control Vector Parametrization)
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metody je aproximacia trajektérie riadenia funkciou s malym mnozstvom

parametrov.

NajCastejSie sa riadenie rozdeli na niekolko usekov, ¢im z problému dynamicke;j
optimalizacie dostaneme problém statickej optimalizacie, ktory mézeme rieSit

gradientov metédou (Hirmajer 2006).

4.2.2 Nepriame numerické metody

Ciefom tychto metdd je vyriesit dvojbodovo ohraniéeny problém (TPBVP?),
a tym nepriamo vyriesit aj problém dynamickej optimalizacie (Cizniar 2005).
Zakladné podmienky tychto metdd su definované v stati Analytické metody.
Vyhodou tejto metddy je, Ze hfadame rieSenie bez premeny. Prikladom na
TPBVP je plastovy vymennik tepla spomenuty uz v stati 3.2, kde je naSou
neznamou hodnota konecného Casu tr apocCiatocné hodnoty zdruzenej

premenne;.
Pozname dva zakladné typy nepriamych numerickych metod

- lteracia hraniénej podmienky (BCI®)

- lteracia vektora riadenia (CVI%)

4.2.2.1 Iteracie hrani€nej podmienky

Iteracie hraniCnej podmienky je metdda, ktora hlada chybajuce hranicné
podmienky A(t,) a to tak, Ze minimalizuje chyby medzi hrani¢nymi podmienkami
(Seveik 2006).

4.2.2.2 Iteracia vektora riadenia

Iteracia vektora riadenia je dalSia nepriama numerickd metoda, ktora
postupne rieSi diferencialne rovnice ato tak, Ze hlada gradienty, ktoré

zabezpecia nutné podmienky pre rieSenia optimalizacného problému.

> TPBVP (Two Point Boundary Value Problem)
®BCI (Boundary Condition Iteration)
‘evi (Control Vector Iterattion)
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5 Casovo optimalne riadenie

Casovo optimalne riadenie a niektoré metddy rieSenia si ukdZeme na
priklade auta. Budeme uvaZovat, Ze toto auto sa pohybuje z nejakého
pociatoCného bodu (stavu) do nejakého kone¢ného bodu (stavu). Nasou ulohou
bude minimalizovat €as optimalneho riadenia. Pre zjednoduSenie prikladu

nebudeme uvazovat 0 obmedzeni rychlosti a rozmery tohto auta zanedbame.

e

[ ]

Obr.7.Riadenie auta

Ako vidiet na Obr.7, budeme riadit auto, ktoré sa ma dostat z bodu A do
bodu B. NaSou ulohou bude minimalizovat Cas, za ktory auto prejde drahu
z bodu A do B. Vzdialenost auta od bodu A je d(t).

Auto je definované jeho polohou x;(t) =d(t), rychlostou x(t) a zrychlenim u(t).
Nasledne zadefinujme stavové rovnice, ktoré charakterizuju nase riadenie auta.
x1(6) = x2(6) (5.1)
x3(8) = u(t) (5.2)
Z rovnic (5.1) a (5.2) teda vyplyva
X{=x,=u (5.3)
Zadefinujme aj pociatocné a koncové podmienky pre tento proces
x(0)=0 x;(tr) = 2000 (5.4)
x,(0) =0 x(t;) =0 (5.5)
Dalej si zadefinujeme obmedzenia, budi to obmedzenia pre zrychlenie

—1<u(t) <2 (5.6)
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RieSenie nasho problému bude zjednodusene vyzerat nasledovne

max

0 At, t, At, t, t

Obr.8.Zobrazenie extrémov riadenia

Chceme minimalizovat’ €as trvania procesu, Cize

min, .y tr = Aty + Aty = min, )/ (5.7)
Kde t; = At; at, = At, + Aty
A plati

a .
5ar = 1 i=12 (5.8)

Po uprave potom dostaneme
J=J)1dt = ¢ (5.9)

Grafy pre Casovo optimalne riadenie auta sme ziskali v Matlabe, kde sme
pomocou funkcie fmincon() vypocitali Casové intervaly At; a At,, tak aby Cas

trvania procesu bol minimalny.
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Na Obr.9 mame zobrazeny priebeh zrychlenia pre optimalne riadenie auta.

Z obrazku je zrejmé, ze u(t) vyhovuje obmedzeniu (5.6).

riadenie
25 T T T T T T T ; T
2 Y RS S A s S S S
) IO SRR FETORSRNRE | MU, RTINS | (RTINS RO 2 VTS| IR Ry
14 IR SO WRPVON - NPV ) SYOROND. .| [NRPNOE . SN, ORI SO S
RO =51 U SN SRR, - ST SRR - | SRR ORI SRR - SN S
O b i e S SR TR N T R DR R R R
S R SRR R el R S R R e e
T B o e U R e
qeb 4 & F P 0§ 0§ 0§ 0§ ¢
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t
Obr.9 .Priebeh zrychlenia pre optimalne riadenie auta
Unexy = 2 Na Casovom useku At; =t; —0 a u,,;, = —1 na Casovom useku

At, =t, —t; ako sme predpokladali na Obr.8. Na prvom useku auto

rovhomerne zrychluje az po c&as prepnutia apotom bude rovnomerne
spomalovat, az kym nedosiahne nulovlu hodnotu zrychlenia, tak aby splnilo

koncovu podmienku (5.5).

Na Obr.10 je zobrazeny priebeh rychlosti pre optimalne riadenie auta. Z tohto

grafu mézeme odc¢itat maximalnu rychlost auta v,,,, = X2max -

Na poslednom obrazku Obr.11 je zobrazeny priebeh drahy pre optimalne
riadenie auta. Ako vidiet na obrazku, podmienka (5.4) bola splnena.
Obmedzenie drahy bolo vtomto priklade jediné obmedzenie, ktoré sme

zohladnovali.
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Obr.10 .Priebeh rychlosti pre optimalne riadenie auta
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Obr.11 .Priebeh drahy pre optimalne riadenie auta
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6 Optimalne riadenie plastového vymennika tepla

V tejto stati sa budeme venovat riadeniu plastového vymennika tepla, ktory

bol popisany v stati 3.2.

Na vymennik pdsobi mnoho obmedzujucich faktorov. V praxi sa zohladnuju
hlavne fyzikalne obmedzenia, pretoze matematické obmedzenia Ccasto
nezohfadnuju realnost’ systému. Fyzikalne obmedzenia beru do uvahy material,
z ktorého je vymennik vyrobeny, zohladnuju objemovy prietok na vstupe resp.

na vystupe.

Ulohy pri riadeni vymennika tepla mézu byt rézne. Nasou Ulohou méze byt
napriklad minimalizovat C€as, za ktory sa nam kvapalina na vystupe
z vymennika ohreje na Ziadanu teplotu. Dal$ou tlohou méze byt minimalizacia

spotreby ohrevnej pary, alebo ohrievat kvapalinu na Ziadanu teplotu tak, aby

v

Zvolme parametre vymennika
¢, =4,02]kgT'K™t q=0015m’s"!  a=428Wm’K' F =151m?

p =1020kgm=3 V =0,23m3

Vpc aF
—LP = 747s Z, = =0,5
qp cp+aF qp ¢p +aF
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Na Obr.12 mame zobrazeny optimalny priebeh vstupnej a stavovej veli€iny,

ked je vahovy koeficient r = 1 a ¢t = 25.

Optimalny priebeh vstupnej a riadiacej veliciny pre rozne r
2 T 1 1 T T

R s L

u

¥ u'()
~

_10 1 1 1 1 1
1] 5 10 15 20 25 30

t

Obr.12 .Optimalny priebeh vstupnej resp. stavovej veliciny

V tomto pripade kladieme rovnako velky doraz na stav aj na riadenie. V praxi to
znamena, Ze nasou ulohou je dosiahnut ¢o najmensiu spotrebu ohrevnej pary
v plasti vymennika, ktora nam ohrieva kvapalinu vo vymenniku tepla na
pozadovanu hodnotu. CiZe spotreba ohrevnej pary a ohriatie kvapaliny na

pozadovanu teplotu je pre nas rovnako délezita.
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Na Obr.13 mame optimalny priebeh vstupnej a stavovej veli€iny pre hodnotu

vahového koeficienta r = 100 a tr = 45.

Optimalny priebeh vstupnej a riadiacej veliciny pre rozne r

2 T T T T T T T T T

e ot

]

¥ u'

_1 D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

Obr.13 .Optimalny priebeh vstupnej resp. stavovej veli¢iny

Vahovy koeficient ma ovela vacsiu hodnotu ako na Obr.12, o pre nas v praxi
znamena, Ze kladieme eSte vacsi dbéraz na spotrebu ohrevnej pary vo
vymenniku, pretoZe je pre nas prili§ draha. Cize chceme dosiahnut poZadovanu
teplotu kvapaliny na vystupe z vymennika pri minimalnej spotrebe ohrevnej
pary. To znamena, zZe kladieme velky déraz na vstupnu veli€inu u(t). S tymto
problémom sa stretdvame vtedy, ked je pre nas spotreba ohrevnej pary
finan€ne naro¢na a naSou ekonomickou ulohou je aj minimalizovat naklady

vynaloZené na vyrobny proces.
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Na Obr.14 mame priklad optimalneho priebehu vstupnej a stavovej veli€iny, ked

je vahovy koeficient r = 0,01 a tf = 8.

Optimalny priebeh vstupnej a riadiacej veliciny pre rozne r
10 T T T T T T T T T

e s ¢

]

¥ u'

-
-

10 l . L
o 1 2 3 4 &5 6 7 8 9 10

t

Obr.14 .Optimalny priebeh vstupnej resp. stavovej veli€iny

V tomto pripade kladieme skor déraz na stavovu veliCinu nez na vstupnu
veli€inu. V praxi to pre nas znamena, Ze nas spotreba ohrevnej pary nezaujima,
pretoZze na ohrev kvapaliny pouZijeme napriklad ,odpadovu paru® z nejakého
iného procesu. V tomto pripade budeme pozadovat rychlejSi prechod do

nového ustaleného stavu oprtoti predchadzajucim pripadom.
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7 Zaver

Cielom tejto prace bolo oboznamit sa so zakladmi optimalneho riadenia
procesov. Vysvetlili sme zakladné pojmy a definicie pouzivané v dynamickej
optimalizacii procesov a rozdelili sme si metddy, ktoré sa pouzivaju pri rieSeni
uloh optimalneho riadenia procesov, na analytické a numerické. BliZzSie sme si
vysvetlili dva priklady optimalneho riadenia, a to priklad ¢asovo optimalneho
riadenia auta, v ktorom bolo nasSou ulohou minimalizovat’ ¢as trvania procesu.
Priklad auta bol prikladom parametrizacie vektora riadenia. Vysledky sme si
zobrazili aj graficky. Druhym prikladom bol plastovy vymennik tepla, kde bolo
nasou ulohou dosiahnut optimalny prechod z jedného ustaleného stavu do
druhého. Na vypocet optimalneho riadenia sme museli vyrieSit dvojbodovo
ohrani¢eny problém. Tento priklad sme rieSili pomocou funkcionalu a vysledky

sme takisto zobrazili aj graficky.
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