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Abstrakt

Praca bola zamerand na oboznamenie sa s rieSenim optimalizacnych problémov. Ciel'om
tejto prace je zozndmit' sa a vyrieSit modelové priklady suvisiace s dynamickou
optimalizaciou. Prva Cast’ prace je zamerana na tedriu a matematické zaklady. V tejto Casti
konkrétne priblizime dve skupiny moznych postupov pri rieSeni optimalizaénych uloh.
Numerické a analytické metody. Z analytickych metdd, ktorym sa budeme venovat
spomenime Pontrjaginov princip minima (maxima) a variatny pocet. Medzi numerické
metddy patri napriklad iteracia hrani¢nej podmienky. V druhej Casti uz rieSime modelové

priklady ako optimalne riadenie zasobnika kvapaliny a optimalne riadenie auta.

KTIucovée slova: optimalne riadenie, dynamicka optimalizécia, iterdcia hrani¢nej podmienky



Abstract

This work was oriented on learning about the solution of optimization problems. The aim
of this thesis is to study and solve the model examples related to dynamic optimization. The
first part of this work is oriented to theory and mathematical foundations. In this section
we closer specify two of the possible procedures to solve optimization problems. Numerical
and analytical methods. Let us mention Potryagin’s minimum (maximum) principle and
Calculus variations as being an analytical methods. Numerical methods include for
example method of boundary condition iteration. In the second part we deal with model

examples like optimal control of liquid tank and optimal control of a car.

Keywords: optimal control, dynamic optimization, boundary condition iteration
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Uvod

Pri rieSeni problémov, ¢i ide 0 problémy matematické, ekonomické alebo iné, sa vzdy
vyzaduje hladanie optimalneho riesenia. V praci sa venujeme postupom a metédam
hladania optimalnych rieSeni problémov. PretoZe existuje Siroka Skala metéd ako
postupovat’, budeme sa sustredit’ iba na urcité metddy. Pritom nemdzeme uvazovat’ iba
0 idealnych systémoch, ale hlavne o realnych systémoch. Pri realnych systémoch sa
vyskytuju urcité obmedzenia, ktoré nemozeme pri rieSeni optimalizaénych uloh ignorovat’
resp. zanedbat’. Prva Cast’ sa zaobera vSeobecne dynamickou optimalizaciou, formuldciou
problémov a metodami, ktoré nam umoziuji najst’ optimalne rieSenie problémov. Medzi
najdolezitejSie metédy patri Pontrjaginov princip minima a variaény pocet. V praci st
spomenuté a vysvetlené hlavne rozdelenia metod ato analytické a numerické metody.
Kazd4 metdda sa d’alej rozdel'uje na d’alSie skupiny. Numerické metddy pozname priame
a nepriame. Analytické metddy sa rozdel'uju na dynamické programovanie, Pontrjaginov
princip minima(maxima) a variaény pocet. V druhej casti sa snazime pouzitim uz
spominanych metdod hladat’ optimélne rieSenia na konkrétne priklady. Rozoberame dva
druhy pripadov kedy hladdme optimdlne rieSenie. V prvom priklade so zisobnikom
kvapalin sa snazime hl'adat’ optimalny prechod z jedného ustdleného stavu do druhého.
Problém rieSime najprv teoreticky a neskor v d’alSej kapitole rieSime tento priklad uz
S konkrétnymi hodnotami, opisujuce zasobnik kvapalin. V ramci druhej Casti tejto prace sa
venujeme d’alSiemu rieSeniu optimalizacnej tlohy a to minimalizacii ¢asu pri optimalnom

riadeni auta.
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1 Dynamicka optimalizacia

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ problémom optimalneho riadenia pri otvorenej
slucke (open-loop optimal control) apouzitiu viacerych metdéd na rieSenie tychto
problémov.

1.1 Formulacia problému

Hlavnym predpokladom rieSenia akéhokol'vek problému je dobre sformulovany
a zadefinovany problém. V nasledujicej ¢asti sa budeme zaoberat’ formuldciou problému
a zavedeniu zékladnych pojmov. [1]
Formulacia problému optimalneho riadenia vyzaduje:
1. Matematicky opis, alebo model procesu, ktory ma byt riadeny
2. Definiciu obmedzeni

3. Specifikaciu optimalizaénych kritérii

1.1.1 Matematicky model

Délezitou ¢astou kazdého navrhu riadenia procesu je modelovanie procesu. Cielom
je ziskat' najjednoduch$i matematicky opis, ktory adekvatne predpoveda odozvu

fyzikalneho systému na vsetky predpokladané vstupy. [1]

Zameriame sa na opis obycajnych diferencialnych rovnic:

x(t) = fi(x (), x,(L), ... ... , X (0),uq (t), uy (t), ... ... Uy (1), 1)
X,(t) = fo(x,(t), x,(2), ... ... , X (0),uq (1), uy (t), ... ... , Uy (1), 1)
x3(t) = f3(x.(t), x,(2), ... ... , X (0),uq (1), uy (t), ... ... Uy (1), 1) (1.2)

X (t) = f(x1(t), x,(L), ... ... , X (0),uq (1), uy (t), ... ... , Uy (1), 1)

[9]



kde,

x1(t), x5 (t), ... ... , Xn () (1.2)

su stavy premennych (alebo iba stavy) procesu v Case t a

uy (t), uy (), ... ... U, (1) (1.3)

riadené vstupy procesu v Case t.

Pricom stav mdzeme vypocitat na zdklade vstupnej veli¢iny a znalosti zaciatocnej

podmienky.

Je dolezité poznamenat’ ze x,(t) je vo vSeobecnosti nelinedrna ¢asovo premenna funkcia

stavu riadené¢ho vstupu a Casu.

Definujeme:
x1(t)
x(t) = #2(t) (1.4)
X ()
Ako stavovy vektor systému a
uy (¢)
u(t) = 12(8) (1.5)
i (8)
ako vektor riadiacich veli¢in. Pre stavové rovnice moéZeme potom napisat’
x(t) = f(x(0),ul®),t) (1.6)

kde definicia f vyplyva z rovnice (1.1).

[10]



1.1.2 Obmedzenia

Obmedzenia su podmienkami, ktoré musia optimalizaéné tilohy spiiiat. Obmedzenia
predstavuju oblast dovolenych hodnét, ktoré mézu nadobudat’ stavové, alebo riadiace
veli¢iny, popripade ich derivacie.[2] V redlnom zivote su to hlavne fyzikalne obmedzenia,

ktoré si nemozeme dovolit’ ignorovat’.
Obmedzenia mézu mat’ r6zne formy:

e Obmedzenia typu rovnosti:

h(x(t),u(t),t) =0 t € (to,tr) (1.7)
e Obmedzenia typu nerovnosti:

glx(@®),u(t),t) <0 t € (to,tr) (1.8)

1.1.3 Ukelova funkcia

Pri dynamickej optimalizacii mozeme funkcional vyjadrit v nasledovnych troch

tvaroch.
Bolzov tvar

1w(®) = Gy (x(t)) + ff Fx(t),u(t), )t (1.9)
Lagrangerov tvar

1(u(®) = [] Fe(®),u(®), t)dt (1.10)
Mayerov tvar

1(w(®) = G (x(tr)) (1.11)

[11]



kde I predstavuje optimaliza¢né kritérium

G predstavuje Cast’ celovej funkcie vycislenej pri koncovych podmienkach
t Cy > oy . . v/ . vl v , -
) t(f Fdt reprezentuje Cast’ ucelovej funkcie vycislenej z uréitého ¢asového intervalu

x(t) je vektor stavovych veli¢in
u(t) je vektor riadiacich veli¢in
Treba poznamenat’, ze vSetky tri tvary su ekvivalentné a vzajomne prevoditelné.

1.2 Ulohy optimalneho riadenia

Tato Cast’ sa bude zaoberat’ ulohami optimalneho riadenia procesov. Budeme sa
zaoberat' zdkladnymi pristupmi k rieSeniu Uloh optimélneho riadenia. Pri rieSeni uloh
optimalneho riadenia uvazujeme 0 minimalizacii resp. maximalizacii ¢elovej funkcie. Ak
hovorime o maximalizacii, mdze sa jednat o maximalizaciu zisku, konverzie reaktantu.
A ak sa jednd o minimalizaciu, tak mdézeme hovorit’ o minimalizécii ndkladov, odpadu,

energie a casu.

Uvazujme riadeny proces, ktorého matematicky model bude v tvare:

T = Fx@®u®),0,  x(t) = x (1.12)

kde x je n - rozmerovy vektor stavovych veli¢in a u m - rozmerovy vektor riadiacich
veli¢in, f je n- rozmerova vektorova funkcia, spojita a spojite diferencovatel'na podla

vSetkych premennych.

Ulohou optimalneho riadenia je najst’ také u(t), aby funkcional
tf
1(u(t)) = Gy (x(tf)) + [ Fx(®),u®)dt (1.13)

dosiahol minimalnu hodnotu. Funkcie G;; a F st skaldrne a diferencovatelné.

[12]



V roznych pripadoch musime uvazovat’ nad d’alSimi ohrani¢eniami a poziadavkami,
ktoré sa mozu vyskytnat’ pri rieSeniach optimaliza¢nych tloh a ktoré treba zahrnut’ do uloh

riadenia.

x(t) x(t)

Xf

Xo : T Xo - .
b x(to) b x(to)

0 ty tr ¢t 0 ty tr ¢t
Obrazok 1. Pevny koncovy cas a stav Obrazok 2. Pevny koncovy ¢as a volny stav
x(t) x(t)

Xy
Xo Xo |-
b x(to)
0 t 0 to t
Obrazok 3. VolIny koncovy ¢as a pevny stav Obréazok 4. Vol'ny koncovy ¢as a volny stav

NaSou ulohou bude najst zo vSetkych stavovych trajektorii x(t) s prislusSnym
vektorom riadenia w optimalnu stavovu trajektoriu x*(t). [3] Pretoze pri rieSeni
optimaliza¢nych tloh nemame vzdy konkrétne zadany koncovy stav a koncovy ¢as mozu
sa vyskytnat’ rozne druhy optimaliza¢nych tloh. Budeme vzdy uvaZovat, ze po€iato¢nych

¢as a pociato¢ny stav je zadany.

[13]



Ako sme uz spominali, zaciato¢ny ¢as t, astav x(t,) su zndme. Potom mozeme
vidiet, ze mame rozne typy optimalizacnych uloh. V prvom pripade (obrazok 1.) méame
zadany zacCiatocny a koncovy stav, tato lloha méze byt 'ahka, ale v urcitych pripadoch aj
vel'mi naro¢na, pretoze konkrétne zadany koncovy stav moze byt vel'mi obmedzujuci.
V dalsich dvoch pripadoch (obrazok 2.) a (obrazok 3.) pozname bud’ koncovy cas, alebo
koncovy stav. Najhorsi pripad optimalizacnych tloh je ak nepozname ani koncovy stav
a Cas, ako je to znazornené na obrazku (obrazok 4.). V tomto pripade najdenie optimalne;j

stavovej trajektorie x*(t) je velmi naro¢né.

Nevyhnutnou podmienkou extrému v pripade ak mame dovolené len jednostranné variacie
je

S1=0 (1.14)

Pre variaciu funkcionalu (1.13) plati

81 = (aiiif) 5x(tf)+ftf[ (%) ox+ (5) 6u] dt (1.15)

V rovnici (1.14) uvazujeme pevny koncovy ¢as. Koncovy stav x(tf) uvazujeme volny.

Nasledne si zadefinujeme zdruzeny vektor A(t)

AT LD — gr ("—f) sx + 17 (L) su (1.16)

dt dx u

Rovnice (1.15) a (1.16) spocitame potom mozeme pre 6/ napisat’

o1 = (555) o)+ 52 {5+ (D) e+
* {[(Z_D +0 (5 )]5“}d - [ am S (1.17)

Nasledne zavedieme Hamiltonovu funkciu

H=F+ATf(x,u) (1.18)

[14]



Ak zdruzeny vektor A(t) vyhovuje diferencialnej rovnici

di _ _9H

== "o (1.19)

potom pre pevny zaciato¢ny stav x(t,) = X,,je nevyhnutna podmienka optimalneho

riadenia dana ako

51=IW@QT&Mt=o

to \du

(1.20)

Pri¢om koncova podmienka pre zdruzeny vektor A(t) bude
— (%
A(q)-(ax)hﬁf (1.21)

V pripade I'ubovolnej variacie du(t) plati

OH
5. =0 (1.22)
Nevyhnutna podmienka pre extrém resp. minimum funkcionalu je splnena.

Nevyhnutnou podmienkou optimalneho riadenia u*(t) pre 'ubovol'na variaciu du vyplyva

teda z rovnice (1.19).

Z rovnic (1.17) a (1.18)

0H

= =fxuw (1.23)
%zg (1.24)
s () 029
fe-s- () 129
%=_% (1.27)

[15]



Derivaciou Hamiltonovej funkcie dostaneme tvar

dH T dx T du AT da
=) F+E) F+E) = (1.28)

Z rovnic (1.11) a (1.18) vyplyva

() e () 2=
dx/) dt ar) dt

(1.29)
Pretoze plati rovnica (1.22)
dH _
il (1.30)

Za predpokladu, Ze riadenie nedosiahne ohranicenie. Nasledne z rovnice (1.30) vyplyva,

Ze Hamiltonova funkcia je pocas trvania optimalnej odozvy konstantna.[4]

1.2.1 Priklad optimalneho riadenia zasobnika kvapaliny

V4

kli

><l

a;

Obrazok 5. Zasobnik kvapaliny

Uvazujeme zasobnik kvapaliny (Obrazok 5.) Vktorom riadime vySku hladiny.
Chceme zabezpecit optimalny prechod z jedného wustaleného stavu do druhého.
Predpokladdame, Ze vstupy a vystupy su Casovo zavislé veli¢iny. Matematicky model

zasobnika kvapaliny moZeme napisat’ nasledovne

dh(t) _

— = o(t) = ki1y/R(2) h(to) = ho (1.31)

[16]



Model zasobnika kvapalin v rovnovaznom (ustdlenom) stave potom mézeme vyjadrit’
q5 = ki Vhe (1.32)

kde h(t)[m] je vyska hladiny v zasobniku, q,(t)[m3min~1] je objemovy prietok na vstupe
do zésobnika, g (t)[m3min~1] je objemovy prietok na vystupe zo zasobnika. Uvazujeme,
7e prierez zasobnika F[m?], ky[m?*°min!] konstanta ventila a hustota kvapaliny

p [kg m3] st konstantné. Tiez uvazujeme, Ze teplota kvapaliny je konstantna.
Skor ako za¢neme riesit’ problém, musime si najprv zadefinovat’ odchylkové veli¢iny

x(t) = h(t) — h* (1.33)
u(t) = qo(t) — q5 (1.34)

Zavedieme si konstanty

k11

K= 2 (1.35)

7 =2 1.36
= 1 (1.36)
_F

T =1 (1.37)

kde Z je zosilnenie
T je Casova konStanta

Linearizovany odchylkovy dynamicky model zasobnika

dx() _

~ —%x(t) + %u(t) (1.38)

Mame riadeny systém, ktory je opisany diferencialnou rovnicou (1.10). Budeme teda

hl'adat’ také u(t) aby sme dosiahli minimum funkciondlu
[ = fttof[xz(t) + ru?(t)]de (1.39)

kde t, = 0 je zaCiatoCny Cas, tf je koncovy Cas a r >0 — véhovy koeficient.

[17]



Predpokladame, ze hodnota x(tf) nie je zadand, teda bude sa jednat’ o problém s vol'nym
koncovym bodom.

Potom Hamiltonova funkcia ma tvar

H= x?+ru? +/1(—%x+§u)

(1.40)

pricom plati

d OH yl

E——a— —2X+; (141)
Koncova podmienka pre zdruzenu veli¢inu A(t) je

At) =0 (1.42)
Minimum H podrla u dostaneme z rovnice

M_0=> 2ru+1i=0 (1.43)

ou T
Optimalne riadenie potom mdzeme napisat’

* — i *

u'(t) = ——A°(1) (1.44)
Cely optimalny proces mdzeme opisat’ nasledovne

x=f(x,4) x(to) = Xo (1.45)

A=f(x2) Mte) = A (1.46)
RieSenim systému rovnic

. 1 z?

X= —-x— ZTTZA x(ty) = xo (1.47)

: 1

A= —2x+22 AMtr)=0 (1.48)

dostaneme optimalne riadenie zo vztahu (1.43).

[18]



2 Metody dynamickej optimalizacie

Na riesenie problémov tykajucich sa optimalneho riadenia mozeme vyuzit' niekol'’ko

metod, ktoré sa rozdel'uju na dve hlavné skupiny :

1. Analytické metody

2. Numerické metody

2.1 Analytické metody
Analytické metddy sa rozdel’'uja na tri hlavné skupiny

* Dynamické programovanie
* Pontrjaginov princip minima (maxima)

» Varia¢ny pocet

2.1.1 Dynamické programovanie

Dynamické programovanie vypracované v 50-tich rokoch minulého storocia
Bellmanom je zaloZené na principe optimalnosti. Tento princip je zaloZeny na tvrdeni, Ze
optimalne riadenie procesov je zavislé od pociatocného (zacdiatocného) stavu a koncového
stavu. Zvlastnost'ou tejto metody je, Ze ak hl'addme napriklad optimalnu trajektoriu, vzdy
vychéddzame z koncového stavu. Dynamické programovanie mozno pouzit’ aj pre spojité

a nespojité systémy.[4]

x(t)

Obrazok 6. Optimalna trajektoria

[19]



Ak uvazujeme, Ze trajektoria z bodu A do bodu C (obrazok 6.) je optimalna, tak potom tiez
mozeme povedat’, ze cesta z bodu B do bodu C je tiez optimalna. Z toho ndm vyplyva ako
sme uz spominali na zaciatku, ze optimalne riadenie je zavislé iba od pociato¢ného

a koncového stavu.

2.1.2 Pontrjaginov princip minima (maxima)

Tento princip sa aplikuje na optimalizacné problémy, ak chceme najst’ najlepsie resp.
optimalne riadenie, ¢ize ak chceme dostat’ dynamicky systém z jedného optimalneho stavu
do druhého.[5]

Uvazujeme problém optimalneho riadenia v Bolzovom tvare

1w®) = 6 (x(ty)) + ;] Fe(©), u(t))d (2.1)

Musime predpokladat’, ze nami zvoleny problém ma rieSenie

v(x(t),t) = mingyg [G (x(tf)) + fttOfF(x(t),u(t))dt] (2.2)

Parcialna diferencialna rovnica ma tvar

6] , av \T
_ a_: = Miny [F(x(t),u(t)) + ( ax:t)) f(x(6),u(t), t)] (2.3)
Musime si zadefinovat’ adjugovanu premennu
_
AW = 5 (2.4)

d’alej upravujeme

0%v _ 0H | 9%voH

T oxot  ox | ox20A (2.5)

AT @9)
Z nasledovnych rovnic nam vyplyva princip minima

M0 == @.7)

i=2 (2:8)

[20]



2.1.3 Variacny pocet

Variatny pocet je najefektivnejSia metdéda v ramci analytickych tuloh. RieSenie
problému optimalneho riadenia je mozné dosiahnut efektivnejSie a rychlejSie ako pri

ostatnych analytickych metodach.[5]

Zavedieme si Eulerovu-Lagrangeovi rovnicu z ktorej vyplyva rieSenie problému

variacného poctu

7 o) =0 29)

kde, T Lagrangeova funkcia definovana ako
T(x,x%,u,A,t) = F(x,u,t) + AT[f(x,u,t) — x] (2.10)

pri¢om uvazujeme optimalne riadenie definované v rovnici (2.1) moézeme formulovat’

nevyhnutné podmienky optimality

= podmienka optimality pre riadiace veli¢iny

oT
—=0 te<tyt;> (2.11)

= definicia adjugovanych veli¢in

oT

At) = —— t €<ty tr > (2.12)

= koncova podmienka pre adjugované veli¢iny

aG
A(ty) = e (2.13)
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2.2 Numerické metody

Mnozstvo problémov na ktoré h'adame optimalne rieSenie sa nedaju riesit’ pomocou
analytickych metod, vtedy pouzivame numerické metddy. Numerické metddy sa rozdel'uja

na dve zakladné Casti

* Nepriame metody

= Priame metody

2.2.1 Nepriame metédy

Ulohou nepriamych metdd je hlavne rieSenie dvojbodovo ohrani¢eného problému

(Two Point Boundary Value Problem).

Dvojbodovo ohrani¢eny problém (TPBVP)

Ak vyzadujeme aby jednoduché diferencialne rovnice splnili okrajové podmienky
viac ako jednej hodnoty nezavislych premennych ,tak tento problém nazyvame TPBVP.
NajcastejSim pripadom je, ked” okrajové podmienky maji byt splnené v dvoch bodoch a to
v zaciato¢nom a koncovom bode.

Existuji dve hlavné metody rieSenia dvojbodovo ohrani¢ené¢ho problému. Prva

metdda je nazyvand nastrelovacia metoda (shooting method) a druhd relaxa¢na metdda

(relaxation method).

Iteracia hrani¢nej podmienky (BCI)

Metdda sa zakladd na najdeni chybajlicej hrani¢nej podmienky minimalizaciou chyb

medzi hrani¢nymi podmienkami.[6]

Nevyhodou tejto metédy je problém odhadnutia a urenia pociatoénych hodndt
adjugovanych premennych v pociato¢nom case, pretoze ak ich zle odhadneme mdze byt
velmi zdihavé kym najdeme optimalne rieSenie. Daldim problém pri odhadovani

pociato¢nych hodndt moéze byt, ze systém bude vykazovat’ problémy v stabilite.[3]
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Iteracia vektora riadenia (CVI)

Tato metddu taktiez oznaCujeme ako gradientovi metdodu. Nutné podmienky

optimality zabezpecuju gradienty na optimalizované premenné.[3]

2.2.2 Priame metdédy

Pri priamych metddach su vstupy aproximované polynémami s konecnym poctom
parametrov. Zaroven si musime uvedomit’, ze kvalita vypocitaného riadenia, ktora ziskame
rieSenim aproximovaného problému optimalneho riadenia je zavisla od parametrizacie a od

vhodne zvolenych pociatoénych podmienok. [3]

Sekvenc¢na metoda (CVP)

Sekvencna metdda je tiez nazyvana parametrizacia vektora riadenia. Zaklad metody
je parametrizicia riadenia niekol’kymi parametrami. Vypocet spociva v rieSeni gradientov
ucelovej funkcie a obmedzeni. RieSenie ktoré ziskame pomocou sekven¢nej metdody moze

mat’ iba lokalny charakter. [5]

Simultanna meto6da (0C)

TieZ nazyvana ortogonalna kolokacia. Pri tejto metdde aproximujeme stavové
ariadiace veliiny pouzitim polynému s volenymi parametrami. Simultdnna metéda na
rozdiel od sekven¢nej metddy nevyzaduje rieSenie diferencidlnych rovnic pri kazdej

iteracii.[3]
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3 Riadenie zasobnika kvapaliny

V tejto kapitole budeme d’alej pokracovat’ v priklade, ktory sme rozoberali v kapitole
1.2.1. Ciel'om nasho problému bude minimalizacia funkcionalu 1.38 pri ktorom sa hladina
v zasobniku kvapalin dostane z jedného ustaleného stavu do druhého. Dany problém sme

rieSili pomocou metody BCI - iterdcia hrani¢nej podmienky.

Budeme uvazovat’ zasobnik kvapalin (obrazok 5.) s nasledujucimi parametrami

F=2m? ki =125m*>min™t, q, = 3,75 m3min™?

k11 1,25 o . 1
K = = — = (0,208 m“min
2vVhS 2v/9 !
1 1 . _
7 =-=——=481lminm™?
K~ 0,208
F 2 .
T=—-=——=9,62min
K 0208

Matematicky mézeme vyjadrit’ existenciu optimalneho riadenia, ale v mnohych
praktickych ulohdch  sa existencia optimdlneho riadenia posudzuje z fyzikalneho
rozboru.[4] Je to z toho dovodu, Ze optimalne riadenie, ktoré najdeme matematicky nemusi
vzdy vyhovovat’ redlnym zariadeniam, ktoré chceme riadit. Musime posudzovat’ vSetky
obmedzenia, ktoré maju vplyv na optimalne riadenia napriklad nasho zasobnika kvapaliny.
Obmedzenia typu maximdlnej vySky hladiny v zasobniku kvapaliny a maximalny

objemovy prietok.

Ako je vidiet z prislusnych obrazkov pri réznych vahovych koeficientoch je priebeh
riadenia rézny. Je to hlavne z toho dosledku, ¢i prikladdme velky doraz na vstupnu
veli¢inu, alebo na stavovu veli¢inu. V kazdom pripade sa vSak snazime minimalizovat

funkcional. Pretoze iba vtedy mdZeme povedat’, Ze sme dosiahli nami poZadovany stav.

Budeme uvaZovat, Ze na vstupe do zasobnika méame zaradené Cerpadlo a podla

vahovych koeficientov budeme rozliSovat’ tri pripady.
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Prvy pripad, ze nebudeme klast' déraz na energeticki spotrebu ¢erpadla v druhom

pripade Kladieme rovnaky dobraz na vstupna veli¢inu, ako na stavova veliinu a pri
poslednom type kladieme doraz hlavne na vstupnu velicinu.

Na nasledujucich obrazkov si ukazeme optimalne priebehy x(t) a u(t) pre rozne r

r =201 ¢ =5min
Optimalne priebehy xx(t) a u*(t)
! !

15
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Obrazok 7.0ptimalne priebehy vstupnej a stavovej veli¢iny zadsobnika kvapalin

Ako je vidiet pri r = 0,1 (Obrazok 7.) nedavame doéraz na vstupnu veli¢inu, ale
snazime sa dostat’ ¢o najrychlejSie do nami pozadovaného stavu. To znamena, Ze nam
na energetickej spotrebe Cerpadla atym vykon cerpadla moéZeme nastavit’ na

nezaleZi
I'ubovolne velky ¢im zarucime rychlejSie dosiahnutie pozadovanej vySky hladiny.
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V d’al'Som pripade ak r = 1 (obrazok 8.) kladieme rovnaky doéraz na stavova ako na

vstupnu veli¢inu.

ﬁ
I

1 tr = 12,5 min

Optimalne priebehy x*(t) a u*(t)
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Obréazok 8. Optimalne priebehy vstupnej a stavovej veli¢iny zasobnika kvapalin

To znamena, Ze sa snaZime dosiahnut’ poZadovanii vysku hladiny v zasobniku
kvapaliny v ¢o najkratsi Cas, ale zaroven musime prikladat’ rovnaky doraz na energeticku
spotrebu Cerpadla. V istych pripadoch je tento problém o nieCo zlozitejsi ako
predchadzajice problémy, kde sme kladli doraz iba na stavovu, alebo iba na vstupnu
veli¢inu. AvSak v praxi sa hlavne stretdvame prave stymto typom problému, kde sa
snazime dosiahnut’ pozadovanu vySku v zdsobniku kvapaliny v ¢o najkratsi Cas a zaroven

minimalizovat’ energetickt spotrebu ¢erpadla.
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Pri poslednom pripade (obrazok 9.) kladieme doraz na vstupnu velic¢inu ako na stavovu
veli¢inu.

r =10 tf=35min

Optimalne priebehy x*(t) a ux(t)
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Obréazok 9. Optimalne priebehy vstupnej a stavovej veli¢iny zasobnika kvapalin

V poslednom pripade kladieme velky doraz na vstupnt veliinu. Znamena to, ze
Cerpadlo nastavime na minimalny mozny vykon, ale pritom nds nezaujima, kedy

dosiahneme pozadovant vysku hladiny.
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4 Priklad ¢asovo optimalneho riadenia auta

V tejto kapitole si ukdzeme priklad pouzitia niektorych metdéd na rieSenie
optimalizacnych problémov. Hl'adanie optimalneho Casu riadenia auta bez obmedzeni na
rychlost. Ako metdodu na rieSenie optimalneho riadenia auta sme pouzili metodu
parametrizacie vektora riadenia (CVP). Kde sme trajektoriu riadenia parametrizovali na

kone¢ny pocet parametrov s konstantnou hodnotou. Pri¢om sme ponechali pdvodné stavové

rovnice.
. &R W~
L—*-é 3 o ,a‘.‘:x
al | o
o —
0 kP

Obrazok 10. Optimalne riadenie auta

4.1 Optimalne riadenie auta so stavovym obmedzenim

Nasou ulohou bude minimalizovat’ ¢as za ktory sa auto dostane z bodu O do bodu k.
Dalej budeme uvazovat, Ze auto je hmotny bod, takZe jeho rozmery zanedbavame. Opisany

je polohou x4 (t) = d(t), rychlostou x,(t) = v(t) a zrychlenim u(t) = a(t).
Stavovy opis procesu nasledne definujeme rovnicami

%1(8) = x,(0) (4.1)

%2 (t) = u(t) (4.2)
nasledne si zadefinujeme zaciatocné a koncové podmienky

x,(0)=0 x,(t;) = 400 (4.3)
x,(0) =0 x,(tr) =0 (4.4)

obmedzenie na zrychlenie ma tvar

—2<u<? => Umin = U = Umgy
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Ucelova funkcia ma tvar

I=[J1dt =t (4.5)

Pomocou funkcie fmincon v Matlabe sme zistili ¢asové intervaly na ktorych ma

auto zrychl'ovat’ a spomalovat’ tak, aby v ¢o najkratSom Case preslo zadana drahu 400 m.

uft)

min

tU t1 tZ t
At, At,

Obrazok 11. Casové intervaly pre problém bez obmedzenim

kde
At, = t; —to = 14,1421 -0 = 14,1421 s (4.6)
At, = t, —t; = 28,2842 — 14,1421 = 14,1421 s (4.7

Ako je vidiet naobrazku 11. hladali sme optimalne Casové Useky zrychl'ovania
a spomalovania auta. Pomocou uz spominanej funkcie fmincon sme zistili, ze A t; =
14,1421s a A tp = 14,1421s. Celkovy Cas potrebny na prejdenie drahy 400 m je sucet

jednotlivych Casov.

V nasledujtcich grafov st znazornené priebehy zrychlenia, rychlosti a drahy. Ako je
znazornené na (obrazku 12.) prvy od ¢asu tp po ¢as t; sa kond rovnomerne zrychleny pohyb
auta az kym nedosiahne ¢as prepnutia, kedy zacneme konat’ rovnomerne spomaleny pohyb,
az kym nedosiahneme nulovil rychlost a zaroven dosiahneme maximalnu drahu.
V koncovom cCase je naSa rychlost a zrychlenie nulové presne, ako je to predpisane

v podmienkach (4.4).
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Obrazok 12.Priebeh zrychlenia pre problém bez obmedzenia
i i . é .
0 5 10 15 20 25

tls]

Obrazok 13. Priebeh rychlosti pre problém bez obmedzenia
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Obrazok 14. Profil drahy pre problém bez obmedzenia

Pri tomto priklade sme vypocitali jednotlivé asové tiseky. Cely problém bol rieSeny iba
s obmedzenim na prejdenti drahu. Ako je vidiet’ na obrazku 13. sme mohli graficky zistit’

aj maximalnu rychlost’ a zaroven €as prepnutia.
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4.2 Optimalne riadenie auta s obmedzenim na rychlost

V tomto pripade optimalneho riadenia auta budeme postupovat’ rovnako, ako sme
postupovali v kapitole 4.1. Nasou hlavnou tlohou bude opat’ minimalizacia ¢asu za ktory

nase auto dosiahne vzdialenost’ 400 m. Budeme vSak uvazovat’ obmedzenie na rychlost’.

Definicia obmedzenia rychlosti:

g(x2 () <20 (4.8)

Grafické zobrazenie optimalnych priebehov pre casovo optimalne riadenie auta
s obmedzenim na rychlost’.

u(t)

% t t

At At, at, Bt

Obrazok 15.Casové intervaly pre problém s obmedzenim

Optimalizaény postup pri tomto probléme je uplne podobny ako v kapitole 4.1.
A vsak v tomto pripade mame obmedzenie na rychlost. A t; je Cas, kedy auto dosiahne
maximalnu povolent rychlost a pohybuje sa rovhomernym pohybom. Casy A t; a A t3 st

Casy kedy auto zrychl'uje a spomal’uje.

At, = t, —t; = 20 — 10 = 10s (4.10)
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Obrazok 17. Profil drahy pre problém s obmedzenim
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Obrazok 18. Profil rychlosti pre problém s obmedzenim
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Pri tomto type optimalneho riadenia auto sme museli uvazovat' o dvoch typoch
obmedzenia. Prvy typ bol ako v predchadzajicej Glohe, kde sme uvazovali o obmedzeni na
kone¢ny stav. Druhy typ obmedzenia bol opisany rovnicou (4.8) a jednalo sa 0 obmedzenie
na maximalnu rychlost. Na obrazku 15. mo6Zeme vidiet, Ze ak dosiahneme maximalnu
rychlost’, dosiahneme stav riadenia u,, kedy nase zrychlenie je nulové a za¢neme sa

pohybovat’ rovnomernym pohybom. Dalej mozeme vidiet', Ze mame dva ¢asy prepnutia.
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Zaver

V ramci bakalarskej prace sme sa zaoberali problematikou optimalneho riadenia
procesov. Zakladom tejto prace bolo teoreticky zvladnut teoretické zéklady dynamicke;j
optimalizacie a prislusSnych metdd , ktoré nam pomahaju pri rieSeniach optimalizacnych
uloh. V praci sme riesili dva typy optimalizacnych tloh. V prvom priklade sme sa pokusali
minimalizovat’ funkcional pri prechode z jedného ustaleného stavu do nového, ¢o sa nam aj
podarilo. Vysledky st znazornené graficky v ramci prikladu. Dalsim typom prikladu, ktory
sme rieSili bolo optimalne riadenie auta. Aj pri tomto priklade sme minimalizovali
funkcional. Pomocou dostupnych funkcii v rdmci programu Matlab sa nam podarilo zistit
optimalne Casové useky zrychlovania a spomalovania, tak aby sme presli nami zadanu
drahu v ¢o najkrat$i cas. VSetky vysledky, ktoré sme ziskali st uvedené v kapitole

0 optimélnom riadeni auta. Vysledky su tiez spracované graficky.
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