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Abstrakt

Ciel'om tejto prace je oboznatrsa problematikou konvexnej optimalizacie, jej zékié
vlastnosti a vyuzitie v prediktivnom riadebialej sa praca zaobera prave prediktivnym
riadenim s modelom, ktoré patri wadnosti medzi ini popularne pokrélé metédy
riadenia. Praca je zamerana hlavne na matemaitckiufaciu prediktivneho riadenia ako
konvexného optimalizaého problému. Nakoniec su zadefinované niektarblpmy
prediktivneho riadenia, ktoré su rieSené teoretieky aj prakticky na konkrétnom priklade
riadenia dvoch zasobnikov kvapaliny.

KTracové slova: konvexna optimalizacia, polytopy, ohéania, normy, matematicky model,

prediktivne riadenie s modelom, regulacia stavegulacia vystupov



Abstract

Aim of this thesis is present and analyze the topionvex optimization, its basic properties
and utilization in predictive control. | am alscatlag with model predictive control, which is
in present days a very popular part of advancedgsocontrol methods. The main focus is
on the mathematical formulation of predictive cohetrs a convex optimization problem.
Finally we define some problems of model predictieatrol , which are solved theoretically
and also practically on concrete example of twaitiganks.

Key words: convex optimization, polytopes, consitsi norms, mathematical model, model

predictive control, state regulation, output regjola
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1 Uvod
1.1 Vyvoj prediktivneho riadenia

Prvé koncepty prediktivneho riadenia vznikli uzedemdesiatych rokoch dvadsiateho
storaia. V tej dobe vSak iSlo len o matematické teGeagapieri a praktické vyuzitie bola
zatid’ len hudba buducnosti. Z giatku tymto pokrdilym myslienkam bréanila v rozvoji
hlavne slaba vykonnésypaoctovej techniky o sa malo z&iatkom deviédesiatych rokov
postupne zmetiia do sveta prenikli prvé algoritmy vyuZivané graxi. Tieto prvé systémy
riadené pomocou prediktivneho riadenia vSak mig€lpomalé a to vatadom na vysoku
vypoctovu narénog’ prediktivneho riadenia. AvSak prudky rozvoj vypmvej techniky

v poslednych deseociach takmer Uplne zmazal tieto nedostatky a pongkiektor pre nové
metody prediktivneho riadenia, ktoré sa vagnosti vyuzivaja aj pri procesoch s rychlou
dynamikou a rychlo sa rozsirili tak, Ze prediktiviggenie patri v siasnosti medzi

najpokrailejSie a najviac vyuzivané metody riadenia.

NajvyznamnejSie Uspechy boli dosiahnuté pri vyyzigidiktivneho riadenia v ropnych
rafinériach a petrochemickom priemyslel'mé dobré vysledky sa dosiahli taktiez

v chemickom priemysle, metalurgii, energetike aote. [5]

Sasné trendy rozvoja prediktivneho riadenia, lewglaiuju jeho dominantnu ulohu na trhu,
vd’aka jeho schopnostiam optiméalneho riadenia priel§yani danych ohraténi,co

zarwuje v’k ekonomicku rentabilitu riadenych procesov. Prdneto sa dnes prediktivne
riadenie vyuziva vSade tam, kde je otazkisagéna prvom mieste a ulohou je minimalizbva

naklady, respektive maximalizavaisk.

1.2 Z&kladné myslienky

Zakladnym stavebnym kamem prediktivneho riadenia je presny matematicky ehod
riadeného systému, na zaklade ktorého sme schapaggmych vstupoch predpoveda
buduce stavy systémdize ak dobre pozndm vlastnosti a spravanie saraystéem v akom
pociatocnom stave sa nachadza a akéngkzasahy ndno posobia, viem predpoveatako na
ne systém zareaguje. Tieto budulce stavy su predpoeepre istgasovy interval ktory sa
nazyva horizont predikcie, ide o dopreddamy p@et krokov, pre ktoré sa v kazdom kroku
vypcZita stav systému, berdc do Gvahy uz predoSlé pred#tavov a vstupov. Kie,
horizont predikcie je postupnaréitych krokov do buddcnosti, tak musime vedie



urtit’ velkod’ tychto krokov v jednotkactasu a tym je periéda vzorkovania. Horizont
predikcie nam wuje ka’ko krokov do buducnosti spravime a periéda vzork@vaam
hovori aké vike tie kroky budu, napriklad sekunda, dve sekumidgyita... TakZze pomocou
horizontu predikcie a periédy vzorkovania sme schg@ovedd, akod’aleko do buduicnosti

modZeme vidié cez dané predpovede.

Pre efektivne a bezfyeeé riadenie sa v praxi pouziva takzvana stratégfig/pivého

horizontu, ke’ sa na riadenie pouZziva len prétgn postupnosti a nasledne saiurova
postupnos, z ktorej sa v riadeni pouZzije taktiez prilgn. Pri samotnej predikcii sa uz jedna
o optimalizaciu danych riadiacich vstupov, respekiiystupov na zaklade znamych
ohranteni a poZzadovanych hodnotach vystupov, respekstgpov,co mézeme inak nazva
aj trajektoriou riadenia. Pravelaka tomu potom pri prediktivnom riadeni hovorime

o optimalnej postupnosti krokov riadenia, ktorée&azu prispdésobizmenam ohrageni,
alebo zmene referénej trajektérie riadenia. Tymto sa dostavamtalSiemu zakladnému
pilieru prediktivneho riadenia, a to k optimalizaci

Optimalizany algoritmus pomocoucélovej funkcie, a znamych ohré&ehniach vyberie

Zz mnoziny moznych rieSeni to najlepSie mozné rieSaitym sa zabezpieoptimalny akny
zasahDal3ou hlavnou vyhodou prediktivneho riadenia j@jsbhopnasaktivne pracova
s ohranieniami vstupnych, vystupnych ako aj stavovychdiela to prave daka
optimalizacii. Preto ide problematika optimalizani&a v ruke s problematikou

prediktivneho riadenia.
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2 Optimalizacia

Odpovel’ na otdzku, pr je Uloha optimalizacie kudskej spolonosti, taka dolezita je
zrejma uz na prvy pdad. Kazdd'udsk&tinnog’ je spojena s optimalizacioti,uz vedomou,
alebo podvedomou. Minimalizacia vstupnych nakladdektivnejSie vyuzivanie prirodnych
zdrojov, alebo maximalizacia zisku su hlavnymidauiami pre vSetky priemyselné,
ekonomické a technologické procesy ¥ashosti. AvSak optimalizaciu méZzeme chépp
inak, predstavme si ze sa chceme doataodu A, kde prave stojime do vzdialenejSiehaubod
B. Ak ndm v ceste nestoji Zziadna prekazka, tak athalenos prejdeme po najkratSej
moznej ceste, po priamke AB, nebudemetrébBucky, ani pred tym nenavstivime bod C
ktory nelezi na spojnici bodov A a B. Tym sme vyllbioptimalizaciu nasejinnosti

vzh'adom na vynaloZenu vstupnu energitaa za ktory prejdeme danu vzdialefygeetoze

sme vybrali najlepSiu moznHg nekonéného mnozstva trajektorii, ktoré sme si mohli zkoli

Optimalizacia je teda vo vSeobecnosti, najdenieepgieho mozného (optimalneho) rieSenia
vzh'adom na dané podmienky a poziadavky. Slova akondniejSi alebo najoptimalnejsi
nedavaju zmysel, pretoze lepSi stav ako optimangrudanych podmienkach neméze

existova.

V matematike sa pod pojmom optimalizacie rozuniiedanie extrému cievej, alebo
Ucelovej funkcie. Mnozina, na ktorej sa stanovujadxtje mnoZzina pristupnych rieSeni a je
zvyéajne opisand sustavou rovnic, respektive nerovaié ki obmedzeniami pre danu
mnoZzinu.Aby mala optimalizacia zmysel, musi tnaelova (objektivna, kriterialna) funkcia viac

ako jedno rieSenie.

3 Konvexna optimalizacia [1]

VyuZitie konvexnej optimalizacie v prediktivnomadeni, nie je ndhodné, ale vyplyva zo
zakladnych vlastnosti konvexnej optimalizacie, &tet pre potreby prediktivneho riadenia,
vel'mi vyhodné. A to hlavne preto, Ze v pré&aisto ohrariienia riadenia, vytvaraju konvexné
mnoziny, alebo mnoziny, ktoré je mozné uptaeak, aby boli konvexn&o znamena, ze
akykad'vek problém prediktivneho riadenia sme schopnyndef’ ako konvexny
optimalizany problém. Jednou z naj&ich vyhod konvexnej optimalizécie je to, Ze ak
najdeme lokalny extrém konvexnej funkcie, tak jeozéi aj globalnym extrémom.

Konvexné optimalizéné problémy su preto efektivne riesité pomocou znamych
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numerickych metdd a taktieZ prirodzene vyplyvajazinierskych problémov, akymi su

minimaliz&cia vstupnej energie a maximalizacia aisk

3.1 Konvexna mnozina a Spojity priestor

Konvexna mnozina tvori jednu zo zakladnych defirkonvexnej optimalizacie a preto je
vel'mi dolezité aby sme ju spomenuli. Vo vSeobecnoéiiteme chagakonvexnu mnozinu,
ako mnozinu bodov, pre ktoré musi platie pre’ubovd’né dva body v tejto mnozZine

mozZeme zostrgjitakd spojnicu tychto bodov, Ze vSetky body leZiaadejto spojnici budu

patri’ do konvexnej mnozinyize dana mnozina musi tvoi$pojity priestor.

Uved'me si priklad, predpokladajme, Ze mame dva brdy, O R" a plati Ze ¥~ x, . Pre
definiciu spojitého priestoru musi platasledujica rovnica, ktora opisuje vSetky body y
leZiace na priamke prechadzajucej bodia x :

y =6k +(1-6)x, (1)

Parametef [0 R pre konvexnl mnozinu nadobida hodnoty od 0 @o pdpoveda

uzatvorenému sektoru priamky od boduypw bod x%. Ak =1, tak y= xa ak#=0, tak y=x%

Vyjadrenim rovnice vo forme:
y:X2+9(X1_X2) (2)

Ziskame novu interpretaciu a to, Ze bod y jg@n zakladneho bodua vzdialenosti medzi
bodmi % a x vynasobenu parametrofh. Z toho vyplyva Ze parametér udava podiel

vzdialenosti od xpo x kde leZi bod y.

Ako menime hodnoty parametéaod O po 1, tak sa meni aj poloha bodu y pdocx , ked
prekraiime hodnotu paramet@>1 tak bod y leZi za hrafmym bodom x, a naopak akk<0
tak bod y leZi za hratmym bodom x. Ak teda nemame ohrania pre paramete#, ten
modZe nadobudd’'ubovd’né hodnoty z mnoziny realnye¢fsel, vtedy hovorime o afinnegj
mnozine. Afinnd mnozinu si méZzeme geometricky prads v jednom rozmere, ako
priamku, ktora prechadza danymi dvoma bodmi, konuaxnoZzinu si mézeme predstavi
ako useéku ohrantkenu tymito bodmi. Dvojrozmerne by to bola pre afirmnozinu
neohraniend plocha, @ena tromi nezavislymi bodmi a pre konvexni mnozilocha

ohrantena prave tymito troma bodmi.
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Obr.1: Interpretacia spojitej mnoziny v jednorozmernomiegtore.
O priamke ukenej bodmi x1 a x2 mézeme howbako o afinnej mnozine,

0 useke x1, x2 hovorime ako o konvexnej mnozine.

x3

x1 X2

Obr.2: Interpretacia spojitej mnoziny v dvojrozmernom egtore,
trojuholnik vytvoreny bodmi x1, x2 a x3 predstavik@vexnd mnozinu a

neohraniena plocha wena tymito bodmi predstavuje afinnd mnozinu.

Na zaklade predoslej definicie dvoch spojitych hodandzeme definovaspojity priestor ako
mnozinu vSetkych bodo@ O R" pre ktora plati, Ze Ugka prechadzajlica ¢gna dvomi
rozdielnymi bodmi patriacimi do mnoziny C, musinmp&ato mnoziny C.

Inymi slovami, spojita mnozina C obsahuje linedkombinéaciu hocijakych dvoch bodov
patriacich mnozine C, za predpokladu, Z&eskoeficientov v danej linearnej kombinacii je

rovny jednej a vSetky koeficienty su nezapornémeéikla,co mézeme matematicky vyjadri

nasledovne:
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Predpokladajme ze mame bogly...,x, OC, a s@et koeficientovg, +...+ 6, = 1, potom
bod y=6x, +...+ 8, x, taktiez patri do mnoziny C. Subor vSetkych takgdhtearnych
kombinacii sa potom nazyva afinna mnozina.

Matematické vyjadrenie konvexnej mnoziny, priamplyya z matematickej formulacie

afinnej mnoziny a liSi sa len ohraanim hodnoty paramet® >0, i =1,...,k . VSeobecny

zapis konvexnej mnoziny C ma potom tvar:

convC={@x +...+8.x, |x UC, g =20,i=1....k, 6, +...+ 6, =1} 3)

Obr.3: Priklady dvojrozmernych konvexnych utvarov

Obr.4: Priklady dvojrozmernych nekonvexnych utvarov

3.2 Nadrovina a polpriestor

Geometrické predstavy Nadrovin a polpriestorov médaine pomahaju pri formul&cii
konvexnych optimalizenych problémov. Nadroviny aj polpriestory su konvéxitvary.
Mbzeme ich chapaaj ako dva zakladné typy ohraenia, a to ohratéenia v tvare rovnosti,
ktoré si mdéZeme predstaw priestore ako nadroviny a ohr&emia v tvare nerovnosti, ktoré

modZeme chapaako akési polpriestory.

Predstavme si teda Ze mame n-rozmerny priestama jehranienie v tvare rovnosti, potom

v tomto priestore nam toto ohraanie vytvori akusi nadrovinu, na ktorej sa budithdae &

14



vSetky mozné rieSenia daného problému. Teraz si ola&nienie v tvare rovnosti rozSirme
na ohranienie v tvare nerovnosti, potom nas n-rozmerny toidsude rozdeleny na dve
¢asti, na jednen polpriestor kde sa rieSenia moézhadzd a druhy kde sa rieSenia nach&atdza

nemozu.

Napriklad v pripade dvojrozmerného priestoru byabi@drovina priamkou pretinajicou dany
dvojrozmerny priestor a polpriestor by bola polravugena danou priamkou.

alx=b

alx>=h
x0

alx<=h

Obr.5: Na obrazku mézeme vidier dvojrozmernom priestore zobrazenu
nadrovinu, ktora je definovana prostrednictvom lpgis¢ého ohragenia
v tvare rovnosti, tato nadrovina pretina priestardva polpriestory, pre

ktoré zodpovedaju prislusné ohramia v tvare nerovnosti.

Matematicky je nadrovina mnozina v3etkych bodppre ktoré platia’x =b , pricom

allR",a%z0,ablR.

Podobne pre polpriestor plati, Ze je to mnozinaky®t bodovwx, pre ktoré platia’x<b ,

pricomaldR",a# 0,abdR.
Vektor a je normalovym vektorom, vektdr urcuje posunutie od géatocného bodux,,
vektorx je vektorom premennych.

Pre lepSie geometrické chapanie mézeme upaedoslé rovnice a nadrovinu vyjataj
ako mnozinu x| a’ (x—x,) =0} a polpriestor akgx|a’ (x - x,) <0}, kde bodx, je

zasiatoeny bod sUstavy a uspokojuje podmierkix, =b.

15



3.3 Polytopy

Polytop alebo aj polyhedron je vo vSeobecnostimbeiany ako prienik kori@ého patu
linearnych ohrardieni v tvare rovnosti a nerovnosti. Adk&e polroviny aj polpriestory su
Gtvary konvexné, tak aj vysledny polytopicky Gtwvaniknuty z ich prienikov musi Ivy
konvexny, preto v konvexnej optimalizacii tvori f&dknd mnozinu moznych rieSeni daného

problému prave polytop.

V polytope vzdy plati, Ze najdenie lokalneho extutémamenda automaticky najdenie aj
globalneho extrému,daka konvexnosti daného Utvaru, preto je jeho pmu¢ibptimalizacii
vel'mi vyhodné vzliadom na zloZitasrieSenia a vyptiovéhocasu optimalizacidalSou
vyhodou polytopu je Ze sa sklada z linearnych akieam, ktoré su dostupnymi metédami

I'ahko a efektivne riesiteé, na rozdiel od ohrafeni nelinearnych.

Matematicky méZeme polytop zapiggomocou mnozinf? ={x| Ax< B, Cx= D}, kde:

a/ b, c d,
A=| i |, B=|:],C=|:| ab=|: (4)

ja)
34
(o

al
ab

a2

a3

Obr.6: Na tomto obrazku mézeme vidigolytopicky atvar, vytvoreny
pomocou piatich linearnych ohréeni, kde al az a5 su smerové vektory
nadrovin prislichajucich k danym ohréemiam.
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3.4 Konvexné funkcie

Konvexny tvar delovej funkcie je v konvexnej optimalizaciiRrai dbleZity, prave preto, ze
najdenie lokalneho extrému takejto funkcie, znaméa&me nasli aj extrém globalny. To

znamena Ze zakazdym sme schopnitnagjlepSie mozné rieSenie a nemo6ze sa namzda
uviazneme v lokalnom extrém@ by v praxi mohlo znametimespravny vypeet akinych

zasahov a tym aj nefutikos’ celého riadiaceho systému.
Matematicky mézZzeme konvexnu funkciu f definévak, Ze pre vSetky, y patriace do
definicného oboru funkcie f a pre parameter0 < 8 <1, plati rovnica:

f(x+@-8)y)< & (x)+1-6)f(y) (5)

Geometricky, to znamena Ze tisa, medzi bodm(x, f (x)) a (y, f(y)), leZi nad grafom

funkcie f.

(v£3)
(x.f(x))
0f(x)-(1-0)f(y)

6x+(1-8)y

Obr.7: konvexna funkcia

3.4.1 Normy

Normy su konvexné funkcie, ktoré mézZzeme vo vSeobsttichapéd ako vyjadrenia
vzdialenosti, respektivezky vektorov a spominame ich prave preto, Ze iakZixame pri
formulovani konvexnych optimalizaych problémov. Normy udavaju vzdialeddsdu x od
iného referetného bodu y, ak st body x a y totozné, jedna s&kavany nulovy vektor a jeho

vel’kos’, ¢ize norma je rovna nule.
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v N A

Urcime si referediny vektor y rovny nule, parameter p je8aalebo rovny ako jedna a patri

do oboru realnychisel, potom matematicky mdZzeme normu pre vektsix,, X,, ..., X, |’

1

vSeobecne definovgod’a nasledujlcej rovnice:

K, =[Sk ®

Ked poloZzime parameter p=2, ziskame takzvanu Euklklow®rmu, alebo tiez dva normu.
Tato norma udéva najkratSiu moznu vzdialeérnmedu x od refereimého stavu a priamo
vyplyva z Pytagorovej vety, preto séaau mdézemeasto stretntipri formulovani

optimalizanych problémov.

R, =[5t o

DalSou normu, ktort si predstavime je jedna norrda,pge1 a ide o @t ve’kosti

jednotlivych suradnic vektora x.

¥, = glxil €)

A nakoniec tu mame nekotre normu, ktordi mézeme chapako dzku najv&Sej stradnice

z celého vektora x.

.. =mastx| ©)

x1 x1 x1

0 X 0 X 0 X

Obr.8: Na obrdzku mame znézornenu vzdialénbd®du x1 od nuly
v troch réznych norméch. dvo ide o dva normu, v strede mame jedna

normu a napravo neko&meo normu.
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3.5 Konvexny optimaliza ¢ny problém

3.5.1 VSeobecny konvexny optimaliza €ny problém

Standardne mézeme vieobecny konvexny optimializproblém zapisanasledovne:

minimize fo (X)

subject to f,(x)<0, i=1....m (10)
g;,(x=0, j=1...,n

Kde x je optimalizovana premennd, je (€elova funkcia, f, (x) < 0,sU ohranienia v tvare
nerovnosti ag; (x) =0 sU ohranienia v tvare rovnosti.

Tento zapis mézeme potom chépako problém Padania takéhg, pre ktoré je hodnota

funkcie f,(x) minimalna a zarovesgia dané ohratenia. Zapis pomocou anglickych

vyrazov minimize (minimalizouwd a subject to (vZladom na) je Standardnym zapisom

pouzivajucim sa pri definovani optimalérg/ch problémov.

3.5.2 Linearny konvexny optimaliza €ny problém

O linearnom konvexnom optimalig@om probléme hovorime vtedy, akelova funkcia, aj

funkcie ohranieni su linearne funkcie.

VSeobecny z4pis linearneho konvexného optim&tigao problému je:

minimize c'x+d
. 11
subject to Gx<h D
Ax=Db

Vektor x je vektorom hodnét optimalizovanej premennej, gektje vektorom konstant
ucelovej funkcie a konstanthvyjadruje posunutiedglovej funkcie o jej hodnotdasto sa
mdzZeme stretniliaj so zapisom, kde sa vynechava konstdnpokid’ nema vplyv na rieSenie
optimaliza&ného problému. Matic& je matica hodn6t obmedzeni v tvare nerovnosti ticana
A je matica hodnét obmedzeni v tvare rovnosti. Aomédc vektoryh ab tvoria hranice

ohranteni v tvare nerovnosti a rovnosti.
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Naka’ko mame v tomto pripade linearne ohtania, vyslednou mnozinou moznych rieSeni
bude polytop. Geometricky si potom mdZentelava funkciu v dvojrozmernom priestore
predstaw ako priamku a Fadanie minima, ako posuvanie tejto priamky vo vinidiytopu
v smere vektora dovtedy, pokié nenarazime na okraj polytopu¢@ho vyplyva Ze rieSenie
optimaliza&ného problému sa vZdy nachadza na okrajovych atemiaich polytopu a nikdy

nie vo vnutri polytopu. Hlavnym nedostatkom linegin programovania je fakt, Zze méze

nastd situacia k€’ sa @elova funkcia pri optimalizacii prekryje s jednyntizearnych

ohranteni polytopu ¢o znamena Ze potom nemézeme jednézealtit’ optimum.

1
\
\
\
\
\
\
\
\
\

Obr.9:

Geometricka ilustracia

linedrneho programovanialytpp
predstavujici mnozinu moznych rieSeni je na obra3ledy Cuatvar,
preruSovan&iary predstavuju &elova funkciu, vektor ¢ je smerovym
vektorom @elovej funkcie. Na obrazkulavocerveny bod x znazauje
najdenie optimalneho rieSenia vo vrchole polyto@brazok napravo
ilustruje situaciu, k& nembézeme jednoziiae uckit’ optimalne rieSenie,
pretoZe Gelova funkcia sa prekryva s jednym z ohéani.
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3.5.3 Kvadraticky konvexny optimaliza ény problém

Ak ma &elova funkcia tvar kvadratickej funkcie, a ohkgariia maju linearny tvar, hovorime
o konvexnom kvadratickom optimal&@om probléme, alebo tieZz o kvadratickom

programovani.

Matematicky méZeme zapitsproblém kvadratického programovania nasledovne:

minimize X" Px+2Q"x+R
. (12)
subject to Gx<h
Ax=hb

Geometricky méZzeme kvadraticku funkciu chépko elipsu, definovani ako mnozinu

bodov, pre ktoré plati:
£={x|(x—xc)TP‘l(x—xc)sl}, (13)

kde vektorx, vyjadruje stred elipsy, matidavyjadruje splostenie elipsy, respektive rozdiel

v dizke dvoch hlavnych polosi.

Matematickou Upravou definicie elipsy, potom ziskae taky tvar kvadratickej funkcie, aky
mame definovany vdelovej funkcii, kde matic® vyjadruje splostenie a mati€gaR
reprezentuju posunutie elipsy v priestore. Vo véeobsti potom minimalizujemeéovu
funkciu, v tvare elipsy cez linearne ohrgmia tvoriace polytopicky Utvar.liddany extrém
funkcie, sa potom mdze nachatxacelom polytope, nielen na jeho okrajoch ako tdrolo

pri linearnom programovani. Hlavnou vyhodou poaZitvadratickej &elovej funkcie oproti
linearnej, je fakt, Ze najdeny extrém je unikatmean6ze sa nam stae ngjdeme extrémov

viacero, ako pri linearnom programovani.
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Obr.10: Nar'avo je znazornena elipsa o strexlea jej dve hlavné polosi.

Napravo mame geometricku ilustraciu kvadratickéregpmmovania, kde
Sedy utvar znamena mnozinu moznych rieSeni, pream®o ciary
znazotiuju &elovu funkciu &erveny bodx znamena optimalne rieSenie

problému.

4 Matematicky model

4.1 Spojity matematicky model

Existencia dobrého matematickeho modelu je v ptedikm riadeni zakladnym stavebnym
kamaiom celého riadenia. PretoZe prave prostrednictvatemmatického vyjadrenia
spravania sa systému dokazeme na zéklade znamygiovredpovedabuduce vystupy,

¢o je hlavnou vyhodou prediktivneho riadenie od togizh metod riadenia.

Matematické modely mézu maiacero podob, ako su linearéienelinearne modely statické
alebo dynamické modely a tdkalej. V naSom pripade sa budeme zaabdyaamickym

linearnym stavovym modelom.

Stavovymi modelmi, mézeme naz\Vaké matematické modely fyzikalneho systému, ksore
definované pomocou suboru vstupnych vystupnyclsostch premennych. Dynamickymi
preto, Ze uvazujeme o systémoch meniaciché&se, takéto modely su zigjne zapisovane
pomocou diferencialnych rovnic. A linearne modedyjpjeme preto, Ze su jednoduchSie ako
nelinearne a tym ndm poskytuju, pri mensej stregsrsti véku Usporu vypétovéhocasu

potrebného na vyget optimalizacie, z toho dévodu U &agtejSie vyuzivané v praxi.
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Takyto ¢asovo spojity model mézeme matematicky vo vSeolscnapisé nasledovne:

X (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

(14)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)

Kde premennd x(t) je stavovym vektorom, prementiggfvektorom vystupov, u(t) je
vektorom vstupov a premenna x'(t) vyjadruje vekiadudcich stavov systému. Matica A je
stavova matica, B je matica vstupov, C je maticgtiyyov a D je matica vstupov posobiaca

na vystupy.

Ak sa takyto matematicky model nemeniase tak ho nazyvantg@sovo nemennym spojitym
systémom a jeho stavové, vstupové a vystupové enstfikkonstantné.

X (t) = AX(t) + Bu(t)

(15)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

4.2 Linearizacia

Linearne modely ziskavame pomocou linearizacieneélinych modelov. Uvedieme si
priklad nelinearneho dynamického matematického madeoch zasobnikov kvapaliny

a naslednej linearizacie pomocou Taylorovho rozvoja

jqo

qi

hy

k
X Q2

Obr.11: Schéma dvoch zasobnikov kvapaliny bez interakcie
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Nelinearny dynamicky matematicky model:
d
e
t
F e =k, -kyh,

Kde F je prierezova plocha zasobnikov kvapaliny gstupny prietokh, a h, st vysky

(16)

hladin v prvom a druhom zasobniku kvapaliny a jarjetokova konStanta zasobnikov.
Model ustaleného stavu:

k\/E=q
kyhs = kyh®

Linearizaciou Taylorovym rozvojom ziskame nasledotuar linearneho matematického

(17)

modelu:
Fd_xl =u- k Xl Xl = _hl
dt 2\/E X, =h, =h;
(18)
. dx, _ K “« - K « u=q-¢°
1 2
& 2l " 2
ZjednoduSene mbzeme tento stavovy opis zamiasledovne:
X'= Ax+ Bu '
_ x=| 0|, x=[]) Y =X,
y =Cx+ Du X, X,'
-k 0 / (19)
_| 2F4/h} _(1/F B B
A= T K B—( 0 j c=(0 1, D=0

oFh:  2F.Jhs
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4.3 Diskretizacia matematického modelu

Nakd’ko riadiace systémy su implementované v praxi pauaguoodernej vyp&ove]

techniky, ktord dokaze pracavken s diskrétnymi datami, vSetky spojité stavoystémy
pouZzité v tychto riadiacich systémoch musime nagiskretizovd. Diskretizacia znamena
prechod zo spojitych stavov k diskrétnym, v mateckatn paiati ide o nahradenie derivacie,
ZmenouA.

dx - X(t +At) — x(t)
dt At

(20)

V diskrétnom systéme na rozdiel od spojitého syatémvsetky premenné menia skokovo
v ¢asovych intervaloch nazyvanych aj peridda vzorkaam kazdom takomto intervale je
hodnota danej premennej konStantna, az dovtedyalps& zas skokovo nezmeni na inu

hodnotu.
Diskrétny matematicky model v zakladnom tvare, Kdge peridéda vzorkovania.

X(t + At) = Ax(t) + Bu(t)

(21)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
ZjednoduSeny zapis:
=Ax +B
XT+1 X[ ut (22)
Y. =Cx +Duy,

Nakd’ko od spravneho vyberu periddy vzorkovania zayipresnos nového
diskretizovaného modelu, tak tento vyber nie jeauily. Z pravidla sa duje z nasledovného

intervalu:

at0f Lo Too (23)
515

Ozna&enie Ty, predstavuj€as v ktorom hodnoty vystupov zodpovedaju 90% z makiej

hodnoty vystupov. Inak povedané, periéda vzork@aa utuje tak, aby spravila asp®

vzoriek zacasovu konstantu T. [4]
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5 Matematick& formulacia prediktivneho riadenia

s modelom [4]

5.1 Stavova regulacia

Ulohu prediktivneho riadenia vo vieobecnosti zgpise ako konvexny optimalizay
problém. Principu prediktivneho riadenia najleggeozumieme pri vysvetleni nasledujuceho

matematického zapisu.

N -1
min 5 (10xen], *[Qut], )
k=0
S.t. Xt+l - AXt + But
X, = X(t) (24)
x, O X
u OU

Hlavnym ci¢om optimalizacie je minimalizovaikelovu funkciu, ktora je vyjadrena

pomocou noriem, predstavujucich vzdialehpeedpovedanych stavax,,
a predpovedanych vstupay,, od nuloveho referémého bodu. V tomto pripade ide teda

o stavovu regulaciu, pretozZe jejallom je privies stavy systému do refer&mého bodu.
KonsStanta N nam duje horizont predikcieiize paet prediknych krokov, parameter p nam

definuje stupg normy aQ, , Q, su vahovymi maticami stavov a vstupov. Vahové oeati

nam utuju cenu danych stavov a vstupov pre optimalizagiapamu vahovych matic a ich
dopadu na riadenie sa v tejto praci neskér eSterhadrenova

V ohranteniach nam rovnica,,, = Ax + Bu, reprezentuje stavovy model systému,
x, = X(t) predstavuje psiatocny stav v ktorom sa dany systém nachadzd) X nam

predstavuje ohra#éénia stavov au, JU ohrangenia vstupov.

Vysledkom je snaha dostaudtce stavy na nulovu referenciu pri pouziti miainej energie,

pri akceptovani danych ohré&eni.
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Minulé vstupy

a vystupy Predpovedané
— >
Odhad stavu stavy
a model systému
—_—
Predpovedané
akéné zasahy
Optimalizacia
Ucelova funkcia Ohranicenia

Referencia

Obr.12: Zakladna Struktdra prediktivneho riadenia s maudl®]

Cely algoritmus prediktivneho riadenia bezi v uessjrsikke, ako realny alny zasah
pouZzijeme len prv¥len z celého horizontu predikcie, po aplikaciéaé&ho zasahu v riadenom
systéme, ziskame novy @atocny stav systému, potom sa pomocou stavového modelu
spravia predpovede pre buduce stavy a optimalizdgiecita d’alSiu postupnasoptimalnych

akenych zasahov, z ktorych sa dgéte akny zasah pouzije len pryen.

m
“m

m
-

Obr.13: Zobrazenie metddy takzvaného pohyblivého horizqgmadikcie

Py Py Py >
@ \ 4 @ o>

2 3 4 5 6 7 8 9

na ¢asovej osi. VEog horizontu predikcie je 5 krokov, vyuzije sa len

prvy vypcaiitany akny zasah, z celého horizontu.
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5.1.1 Rovnica predikcie [5]

Na predpovede buducich stavov sa pouZzivaju takzpeggikené rovnice, ktoré su odvodené

rekurzivnym rieSenim rovnice stavového modelu pasim sa dopredu dase. [5]

X = AX + By,

X = AXuy + Bl = A% + ABY + By,

Xus = AXy, + BU,, = A’ + A"By, + ABu,, + Bu,, (25)
k-1

X = A%+ ATTBU, k=1...,N

i=0

Z predchadzajucich rovnic vyplyva, Ze pre Uspe$adikcie buducich stavov potrebujeme

pozna paciatocny stav systemu, .

VSeobecne mdzeme predchadzajlce rovnice pre hopredikciek =1,...,N zjednot?’

pomocou maticového zapisu:
X = Ax, +BU , (26)

kde matice X a U predstavuju predpovedané sta\stugpy:

X U,
u
x=| | us| M (27)
Xt+N ut+N—l
matice vzniknuté rozvojom stavového modekage potom su:
A B 0 0
~ | A ~ AB B ... 0
A= |, B=| . : . (28)
A" A"'B A"’B B
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5.2 Regulacia vystupov

Tento koncept vyuzivame vtedy,&eiadime vystupy systémdize v (telovej funkcii mame
za Ulohu minimalizovavzdialenos vystupnych veliin od danej referencie. UZitoé je to
najma vtedy, k& nas zaujima len vystup systému a nie stavy v klosa systém @as

riadenia nachadza.

Rozdiel v matematickom zapise stavovej regulacegalacie vystupov sgova v tom, Ze
v (iCelovej funkcii nahradime stavoveé @ty vystupnymi velkinami a vahovu maticu stavov
vymenime za vahovu maticu vystupov. Do ohtani priddme rovnicu vystupov

y, =Cx + Du, a ohrantenia pre vystupy, LY, vSetky ostatné ohraf@nia su nezmenené:

N -1
min )’ (HnyHk ‘p +[[Quu ‘p )
k=0
S.t. Xt+l = AXt + But
y, = Cx, + Du, (29)
X, = X(t)

x, OX,y, 0OY ,uOU

PretozZe riadiaci systém je schopny regufdea tie signaly, ktoré su definované &eilovej
funkcii, pri regulacii vystupov mbze nastsituacia, ze niektoré stavy systému pri
optimalizacii uletia a nadobudnu fyzikélne nerealiaté’né hodnoty. To by v praxi mohlo
vies’ k havarijnému stavu, preto su pri definovani optizgacného problému stale potrebné aj

stavové ohraenia x, [ X . Taktiez ako si mézeme viimf(stale potrebujeme aj definiciu

pociatocného stavu systému, kvoli naslednym predikciamastavstupov a vystupov.

5.3 Nenulova referencia

V predchadzajucicbastiach tejto prace sme hovorili o riadeni stavespektive vystupov na
nulovu referenciu. AvSak pri implementéacii predikigho riadenia do praxe je tato teoria
nepostaujlca, naktko vo va&Sine praktickych problémov sa stretavame s potretaolenia

na nenulové referencie.

Matematicky ide len o pridanie vyjadrenia refém@&ho stavu dodelovej funkcie

optimalizacie o pre stavovy regulaciu vyzera nasledovne:
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N -1
min kzo (HQX(Xt+k = Xpot )Hp +Quuel, )
s.t. X = AX, + Bu,
X, = x(t) (30)
x, O X
u U

TakZe v novej Eelovej funkcii uz minimalizujeme vzdialenbaktualnych stavov od
konkrétnej referetnej hladiny, nie od nuly. Ako si mézeme vSinirahrantenia zostavaju

nezmenené.

Pre regulaciu vystupov, to plati obdobne:

)

N -1

min Z (HQY(ka - yref )Hp + HQuqu
k=0
Xt+1

st. = AX, + Bu,
Yi = CXt + Dut (31)
X, = X(t)

x. OX ,y 0O0Y ,uOU

V Gcelovej funkcii minimalizujeme siasne so vzdialentsu danych stavov alebo vystupov
od referencie aj Jkos’ alkiného zasahuijze sa snazime o to aby sa dodavana energia do
systému priblizovala nulovej hodnote. To sa prejavak, Ze niektoré zo stavov alebo
vystupov vykazuju regutal odchylku od Ziadanej hodnoty. Ndko dosiahnutie danych
referegnych hladin pre stavy, respektive vystupy pri natovakknom zasahu @&inou nie je
mozné. Optimalizacia preto vyberie také rieSenie gporé ma &elova funkcia minimalnu
hodnotu, bez dladu natog¢i sa stavy alebo vystupy dostali do poZzadovanytdreacii.

Zmenou hodndt vahovych mat@g, a Q,, respektiveQ, mézeme medivysledky
optimalizacie, napriklad z¢&enim maticeQ, nam narastie odchylka stavov alebo vystupov a
akeény zasah sa bude blfznulovej hodnote, naopak zigenim matidQ, a Q, zas odchylku

mézeme zmensina malt hodnotu, avSak odsttasa nam tymto spésobom nepodari.
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5.4 Odstranenie trvalej regula ¢énej odchylky

V tejto praci si povieme o dvoch spdsoboch akorddstregul&nu odchylku, spésobenu
minimalizaciou akného zasahu na nulovu hodnotu. V oboch pripadodkerha meni
matematické vyjadrenie &kych zasahov vdglovej funkcii.

5.4.1 RieSenie pomocou vypo €tu ustalenych stavov

V tomto rieSeni minimalizujeme \&élovej funkcii rozdiel medzi predikovanymi &akymi

zadsahmi a hodnotou akého zasahuw_, ktora zodpoveda pozadovanym hodnotam

ss?
prislusnych ustalenych stavov. LepSie pochopenme un@doiuje nasledovna formulacia

Ucelovej funkcie optimalizacie pre regulaciu vystupov

N -1
min ;o (HQy(ka T Vet )Hp + HQu (ut+k - uSS)Hp ) (32)

Vypocet ustalenych stavov odvodeny zo stavového modetaaizuje nasledovne:

(1-A) -B][x 0
= (33)
C D uss yref
Toto rieSenie mb6Ze Ifypouzité rovnako aj pre stavovu regulaciu, namiesterertnej

hodnoty stavovx, pouzijeme v Gelovej funkcii vyp@itanu hodnotu ustaleného stayu

ktory zodpoveda danej referencii vystupgy, , i¢elova funkcia ma potom tvar:

N-1

min 3 (1, (e = )+ 1Qu U = )], ) @)

k=0
Ohrantenia v oboch pripadoch, v stavovej regulacii agutacii vystupov zostavaju
nezmenené, preto ich nespominame.
Priklad 1 [3]:

DoterajSie teoretické poznatky, mézeme najlepSmeatetrova praktickym prikladom,
realizovanym v programe MATLAB, pomocou programavélalika Yalmip, ktory nam
umoziuje zjednoduseny z4pis ohréeni a @elovej funkcie a nasledné rieSenie optimalizécie,

pomocou zodpovedajucich metdd.

Budeme uvazovao systéme dvoch zasobnikov kvapaliny bez inteeakadio matematicky

model pouzijeme linearizovany model zasobnikov aiek sme si ho definovali v kapitole
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MATEMATICKY MODEL. Ako ustéleny stav pri ktorom savime linearizaciu, si gime

stav zodpovedajlci vstupnému prietofger 10cm’s™. Zadefinujeme si konstanty, ako su
plocha prierezu zasobnikdv =12.566¢cn7, a prietokova konstanta zasobnikov
k =3.667cm*s™. Potom hladiny oboch zasobnikov v tomto ustalestave maji vysku

h’ =h; =7.4367cm. Ako referegnd hladinu si wfime novy ustéleny stav, napriklad o 30%

sy w7

va&ssi ako prvy ustaleny stavr™ = hs*> =9.6677 cnspojity stavovy model diskretizujeme,
pouzijeme periédu vzorkovania 5 sekind. Zadefingjasirhorizont predikcie N a nasledne
vSetky stavové, vystupné a vstupné premenne, pamfoodciesdpvar (Yalmip). P@et
predikovanych premennych je priamo umerny horizgmadikcie. Fyzikalne ohraggnia pre
vy3ky hladin st nasledovré< h,, < 25cm, pre vstupny prietok zas plali< g < 20cm’s™.

Tieto ohrantenia si zadefinujeme v odchylkovom tvare, ako rekdd prvého ustaleného
stavu. Tato skutmos’ nAm umozni si pgatocny stav pre optimalizaciu &it’ rovny nule,
nakd’ko skut@ny pctiatocny stav sa rovna prave prvému ustalenému stavto Pre

aj premenné x, y, u buda v odchylkovom tvare vygad zmenu od prvého ustaleného stavu.

Zadefinujeme si €elovu funkciu a ohragenia, a nasledna optimalizacia uz prebieha
pomocou funkciesolvesdp z programového balika Yalmip v uzavretejcglel pri dopredu
uréenom pdate krokov simulacie. Jeden krok simulacie realngppyed&asovéemu useku
periody vzorkovania. TakZe ak sikime pa@et krokov simulacie napriklad na 30, tak pri
periéde vzorkovania 5 sekund, by nam riadenie edddrsystému trvalo 150 sekind.

Priklad 1: Vystupova regulacia s vypd@tom ustéalenych stavov

Zapis v MATLABE:

clear all

clc

% vstupny prietok v 1 us
gs1=10;

% konstanty

k=3.667;

F=12.566;

% 1 ustaleny stav
h1lsl1=(qs1/k)"2;
h2s1=h1s1;

% 2 ust stav 0 30% vacsi ako 1. us
h1s2=1.3*h1s1;
h2s2=h1s2;

% matice A,B odvodene zo spojiteho stavoveho modelu
Ac=[-k/(F*(2*sqrt(h1s1))), O;
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k/(F*(2*sqgrt(h1sl))),-k/(F*(2*sqrt(h2s1))) |;
Bc=[1/F;0];
Cc=[0 1];
Dc =0;
% spojity stavovy model
sc = ss(Ac, Bc, Cc, Do);

% diskretizacia, perioda vzorkovania 5 sec
Ts =5;

sd = c2d(sc, Ts);

% matice diskretizovaneho stavoveho modelu
A =sd.A; B=sd.B; C=sd.C; D=sd.D;

% definovanie rozmerov matic
nx=size(A,2);
nu=size(B,2);
ny=size(C,1);

% urcenie horizontu predikcie N

N =3;

% definicia premennych x,u,y

x={u={y={

for k= 1:N+1, x{k} = sdpvar(nx, 1); end
for k= 1:N, u{k} = sdpvar(nu, 1); end
for k= 1:N, y{k} = sdpvar(ny, 1); end

% vahove matice
Qx=eye(nx);
Qu=eye(nu);
Qy=eye(ny);

% ohranicenia v odch. tvare
hmin=[0;0];hmax=[25;25];gmin=[0];gmax=[20];
xmin=hmin-[h1s1;h2s1];xmax=hmax-[h1s1;h2s1];
umin=gmin-gsl;umax=gmax-gsl;
ymin=xmin(2,:);ymax=xmax(2,:);

% ref stav odch. model
yref=h2s2-h2s1,

% vypocet us

M = [(eye(nx)-A) -B; C DJ;

ss = pinv(M)*[zeros(nx, 1); yref];
u_ss = ss(nx+1:end);

% definovanie ucelovej funkcie a ohraniceni

objective = 0; constraints = [];

for k=1:N

objective=objective+(y{k}-yref)*Qy*(y{k}-yref) +
(u{k}-u_ss)*Qu*(u{k}-u_ss);
constraints=constraints+[x{k+1}==A*x{k}+B*u{k};
y{K}==C*x{k}+D*u{k};xmin<=x{k}<=xmax;umin<=u{k}<=um
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ymin<=y{k}<= ymax];
end

% pocet krokov simulacie
N_simsteps = 30;
% pociatocny stav nulovy

xt = [0;0];
X=[xt], U=1];
% simulacia

for t=1:N_simsteps

% riesenie optimalizacie pomocou yalmipu

info = solvesdp(constraints+[x{1}==xt], objecti
if info.problem~= 0, error( 'Problem infeasible'
% optimalny akcny zasah

uOopt = double(u{1});
% novy stav

xt = A*xt + B*uOopt;

X = [X; xt];
U = [U; uOopt’;
end

Graficky vysledok simulacie 1:
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Priklad 1: Stavova regulacia s vypétom ustalenych stavov

Iy L

Zmena oproti regulacii vystupov spiea, len v zadefinovanicélovej funkcie a vypéte
ustalenych stavov, priamo v ohré&emiach, ako sme si to vysvetlili v teoretickapti. Preto
uz nebudeme pisaely kdd v Matlabe, ale len tiasti, ktoré sa liSia od predoSlého zapisu:

% ref stav

yref=h2s2-h2s1,

% matica M potrebna na vypocet us

M = [(eye(nx)-A) -B; C DJ;

% nove premenne potrebne na vypocet us
X_ss = sdpvar(nx, 1); u_ss = sdpvar(nu, 1);

% def ucelovej funkcie a obmedzeni

objective = 0; constraints = [];

for k=1:N
objective=objective+(x{k}-x_ss)*Qx*(x{k}-x_ss) +
(uW{k}-u_ss)*Qu*(u{k}-u_ss);
constraints=constraints+[x{k+1}==A*x{k}+B*u{k};
xmin<=x{k}<=xmax;umin<=u{k}<=umax];

end

% vypocet us v obmedzeniach

constraints = constraints +

[ M*[x_ss;u_ss] == [zeros(nx,1);yref] ];

Graficky vysledok simulacie 2:
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Ako mb6zeme sledov¥ana grafoch z predchadzajucich prikladov, tak méeleasobnikov
prebehlo Uspesne, obe hladiny sa v oboch pripadiostali pomocou optimalizovanych
akeénych zasahov na danu refeted hladinu. AvSak pri tomto spésobe definovarieldvej
funkcie si mdéZzeme vSimmiasté nedostatky, nakko nemame penalizovany prirastok
budiceho aného zasahu, nas riadiaci systém v prvych krokouohlacie vykazuje viké

akené zasahy, ktoré postupne zmensuje, az na hodomg&gondujucu danému refeteg@mu
stavu. V praxi by mohlo miaakéto riadenie problémy, ndlkm vSetky zariadenia maju svoju
dynamiku a pri menSich hodnotach peridody vzorkawvameémusime hyschopny za taky

kratky ¢as zabezpgt adekvatne Miké akiné zasahy. Konkrétne v naSom pripade nemusime
stihnt’ v prvom kroku zvys§i vykon ¢erpadla, natitko aby nam zabezpé potrebny vstupny

prietok kvapaliny.

5.4.2 RieSenie pomocou penalizacie zmeny vstupov

Problémy aknych zasahov, spomenuté v predchadzajucom prikéadgaju rie$i pomocou
penalizacie zmeny vstupov ¢e&lovej funkcii.Cize minimalizujeme rozdiel medzi &snym

akénym zasahom a buducimadym zasahom;o mézeme vyjadtipomocou rovnice:

AU, = Uppye ~ Upgeq (35)

Nakd’ko mame v Gelovej funkcii novi premenniu,,, , potrebujeme si zadefinowaj novu
vahovl maticuQ,, a pretransformovaohranéenia, optimalizény problém potom mézeme

zapisd nasledovne:

. -
min (HQy(ka - yref )Hp + HQAuAqu Hp )
k=0
st. Xt+1 = E\ it + éAUt
Y, = 6 )?t + SAUt
- X(1) (36)
T lut-1)
I:lwxu)«(-t = lZXU
H yYi S Ky
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Kde nové matice&, I§, C aD st

S

c=[c D] D=D (38)

A nové matice ohraténi stavov su:

= _[Ho0 < -[K
xu — 0 H xu_K (39)

u

Priklad 1: Vystupna regulacia s penalizaciou zmenystupov

Tento novy zapisdelovej funkcie a ohratéeni, implementujeme do prikladu dvoch

zasobnikov kvapaliny ktory sme uz rieSili pomocgpatu ustalenych stavov.

Zapis v MATLABE:

clear all

clc

%vstupny prietok v 1 us

gs1=10;

%konstanty

k=3.667;

F=12.566;

% 1 ustalene stavy vyp z dif rov.

h1ls1=(qs1/k)"2;

h2s1=h1s1;

% 2 ust stav 0 30% vacsi ako 1. us

h1s2=1.3*h1s1;

h2s2=h1s2;

% matice A,B odvodene zo stavoveho opisu

Ac=[-k/(F*(2*sqrt(h1sl))), O;
k/(F*(2*sqrt(h1s1))),-k/(F*(2*sqrt(h2s1))) |;

Bc=[1/F;0];

Cc=[0 1];

Dc =0;

% stavovy model spojity

sc = ss(Ac, Bc, Cc, Dc);

% diskretizacia perioda vzorkovania 5 sec
Ts =5;

sd = c2d(sc, Ts);

A =sd.A; B=sd.B; C=sd.C; D =sd.D;
nx=size(A,2);

nu=size(B,2);
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ny=size(C,1);

% urcenie matic Atilda Btilda Ctilda Dtilda
At = [A B; zeros(nu, nx) eye(nu)];

Bt = [B; eye(nu)]; Ct = [C DJ; Dt=D;

% urcenie horizontu predikcie

N =3;

% xtilda deltau y

xt={hdu={}y={}

for k= 1:N+1, xt{k} = sdpvar(nx+nu, 1); end
for k= 1:N, du{k} = sdpvar(nu, 1); end
for k= 1:N, y{k} = sdpvar(ny, 1); end
% vahove matice

Qx=eye(nx);

Qdu=eye(nu);

Qy=eye(ny);

% ohranicenia odch. tvar
hmin=[0;0];hmax=[25;25];gmin=[0];gmax=[20];
xmin=hmin-[h1s1;h2s1];xmax=hmax-[h1sl;h2s1];
umin=gmin-gsl;umax=gmax-gsl;
ymin=xmin(2,:);ymax=xmax(2,:);

% ref stav odch. tvar

yr=h2s2-h2s1;

yref = sdpvar(ny,1);

% definovanie ucelovej funkcie a ohraniceni

objective = 0; constraints = [];

for k=1:N
objective=objective+(y{k}-yref)*Qy*(y{k}-yref) +
du{k}*Qdu*du{k};
constraints=constraints+[xt{k+1}==At*xt{k}+Bt*du{k}
y{k}==Ct*xt{k}+Dt*du{k};
[Xmin;umin]<=xt{k}<=[xmax;umax];ymin<=y{k}<=ymax];
end

% pociatocny stav nulovy, transofmacia do tvaru xti
uprev = zeros(nu, 1);
x = [0;0];
X0 = [x; uprevy;
% vektor stavov, zasahov a zmeny zasahov
X =[xT; U =[0]; DU=[0];

% simulacia pre dany pocet krokov
N_simsteps = 100;
for t=1:N_simsteps
% riesenie opt. problemu yalmip
info = solvesdp(constraints+[xt{1}==x0;yref==yr
objective);

if info.problem~= 0, error( 'Problem infeasible'

% vysledna optimalna zmena akcneho zasahu
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duopt = double(du{1});
% optimalny akcny zasah
uprev = duopt + uprev;
% novy stav
X = A*X + B*uprev;
X0 = [x; uprevy;

X =[X; x];

U = [U; uprev];

DU =[DU; duopt];
end

Graficky vysledok simulacie 3:
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5.5 Vplyv vdhovych matic

Z predoslych vysledkov riadenia sa mdézZzeme prasvede plati tazo sme predpovedali

v teoretickegasti a to, Ze pri riadeni nam uz nasSéngkzasahy nerobia také prudké zmeny,
ako v predoslych simulaciactn je spésobené prave minimalizaciou ich zmien. Avi&

nie je zadarmo, a v tomto pripade sme na to déiptaticSenim¢asu regulacie takmer
trojnasobne, to by nam ani tak nevadilo ako fai&tptiebeh riadenia ma zrazu kmitavy
priebeh. Tieto kmity su spdsobené tym, Ze zmekiayak zasahov nie je dostahe
penalizovana v ¢elovej funkcii, to sa da napravtelkom jednoducho zmenou vahovych

matic. Skusmo sme zistili Ze najideélnejSi prieti@ttenia bude ak nastavime vahovu maticu
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Q,,, Styri krat v&Siu ako zvySné vahové matice, potom ziskame nekynpisebeh riadenia,

¢o dokazuje aj nasledovny graf.

Graficky vysledok simulacie 4:
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5.6 Spomalovacie ohrani c¢enia

Druhym sp6sobom ako obmetizmeny akného zdsahu, st spomalovacie ohtamia, ktoré

mozeme matematicky definavaasledovnedu,,, < Au, < Au,_,,, cely optimalizény

max?

problém prediktivneho riadenia mé potom nasleddvay

. N -1
min (10,61 - v ), *lonu, )
st. F)Zt+1 = ,Z\ it + é-AUt

y, = C X, + DAu,

- _[ x }

Yo lu(t-1) (40)
H, X <K,

H,y, < K,

Au,,, < Au, < Au,,,
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Nastavenim spomalovacich ohrgeri v naSom priklade na hodnaky ,, = —-006 a
Au_., = 009 sa nam evidentne podari zméndiaximalne preregulovanie, ajd®t kmitov

pri riadeni,¢o m6zeme pozorovana nesledujucom grafe priebehu riadenia.

Graficky vysledok simulacie 5:
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5.7 Casovo meniaca sa referencia

Potrebami praxe bola motivovana aj myslied&aaovo meniacej sa referencie pre vystupné
veliciny, ked’Ze pre riadenie ¥&iny realnych zariadeni potrebujeme flexibilny réawl

systém, ktory je schopny reagd\a na meniace sa poziadavky Ziadanych vystupngtbin

v ¢ase. V@Sina klasickych regulatorov reaguje zmenoéngkh zasahov az bezprostredne po
zmene referamej hladiny, prave tu sa prejavuje silna stranlalitivneho riadenia, ktoré sa
nielenze ahkosou prispdsobuje zmene referencie, ale taktieZ sainkkaze dopredu
pripravit a reagovés predstihom, v zavislosti od Rkesti horizontu predikcie. Analogicky

by sme to mohli prirovrtak jazde autom pozerajuc sa na cestu cez predodsikdiktivhe
riadenie), v porovnani s jazdou na aute a pozesgu@ cestu cez &iwé sklo (klasické

regulatory). [4]
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Priklad 1: éasovo meniaca sa referencia

V naSom priklade dvoch zasobnikov kvapaliny, budawsZovd o paite krokov riadenia
180, p@as ktorych nastanu dve zmeny reféres) hladiny. Prvych 60 krokov simulacie
budeme riadi systém do ustaleného stavu, ktory je o 30¥8ivako nas pmatocny stav,
nasledne sa nam referencia zmenidgaksich 60 krokov na ustaleny stav, ktory je 0 10%
mensi ako pé@iatoény stav a nakoniec poslednych 60 krokov simuldaelne riadi systém
na referetinu hladinu zodpovedajucu ustalenému stavu, ktooylje% v&si ako poiatocny

stav.

Pre porovnanie si ukaZzeme oba sp6soby sledovdei@mneie, ako prvy si ilustrujeme priklad
bez predikcie buducej referencie. V tomto pripadmatematicka formulacia problému
rovnaka ako v predoslej kapitoleze v (Eelovej funkcii pouzijeme konstantné hodnoty

referenciey,, . Simulaciou v MATLABE, ziskame nasledovny priebgdenia.

Graficky vysledok simulacie 6:
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Ako je zrejmé z obrazku, tak v tomto pripade, neéyame moznaspredikcie buduicej
referencie, takZze nie sme na jej zmenu schopny amakného zasahu reagaia predstihu.
AvSak pre potreby praxe je takato predikcia refémephladiny Kucova, nakdko pri jej
implementacii, sme schopny dany systém tiadiektivnejSie ale aj bezejSie, naktko
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méame prebad, kam do buddcnosti smeruje nase riadenie akphauy regulator je potom
schopny sdiahSie vyrovnés pripadnymi poruchami.

Tato flexibilitu, sme schopny zabezipg tak Ze referencia vystupov ¥elovej funkcii uz

nad’alej nebude konstantg,, , ako sme to robili doteraz, ale nahradime ju zangnnuy,,, , .

KedZe ohranienia zostavaju nezmenenéglova funkcia optimalizacie potom budetima

tvar:

. N -1
min ;0 (HQy(ka = Vet ,t)Hp + QU Hp ) 41)

Simuléacia v MATLABE, pre horizont predikcie N rovisy bude mépotom nasledovny
priebeh.

Graficky vysledok simulacie 7:
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Z priebehu riadenia je evidentna zmena, oproti Eniubez predikcie referencie. Nakm

nas prediktivny regulator je schopny v tomto kotrkoén pripade pozefaa 5 krokov
dopredu a sledovaaj buddcu trajektoriu referencie, tak nskavani zmenu reaguje vopred,
¢o zabezpd plynulejSi priebeh riadenia a rychlejsi prechgddnej referetnej hladiny do
druhej.
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Pri zvySeni horizontu predikcie na hodnotu N=8 nmd¢elosté eSte efektivnejSi priebeh

riadeniao je ilustrované na nasledovnom grafickom zobrazeni

Graficky vysledok simulacie 8:
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Ako si m6zeme vSimnUpri predikcii trajektorie referencie, tak@lé zasahy sa prispésobuju
zmene referencie skor o N-1 krokov v porovnanirsifdaciou bez predikcie trajektori€o
nam umoznilo evidentne rychlejSie uriddasobniky kvapaliny na poZzadované hodnoty

referegnych hladin.

VSeobecny zépis v MATLABE:

% vektor meniacej sa referencie
for t=1:(N_simsteps+N)
if t<=60
yr=h2s2-h2s1;
elseif  (t<=120 & t>60)
yr=h2s3-h2s1;
else
yr=h2s4-h2s1,
end
refy=[refy;yr];

end
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% pouzitie sledovania trajektorie
use_preview = true; % true alebo false

for t=1:N_simsteps
% podmienka pouzitia predikcie referencie
if use_preview
% predikovana referencia
refy_prediction = refy(t:t+N-1);
else
% staticka referencia
refy_prediction = repmat(refy(t), N, 1);
end

% riesenie optimalizacneho problemu
info = solvesdp(constraints + [ xt{1} == x0;
cat(1, yref{:}) == refy_prediction ], objec
if info.problem~= 0, error( 'Problem infeasible'
% vysledna optimalna zmena akcneho zasahu
duopt = double(du{1});
% optimalny akcny zasah
uprev = duopt + uprev;
% novy stav
X = A*x + B*uprev;
X0 = [X; uprev];
end
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6 Zaver

Ulohou tejto prace v jej prvepsti bolo striine predstaviproblematiku konvexnej
optimalizacie. Teoreticky sme si vysvetlili pojmioakonvexna mnozinaj spojity priestor.
Pomocou linearnych ohrasini sme definovali polytopy, ako zakladné mnoziroZnych
rieSeni optimalizénych Gloh rieSenych v tejto praglalej sme sa teoreticky zaoberali dvomi
zakladnymi typmi konvexnych optimaligaych problémov, a to problémom linearneho

a kvadratického programovania,dmm sme sa dotkli aj problematiky konvexnych funkcii

a noriem. V druhejasti prace sme sa venovali prediktivnemu riademiodelom a vyuZitiu
prave konvexnej optimalizacie v tomto progresivaegvijajicom odvetvi riadenia procesov.
V praci sme okrajovo spomenuli aj problematiku megigckého modelovania a disktetizacie
danych modelov, nakko dobry matematicky model je zakladnym predpokiadspesSného
riadenia pomocou prediktivneho riadenia s modekwsak hlavnym ciBom tejto prace bolo
priblizenie principu fungovania prediktivneho ria@e jeho matematicka definicia

a teoretické rieSenie roznych problémov riadenmeésa moézu vyskytwlv praxi pomocou
metod prediktivneho riadenia. VSetky teoretick&lpdy, sme nasledne aj prakticky
realizovali pomocou programu MATLAB, gom sme ziskali aj grafické vysledky pre
konkrétne priklady riadenia dvoch zasobnikov kviagabez interakcie. NaSim diem bolo
zefektivnt’ riadenie tychto zasobniko¥p sa nam implementaciou réznych metod
prediktivneho riadenia aj podarilo. V praci smessazili poukazéhlavne na silné stranky
prediktivneho riadenia a tym vysvétfakt, Ze prediktivne riadenie dnes patri medzi

najuspesnejSie a najvyuzivanejSie metddy riadeieesov.
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