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Predmluva

Skriptum ,,Moderni teorie fizeni* je uréeno poslucha¢um stejnojmenného predmétu ve 4.
ro¢niku oboru ,,Technickd kybernetika“. Skriptum je zpracovano podrobnéji, nez odpovida
odprednésené latce, takze nékteré casti mohou byt uziteéné i posluchaé¢um volitelnych
predmétu ,,Odhadovani a filtrace“ a ,,Adaptivni systémy*, pripadné mohou studenttm
poskytnout jistou orientaci pii rozhodovani o vybéru téchto predméntu.

Pojem ,,moderni teorie fizeni“ vznikl v 60. letech k odliSeni pfistupu zalozeném
na stavovém popisu systému od ,.klasické teorie“, vychazejici téméi vyhradné z popisu
vnéjstho. V soucasné dobé se oba pristupy (stavovy a pfenosovy) silné prolinaji. Charak-
teristickou vlastnosti ,,moderni“ teorie fizeni vSak zustdvd vyuzivani matematickych
modelu k popisu fizenych procesu. Je-li presné specifikovan model, inzenyrskou tlohu
navrhu regulatoru lze formulovat jako tilohu optimalizac¢ni. Misto pfimého nastavovani kon-
stant reguldtoru tedy inzenyr nastavuje parametry kritéria optimality a pripadnd omezeni.
Tento piistup je vyhodny v tom, ze nékteré vlastnosti ziskanych feseni (napf. stabilita pii
kvadraticky optimédlnim Fizeni) jsou zajistény implicitné. Spoléhani na presny model s sebou
prindsi i nékteré nedostatky moderni teorie fizeni, které motivuji nové sméry vyzkumu tzv.
robustnich metod, které dovoluji zahrnout do formukace problému i neurc¢itost matem-
atického modelu.

Ptistup k ndvrhu regula¢nich obvodu zalozeny na matematickém modelu téz umoznuje
rozsahlé vyuziti prosttedkiu CAD, jako je naptiklad MATLAB. Jejich efektivni vyuzivani pro
feSeni redlnych problému vyzaduje, aby inzenyr byl schopen matematicky formulovat
technicky problém a technicky interpretovat ziskané reSeni.

Z uvedenych duvodu se moderni teorie Fizeni stava jednou z disciplin aplikované matem-
atiky. Prestoze jsou ve skriptu nékteré zavéry formulovany ve formé vét, duraz neni kladen
na provadéni formélnich dukazu, ale na pochopeni hlavnich myslenek a souvislosti a na
ziskani inzenyrského citu, ktery je nezbytny pii aplikaci. Z tohoto divodu je také zduraznéna
souvislost modernich vysledku s klasickymi piistupy, predevsim frekvenénimi a metodou ge-
ometrického mista kofenu.

Pii studiu tohoto skripta se pfedpokldadd znalost zékladu linedrni teorie systému
v rozsahu skripta (Stecha a Havlenal, 1993), znalost zakladnich partif linedrn{ algebry, prav-
dépodobnosti a stochastickych procesu. Pro zdjemce o hlubsi pozndni moderni{ teorie fizeni
je uveden piehled vhodné literatury k dalsimu studiu.

Nezbytnou podminkou porozumeéni a ziskani inzenyrského citu je samostatné experimen-
tovani a feSeni konkrétnich tloh syntézy v laboratofich. Vzhledem k numerické narocnosti
vétsiny postupu je velmi uziteénd dobréd znalost MATLABu, s jehoZ vyuzitim autofi pii
feSeni 1loh implicitné pocitaji.

Vyznamna ¢ast tohoto skripta vznikla béhem pobytu autorti na Dipartimento di Sistemi
et Informatica, Universitad de Firenze, uskute¢néného v ramci projektu TEMPUS JEP
0886/92 ,,Higher Education in Control Engineering“ v srpnu a zai 1993.

Autofi by téz radi podékovali Prof. Ing. Vladimiru Kucerovi, DrSc., a Ing. Miroslavu
Karnému, DrSc., za fadu podnétnych pripominek.

Vladimir Havlena, Jan Stecha
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Kapitola 1

Rizeni dynamickych systémii

1.1 Obecné zasady rizeni dynamickych systémi
Rizeni a rozhodovani

Kazdy z nds mnohokrat denné déla v nejriaznéjsich situacich rtizna rozhodnuti. Jsou to
rozhodovani typu kam pujdu, co udéldm, co udélam nyni a co pozdéji a podobné. Jisté
plati, ze uspéch clovéka podstatnou mérou zavisi na jeho spravnych rozhodnutich, zvlasté
v klicovych situacich.

Abychom se rozhodovali spravné, vytvarime si, védomé ¢ nevédomé, ve své mysli
modely situaci a podle nich vézime dusledky ruznych variant, které mdme pii
rozhodovani k dispozici. Rozhodneme se samoziejmé pro tu variantu, jejiz dusledek je
rozhodovani mozné dusledky odhadujeme (predikujeme) pouze pomoci modelu dané situ-
ace. Model si tedy vytvaiime za ucelem predikce budoucich dusledkt naSich moznych
rozhodnuti. Cim lepsi model situace si vytvorime, tim, po zvézeni vsech dusledki, mame
lepsi moznost vybrat si dobrou variantu pro nase rozhodnuti.

Nase rozhodnuti zavisi tedy na tom, jak vérny model situace jsme si schopni vytvorit.
Pfi tom se samozfejmé uplatiiuje nase zkusenost, intuice a védomosti. Casto si model situace
vytvafime pii rozhovoru s pfateli a porovnavédme jejich nazor (jejich model situace a jeho
hodnoceni) s ndzorem svym. NaSe rozhodnuti zdvisi také na tom, jaké kritérium pro
vazeni riznych dusledki si vybereme. Ani to neni mnohdy véc jednoduché. P#i hodnoceni
rozhodnuti provedenych v minulosti a jejich skute¢nych dusledku si ¢asto uvédomujeme,
jak nevhodné kritérium jsme si v minulosti zvolili.

P1i rozhodovani se nékdy uplatnuje ¢asové omezeni. V dané situaci je tfeba se rychle
rozhodnout, ale pro spravné rozhodnuti je tieba vytvorit dobry model situace, coz vyzaduje
urc¢ity ¢as. Nutnost rychlého rozhodnuti stoji v pfimém protikladu k ¢asové naroé¢nému pro-
cesu vytvareni modelu dané situace. Pfi tom se uplatiuje také slozitost rozhodovaciho
algoritmu, kterou je také tieba nékdy omezit. Proto se casto pod tlakem ¢asu musime
rozhodovat podle velmi zjednoduSenych modela dané situace, které zahrnuji pouze nejpod-

v

Naopak nejsme-li pfi rozhodovani v ¢asové tisni, ¢asto provadime ruzné testy, abychom
lépe porozuméli rozhodovaci situaci. Tak na piiklad nakoupime vzorek zbozi, abychom poz-
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4 KAPITOLA 1. RIZENI DYNAMICKYCH SYSTEMU

nali jeho kvalitu; partnera podrobime ruznym zkouskam, abychom lépe poznali jeho povahu
a podobné.

Diskrétni fizeni dynamickych systému je vlastné posloupnost rozhodovani o
volbé velikosti fidici veli¢iny v ruznych ¢asovych okamzicich. Proto pii fizeni dynamickych
systému postupujeme principidlné stejnym zpusobem jako pii volbé nagich rozhodnuti v
nejruznéjsich zivotnich situacich.

Dynamicky systém

Rizenim pusobime na redlny svét. Tu Gdst reality, kterou fidime, nazyviame objekt. Aby-
chom néjaky objekt dobie fidili, je tfeba si vytvofit dobry model objektu. To znamen3,
ze na objektu si definujeme systém. Dynamicky systém si vytvaiime pro predikci chovani
objektu v budoucnosti. Existuji v podstaté dva zpusoby tvorby systému na daném objektu
¢i procesu, a to analyticky a experimentalni.

P1i prvnim zpusobu vyuzivame ruzné fyzikalni, biologické, ekonomické a jiné zakonitosti
a na jejich zdkladé hleddme vztahy mezi velicinami, které nds zajimaji. Tomuto zpusobu
vytvafeni modelu objektu se k4 matematicko - fyzikalni analyza. Dynamicky systém
vznikly na zakladé matematicko-fyzikalni analyzy je casto slozity, a proto abychom ho mohli
pouzit, je nezbytné ho zjednodusit. V tom je dalsi tskali. Ve vztazich mezi veli¢inami se
vyskytuji ruzné konstanty, jejichz velikost se mnohdy urcuje obtizné.

Druhy zpusob tvorby systému je zaloZen na méfeni provedeném na skuteéném objektu,
rozboru zméfenych dat a tim urceni vztaht mezi veli¢inami. Tomuto zpusobu vytvaieni
modelu objektu se iikd experimentalni identifikace. Systém si pii tomto zpusobu pied-
stavujeme jako €ernou skiinku (black box). Pfi tomto zpusobu tvorby modelu je tieba
vzit v ivahu to, ze méfeni mé vzdy omezenou piesnost, a proto je model objektu vznikly
timto zpusobem velmi ¢asto stochasticky systém.

Samoziejmé nejlepsi cesta je kombinace analytického a experimentalniho zptisobu tvorby
systému. Pomoci analytického piistupu uré¢ime napiiklad strukturu systému. Potom pfi
experimentalni identifikaci pristupujeme k systému jako k Sedé sk¥ince (gray box), o které
jiz mame castecné znalosti z analytického rozboru.

Modelem situace nebo objektu je tedy systém, a protoze budeme sledovat ¢asovy priubéh
veli¢in, bude se jednat o dynamicky systém. Systém je znazornén na obr.

\ 4
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Obrazek 1.1: Systém

Soubor vsech veli¢in, které produkuje systém, se nazyva stav systému, znacime ho x.
Stav systému je velmi duilezity pojem, ktery budeme v textu dale uptesnovat.
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Veliciny, které na systém pusobi z okoli a jsou na systému nezavislé, nazyvame vstupni
veliciny. Tyto veli¢iny rozdélujeme na dvé skupiny. Jedna skupina vstupnich veli¢in jsou
takové veli¢iny, které muzeme ménit podle potieby. Ty nazyvame Fidici veliCiny systému
a znacéime je w. Ridici veli¢iny systému se také nazyvaji akéni veli¢iny. Druhou skupinou
vstupnich veli¢in jsou takové veli¢iny, které pusobi na systém nezavisle na nds a nemame
moznost je ménit. Takové veli¢iny nazyvame poruchové veli¢iny a znacime je v. Pro
Ucely tizeni je tieba jesté poruchové veliciny rozdélit na poruchové veli¢iny méritelné a
neméritelné.

Velic¢iny, které produkuje systém a které mérime, nazyvame vystupni veli¢iny systé-
mu. Veli¢iny, které chceme fidit nebo regulovat, nazyvame regulované veli¢iny a znacime
je y. Vystupni veli¢iny systému nemusi byt totozné s veli¢inami regulovanymi.

Pozadavky kladené na fizeni

Teorie automatického fizeni zkoumda metody jak pusobit na systém, jak ho fidit, aby se
fizeny systém choval podle nasich pozadavku. Pozadavky kladené na tizeni mohou byt
ruzné.

e Kompenzace vlivu poruchovych veli¢in (Disturbance Rejection)
Na systém vzdy pusobi celd fada poruchovych veli¢in, jejichz vliv na regulovanou
veli¢inu je mnohdy nezadouci. Nékdy je poruchové veli¢ina méritelnd a potom lze jeji
vliv kompenzovat u¢inné tim zpusobem, ze signal od méritelné poruchy zpracujeme v
fidicim ¢lenu. Tak Ize nékdy vliv poruchy kompenzovat beze zbytku. Pokud se timto
zpusobem porucha na vystupu systému vubec neprojevi (fidici ¢len jeji vliv tplné
kompenzuje), pak fikdme, ze fizeny systém je invariantni vzhledem k poruse.

e Problém reguldatoru (Regulator Problem)
Dynamické vlastnosti samotného systému jsou nékdy nevyhovujici (napiiklad systém
je nestabilni) a celem fizeni je navrhnout takovou stukturu fizeni, aby cely systém
mél potom vyhovujici dynamické vlastnosti. Casto chceme timto zptisobem systém
stabilizovat.

e Problém sledovani (Tracking Problem)
Neékdy pozadujeme, aby vystupni veli¢ina co nejvérnéji sledovala néjaky prubéh urceny
referenc¢ni veli¢inou w, chceme tedy, aby byla co nejmensi takzvand regulaéni
odchylka e, ktera je rozdilem mezi pozadovanou veli¢inou a skuteénym vystupem ze
systému (¢ili e = w — y). Casto je nutné respektovat riiznd omezeni na velikost Fidic
veli¢iny w ¢i omezeni na velikost celkové ridici energie.

e Optimalni Fizeni (Optimal Control)

V moderni teorii fizeni jsou vSechny pozadavky na fizeni shrnuty do kritéria kval-
ity fizeni a problém fizeni je pifeveden na optimalizaéni problém minimalizace
kritéria kvality fizeni. Pfi tomto pfistupu k feSeni problému fizeni existuji dva zasadni
problémy. Prvnim problémem je vhodné volba kritéria kvality #izeni, ktera by zahrnula
v8echny nase pozadavky na kvalitu fizeni. Druhym problémem je feSitelnost takto for-
mulovaného optimalizaéniho problému. Nejvice pouzivanym kritériem kvality fizen{ je
kvadratické kritérium, které pro linedrni systémy vede na linearni zakon fizeni.



6 KAPITOLA 1. RIZENI DYNAMICKYCH SYSTEMU

Obrézek 1.2: Rizen{ systému ovladénim

Ovladani a regulace

Ridit systém znamend vhodné zvolit ¢asovy prubéh Fdicf veli¢iny w. Rizen{ systému muzeme
v podstaté realizovat dvojim zpusobem: ovlddédnim (Open Loop Control) a regulaci (Feed-
back Control).

Pii pfimovazebnim #izeni neboli ovladani generujeme piedem uréeny prubéh fidici
veli¢iny u ve struktufe fizeni podle obr. Zaiizeni, které pii ovladani generuje prubéh
fidici veli¢iny, nazyvame generator ridici velic¢iny nebo také pfimovazebni regulator.
Pii ovladani generator fidici veliciny nevyuzivd zadnou informaci o tom, jaky je skutecny
vystup systému. Ovladani je tedy fizeni bez zpétné informace o skute¢ném vysledku fizeni.
Je ztejmé, ze ovladani lze pouzit pouze u dobie poznanych objekti. Pii fizeni ovladanim
celd nase strategie fizeni musi byt naprogramovana v generatoru fidici veli¢iny pied
zaCatkem fizeni.

W+ E U Y

o) R S .

Obrézek 1.3: Rizen{ systému regulac

Druhy zpusob tizeni je zpétnovazebni fizeni, kterému iikame regulace. Pii tomto
zpusobu Fizeni fidici ¢len (reguldtor) vyuzivé informace o vysledku fizeni (prubéhu reg-
ulované veli¢iny y). Pfi fizeni regulaci existuje zpétnd vazba z vystupu systému na jeho
vstup, viz obr. Pokud reguldtor R zpracovava regula¢ni odchylku e, fikdme tomuto
zpusobu fizeni odchylkova regulace, viz obr.

Vyhody a nevyhody ruznych struktur fizeni

Je dulezité si uvédomit vyhody a nevyhody obou zptisobu fizeni. Proto ddle porovname
vlastnosti pfimovazebniho fizeni (ovlddéni) a zpétnovazebniho fizeni (regulace) z ruznych
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hledisek. Pujde ndm o kvalitativni porovnéani téchto dvou zasadné odlisnych zpusobu fizeni z
hlediska stability, optimality, kompenzace poruch a citlivosti ¢i robustnosti struktury fizeni
pii zméné parametru systému.

e Stabilita
Je-li fizeny systém S nestabilni, nelze ho ovldddnim stabilizovat, nebot seriovd kombi-
nace systému je nestabilni, je-li nestabilni kterykoliv subsystém. Naopak zpétnovazeb-
nim fizenim lze nestabilni systém stabilizovat vzdy, pokud jeho nestabilita neni skryta,
to znamend, ze se projevi na vystupu a je ovlivnitelnd vstupem. Zpétnou vazbou lze
vzdy stabilizovat systém, ktery je stabilizovatelny a rekonstruovatelny. V tom je velka
vyhoda zpétnovazebniho fizeni.

Je tieba si ale uvédomit, ze pokud je samotny systém stabilni, nemuzeme pii jeho
fizeni ovlddanim stabilitu ztratit, pokud generator fidici veli¢iny je sam stabilni.
Naopak nevhodnym zpétnovazebnim fizenim muzeme destabilizovat i stabilni systém.

e Optimalita
Optimalni fizeni dosahujeme vhodnym vybérem fidici veli¢iny u Fizeného systému.
Pritom je v zdsadeé lhostejné, jakym zpusobem budeme optimélni prubéh fidici veli¢iny
realizovat. Z tohoto hlediska je piimovazebni fizeni a zpétnovazebni Fizeni rovno-
cenné. Naopak, pfi zpétnovazebnim ftizeni je tieba vzdy prvoradé zarucit stabilitu
zpétnovazebniho regula¢niho obvodu, a proto je pii zpétnovazebnim fizeni nékdy
nutno slevit z optimality na tkor stability. Proto z hlediska optimality je fizeni ovlada-
nim nejlepsi zpusob Fizeni. Protoze pii ovladani nejsme schopni odstranit pfipadnou
nestabilitu systému, je tuto strukturu fizeni mozno pouzit pouze pro stabilni systém.

Tato tvaha plati ale pouze pii pfesném modelu a deterministickém systému. Pfi
stochastickém modelu je zpétnovazebni fizeni jedind moznd struktura fizeni.

¢ Kompenzace poruch
Chceme-li kompenzovat vliv neméfitelnych poruchovych veli¢in, pak je zpétnovazebni
fizeni jedind mozna struktura fizeni, kterd kompenzaci nemétitelnych poruch umozni.
Pii fizeni ovlddanim se fidici ¢len nedozvi o pusobeni poruchy. Teprve zpétnovazebni
struktura doda fidicimu ¢lenu informaci o ptusobeni poruchy. Z hlediska kompenzace
neméfitelnych poruch je tedy volba optimalni struktury fizeni jednoznacné.

e Citlivost a robustnost
Je ziejmé, ze model objektu neni nikdy iplné vérny. Proto je nutné zkoumat zmény
vlastnosti systému pii zméné jeho parametri nebo jeho struktury. Tyto problémy
fesi citlivostni analyza systému, kterd zkouma zmény vlastnosti systému pii in-
finitezimalné malych zménach jeho dynamickych vlastnosti. Robustnost naopak an-
alyzuje vlastnosti systému pii vétsich, ale omezenych zménach dynamickych vlast-
nosti systému. Je zfejmé, ze pii ovladéni se veskeré zmény vlastnosti systému plné
projevi na jeho vystupu. Pfi ovladdni nemame moznost zmény vlastnosti systému
kompenzovat. PT¥i zpétnovazebnim fizeni je mozno navrhnout fidici systém tak, aby
podstatnym zpusobem kompenzoval zménu vlastnosti fizeného systému. Pfitom plati
omezeni, ze kompenzaci nelze provést v celém kmitoctovém rozsahu. I zde plati zédsada
,,Iéco za néco“ - v urcité oblasti kmitoc¢tu jsme schopni citlivost na zménu vlastnosti
systému potlacit na tkor toho, ze v jiné oblasti kmitoc¢tu citlivost pti zpétnovazebnim
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fizeni zhorsime. Piesto z hlediska robustnosti a citlivosti je zpétnovazebni fizeni jedina
vhodna struktura fizeni.

Shrneme-li predchozi zavéry, pak pii jakychkoli nepfesnostech, Sumech méfeni nebo
zménach parametru systému a podobné je zpétnovazebni struktura fizeni jedind pouzitelnd
struktura fizeni.

w | n |U Y

Obrazek 1.4: Rizeni systému se dvéma stupni volnosti

Abychom vyuzili vyhod obou struktur #izeni, pouzivame strukturu fizeni se dvéma
stupni volnosti podle na obr. Regulator mé odlisnou zpétnovazebni a piimovazebni
¢ast. Pritom je tento reguldtor realizovan jako systém se dvéma vstupy a jednim vystupem.
Neni tedy realizovan jako dva samostatné bloky, jak by se na prvni pohled mohlo zdat z obr.
Kdyby se tento regulator zrealizoval chybné jako dva samostatné bloky, pak bychom
museli zarucit stabilitu primovazebni ¢asti reguldtoru, coz neni pii spravné realizaci nutné.
Struktura fizeni se dvéma stupni volnosti podle obr. je nejobecnéjsi strukturou fizeni.

Meze rizeni

Syntéza tizeni systému je slozity problém, na ktery neni mozno dat jednoznaény névod.

Ze zakladniho kurzu teorie systému vime, ze stavovou zpétnou vazbou (stavovym
reguldtorem) muzeme libovolné ménit dynamické vlastnosti dosazitelného systému. Jediné
omezeni je pri ndsobnych pdélech, kde indexy dosazitelnosti omezuji rozmér invariantnich
polynom.

Pokud neni stav systému méritelny, muzeme stavovou veli¢inu pozorovatelného systému
zrekonstruovat pozorovatelem stavu. Pro pozorovatelny systém muzeme stavovou in-
jekei zajistit libovolnou dynamiku pozorovatele. Také zde omezuji indexy pozorovatelnosti
rozméry invariantnich polynomiu pfi nasobnych poélech pozorovatele.

Spojenim stavového reguldtoru a pozorovatele ziskame zpétnovazebni systém, jehoz dy-
namické vlastnosti jsou sjednocenim vlastnosti stavového regulatoru a pozorovatele stavu.
Plati zde takzvany separacéni princip. Pouzitim rekonstruovaného stavu z pozorovatele
ale muzeme ztratit nékteré piiznivé vlastnosti stavového reguldtoru - zmensi se robustnost
pii zméné parametra.



1.2. ZPETNOVAZEBNI RIZENI 9

Pritom nékteré vlastnosti systému nemuzeme zménit zddnym zpusobem a nékdy stoji
nase pozadavky na fizeni pfimo proti sobé. Zadnou strukturou fizeni nelze zmensit relativni
fad systému a odstranit jeho nestabilni nuly.

Relativni rfad systému je urcen rozdilem stupnu polynomu jmenovatele a ¢itatele jeho
prenosu. U diskrétnich systému je relativni fad systému roven poétu kroku zpozdéni jeho
reakce na vstupni signdl. Zadnou strukturou fizeni nelze zmensit relativni fad systému.

Nestabilni nuly v pfenosu systému nelze zadnou strukturou fizenf odstranit bez ztraty
stability. Systém s nestabilnimi nulami nazyvime systémem s neminimalni fazi. Nesta-
bilni nuly systému musi ziistat v pfenosu fizeni. S nestabilnimi nulami systému se muzeme
pouze smifit, nic jiného ndm nezbyva. To je zajimavé omezeni moznost{ fizeni, nebot nesta-
biln{ systém muzeme pii velmi slabych omezenich stabilizovat zpétnovazebnim fizenim, ale
neminimélné fazovy systém nelze zddnym zptusobem zménit na systém s minimalni fazi.

1.2 Zpétnovazebni rizeni

V této sekci ukazeme nékteré vlastnosti zpétnovazebniho obvodu. Budeme se zabyvat reakci
regulacéniho obvodu na ruzné vstupni signaly a také budeme analyzovat toleranci regula¢niho
obvodu na neurcitosti v fizeném systému. Ukazeme, Ze syntéza regula¢niho obvodu je ¢asto
kompromisem mezi protichudnymi pozadavky na vlastnosti regula¢niho obvodu.

1.2.1 Prenosové a frekvencni vlastnosti

Uvazujme tedy zpétnovazebni regulac¢ni obvod podle obr. Vstupem regula¢niho ob-
vodu je kromé ridici veliciny W také porucha V pusobici na vystupu systému a Sum N
méfeni regulované veli¢iny. Pfenosova matice fizeného systému je rovna S a fidiciho systému
(reguldtoru) je rovna R.

Vv
w E U Y

O R S -

C

Obrazek 1.5: Standardni zpétnovazebni struktura

Pienosova matice rozpojeného regulaéniho obvodu je SR, nebo RS podle toho,
jestli regula¢ni obvod rozpojime na vystupu systému nebo na vstupu systému. Uvédomme
si, ze vlivem zaporné zpétné vazby je prenos mezi vstupem a vystupem v misté rozpojeni
ve skutecnosti roven —S R, nebo —RS.

Matice zpétné diference regulacniho obvodu je definovana jako relativni rozdil
signali na vstupu a vystupu rozpojeného regulaé¢niho obvodu. V nasem ptipadé je matice
zpétné diference rovna (I + SR), piipadné (I + R.S).
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Inverze matice zpétné diference je citlivostni operdtor S = (I + SR)~!. Je ziejmé, ze
bychom méli rozlisovat vystupni citlivostni operator (I+SR)~! a vstupni citlivostni
operitor (I + RS)™!. V literatuie se zavaddi také dopliikkovy citlivostni operator 7 =
SR(I +SR)™!. Ziejmé plati T = I — S.

Pokud je zpétnovazebni regula¢ni obvod stabilni, pak m& nésledujici vlastnosti, které
jsou urceny jeho prenosovymi maticemi mezi ruznymi veli¢inami regula¢niho obvodu a jeho
vlastnostmi pii zméné parametru systému.

e Prenosové vlastnosti. Obraz vystupu, regula¢ni odchylky a akéni veli¢iny pii pu-
sobeni Fizeni, poruchy a Sumu méreni jsou po fadé rovny

Y = SRI+SR) ' W-N)+{I+SR)'V, (1.1)
E=W-Y = (I+SR"'(W-V)+SR(I+SR)"'N,
U = RI+SR)'(W-V—N).

e Citlivost zpétnovazebniho obvodu pfi zméné dynamickych vlastnosti systému je
uré¢ena nasledujicim vztahem

Su=I+SR)'S,, (1.2)

kde 8, a 8, jsou po radé citlivostni matice zpétnovazebniho obvodu (closed loop) a
citlivostni matice nominédlné ekvivalentniho piimovazebniho obvodu (open loop), pii
zméné dynamickych vlastnosti systému S’ = § + AS.

Rovnice az ukazuji hlavni vyhody, které ma zpétnovazebni struktura fizeni.
Regulaéni odchylka E pfi pusobeni fizeni W a poruchy V' muze byt libovolné maléd za
predpokladu, ze je maly citlivostni operator S = (I + SR)_I, ktery je roven inverzi matice
zpétné diference.

Podobné z plyne, ze citlivost zpétnovazebniho obvodu se zlepsuje za stejnych
podminek jako v pfedchozim piipadé, pokud se pienosovd matice S’ piilis nelisi od
nomindlni pfenosové matice systému S.

Uvedené podminky jsou ziejmé pro jednorozmérovy zpétnovazebni regula¢ni obvod. Zde
pozadujeme, aby skaldrni komplexni funkce [1 + S(jw)R( jw)]fl méla malou amplitudu. To
znamend, ze zpétna diference [1 + S(jw)R(jw)], kterd je rovna jeji inverzi, musi mit velkou
amplitudu. Tuto velkou amplitudu pozadujeme pro takové frekvence, v nichz lezi frekvenéni
spektrum fidici veliciny W a poruchy V' a na nichz je také podstatnd zména prenosu systému
AS(jw).

Proto pro jednorozmérové systémy jsou pozadavky na dobré chovani zpétnovazebniho
obvodu vyjadreny ve frekvenc¢ni oblasti ndsledujici nerovnosti

flw) <1+ S(w)R(jw)|, Yw < wo, (1.3)

kde f(w) je kladnd, ,, dostatecné velkd* funkce a wy ohranic¢uje aktivni frekvenéni rozsah.

Tento pozadavek muzeme v mnoharozmérovém regulacnim obvodu vyjadiit podobné,
kdyz zvolime spektralni normu jako miru velikosti matice. Uéelnost spektralni normy matice
vysvétlime nésledujici ivahou. Pro skaldrni veli¢inu a a vektor x plati ||ax|| = |al||z||. To
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znamend, ze norma vektoru ax je rovna normé vektoru & nasobené absolutni hodnotou
zesileni a. Pro matice je ,, zesileni* smérové zavislé. Plati totiz

|Az[| € [o(A)|z] , 7(A)lz]],

kde o(A) je minimalni a (A) je maximdlni singuldrni ¢islo matice A. Singuldrni ¢isla
matice A jsou rovna

oi(A) = N(ATA)2,

kde \;(.) jsou vlastni ¢isla matice. Minimalni a maximéalni singuldrni ¢isla se také nazyvaji
zakladni zesileni (principal gains).

Potom pozadavek ekvivalentni pozadavku (1.3 pro jednorozmérové systémy je v mno-
harozmérovém piipadé

flw) < all + S(jw)R(jw)], Vw < wo, (1.4)

kde f(w) je opét kladnd, ,, dostatecné velkd“ funkce a wp ohranic¢uje aktivni frekvenéni
rozsah. Predchozi vztah je podminka kvality mnoharozmeérového zpétnovazebniho
regulacniho obvodu ve frekvencni oblasti. Tato podminka musi byt splnéna pro
frekvenc¢ni rozsah, v némz lezi frekvenc¢ni spektrum tidici veliciny W, poruchy V a v némz
nastava zména prenosu systému AS(jw).

Podminka na matici zpétné diference (I+SR) vyjadiuje obecné zndmy pozadavek:
Dobré vlastnosti zpétnovazebniho obvodu vyzaduji velké zesileni ve zpétnovazebni smycce,
neboli jak se také iikd hodné ,, utazenou smycku“. Samoziejmé pritom musime zachovat
stabilitu zpétnovazebniho obvodu, coz je ¢asto pozadavek, ktery je v pfimém protikladu k
pozadavku velkého zesileni ve zpétnovazebni smycce. Pozadavek velkého zesileni ve smycce
je jesté vice ziejmy z nerovnosti

o[S(jw)R(jw)] =1 < o[I + S(jw)R(jw)] < g[S(jw)R(jw)] + 1. (1.5)
Odtud plyne, ze velikost matice zpétné diference mizeme aproximovat zesilenim v rozpojené
smycce o[S(jw)R(jw)], pokud je toto zesileni podstatné vétsi nez jedna.

Pozadavek velkého zesileni ve zpétnovazebni smycce je také v protikladu k pozadavku re-
dukce sumu N, vznikajiciho pfi méfeni regulované veli¢iny. Velké o[S(jw)R(jw)]| na velkém
frekvenénim rozsahu zpusobi, ze Sum méfeni projde na vystup s nezménénou amplitudou.
To je ztejmé z nasledujiciho vztahu

Y = —S(jw)R(jw)(I + S(jw)R(jw)) 'N ~ —N, (1.6)

ktery plati, pokud minimalni singuldrni ¢islo rozpojeného regulaéniho obvodu je vétsi nez
jedna na frekvencich, ve kterych lezi frekvenéni spektrum Sumu méfeni. Sum méfeni omezuje
proto frekvenéni rozsah regula¢niho obvodu.

Stejnd potiz vznikne pii velkych zesilenich ve smycce s velikosti akéni velic¢iny U. To je
ziejmé z nasledujiciho vztahu

U = R(jw)I + S(jw)R(jw)) (W =V = N) =~ S~ '(jw)(W =V — N), (1.7)

kde pro jednoduchost predpokladame, ze pfenosova matice S je ¢tvercova a invertovatelna.
7 predchoziho vztahu plyne, Ze vliv fizeni, poruchy i Sumu méfeni na akéni velicinu U se
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zesiluje, pokud jejich frekvencéni rozsah podstatné presahne frekvenéni rozsah systému, to
je takovy obor frekvenci w, pro které 7[S(jw)] < 1, nebot potom

1
g[S (jw)]

Se v8emi témito protikladnymi pozadavky se vyrovnd syntéza linedrnich systému podle
kvadratickych kritérif kvality fizeni (LQG syntéza), nebot v kvadratickém kritériu muzeme
vyjadrit své pozadavky na kvalitu fizeni, kompenzaci poruch i Sumu méfeni a omezenou
amplitudu vstupni veli¢iny systému.

Dalsi podstatné omezeni na zesileni ve smyc¢ce vyplyne z pozadavku na toleranci reg-
ulaéntho obvodu na neurc¢itost v pfenosu systému. Tomuto problému budeme vénovat
nasledujici sekci.

1.2.2 Zpétnovazebni rizeni pri neurcitosti v popisu systému

Nejprve je tieba popsat neurcitosti v fizeném systému. Jisté plati, ze systém nikdy
nepopisuje uplné vérné vlastnosti redlného objektu. Proto je ucelné nomindlni model,
reprezentovany napiiklad pfenosovou matici systému, doplnit néjakym modelem neurcitosti.

Strukturované a nestrukturované neurcitosti

Pokud uréime rozsah neurcitosti v parametrech systému, pak mluvime o strukturovanych
neurcitostech. Pii strukturovanych neurcitostech je struktura systému pevnd a neurcitosti
jsou pouze v parametrech systému. Strukturované neurcitosti vzniknou pii nepiesné znalosti
fyzikalnich parametru redlného objektu.

Nestrukturované neurcitosti jsou neurcitosti v celé prenosové matici systému, pii-
¢emz je blize nestrukturujeme. Z ruznych typu nestrukturovanych neurcitosti si zde uvedeme
aditivni a multiplikativni nestrukturované neurcitosti.

e Aditivni nestrukturovana neurcitost je vyjadiena ve tvaru
S'(jw) = S(jw) + AS,(jw), (1.9)

kde S(jw) je nomindlni pfenosovd matice systému a S’(jw) je perturbovand mat-
ice systému. Aditivni neurcitost AS,(jw) v prenosové matici S(jw) je amplitudove
omezena

0[ASa(jw)] < fa(w) (1.10)

pro vsechny nezdporné frekvence w a kde f,(w) je nezdporna funkce, frekvenéné
zavisld, kterd urcéuje okoli nomindlniho modelu S(jw). Tato nestrukturovana ne-
uréitost muze vzniknout riznym zpusobem, napiiklad zménou parametru systému,
zanedbanou dynamikou, nelinearitami v systému, aproximaci systému s rozlozenymi
parametry, systémem se soustiedénymi parametry a fadou dalSich nespecifikovanych
jevu.
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e Multiplikativni nestrukturovana neurcitost je vyjadiena ve tvaru
S/ (jw) = [I + AS,(ju))S(jw). (1.11)
kde multiplikativni neurc¢itost AS,,(jw) v pFenosové matici S(jw) je omezena
[ASH(jw)] < fm(w) (1.12)

pro vsechny nezaporné frekvence w a kde f,,(w) je nezdporna funkce, kterd urcuje
relativni okoli nominédlniho modelu S(jw). Tato neurcitost vznikd ze stejnych piicin
jako aditivni neurcitost.

Existuji i jiné modely nestrukturovanych neurcitosti, dale vsak budeme pouzivat pouze
multiplikativni nestrukturovanou neuréitost (|1.11)). Ziskdni modelu neuréitosti podle ((1.11)
a (1.12)) muze byt slozity problém, zvldsté v mnoharozmérovém piipadé. Je ziejmé, ze
kazdou strukturovanou neurcitost muzeme vyjadiit také jako nestrukturovanou neurcitost,
ale obracené to nelze provést.

Poznamka: Nestrukturovanou multiplikativni neurc¢itost muzeme v jednorozmeérovém
pripadé vyjadrit ve tvaru

S'(jw)
S(jw)

—1=AS,,(jw).

V tomto pfipadé muzeme frekvenéni prenos Sy, (jw) povazovat za pevnou vahovou funkei
popisujici meze neurcitosti. Proménnd stabilni pfenosovd funkce |A] < 1 je v podstaté
méiitkovy faktor velikosti zmén a reprezentuje také zménu faze. V jednorozmérovém piipadé
je tedy neurcitost omezena |S,,(jw)| = fm(w) >0, |A] < 1. O

Piiklad: Nomindlni pfenos systému je roven S(s) = ————. Pritom zanedbavime

(1+5)°

dopravni zpozdéni, které lezi v intervalu 0 < T, < 0.1. Naleznéte vahovou funkci Sy, (jw),
ktera umozni uvedenou neuréitost popsat jako multiplikativni neurcéitost. Ukazte, Ze pro ni
plati

/T — 1| =[S, (jw)];  0< Ty <0.1.

0.21s

T 01s+1
proménnym zesilenim K v rozsahu 5 < K < 10. a

Ovéite, ze vyhovujici véhovéa funkce je Sy, (jw) . Uvazujte stejnou soustavu s

Dale budeme predpokladat, Ze systém S’ zlistane ryzi a m4 stejny pocet nestabilnich pélia
jako nominalni model S. Pritom jejich poloha nemusi byt totoznd. Model zname obvykle
dosti presné na nizkych frekvencich, na vysokych frekvencich nage nejistota o pfesnosti
modelu roste. Proto nezdpornd funkce f,,,(w) je na malych frekvencich podstatné mensi nez
1 a pro velké frekvence muze byt i vétsi nez jedna.

Nyni budeme analyzovat vliv multiplikativni neurcitosti na vlastnosti zpétnovazebniho
obvodu.

Zpétnovazebni fizeni a neurcitost

P1i navrhu fidictho systému R pfi nestrukturované neurcitosti v fizeném systému S je tfeba
splnit t¥i pfirozené pozadavky:
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e Ridici systém R musi zajistit stabilitu nominalniho zpétnovazebniho regulaéniho ob-
vodu. Potom je stabilnf pfenosova matice SR[I + SR] ™"

e Zpétnovazebni systém musi byt také stabilni pfi vSsech moznych nestrukturovanych
zméndch Fizeného systému. To znamens, ze prenosové matice S'R[I + S'R]™" musi
byt stabiln{ pti vSech moznych S’ podle (1.11)).

e kvalita Fizeni musi byt zarucena pro vSechny mozné S’ podle (1.11]) a (1.12)).

Tyto pozadavky budeme nyni formulovat ve frekvenéni oblasti. Uvidime, Zze povedou na
omezeni nominalni pfenosové matice SR rozpojeného regulacniho obvodu.

Nyquistovo kritérium stability

Frekvenéni podminky stability mnoharozmérového zpétnovazebniho regulacniho obvodu
jsou uréeny mnoharozmeérovou formou Nyquistova kritéria stability.

Podle Nyquistova kritéria stability pro jednorozmérové systémy je zpétnova-
zebni regulaéni obvod stabilni, pokud Nyquistova kiivka obihd bod (—1,j0) v zdporném
sméru tolikrat, kolik mé rozpojeny regulacni obvod nestabilnich pdlu. Pfipominame, ze
Nyquistova kiivka je zobrazeni S(s)R(s), kde komplexni proménna s obihd hranici nesta-
bilni oblasti v zdporném smyslu (to je ve sméru pohybu hodinovych rucek). Pro spojité
systémy lezi komplexni proménnd s na tak zvané D-kfivce. Nyquistova kiivka je v podstaté
urcena frekvenéni charakteristikou rozpojeného regula¢niho obvodu. Pfitom je tfeba zarucit,
aby na hranici oblasti nelezel zadny pdl a samotnd frekvencni charakteristika rozpojeného
regulacniho obvodu nesmi prochazet kritickym bodem (—1, 50).

Nyquistovo kritérium stability pro mnoharozmérové systémy je formulovano
podobnym zpusobem. Mnoharozmérovy zpétnovazebni regulacni obvod je stabilni prave
tehdy, kdyz Nyquistova kiivka det(I 4+ S(s)R(s)) neprochézi poc¢dtkem souradnic a obihd
pocatek souradnic v zdporném sméru tolikrat, kolik ma rozpojeny mmnoharozmérovy reg-
ula¢ni obvod nestabilnich péli.

Odvozeni Nyquistova kritéria stability pro mnoharozmérové systémy opét vychdazi z
véty o argumentu. V jednorozmérovém piipadé jsme vysSetfovali Nyquistovu kiivku vyrazu
1+ S(s)R(s), nebo pouze vyrazu S(s)R(s), pii po¢atku posunutém do bodu (—1, j0), coz je
totéz. V citateli vyrazu 1+ .5(s)R(s) je charakteristicky polynom zpétnovazebniho obvodu a
v jeho jmenovateli je samoziejmeé charakteristicky polynom rozpojeného regula¢niho obvodu.

V mnoharozmeérovém piipadeé je situace obdobnd. V ¢itateli vyrazu det(I+.S(s)R(s)) je
charakteristicky polynom uzavieného mnoharozmérového regula¢niho obvodu a v jeho jmen-
ovateli je charakteristicky polynom rozpojeného mnoharozmeérového regula¢niho obvodu.
Dalsi postup je stejny jako v jednorozmérovém piipadé. V mnoharozmérovém Nyquistovu
kritériu pouze nelze posouvat pocéatek souradnic do bodu (—1, j0).

Podminky zachovani stability p#i neurcitosti

Podminky pro robustni stabilitu odvodime nejprve pro jednorozmérovy regula¢ni obvod.
Pro jednoduchost budeme nejprve predpoklddat, Ze nominalni rozpojeny regula¢ni obvod
je stabilni. Potom nomindlni uzavieny regulacni obvod je také stabilni, kdyz Nyquistova
kiivka S(jw)R(jw) neobkli¢uje bod (-1, 50).
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Nyquistova kiivka pienosu S’(jw)R(jw) pii respektovani neurcitosti neobklicuje také
bod (—1,50), kdyz vzdélenost |S(jw)R(jw) — S'(jw)R(jw)| mezi body frekvenéni charak-
teristiky S(jw)R(jw) a S'(jw)R(jw) je mensi nez vzdélenost |S(jw)R(jw) + 1| bodu
S(jw)R(jw) od bodu (—1,30). Potom se neméni pocet obéhu Nyquistovy kiivky pii re-
spektovani neurcitosti a regulaéni obvod zustane stabilni i pfi neurcitosti. Pak tedy

5" (jw)R(jw) = S(jw)R(jw)| < [S(jw)R(jw) +1],  Vw,

neboli
S'(jw)R(jw) — S(j S(JW)R(J'W)
| suzu)R(gw | ‘ SGoRGe) +1| =0 T
Po dosazen{ za S'(jw) = (1 + AS,,(jw))S(jw) dostaneme
\Asm(jw).‘sgfj)“ggfjﬁ <1 e
neboli
‘ S(jw)R(jw) ‘ 1 _ 1 e
S(jw)R(jw) + 1 ASpy(jw) fm(w)’ .

Neni-li nomindlni regulaéni obvod stabilni, pak predchozi podminky plati i v tomto piipadeé,
pokud ovSem neurcitost neméni pocet nestabilnich pdla. Pii respektovani neurcitosti se
piredchozi postacujici podminky staly podminkami nutnymi a postac¢ujicimi, protoze jejich
nesplnénim lze nalézt prenos S’(jw), ktery destabilizuje regulaéni obvod.

Zavedenim doplinkového citlivostniho operdatoru 7 muzeme podminku robustni stability
v jednorozmérovém piipadé vyjadrit ve tvaru

@) 1T <1, Voo

Abychom zajistili stabilitu mnoharozmérového zpétnovazebniho regulacniho obvodu i pii
nestrukturovanych zméndch prenosové matice systému, je nutno zarucit, aby pocet obéhu
Nyquistovy ktivky vyrazu det(I + S’(s)R(s)) byl stejny jako pocet obéhu vyrazu det(I +
S(s)R(s)), pro vSechny S'(s) omezené podle (1.12). Piipomindme, ze dle predpokladu je
pocet nestabilnich pélu S'(s) vzdy stejny jako pocet nestabilnich péli nomindlniho systému
S(s). Piedchozi podminka bude splnéna pravé tehdy, kdyz det(I + S’(s)R(s)) zustane
nenulovy, kdyZ se pfenosovd matice S(s) spojité ménf na S’(s). To vede na podminku

0< oI+ [I+eAS,(s)S(s)R(s)|

pro vSechny 0 < e < 1, s lezici na hranici oblasti stability a AS,,(s) takové, ze splauje
(1.12]). Po tupravé predchoziho vyrazu dostaneme nakonec podminku

1

o{s T+ i 5] < 7

(1.13)

pro 0 < w < oo.

Tim je omezen frekvenéni pribéh maximaéalniho singuldarniho ¢éisla prenosové matice
fizeni. Pokud je neurcitost velkd (fy,(w) > 1), dostaneme z ([1.13) omezeni na amplitudu
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frekvencniho pfenosu rozpojeného obvodu

1S (jw)R(jw)] < fnf(w) (1.14)

pro takové frekvence w, pro které f,,(w) > 1.

Predchozi podminka je vlastné zobecnéni pozadavku pro jednorozmérové systémy: ze-
sileni ve smycce musi byt malé, kdykoliv nestrukturovana neurcitost je velka. Piedchozi
podminka také plyne z takzvané véty o malém zesileni (Small gain theorem):

Aby zpétnovazebni regulaéni obvod byl stabilni, staci, aby byla splnéna nerovnost
|IS(jw)R(jw)| < 1 pro 0<w < .

Pritom se v této postacujici podmince predpoklada, ze systém i reguldtor jsou sta-
bilni. Obdobné pro mnoharozmérové systémy je postacujici podminka stability mno-
harozmeérového regula¢niho obvodu

alS(jw)le[R(jw)] <1 (1.15)

pro 0 < w < oo a stabilni systém i regulator.

Ptfedchozi podminky jsou zfejmé z Nyquistova kritéria stability. Pokud je zesileni ve
smy¢ce mensi nez jedna, nemuze Nyquistova kiivka obklicit bod (—1, j0), a pokud je rozpo-
jeny regula¢ni obvod stabilni, bude stabilni i uzavieny regulaéni obvod.

Podminka stability , resp. (1.14) pifi nestrukturované neurcitosti je nutni a
postacujici. Neni tedy zbyteéné konzervativni, jak by se mohlo na prvni pohled zdat. Pokud
ji nesplnime, Ize nalézt pripustnou prenosovou matici systému, kterd destabilizuje uzavieny
regulaéni obvod.

Podminky na kvalitu fizeni pfi neurcitosti

Opét budeme nejprve diskutovat uvedené podminky pro jednorozmérovy regulac¢ni obvod.
Pro jeho stabilitu byl dulezity bod (—1,70) a pocet jeho obkliceni Nyquistovou kiivkou
rozpojeného regula¢niho obvodu. Bod (—1,j0) mé velky vyznam i pro kvalitu regula¢niho
obvodu. Pozadavky na dobré frekvenéni vlastnosti byly vyjadfeny vztahem f(w) < |1 +
S(jw)R(jw)| pro f(w) dostatecné velkou kladnou funkci na aktivnim rozsahu kmitocta
w < wgy - viz . To znamend, ze frekvenéni charakteristika rozpojeného regulaéniho
obvodu v aktivnim pdsmu kmito¢tu w < wg lezi mimo kruh se stfedem v bodé (—1,50) a
polomérem f(w). Pozadavek na kvalitu nominédlniho systému muzeme vyjadrit podle (1.3))
ve tvaru f(w) |S| <1, w <wy, kde S je citlivostni operator.

Tyto vlastnosti musime zachovat i pfi neurcitosti. Pfipomenme si, ze podminky robustni
stability jsou f,(jw) |7] < 1 na celém rozsahu kmitoctu, kde 7 je doplikovy citlivostni
operator. Pri multiplikativni neurcitosti se citlivostni operdtor S zméni na S’, kde

. 1 B S
T 1+ (14 ASu(w)SGw)RGw) T+ ASu(jw) T

Je mozno ukéazat, ze v jednorozmérovém pfipadé jsou nutné a postacujici podminky kvality
fizeni pfi neurcitosti

fGw) 18|+ fm(jw) [T] < 1.
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Frekvenéni podminky na kvalitu fizeni v mnoharozmérovém piipadé byly uvedeny v
(1.4). V nasem piipadé pii neurcitosti budou tyto podminky vyjadieny ve tvaru

fw) <all + (I + ASn(jw))S(jw)R(jw)], Yw < wo, (1.16)

kde AS,,(jw) je multiplikativn{ neurcitost omezend (1.12), f(w) je kladnd funkce ,,
dostatecné velkd“ (velikost této funkce v podstaté zajistuje kvalitu Fizeni) a wy ohranicuje
aktivni frekvenc¢ni rozsah.

ijravou piredchoziho vyrazu dostaneme postacujici podminku pro zajisténi kvality reg-
ulace pfi neurcitosti ve tvaru

f(w) : .
———— < g[S(jw)R(jw)]. 1.17
= @) [S(jw)R(jw)] (1.17)
Pfedchozi nerovnost musi byt splnéna pro takové w, pro které je f,,(w) < 1 a nejmensi
singulérn{ ¢islo o[S(jw)R(jw)] > 1.
Predchozi vztah je opét zobecnéni znamého pravidla pro jednorozmeérové systémy: pokud
existuji néjaké nestrukturované neurcitosti, pak nomindlni zesileni ve smycce musi byt
dostatecneé velké, aby zpétnovazebni obvod byl schopen neurcitosti kompenzovat.

Podminky stability a kvality fizeni pro mnoharozmérové systémy jsou obdobné jako pro
jednorozmeérové systémy s tim, ze misto klasickych amplitudovych frekvencénich charakter-
istik pouzivame frekvenéni prubéhy singuldrnich éisel. Singuldrni éisla nahrazuji v mno-
harozmérovém ptipadé absolutni hodnoty. Vzhledem k tomu, ze plati

|Az]| € [a(A)z|| , 7(A)||z],

musime volit minimdalni singuldrni ¢islo, pokud je nerovnost typu ¢ > (...), a naopak
maximalni singuldrni ¢islo v pfipadé nerovnosti typu @ < (...).

Podminky robustni stability jsou obvykle zaru¢eny na vyssich frekvencich, kde je sin-
gulérni ¢islo rozpojeného obvodu 7S (jw) R(jw)| dostateéné malé. Naopak kvalita je zaruce-
na obvykle na nizkych frekvencich, kde singuldrni ¢islo o[S(jw)R(jw)] rozpojeného obvodu
je dostatecné velké. Kolem mezni frekvence w. (crossover frequency), kde c[SR] ~ 1 a
také 7[SR] ~ 1, je kvalita i robustni{ stabilita Spatnd. Kolem této mezni frekvence je tfeba
vysetfovat sklon prubéhu o[S(jw)R(jw)] a také 7[S(jw)R(jw)], coz odpovida vysSetFeni
fazovych charakteristik v jednorozmeérovém piipadé.

Protoze se v dalSich kapitolach skripta budeme prevazné zabyvat problematikou dis-
krétnitho fizeni, vénujeme néasledujici dvé sekce diskretizaci spojitého systému a analyze
diskrétniho regula¢niho obvodu.

1.3 Diskretizace spojitého systému

Pti diskrétnim tizeni spojitého systému obvykle zafazujeme na jeho vstup ¢islico-analogovy
prevodnik a na jeho vystup pfevodnik analogo-¢islicovy. Tyto pievodniky tvori interface
mezi spojitym procesem a diskrétnim fidicim clenem realizovaném nejcastéji cislicovym
pocitacem. Spojity systém spolu s prevodniky je na obr.

Piipojenim pfevodniku na vstup a vystup spojitého systému jsme vytvofili diskrétni
systém - provedli jsme diskretizaci spojitého systému. Uvedeme proto souvislost vniti-
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|r ______ Spojity systém |
u(k) u(t) y(t) (k)

| D/A S(s) A/D |

| |

:_ Diskrétni systém S(z) :

Obréazek 1.6: Spojity systém spolu se vstupnim i vystupnim pfrevodnikem

nich a vngjsich popisu puvodniho spojitého systému a diskrétniho systému vzniklého jeho
diskretizaci.

1.3.1 Diskretizace vnitinich popist

Linearni spojity systém je popsdn stavovou rovnici

z(t) = A.x(t)+ B.ou(t) (1.18)
y(t) = C.x(t)+ Dou(t),

t
w(t) = eAe(t = to)m(to) + eAet G_ACTBC’U,(T)dT,
to

Act je stavova matice prechodu spojitého

kde x(tg) je pocatecni stav systému v case to a e
systému.

Pfevodnik analogo-¢islicovy (A /D prevodnik) vybird periodicky vzorky vystupni veli¢iny
y(t) spojitého systému. Proto se analogo-¢islicovy prevodnik také nazyva vzorkovaci élen
nebo vzorkovaé. Na vystupu tohoto pfevodniku je tedy posloupnost y(k) a plati

y(k) = y(t)|

kde Ty je perioda vzorkovani prevodniku.

t:kTs ’

Na vstupu prevodniku D/A je diskrétni posloupnost u(k) a na jeho vystupu je analogovy
signal wu(t), ktery vstupuje do spojitého systému. Pfevodnik D/A provadi ,, tvarovani
vstupni posloupnosti a proto se nazyva také tvarovac€ nebo tvarovaci ¢len.

Pfevodnik D/A, na jehoz vystupu je po ¢éstech konstantni signdl, se nazyva také
tvarovac¢ nultého fadu. Jeho vystup je tedy

u(t) =u(k) pro kTs <t < (k+1)Ts.

Predpoklddejme nejprve, ze oba prevodniky pracuji se stejnou periodou vzorkovani a syn-
chronné a vstupni prevodnik je tvarova¢ nultého fadu.
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Reseni stavové rovnice (|1.18]) v ¢ase t = kT je rovno

(k1) T,

(k+1)Ts) = eATsqpkTy) + eAls e~ AT 4r Bou(kTy)

kT
y(kTs) = C.x(kTs) + D.u(kTs).

Nahradime-li nyni ¢as t = kT, diskrétnim ¢asem k, maji predchozi stavové rovnice tvar

x(k+1) = eAcTS:c(k:) + /OTS eAchTBCu(k) (1.19)
y(k) = C.x(k)+ D.u(k)

To je vnitini popis (stavové rovnice) diskrétniho systému, ktery vznikl diskretizaci spojitého
systému. Spojity systém uréeny maticemi (A., B., C., D.) jsme pomoci vstupniho a
vystupniho pfevodniku pfevedli na ekvivalentni diskrétni systém urc¢eny maticemi (A, B,
C, D), kde

Ts
A=Al B / AT B, (1.20)
0

Matice A ekvivalentniho diskrétniho systému je rovna stavové matici prechodu spojitého
systému pro t = T,. Muzeme ji poc¢itat numericky ¢i analyticky podle vztahu

A?T? AIT?
_ -1 _ -1 - c_s L. TS L,
A= {(sI- A }t:TS =T+ AT+ =5 b =5 (1.21)
Podobné matici B muzeme pocitat podle vztahu
1 AT? AT
B=L,{(sI-A.)'B } = | IT. S5 b4 S B (122
{or-ame) ( o it e ) Be 0

Nemédme-li velké naroky na presnost vypoctu matic A a B, muzeme v piedchozich rozvojich
uvazovat pouze ¢leny prvniho fadu. Pak priblizné plati

A = T+ AT, B = B/T,.

Ptedchozi piiblizné vztahy dostaneme také ndhradou derivace prvni dopfednou diferenci
ve stavovych rovnicich spojitého systému. Predchozi priblizné vztahy lze pouzit pfi malych
periodach vzorkovani ve srovnani s dynamickymi vlastnostmi systému.

1.3.2 Diskretizace vnéjsich popist

Uvazujme opét spojity systém s prevodniky na vstupu i vystupu podle obr. Vnéjsi
popis spojitého systému je uréen jeho prenosem S(s) ( pfi jedné vstupni i vystupni veli¢ing).
Diskrétni systém vznikly spojenim prevodniku a spojitého systému podle obr. bude mit
vnéjsi popis opét urcéeny jeho prenosem S(z), ktery souvisi s pifenosem spojitého systému
S(s) a zavisi téz na vlastnostech prevodniku.

Nejprve se budeme zabyvat vnéjsim popisem diskretizovaného systému pii tvarovacim
¢lenu nultého radu.

Obecné plati, ze impulsni posloupnost g(k) = Z71{G(z)} diskrétniho systému s preno-
sem G(z) je rovna odezvé diskrétniho systému na posloupnost u(k) = 0(k), (¢ili u(k) = 0 pro
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v8echna k # 0 a u(0) = 1). Podle obr. muzeme odezvu diskrétniho systému, vzniklého
diskretizaci spojitého systému, snadno urcit nasledujicim postupem.

Je-li u(k) = d(k), pak na vystupu éislico-analogového prevodniku (tvarovactho ¢lenu
nultého adu) je jednotkovy puls o délce trvani rovné periodé vzorkovéni, ¢ili u(t) = 1(t) —
1(t — Ts). Odezva spojitého systému na jednotkovy skok je prechodovéd funkce, kterd je
rovna [ g(7)dr, kde g(t) je impulsni funkce spojitého systému.

Vystup y(t) spojitého systému, je-li vstupem wu(t) = 1(t) — 1(t — Ty), je tedy roven

t

y(t) = /Otg(T)dT — /Otg(T —Ts)dr = / g(7)dr.

t—Ts

Vystupem analogo-¢islicového prevodniku bude potom posloupnost
ga(k) = y(t) pro t= kT,

vznikla vzorkovanim vystupu ze spojitého systému. Odtud plyne, ze impulsni posloupnost
diskretizovaného systému je rovna

KT
gik) = [ g(ryar. (1.23)
(k—1)Ts

Jednotlivé ¢leny impulsni posloupnosti g4(k) diskretizaci vzniklého diskrétniho systému
ziskdme podle pfedchoziho vztahu integraci impulsni posloupnosti g(t) spojitého systému
pres celou predchozi periodu vzorkovani. Z obraz impulsni posloupnosti gg4(k) je roven
diskrétnimu pfenosu S(z).

Nyni se budeme zabyvat vnéjsim popisem diskrétniho systému vzniklého diskretizaci
spojitého systému pfi libovolném tvarovacim ¢lenu na vstupu spojitého systému.

Nejprve vyjadifme vstupni posloupnost u(k) ve tvaru

o0

wr(t) =Y ulk)s(t — kTy), (1.24)
—0o0
kde 0(t — kTs) je Diracuv impuls v ¢ase t = kTs. Signdl u*(t) je vystupem im-
pulsniho modulatoru, ktery posloupnosti (k) moduluje posloupnost Diracovych impulsu
a vytvari tak analogovy signal u*(t) podle predchoziho vztahu. Tento impulsni moduldtor
ve skuteCnosti neexistuje, umoznuje nam ale provést dalsi ivahy.
Vlastni tvarovaci ¢len tvaruje vystupni signdl z impulsniho modulatoru. Protoze vstupni
i vystupni signal z vlastniho tvarovaciho ¢lenu je analogovy signdl, je tvarovaci ¢len spojity
systém, a pokud je linedrni, pak jeho pfenos ozna¢ime H (s). Tvarovaci ¢len nultého fadu mé
1
impulsni funkci ho(t) = 1(t) — 1(t — T}), a proto jeho pienos je roven Hy(s) = —(1 — e~T3).
S
Vystupni signdl ze spojitého systému je roven konvoluci impulsni funkce g(¢) spojitého
systému, impulsni funkce h(t) tvarovace a vstupniho signilu «*(¢) z impulsniho moduldtoru

y(#) = g(t) * h(t) = u*(t) :/OOOU*(T) /Ooo h()g(t — 7 — v)dudr. (1.25)
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Po dosazeni za u*(t) z (1.24]) dostaneme
o 0
TOEDY u(kz)/ h()g(t — KTs — v)dv.
= 0
Z vystupniho signdlu y(t) spojitého systému vytvaii analogo-cislicovy ptrevodnik posloup-

nost y(k), pro kterou plati y(k) = y(t), pro t = kTs. Podle pfedchoziho vztahu tedy pro
vystupni posloupnost y(i) plati

y(i) =3 u(k) / h(v)g(iTy — kT, — v)dv. (1.26)
oo 0
Z-obraz této posloupnosti je
Y(z) =) y(i)z""
i=0

V() =33 ulk) /O " h)g((i — B)Ty — v)dvz.

Po zméné sumaéni proménné i — k = j dostaneme
00 oo 0o )
Y(z)=> u(k)zF / h(v)g(jTs — v)dvz"". (1.27)
k=0 j=070
Ptedchozi vztah tesi nds problém souvislosti vnéjsich popisi spojitého systému a jeho
diskretizaci vzniklého systému diskrétniho. Oznacéime U(z) = 322, u(k)z~* obraz vstupni
diskrétni posloupnosti. Déle ozna¢ime g.(t) impulsni funkci celé spojité ¢asti, pak

0:t) = [ g(t = hir)dr = LTS H(s)). (1.28)
7 plyne
Y(z) = Z{S(s)H(s)}U(2), (1.29)

kde vyraz Z{S(s)H(s)} chapeme tak, zZe provedeme nejprve sou¢in prenosu spojitého sys-
tému a tvarovace S(s)H (s), provedeme zpétnou transformaci tohoto sou¢inu a podle
dostaneme impulsni funkci g.(¢) celé spojité ¢asti. Nyni za spojity ¢as ¢ dosadime kTs a
z impulsni funkce g.(t) spojité ¢dsti dostaneme posloupnost gqs(k) = g.(t) pro t = kTs.
Kone¢né Z-obraz posloupnosti g4(k) je hledany vyraz Z{S(s)H(s)}.

Pienos diskrétniho systému S(z) vzniklého diskretizaci spojitého systému podle obr.
je tedy roven

S(z) = Z{S(s)H(s)}. (1.30)
Piedchozi vztah plati pro libovolny tvarovaci ¢len (libovolny D/A prevodnik) popsany
prenosem H(s) . Pro tvarovaci ¢len nultého fadu plati

1 —5T, -1 1
S(z) = Z{S(s)Ho(s)} = Z g(l —e 7T)S(s)p =1 =212 85(s)- ¢, (1.31)

S
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nebot dopravni zpozdéni o celou periodu vzorkovéani se diskretizaci zmén{ na zpozdéni o
jeden krok, ¢ili Z e—sTs G(s)} = 271G(z). Pfenos diskrétniho systému miizeme také urcit
z jeho vnitiniho popisu. Plati

S(z)=C(z2I - A)"'B + D.

Pokud nemédme velké naroky na pfesnost diskrétniho popisu, muzeme pouzit piiblizné
metody prevodu spojitého popisu na diskrétni. Tyto metody vychazeji z pfibliznych metod
integrace diferencidlnich rovnic spojitého systému.

Pouzijeme-li nejjednodussi obdélnikovou metodu integrace, pak

S(z)=5(s) 1 .
§= i(z -1)

Diskrétni prenos S(z) ziskdme tedy podle piedchoziho vyrazu tak, ze do prenosu spojitého

systému dosadime za komplexn{ proménnou s vyraz = (z — 1).
S

Pouzijeme-li lichobéznikovou metodu piiblizné integrace, dostaneme nasledujici vztah
pro pievod spojitého systému na systém diskrétni

S =56  2:-1.

ST T at1
nazyvany téz bilinearni transformace. Bilinedrni transformace transformuje mez sta-
bility spojitych systému, kterou je imagindrni osa, na mez stability diskrétnich systému,
kterou je jednotkova kruznice. Bilinearni transformace se pouzivd pii vySetfovani stabil-
ity diskrétnich systému spojitymi kritérii a také pii urcovani frekvencénich charakteristik
diskrétnich systému.

1.3.3 Nesynchronni vzorkovani vstupu a vystupu

Pii diskrétnim fizen{ spojitého systému ¢asto nepracuji prevodniky D/A a A/D synchronné.
Budeme predpoklddat, ze vystupni prevodnik A /D provadi vzorkovéani vystupniho signdlu o
cas €T, pozdéji, kde 0 < e < 1. Prevodnik A /D vzorkuje tedy vystup systému y(¢) v ¢asech
(k + ¢)Ts, kde € € [0,1) je relativni posunuti vzorkovani vystupu vzhledem k vzorkovéani
vstupniho signdlu - viz obr. [L.7]

Nesynchronni vzorkovani - souvislost vnitinich popisa

Vzorkovani stavu nebudeme posouvat, a proto matice A a B budou stejné jako pfi syn-
chronnim vzorkovani. Vystup systému je vsak vzorkovan v ¢ase t = (k + €)Ts, a proto

y((k+e)Ts) = Cex(k+e)Ts + Dou((k +¢)Ts) = Cex(k + ¢)Ts + D.u(k).

Posledni uprava plyne z toho, ze béhem periody vzorkovani je vstupni signal u(t) konstantni.
Stav ((k + ¢)Ts) je roven

eTs
z((k+e)Ts) = eAcngw(k:Ts) + / €AchTBcU(k‘).
0
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A - "

_____________ Tyl (k)

z _ z(t)
U | -
___________________________ P S —— ‘u(k)
o 1)
| (k+e)T;
(k—1)T, (k—1+&)T, kT, 1o T

Obrézek 1.7: Nesynchronni vzorkovani vstupu a vystupu

Po dosazeni je vystup y((k + ¢)T;) roven

eTs
y((k +o)Ty) = Coe AT g (kT,) + (cc / eATirB, + DC> u(k).
0

Spojity ¢as t nahradime diskrétnim ¢asem k a vystupni posloupnost y(k) je podle predcho-
ziho vztahu rovna

eTs
y(k) = CoeATsCq (k) + (cc / AT drB, + Dc> u(k). (1.32)
0

Ptedchozi vztah je vystupni rovnice ekvivalentniho diskrétniho systému pii nesynchronnim
vzorkovani. Matice A., B., C., D, ekvivalentniho diskrétniho systému pfi nesynchronnim
vzorkovan{ dle obr. [1.7] jsou tedy

A, = A=eATs (1.33)
Ts
. — B-= / AT i B,
0

®
|

B
c. = ccATE
D

eTs
. = D+C/ ATirB,.
0

Nesynchronni vzorkovani - souvislost vnéjsich popisa

Pro vnéjsi popisy budeme opét predpokladat, ze systém ma& jedinou vstupni i vystupni
veli¢inu. Vystup y(t) vzorkujeme v ¢ase t = (k + ¢)Ts. Proto plati

y(t) = y((k +e)Ts) = y(k,e,Ts).
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Tim jsme ziskali posloupnost y(k, €, Ts), kterd ma relativni posunuti € a periodu vzorkovani
T jako parametr. Z transformaci této posloupnosti provedeme podle vztahu

Z{y(k,e,Ty)} = i (k,e,T}) (1.34)

Obraz, ktery jsme oznacili Y(z,¢), je zavisly na parametru e. Predchozi vztah definuje tak
zvanou modifikovanou Z transformaci. Piedchozi vztah muzeme schematicky zapsat ve
tvaru

Y(z,e) = Z2{y(t)}, nebotaké Y(z,e)= ZA{Y(s)}, (1.35)
kde Y(s) = L{y(t)}.

Obdobnym postupem jako v pfedchozim odstavci odvodime diskrétni prenos spojitého
systému pii nesynchronnim vzorkovani vstupnich a vystupnich prevodniku. Plati

S(z,8) = Z{5(s)H(s)},

kde S(s) je prenos spojitého systému a H (s) je pienos tvarovaciho ¢lenu. Pro tvarovaci ¢len
nultého fadu, to je H = Hy, plati pro pfevod vztah

S(ze) = (1— z_l)ZE{S(s)l}. (1.36)

s
Pfenos S(z,e) muzeme ziskat také z vnitiniho popisu systému (A., B., C., D.). Plati
S(z,6) = Ce(2I — A.) 'B. + D.. (1.37)

Nesynchronni vzorkovani pro ¢ — 1

Nékdy budeme provadét diskretizaci pro mezni ptfipad, kdyz € — 1. Toto mezni posunuti
vzorkovani vystupu systému vyuzijeme v nasledujici sekci pii rozboru ¢innosti zpétnova-
zebniho diskrétniho tidiciho systému a uvazovani doby vypoctu akéniho zasahu. Odvodime
proto souvislost vnéjsich a vnitinich popisi pro e = 0 a vnégj$ich a vnitfnich popistu pro
€ — 1. Plati

S(z,0) = C(x2I-A)"'B+D, (1.38)
S(z,1) = Ci(zI — A))"'B; + Dy,

kde matice Ay, By, C1, D1 jsou rovny A., B., C., D, pro € — 1. Plati tedy

A=A, B =B, C =ceATs=caAa, (1.39)
Ts A

D, :D+C/ e*TdrB, = CB + D.
0

Po dosazeni dostaneme
S(z,1)=CA(zI - A"'B+CB + D.
Ptredchozi vztah muzeme upravit dosazenim

(zZI— A t=2T4+ 2244+ 4277 1A 4
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Potom dostaneme
S(z,1) = z[C(zI - A)7'B| + D. (1.40)

Z predchoziho porovnanim s ((1.38)) plyne, Ze pfimd vazba mezi vstupem a vystupem systému
je v prenosové matici S(z,1) nezménéna a ryze dynamickd ¢ast je ndsobena z. Je-li pfenos
S(z) (pro e = 0) ve tvaru

b(z)  bpz™ +bp12" 4 4 bo
a(z) 2"+ ap_12" 14 dag

S(z) =
oddélime pfimou vazbu mezi vstupem a vystupem a dostaneme

S(z) = b, + ZEZ)) =D+ C(zI - A)'B,

kde b; = b; — bpa;. Pfenos S(z,1) je potom roven

S(z,1) = b, + ZZ((?)’ (1.41)
neboli
S(z,1) = 25(2) + bp(1 — 2). (1.42)

Piedchozi vztah ukazuje souvislost vnéjsiho diskrétniho popisu S(z) pii synchronnim
vzorkovani a diskrétniho popisu S(z,1) pro ¢ — 1, coz je vlastné také ,, synchronni
vzorkovani“, ale s posunutim o celou periodu vzorkovani. Ryze dynamickd ¢dst se ndsobi z
a piimé vazba mezi vstupem a vystupem je beze zmény. Casto je v prenosu S (z) koeficient
b, = 0. To nastane tehdy, kdyz puvodni spojity systém je ptisné ryzi. Potom je souvislost
prenosu pii diskretizaci jednoduchd a je rovna

S(z,1) = 25(2) = ZZ(('Z pro b, =0.

1.4 Diskrétni regulacni obvod

1.4.1 Realizovatelny zakon ftizeni

Blokové schéma ¢islicového regula¢niho obvodu je na obr. Vystupem spojitého fizeného
systému S je analogovy signal (regulovana veli¢ina) y(t). Tento signal se analogo-¢islicovym
prevodnikem vzorkuje a vzorkovany signal (posloupnost) y(k) vstupuje do fidiciho ¢lenu R.

V fidicim ¢élenu (reguldtoru) R doba vypoétu akéniho zdsahu u(t) ze zméfenych hodnot
regulované veli¢iny y a zadané veli¢iny w muze byt kratka vzhledem k periodé vzorkovani,
je vsak vzdy nenulova. Pritom Fidici systém muze realizovat pouze kauzalni zpétnovazebni
zékon Fizeni. To znamend, ze akéni zésah u(t) realizovany za D/A prevodnikem ve spojitém
case kTy <t < (k+1)Ts muze byt vypocteny z regulované veli¢iny y zmétené v case t < kT
a zpracované prevodnikem A /D.

Abychom respektovali koneé¢nou dobu vypoctu akéniho zdsahu u, je tieba zavést nesyn-
chronni vzorkovani vstupu a vystupu fizeného systému. Na obr. je uvedeno indexovani
vSech veli¢in regula¢niho obvodu.



26 KAPITOLA 1. RIZENI DYNAMICKYCH SYSTEMU

Ridici systém Rizeny systém

u u (t)
(k) D/A (t) g Y

R

A/D

Obrézek 1.8: Cislicové Fizeni spojitého systému

Casovy interval T, = (1 — )T, (viz obr. [L.9) musi byt vzdy vétsi nez doba vipoctu
akéntho zdsahu v kazdém kroku. Casovy interval T, zavisi na operacni rychlosti tidiciho
¢lenu a slozitosti algoritmu fizeni.

Pro vypocet akéniho zasahu u(k) v ¢ase t = kTs je mozno vyuzit hodnoty regulované
veliciny y(k—1), y(k—2), ..., a také fidici veli¢iny w(k), w(k—1), w(k—2), --- . Pozadavek
znalosti F{dici veli¢iny w(k) je prirozeny, nebot f{zeni u(k) navrhujeme tak, aby se vystup
y(k) — w(k). Pro urceni akéniho zdsahu u(k) nelze tedy pouzit hodnotu regulované veli¢iny
y(k), nebot ji zméifme az pozdéji. Tento poznatek je pro realizovatelny zékon Fizeni pod-
statny.

V nékterych piipadech (na piiklad pii programovém fizeni) muzeme vyuzit pro vypocet
akéniho zdsahu u(k) i budouci hodnoty fidici veli¢iny w, to je i hodnoty w(k+1),....

Proto je realizovatelny zakon fizeni popsin vztahem

Pokud je predchozi diferen¢ni rovnice linearni, pak ji muzeme zapsat ve tvaru
u(k) = —pru(k—1) = pou(k—2) — -+ — pru(k—n) — (1.43)
—qoy(k—1) —gqry(k—2) — -+ — quy(k—n—1) +

+row(k) + rw(k—1) + - - + rpw(k—n),

kde p;, q; a r; jsou volitelné konstanty linedrniho fidiciho systému (éislicového regulatoru).
Z-transformaci predchozi diferenéni rovnice odvodime pienos Cislicového regulatoru.
Zavedeme polynomy

p(z") = l+4piz ' 4 puz, (1.44)
qz"h) = qt+qart4o g™,
7”(271) = 1o+ lefl 4+ bz

Obraz vystupu tidiciho ¢lenu je potom roven

Q(Z_l)z—l
p(z71) p(z71)

Ridici systém je diskrétni systém se dvéma vstupy Y a W a jednim vystupem U. Oznaéme

Uz) = —

Y(z)+ W(z). (1.45)
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w(k—1) w(k)
_________________________________ 0
) e
. 2()

z(k—1) ,(k) ______________________________ e —/'ﬁ
................................. @ 'u (k)
g Uk u(k+1) (1)
| (k+e)T;
(k=1)T, (k—=1+&)T, kT, k+1)T, —t
eT, T.=(1-¢)T,

Obrazek 1.9: Realizovatelny zdkon fizeni

Ri(z) a Ry(z) prenosy mezi jednotlivymi vstupy a vystupem, pak

z Z_l
Ri(z7Y) = —Z_q;gz> :;Ez_li, (1.46)
Uz r(z71
R = s = e

Povsimnéme si, ze podle je vzdy ve zpétnovazebni vétvi zpozdéni jeden krok. Toto
zpozdeéni je zpusobeno kone¢nou dobou vypocétu akéniho zdsahu a nelze ho zadnym zpuso-
bem odstranit. Toto zpozdéni neni tedy uméle realizovano v regulatoru nebo v systému. Z
hlediska teorie je lhostejné, zda toto zpozdéni pridame formalné k fidicimu ¢lenu (reguldtoru
R), ¢ k Fizenému systému S.

Pri formalni praci s prenosy neni tfeba se obavat, ze vlivem zpozdéni v regulatoru
ztracime zbytecné jeden krok. Pii zavedeném indexovani veli¢in podle obr. Zpracovava

v/

Casto fidime regulaéni odchylkou e(k) = w(k) —y(k—1). Ridicf systém mé potom pouze
jeden blok a plati

U(z) = R(z"HE(2).

Pii fizenf regula¢ni odchylkou jsou bloky R;(27!) a Ry(27!) az na znaménko totozné.

Je-li doba vypoctu T, akéniho zdsahu zanedbatelnéd vzhledem k periodé vzorkovani Tk,
pak prenos systému uvazujeme pro ¢ — 1, nebot potom doba vypoctu akéniho zdsahu se
bliz{ nule, T, = (1 — €)Ts — 0. Synchronni vzorkovéni (to je vzorkovani pii 7. = 0) se v
regulac¢nim obvodu projevi tak, ze popisy fizeného systému uvazujeme pro ¢ = 1. Uvédomme
si diikladné tento zdanlivy paradox.
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Pii tomto zpusobu indexovéani diskrétnich veli¢in v regula¢nim obvodu mé vzdy fidici
¢len ve zpétnovazebni vétvi zpozdéni alespon jeden krok a naopak fizeny systém je bez
zpozdéni (pokud v puvodnim spojitém fizeném systému neni dopravni zpozdéni).

P1i syntéze tidiciho systému jsme tedy omezeni tim, Ze zpétnovazebni ¢ast regulatoru
musi mit zpozdéni alespon jeden krok. Tuto formélni zavadu - Fidici systém (to je systém,
ktery navrhujeme) musi mit zpozdéni a naopak dany fizeny systém je bez zpozdéni - muzeme
obejit nésledujicim zpusobem

e Uréime vnitini ¢i vnéjsi popis fizeného systému (regulované soustavy) pro zvolené
nesynchronni vzorkovani vstupu a vystupu, které zavisi na dobé vypoctu T, akéniho
zésahu. Tim dostaneme diskrétni popis fizeného systému, ktery je Casto bez zpozdéni.

e Jeden krok zpozdéni, které musi mit realizovatelny zdkon fizeni, formélné pridame do
regulované soustavy a fidici ¢len navrhujeme potom bez zpozdéni. Syntézu fidiciho
¢lenu muzeme tedy provadét bez omezeni (samoziejmé tidici zdkon musi byt kauzélni).

e Zpozdéni, které jsme formdlné piidali k regulované soustavé, vratime po provedené
syntéze regulatoru zpét do zpétnovazebni vétve ridictho ¢lenu, viz obr.

1.4.2 Prenosy v regulaénim obvodu

Uvazujme zpétnovazebn{ regula¢ni obvod podle obr. [I.8] Uréime modifikovany Z obraz
posloupnosti y(k, v, Ts) = y((k+v)Ts), vzniklé vzorkovanim vystupu y(t) spojitého Fizeného
systému v case t = (k+v)Ts. Modifikaéni faktor v zde je proto, ze vystup je analogovy signal.
Pro 0 < v < 1 popisuje posloupnost y(k, v, Ts) vystup y(t) ve vSech ¢asovych okamzicich.
Modifikovany obraz vystupu je roven

Y(z,v) = S(z,v)U(z), (1.47)
kde vystup fidiciho systému je roven (viz obr.
U(z) = —2 'R1(2)Y (2,€) + Ra(2)W (2). (1.48)

Modifika¢ni faktor € zavisi na dobé vypoctu T, akéniho zasahu. Pfipomenme, ze T, =
(1 —e)Ts, a proto muzeme modifikacni faktor € vyjadrit jako
T,
=1—-—= 1.49
e=1- 3 (1.49)
Dosazenim (|1.48]) do ((1.47]) dostaneme
Y(2,v) = 8(2,0) (—2 I Ri(2)Y (2,€) + Ra(2)W(2)).

Pro v = € plyne z pfedchozi rovnice

Y(ze) = 5 +§((ZZ’7‘3§2§21 ELE (1.50)

Z (1.47) plyne
Y(z,v) _ S(zv)
Y(z,6)  S(z¢)
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Proto z ([1.50)) plyne
S(z,v)Ra(z)

Y(z,v) = T S(Z,E)Z_lRl(Z)W(Z) = Gu(z, V)W (z2). (1.51)
Ptenos
Gl ) = Y(z,v) S(z,v)Ra(z) (152)

W(z)  1+8(z)z2 1R (2)

nazyvame modifikovany pienos fizeni.

W | Y
— Ry . S e
- R i
Z—l
Obrazek 1.10: Realizovatelny regulaéni obvod
Poznamka: Uvédomme si znovu, ze modifikac¢ni faktor ¢ = 1 — fc ve jmenovateli
prenosu fizeni je urcen dobou vypoctu akéniho zasahu. Naopak modifikacni faktor v véze
diskrétni ¢as k se spojitym casem t vztahem t = (k + v)Ts. O
Ozna¢me prenosy Fizeného systému
Y by (27!
(Z’V) _ S(Z,V) — V(Zi )7
U(z) a(z71)
Y(2) b(z")
U(Z) (Z’ ) (Z) a(z_1)7

kde a(z71), b(z71), b,(271) jsou polynomy v z~!. Po dosazeni za pienosy Ry a Rs z (1.46))
je prenos fizeni roven

bl,(z_l)r(z_l)
a(z7h)p(z7) + be(271)z71q(271)
Obraz odchylky e(k) = w(k)

E(z,e) =W (z) =Y (2) = W(z) — Gu(z,e)W(z) = (1 — Gu(z,¢e)) W(z2),

Gu(z,v) =

y(k) je roven

a tudiz prenos odchylky je roven

E(z) 14 (27'Ri(2) — Ra(2))S(2,¢)
W(z) 14+ 271R1(2)S(z,¢)

Ge(z,e) =
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a(z Hp(z ) +b(27Y) (a7 — (7))
a(z"Np(z71) +be(27 1)z q(z71) '

Ridfme-li regulaéni odchylkou, je zpétnovazebni i pifmovazebni ¢ast reguldtoru totozna (az
na znaménko ve zpétnovazebni vétvi), a proto prenos odchylky je v tomto piipadé roven

a(z Dp(z") + b2z — 1g(=71)

e e RN X ES R FIES) (1:59)
Ziejmé plati
Ge(z,e) + Gy(z,e) = 1. (1.54)

1.4.3 Frekvencni charakteristiky diskrétniho regula¢niho obvodu

V diskrétnim regulacnim obvodé pracuje fidici systém (reguldtor) diskrétnim zpusobem.
Rizeny systém jsme dosud pii uvazovani pevodniki na jeho vstupu i vystupu popisovali
také diskrétnim zpusobem. Je vsak tfeba si uvédomit, ze fizeny systém je ¢asto spojity
systém a jeho vystupem je analogovy signdl, a tudiz nas zajima prubéh vystupu nejen v
okamzicich vzorkovani.

Proto je zajimavy ,, spojity“ pohled na ¢islicovy regula¢ni obvod. Abychom to mohli
provést, prekreslime si regula¢ni obvod tak, ze prevodniky A/D i D/A umistime pred a za
diskrétni fidici systém - viz obr.

e*(t) u*(t)

w(t e(t e(k u(k u(t t
GOl p Kl v KA oy L e IS

Obrazek 1.11: Blokové schéma diskrétniho fizeni spojitého systému

Poznamka: Je tieba si uvédomit, ze uvazujeme-li regula¢ni obvod podle obr. je
tento regulacni obvod nestaciondrni. Jeho odezva se lisi podle toho, jak je vstupni signal
w(t) synchronizovany s periodou vzorkovani. Nestacionarita se projevi pouze na frekvencich,
které jsou nasobkem Nyquistovy frekvence. Protoze nés ale zajimé frekven¢ni rozsah 0 <
w < wg/2, nepiipadé toto omezeni v ivahu. O

Vlastnosti v8ech ¢lent regulaéniho obvodu jsme jiz podrobné diskutovali. Strucné je
zopakujeme pro dals{ dvahy.

Pievodnik A/D je vzorkovaci ¢len, ktery provadi vzorkovéni regulaéni odchylky e(t).
Jeho vystup je

o

e (t) =) e(t)s(t — kTy), (1.55)

k=0
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coz je posloupnost Diracovych impulsi modulovand velikosti odchylky e(t) v ¢asovych
okamzicich t = kT. Pti tomto zpusobu vzorkovani (impulsni modulaci) je spektrum E*(jw)
vystupniho signalu vzorkovace

B (w) = Y B(i(w— kw)) (1.56)

S k=—o00

kde wy je vzorkovaci frekvence a E(jw) je spektrum vstupniho signdlu vzorkovace. Je-li
spektrum signélu e(t) omezené, pak plati véta o vzorkovani. Pro zakladni frekvence w <
ws/2 mé vzorkovaci ¢len zesileni 1/Ts. Parazitni spektra muzeme zanedbat, pokud jsou
filtrovdna f{zenym systémem, ktery je ve vétsiné pifpadit dolnofrekvenéni propust. Dalsi
nase ivahy budou tedy platit pouze pro frekvence w < wg/2. Mezni frekvence wy/2 = wy
se nazyva Nyquistova frekvence.

Poznamka: Vystup pfevodniku A/D je ve skuteénosti ¢islicovy - je to posloupnost ¢isel
e(k). Pii ,, spojitém* pohledu na ¢islicovy regulaéni obvod misto posloupnosti e(k) uvazu-
jeme signal e*(t) definovany ([1.55)), vznikly impulsni modulaci.

Podobné je tomu i na vystupu reguldtoru R, kde misto posloupnosti u(k) uvazujeme signél

e}

u*(t) = Zu(k‘)é(t — kTs). Vystup ¢islicové (diskrétni) ¢éasti regulaéniho obvodu - akéni
k=0

veli¢ina u(t) - je touto impulsni modulaci nezménén. O

Diskrétni reguldtor méa pienos R(z). Jeho frekvenéni prenos oznac¢ime R(jw) a plati
. —1
R(jw) = R(z)‘z _ =R )\2_1 T (1.57)

Ptredchozi vztah ndzorné plyne z této dvahy. Je-li e*(t) = d(t), pak vystup regulatoru R je
roven

u*(t) =rod(t) + m10(t — Ts) +1r20(t — 2Ts) + -« -, (1.58)
kde r; jsou hodnoty impulsni posloupnosti regulatoru. Plati tedy
- q(z"") —1 -2
R(z"H = =rog+riz " 4rez 4 ---. 1.59
=2 (1.59)

Laplaceuv obraz rovnice (1.58)) je roven

U*(s) =10+ rie s frge 2T oo,
Pfenos regulatoru v diskrétni Laplaceové transformaci je roven
_U(s)
- EA(s)
Porovnanim a plyne pro s = jw vztah .

Dalsim élenem v regulaénim obvodu je D/A prevodnik - tvarovaci ¢len. Uvazujeme-li
tvarovaci ¢len nultého Fadu, je jeho frekvenéni pifenos roven

R*(s) =T g 2T (1.60)

=719+ rie

Ho(jw) = ]i) (1— e, (1.61)

Konecné frekvenéni prenos spojitého systému je S(jw). Z predchozich dvah plyne, ze
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frekvencéni prenos rozpojeného diskrétniho regula¢niho obvodu je roven

Go(je) = S (je) Ho ) R(:)| (1.62)

: 5 — eJwWTs
Ptredchozi vztah urcuje frekvenéni charakteristiku rozpojeného diskrétniho regula¢niho
obvodu. Pritom je tieba stdle mit na paméti existenci postrannich pésem vzniklych
vzorkovanim spojitého signalu regula¢ni odchylky. To znamend, Ze pfedchozi vztah
pro fur)ekven;ni charakteristiku rozpojeného regula¢niho obvodu je pouzitelny pouze pro
S

w< 5= T

Zname-li frekvenéni charakteristiku rozpojeného regulacniho obvodu, muzeme pouzivat
pojmy jako je amplitudova a fazova bezpecnost, Sitka pasma, stabilita podle Nyquista,
frekvencni citlivostni funkce a podobné. Podle frekvenénich metod muzeme volit strukturu a
parametry regulatoru tak, abychom splnili pozadavky na prubéh frekvenéni charakteristiky

rozpojeného ¢i uzavieného diskrétniho regulaéniho obvodu.
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Kapitola 2

Kvadraticky optimalni rizeni

2.1 Formulace problému

Charakteristickym rysem ,,moderni“ teorie fizeni je, ze uloha navrhu regulatoru je for-
mulovana jako optimaliza¢ni problém. Zatimco pii klasickych metodach navrhu se k ziskani
stabilniho pfenosu uzaviené regulacni smycky s pozadovanou Siikou pasma a dostatec¢nou
amplitudovou a fazovou bezpeCnosti nastavovaly piimo parametry regulatoru, moderni
metody obvykle spliuji fadu zdkladnich pozadavku implicitné (napf. stabilitu) a navic
vedou na v jistém smyslu nejlepsi regulator. Inzenyrskym néastrojem k ladéni regulatoru je
pak nastavovani parametru optimaliza¢niho kritéria.

Typickymi ptiklady kritérii jsou napiiklad

N-1
lezl, z(N) = zy,
=0

jehoz optimalizaci dosdhneme ptechodu z libovolného pocédteéniho stavu x(0) do zddaného
koncového stavu x; v minimalnim case (poctu kroku), kritérium

N—1
2= lu®)], x(N)==,
t=0

jehoz optimalizaci dosdhneme ptrechodu z libovolného pocédteéniho stavu x(0) do zddaného
stavu @y s minimdlni ,,spotfebou paliva®, kterd je imérnd amplitudé ridiciho vstupu, nebo
kritérium

J3 = Z uT(t)Ru(t) , x(N) = Ty,

jehoz optimalizaci dosdhneme piechodu z libovolného pocédteéniho stavu x(0) do zddaného
stavu x; s minimdlni vynaloZenou energii, kterd je imérnd kvadratické funkci amplitudy
fidiciho vstupu. Neni-li koncovy stav pevné specifikovan, ale chceme dosahnout kompromisu
mezi vynaloZenou energii fizeni a zaroven kompenzovat odchylky stavu systému od jeho

35
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nulové (popf. referenéni) hodnoty, dostaneme kvadratické kritérium ve tvaru

N-1
7= 3= NGV + 5 3 {a" Q=) + WO RWu(},
t=0

kde posloupnost matic R(t) vazi vynaloZzenou energii fizeni a posloupnost matic Q(t) vazi
odchylky stavu od nulové hodnoty.

Podobné chceme-li, aby vystup fizeného systému sledoval danou referen¢ni trajektorii
r(t) a dosdhnout pfitom kompromisu mezi vynalozenou fidici energii a kvalitou sledovani
referenéni hodnoty, je vhodné pouzit kvadratické kritérium ve tvaru

N-1
/= %xT(N)QUV)ﬂe(N) + % > {w®)-r1) Q1) —r®) + u Rt |,
t=0

kde posloupnost matic R(t) vazi vynalozenou energii iizenf a posloupnost matic Q,(t) vz
odchylky vystupu od referenéni hodnoty.

Zatimco vlastni optimalizace je spiSe zdlezitosti matematickou, kritérium optimality voli
inzenyr, ktery navrhuje regulator, tak, aby co nejlépe reprezentovalo pozadované vlastnosti
regulatoru; zaroven vSak je tfeba formulovat kritérium tak, aby optimalizac¢ni tloha byla
fesitelna v rozumném case, regulator byl snadno implementovatelny a aby bylo mozno garan-
tovat vlastnosti reguldtoru vyznamné z hlediska praktického pouziti (stabilita, robustnost
apod.).

V teorii fizeni je velmi ¢asto pouzivané kvadratické kritérium. Vede k tomu fada duvodu;
uved' me napifklad skutecnost, Ze:

- ulohy kvadratické optimalizace jsou pomérné snadno feSitelné
- fadu optimaliza¢nich kritérii 1ze v okoli jejich minima aproximovat kvadratickou funkci

- pro soustavu linearizovanou v okoli daného pracovniho bodu je optimalni reguldtor
rovnéz linearni a lze ho realizovat stavovou zpétnou vazbou

- pro nekone¢ny horizont optimalizace lze najit ¢asové invariantni regulator, ktery sta-
bilizuje (za zndmych podminek) fizenou soustavu

- tento casové invariantni reguldtor ma pfiznivé vlastnosti z hlediska robustnosti
(zvl&sté ve spojitém piipadé).

V této kapitole problematiku kvadraticky optimalnich regulatori pro linearni systémy,
nazyvané téz LQ (linear quadratic) regulétory, podrobné rozebereme. Budeme pfitom roz-
lisovat dvé zékladni tlohy. Uloha kvadraticky optiméalni regulace tesi problém op-
timalniho pfechodu z daného stavu oy do pocatku. Lze ji interpretovat napf. jako tlohu
optiméalni kompenzace poruch, jejichz pusobenim byl stav systému vychylen z pozadované
nulové (referenéni) hodnoty. Obecnéjsi tlohou je tloha kvadraticky optimélniho sle-
dovani, kdy pozadujeme, aby vystup soustavy sledoval pozadovanou (nenulovou) referen¢ni
trajektorii. V obou piipadech budeme nejprve pfedpoklddat, ze stav fizeného systému je
plné meéritelny.

Nejprve odvodime nutné podminky optimality, jejichz splnéni vede na feSeni tzv. dvou-
bodového okrajového problému, a ukazeme alternativni zpusob feSeni tdlohy metodou
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dynamického programovani. Dale ukazeme nékteré vyznamné vlastnosti LQ optimélnich
regulatoru a nékteré vypocetni metody pouzitelné pro navrh reguldtoru. Nakonec se budeme
vénovat tloze optimalniho sledovani a ukazeme nékteré modifikace optimalniho regulatoru,
zvySujici jeho praktickou vyuzitelnost.

Jestlize stav fizeného systému neni dostupny, je tfeba ho vhodnym zpusobem rekon-
struovat. Reseni tlohy kvadraticky optimélni regulace vyuzivajici pouze zpétné vazby od
vystupu fizené soustavy ukazeme v kapitole 8.

2.2 Dvoubodovy okrajovy problém

Uvazujme diskrétni dynamicky systém popsany diferenéni rovnici
x(t+1) = f(x(t),u(t),t), t=0,...,N—1 (2.1)
s pocatecni podminkou x(0) = x¢. Budeme hledat fizeni u(0),...,u(N—1), které minimal-

izuje ztratovou funkci (kritérium optimality) ve tvaru

N—1
J=0(x(N))+ Y Lz(t),u(t),t), (2.2)
t=0

kde N nazyvame horizont optimalizace.

Z hlediska matematického programovéani jde o problém minimalizace kritéria (2.2))
s N omezujicimi podminkami typu rovnosti (2.1)). Tuto tfidu dloh lze Fesit pouzitim La-
grangeovych multiplikdtora A(¢). Definujme rozsifené kritérium

N—1
T =0(@(N)+ 3 {L@®), u®),t) + N(t+1) (F(2(t), u@®),) - 2(t+1))} . (23)
t=0

Definujeme-li déle skalarni posloupnost

H(x(t),u(t),t) = L(x(t),u(t),t) + AL(t+1) f(x(t), u(t),t), (2.4)
kde t =0,...,N—1, lze rozsifené kritérium zapsat ve tvaru
J = &x(N)) - AT (N)x(N) + H(x(0),u(0),0) + (2.5)
N—1

+ Y {H@W0),u(t), ) - N(t)2(0) } .
1

o~
Il

Pro zjednoduseni budeme déle pouzivat struény zapis
H() = H((t),ult),?),
Lit) = Li@(t)ult)t),
ft) = fl=),u),t)

a podobné i pro dalsi pouzité funkce.
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Je-li funkce J diferencovatelnd vzhledem k proménnym @ (t) a u(t), lze pifristek kritéria
J podél dané trajektorie stavu a ffzen{ uréit jako

— ad(N)T OH(0)T dH(0)™
dJ = — AN (N) | dx(N d d 2.
J [Om(N) (N)| d( )+8w(0) x(0)+8u(0) u(0) + (2.6)
N—1 T T
OH(t) T OH (t)
+ t; { [ 0 A (t)] da(t) + D du(t) b .
Pfitom pro vektor (vektor bez transpozice povazujeme vzdy za sloupcovy vektor)
z1
xr =
Ty,

a skaldrni funkci vektorového argumentu g(x) definujeme derivaci této funkce podle vek-
torového argumentu (gradient funkce g) jako vektor

g9
og | 91
ox @
oxy,
a prirustek této funkce pak je
dg(x) = a%g:) Tdm = gjldxl +- + ;;den.

Je-li funkce g(x,y) definovéna jako

g(z,y) = y" Az,

potom jeji derivace jsou

dg T

Y9 _ 4

ox y
a

dg

-2 = Az.

Oy *

Pro vektorovou funkci vektorového argumentu f(x) definujeme derivaci této funkce podle
vektorového argumentu jako matici

onT Y [ Oh . o
ﬁ_ 8:{3 B 3{51 59.071
N opr || O 0w
Ox 0x1 Oxy,

Tuto matici nazyvame Jacobiho matice.
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Diferenciélni zmény dx(t) zpusobené diferencidlnimi zménami du(t) mohou byt uréeny

na zakladé jako
_Of(®) of(t)
de(t+1) = Mdm(t) + OT(t)du(t)’

uvazovani jejich vlivu se vsak muzeme vyhnout, zvolime-li hodnoty Lagrangeovych mul-
tiplikdtoru tak, aby prirustky da(t) rozsitené kritérium neovliviiovaly. Formalné lze tuto
podminku formulovat tak, ze pozadujeme 9.J/9x(t) = 0. Dostaneme tak podminky

OH (t) B B
aw(t)—)\(t) =0, t=1,...,N—1, (2.7)
dOB(N) B

8m(N)_)\(N) =0

a odtud na zdkladé definice funkei H(¢) (2.4) plynou diferenéni rovnice

oL@ | of
=320 T o)

s koncovou podminkou

A(t+1), t=0,...,N—1 (2.8)

OB (N)
= . 2.9
(N) ox(N) (2:9)
Prirustek kritéria (2.6]) pro takto ur¢ené Lagrangeovy multiplikétory pak bude mit hodnotu
N-1 T
— OH(t)
dJ = du(t 2.10
> Gty ) (210)

nebot pro pevné danou pocatecni podminku x(0) je rovnéz dz(0) = 0. Vyraz 0H (t)/0u(t)
lze interpretovat jako gradient kritéria J vzhledem k posloupnosti fizeni w(t) s respek-
tovanim omezeni danych rovnicemi systému . Nutnou podminkou optimality Fizeni
u*(t) je, aby prirustek kritéria byl v okoli optimalni trajektorie vstupu w*(¢) nulovy
pro libovolné du(t). To znamend, ze posloupnost w*(¢) musi byt staciondrnim bodem
kritéria J. Musi tedy platit

OH (1)
du(t)

Shrneme-li dosavadni iivahy, pak k nalezeni staciondrniho bodu kritéria je tfeba nalézt feSeni
soustavy diferen¢nich rovnic

-0, t=0,...,N—1. (2.11)

x(t+1) = ;;\I(L‘;%:f(w(t),u(t),t), (2.12)
s = 20000 010y
s okrajovymi podminkami
z(0) = xo, (2.13)

8% (N)
dz(N)

AN) =
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a fizenim w*(t) spliujicim
OH(t oL of(t
W _ A )A(t+1) =0. (2.14)
ou(t) Ou(t) Ou(t)
Protoze okrajové podminky (2.13)) jsou rozdélené do dvou ¢asovych bodu, pocateéni pod-
minky pro x jsou dany v ¢ase t = 0 a pocatetni podminky pro A jsou dany v case t = N,
nazyvame tento problém dvoubodovy okrajovy problém (two-point boundary-value
problem). Vsimnéte si dale, ze rovnice (2.12) jsou vzdjemné provézény prostiednictvim
fizeni u(t), které je ddno rovnici (2.14). Reseni tohoto problému je proto — az na specialni
pripady, mezi které patii téz problém kvadraticky optimalniho fizeni — velmi obtizné.
Rovnice (2.12)—(2.14) popisuji pouze nutné podminky extrému kritéria pro posloup-
nost w*(t). Aby kritérium nabyvalo pro posloupnost u*(¢) lokdlniho minima, je t¥eba urcit
pifristek kritéria d2.J, tj. véetné ¢lenti druhého fadu. Protoze w*(t) je stacionarni bod, je
prirustek dany ¢leny 1. fadu nulovy a plati

2 . 1 T 02—(1)
@] = dz (N)aaz(N)@m(N)dm(N) (2.15)
s it | [ ety
+ oy 2 [ ) ) }[ iy o | | ) |
=0 ou)dx(t)  du(t)Ou(l)

kde matice druhych derivaci je definovana jako
PH(t) 0 <8H(t)>
oxdu  Ou \ Oz )’

Hodnoty piirustku dx(t) zpusobené zménami du(t) jsou dany podle (2.1) diferencidlni
rovnici

dx(t+1) = g‘;gdw(t) + gzggdu(t) (2.16)

s pocateéni podminkou dx(0) = 0. Postacujici podminkou (druhého ¥addu) pro minimum
kritéria (2.2) pak je d®J¢(dw) > 0 — viz napi. (Bryson a Ho, [1975), kde symbolem d?.J;
oznacujeme prirustek kritéria s respektovanim omezeni (2.16)).

Nyni budeme aplikovat tyto vysledky na problém optiméalniho #izeni linearniho systému
s kvadratickym kritériem optimality. Uvazujme linearni diskrétni ¢asové proménny systém
popsany stavovou rovnici

x(t+1) = A(t)x(t) + B(t)ul(t) (2.17)
s pocatecnim stavem x(0) = xg a kvadratické kritérium optimality

N-1
J= 3" (NQN(N) + 5 - {2 (NQ)w(r) + ul()R(tu(r)}, (2.18)
t=0

kde Q(t),t =0,..., N je posloupnost pozitivné semidefinitnich matic a R(t),t =0,..., N—1
je posloupnost pozitivné definitnich matic.
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Posloupnost funkei H(¢) bude podle déna
H(t) = %mT(t)Q(t)m(t) + %uT(t)R(t)u(t) + AT+ 1) (A2 (t) + B(tu(t).  (2.19)

Aby posloupnost uw*(t) vedla na staciondrni bod kritéria (2.18]) s omezenim (2.17)), musi
podle (2.12)-(2.14)) platit

x(t+1) = m = At)x(t) + B(t)u(t) , xz(0) = x, (2.20)
Alt) = ZZ((;) =Q(t)x(t) + AT(t))\(t—H) , AN)=Q(N)x(N), (2.21)
_ OH(t) _
0 = Fult) = R(t)u(t) + BYt)A(t+1). (2.22)
7 rovnice dostaneme
u(t) = —R(t)BT(t)A(t+1), (2.23)

kde inverze matice R(t) existuje vzhledem k ptedpokladu, ze matice R(t) jsou pozi-
tivné definitni. Dosazenim tohoto fizeni do (2.20) a (2.21)) dostaneme vyslednou soustavu
linedrnich diferenc¢nich rovnic
z(t+1) = A@M)z(t) — BO)R )BT (X(t+1), x(0) =z (2.24)
Alt) = Q()z(t) + AT(A(t+1) AN) = Q(N)z(N).

Tuto soustavu muzeme zapsat maticové jako
_ | A) -BMOR()B'(t)
Q(t) AT()

Reseni tohoto dvoubodového okrajového problému pak umoziuje urcit optimélni Fidici
posloupnost (2.23)). Soustavu (2.24) muzeme téz zapsat ve tvaru

I B(t)R'(t)BT(t) A(t) 0 || =(t)
lo AT (1) ] _[—Q(t) IHA@)] (2.26)

a pro matici A(t) regularni, coz za predpokladu, ze diskrétni systém vznikl vzorkovanim
spojitého systému (bez dopravniho zpozdéni), plati vzdy,

x(t+1)
At)

(1)

) | (2.25)

x(t+1)
A(t+1)

(e [ A@w) o]'[1 BOR OB ® ][ 2(t+1) .

AW || —Qu 1 0 AT(1) A(t+1) | (2.27)
neboli

z@t)] | AT AN BOR ()BT (1) (t+1) ] (5o

A0 | T emaTit) AT+ @A WBOR B0 | | A1) | P

Tato soustava se jiz vyviji celd zpét v ¢ase. Do rovnice (2.27) lze také snadno zahrnout
pocatecni podminku rovnice (2.21])

A(N) = Q(N)z(N),
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nebot v ¢ase t = N —1 lze psat

aN-1)] [ awv-1) o]

lA(N—l)] = [—Q(N—l) I] (2:29)
I B(N-1)R Y N-1)BT(N-1) I N
0 AT(N-1) Q) |*)

Odtud je vidét, ze pro reguldrni matice A(t) lze v kazdém ¢asovém okamziku vyjadrit vektor
Lagrangeovych multiplikdtora A(t) ve tvaru

A(t) = P(t)x(t),

kde P(t) je vhodnd matice. Zjistili jsme tedy, ze stav systému a vektor Lagrangeovych
multiplikdtoru (nazyvany téz kostav nebo stav adjungovaného systému) jsou na sobé
linearné zavislé. Této vlastnosti lze vyuzit k feSeni dvoubodového okrajového problému
(tzv. backward sweep method). Predpoklddejme, ze A(t) = P(t)x(t). Potom ([2.22)) lze psét
jako
0 = R(t)u(t)+ BLt)P(t+1)x(t+1) (2.30)
= R(t)u(t) + BT(t)P(t+1)(A(t)z(t) + B(t)u(t))
= [R(t) + BT(t)P(tH)B(t)] u(t) + BTOP(t+1)At)z(t).

Py

Z (2.30)) dostaneme pro Fizeni u(t) vztah

u(t) = —[R(t)+BT<t)P(t+1)B(t)}’lBT(t)P(tH)A(t)x(t) (2.31)
— —K(t)a(t).

Regularita matice R(t) + BT(t)P(t+1)B(t) plyne z regularity matice R(t). Tato podminka
je vsak zbyteéné omezujici a misto pozadavku regularity matice R(t) staci naddle predpo-
klddat, ze je splnéna slabsi podminka, kterou je regularita matice R(t)+ BT(t)P(t+1)B(t).

Kvadraticky optiméalni fizeni tedy vede na zdkon fizeni ve tvaru ¢asové proménné zpétné
vazby od stavu systému se zesilenim

K(t) = [R(t) + BT(t)P(t—i—l)B(t)] - BT(t)P(t+1)A(t). (2.32)
Dosazenim tohoto zakona fizeni do rovnice dostaneme
P(t)z(t) = Q(t)z(t) + AT () P(t+1)At)x(t) + AT (1) P(t+1)B(t)u(t)
= Q(t)z(t) + AT()P(t+1)A(t)x(t) -
— AT()P(t+1)B(1) [R(t)+ BT0)P(t+1)B(1)] BT (0)P(t+1) A1) (t).
(

Tato podminka bude splnéna pro libovolny stav x(t), jestlize posloupnost matic P(t) bude
vyhovovat maticové diferenéni rovnici

P(t) = ATH)P{t+1)A(M)+Q(1t) - (2.33)
— AT()P(+)B() [R(1) + BT P(+1)B()] | BU1)P(+1A(®)
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s koncovou podminkou
P(N) = Q(N), (2.34)

kterd plyne z koncové podminky rovnice (2.21)). Rovnici (2.33) nazyvame Riccatiho
diferenéni rovnice.

Riccatiho diferen¢ni rovnici 1ze téz upravit na tvar
P(t) = (A(t) — B(t)K(t))TP(t—i—l)(A(t) —B(t)K(t))+ KT(t)R(t)K(t) + Q(t)(2.35)

(ukazte!), kde matice P(t) je ddna (je-li matice P(t+1) symetrickd a pozitivné semidefinitni)
souctem symetrickych pozitivné semidefinitnich matic. Plyne odtud dulezitd vlastnost feseni
Riccatiho rovnice, ze pro pocatecni podminku Q(N) = QT(N) > 0 jsou vsechny matice
P(t) rovnéz symetrické a pozitivné semidefinitni. Z tohoto hlediska je rovnice
pro vypocet vhodnéjsi nez , kde muze dojit ke ztraté pozitivni semidefinitnosti matice
P(t) vlivem numerickych chyb pii odéitani.

Posloupnost krokt pii hleddni optimélniho Fizeni je tedy nésledujici: nejprve fesime
zpétné v ¢ase Riccatiho rovnici, tj. za¢neme pocateéni podminkou a pokracujeme
pro ¢ast = N—1, N=2,...,0. Ziskdme posloupnost matic P(t), kterou ulozime. Posloupnost
optimalniho fizeni je dana podle Casové proménnou zpétnou vazbou od stavu se
zesilenim . Protoze dimenze vektoru fizeni je vétSinou mensi nez dimenze vektoru
stavu, je vyhodnéjsi pii feSeni Riccatiho rovnice napocitat piimo koeficienty stavové zpétné
vazby a uklddat posloupnost K (t) misto posloupnosti P(t).

Resen{ Riccatiho diferenéni rovnice lze ziskat rovnéz na zakladé rovnic ED a .
Predpoklddejme, ze matice X (t), Y (t) jsou fesenim diferenéni rovnice (2.27), tj. plati

[ Alt) 0 1 l X (t) 1 _ l I B(t)R_;(t)BT(t) 1 [ X(t+1) (2.36)
-Q(t) I Y (t) 0 A'(t) Y (t+1)
s koncovou podminkou

EINES!
Potom pro libovolny koncovy stav x(N) plati ve zpétnovazebnim obvodu

z(t) = X(t)xz(N), (2.38)

Alt) = Y(tH)x(N).

Protoze zéroven pro libovolny koncovy stav () plati
A(t) = Y (De(N) = P()X (D (N),

dostaneme tak (pro X (¢) reguldrni) feseni Riccatiho rovnice ve tvaru
Pt)=Y @)X ().

Reseni Riccatiho diferencilni rovnice, coz je kvadraticka maticové diferenéni rovnice, lze
tedy urcit z feSeni linearni maticové diferen¢ni rovnice . Tento vysledek pouzijeme
pozdéji k nalezeni ustaleného feseni Riccatiho rovnice v piipadé optimalizace na nekoneé¢ném
horizontu.
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Ukézali jsme, ze optimalni fidici posloupnost vyhovujici nutnym podminkam optimality,
tj. podminkam prvniho fddu, 1ze nalézt pomoci feSeni Riccatiho rovnice. Ukazeme nyni téz
postacujici podminky optimality, tj. podminky druhého fadu. Pro obecné kritérium jsme
odvodili piirtstek kritéria d?J . V pripadé kvadratického kritéria dostaneme

?J = %me(N)Q(N)dm(NH (2.39)
1 = Q) O da(t)
7 & | dz"t) du'(r) | [ 0 R ] l dul(t) ]

s omezenim plynoucim z (2.17))
dx(t+1) = A(t) dx(t) + B(t) du(t) (2.40)

s pocatecni podminkou dx(0) = 0. Viimneme-li si, ze plati

N —

N—
2 Z { (t+1)P(t+1)x(t+1) — ﬁvT(t)P(t)ac(t)} _
t=0

1 1
= 2T (MP(N)z(N) - 5" (0)P(0)(0),
muzeme kritérium (2.18)) upravit pfi¢tenim levé a odectenim pravé strany této rovnosti a
vyuzitim pocateéni podminky Riccatiho rovnice P(N) = Q(N) na tvar

J o= 1aT(0)P0)2(0) +

=N

- Z{ (t+ 1) P(t+Da(t+1) + 2 ()(Q(t) — P()a(t) + u” () R(t)u(t) }.
t=0

[\

Dosadime-li nyn{ za x(t+1) podle (2.17)), dostaneme

J = —zT(0)P(0)xz(0) +

N-1

N = N =
—
8
'ﬂ
"U
~
_l’_
=
-
=
_|_
)
=
|
a)
=
8
=
_l’_

=0
t+1)B(t)u(t) +
t)x(t) +
+u” () (BT(t)P(t+1)B(t) + R(t))u(t)}.
Nahradime-li nyni prvni ¢len sumace podle Riccatiho rovnice
AT(OP(t+1)A(1) +Q(t) — P(t) =
= AT(t)P(t+1)B(t) [R(t) + BT ()P(t+1)B(t)| ~ BT()P(t+1)A(t),

dostaneme po upravé vyraz pro kritérium optimality ve tvaru

J= %mT(O)P(O):c(O) + (2.41)
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Z

2
+

)

w(t) + [ R()+ BY () P+ 1) B() T BT P11 A ()
R(+BT(t) P(£H1) B(1)

1
2
t

Il
=]

kde vyrazem
2|3 =" Pa

znacime ¢tverec normy vektoru s matici P. Odtud je vidét, ze volime-li fizeni podle op-
timalniho zakona fizeni (2.31)), je optimélni hodnota kritéria

1
J= 5xT(o)P(o)x(o). (2.42)
Protoze ptredchozi ivahu muzeme provést i pro libovolny pocatecni cas tg, dospéli jsme
tak k zajimavé interpretaci matice P(ty) jako jadra kvadratické formy, urcujici optimalni
hodnotu kvadratického kritéria.

Nyni tento vysledek vyuzijeme k dokonéeni odvozeni postacujicich podminek optimality.
Protoze vyraz pro piirstek kritéria d2.J (2.39) a omezeni (2.40) maji pro linedrni systém
a kvadratické kritérium shodny tvar s rovnicemi puvodniho kritéria a systému, lze vztah
(2.39) upravit na zdkladé (2.41)) na tvar

d*J = %me(O)P(O)dw(O) + (2.43)
N-—1 1 2
+ % du(t)+ {R(t)—i—BT(t)P(t—s-l)B(t)} BT(t)P(t+1)A(t)dz(t) .
t=0 R(t}+BT(t)P(++1) B(t)

Tento piirustek kritéria nabyvé svého minima, je-li pfi perturbaci poc¢ateéniho stavu da(0)
posloupnost pfirustka fizeni urcena jako

1
du(t) = - [R(t) + BTO)P+1)B(t)| ~ BT(t)P(t+1)A(t)da(1).

Uvazujeme-li nyni optimalni trajektorii «*(t), danou pocateénim stavem xy a optimalni
fidici posloupnosti w*(t), plyne z pocdteéni podminky da(0) = 0 pro pozitivné definitni
matice

R(t) + BT(t)P(t+1)B(t) > 0, (2.44)

ze rovnéz du(0) = 0, odtud z (2.40|) rovnéz dx(1) = 0 a postupné du(t) =0, dz(t+1) =0
pro véechna t = 0,..., N—1. Proto pro dz(0) = 0 je za pfedpokladu (2.44) pro libovolna
du(t) # 0 pfirustek kritéria

dJ =0, d®J >0, (2.45)

coz je pravé postacujici podminka pro minimum kritéria.

Shrneme-li vysledky tohoto odstavce, pak fizeni linedrniho systému minimalizujici
kritérium je dano stavovou zpétnou vazbou . Posloupnost ¢asové proménnych
zesileni K (t) je ddna a zavisi na posloupnosti matic P(t), danych za ptredpokladu,
ze R(t) + BT(t)P(t+1)B(t) > 0 pro véechna t, fesenim Riccatiho diferen¢ni rovnice
s pocdtecni podminkou (2.34). Pfitom obé posloupnosti lze napocitat predem, nebot
nezéaviseji na pocateéni hodnoté stavu systému xg. Postacujici podminkou pro minimum
pak je nerovnost a muze byt rovnéz ovéiena predem.
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2.3 Dynamické programovani

Ulohu kvadraticky optimalniho fizeni lze Fesit alternativnim zplisobem pouzitim tzv. dy-
namického programovani. Tato metoda je zalozend na myslence, nazyvané obvykle prin-
cip optimality. Predpokladejme, ze pro kazdy pocatecni ¢as tg je definoviana ztratova
funkce

V(ZE(to), uig_la tO) ’ kde U’)Jfg_l = {U(to), SRR U(N—l)} )

ktera je aditivni, tj. celkovd ztrata je souctem ztrat v jednotlivych podintervalech hori-
zontu optimality. Budeme hledat fizeni, které tuto ztratovou funkci minimalizuje. Princip
optimality predpokladd, ze optimalni fizeni je urceno posloupnosti funkci stavu fizeného
systému a ukazuje, ze tato posloupnost funkci nezavisi na predchozi historii systému. Lze
jej formulovat takto :

Véta 1 (Princip optimality.) Predpokladejme, Ze u( . ) je optimdlnd 7idici posloupnost
na horizontut = 0,1,...,N—1 a Ze do ¢asu t byla aplikovdina posloupnost rizeni u(0), u(1),
.., u(t—1), kterd privedla soustavu do stavu x(t). Potom také zbyvajici hodnoty tizeni
u(t),. .., u(N—1) museji byt optimdlni Tidici posloupnosti ve smyslu minimalizace ztrdtové
funkce V(x(t),ul ", t).
Princip optimality je piimym dusledkem aditivity ztratové funkce: pokud by totiz
posloupnost w(t),...,u(N —1) nebyla optimalni ve smyslu minimalizace zvolené ztrétové

funkece V' (x(t), uiv_l, t), potom by existovala posloupnost fizeni v(t),...,v(N—1) minimal-
izujici tuto ztratovou funkci a platilo by

V(w(t),viv_l,t) < V(a:(t),uiv_l,t).

Oznac¢ime-li V(;H hodnotu ztratové funkce na horizontu ¢t = 0,1,...,t—1, pak pro celkovou
ztratu na horizontu ¢t = 0,1,..., N —1 bude vzhledem k aditivité ztratové funkce platit
V(2(0),uy™,0) = Vi + V() u 1)

> VL 4+ V() oM ),

tj. posloupnost
{u(0),u(1),...,u(t—1),v(t),v(t+1),...,v(N—-1)}

by vedla na mensi hodnotu ztratové funkce, a proto by posloupnost u( . ) nebyla optimalni
tidici posloupnosti na celém horizontu ¢ = 0,1,..., N —1. Poznamenejme, ze podobnou
uvahu lze provést i pro ztratovou funkci, kterd ma multiplikativni charakter.

Uvazujme opét diskrétni dynamicky systém popsany diferencidlni rovnici
x(t+1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.46)

s pocateénim stavem x(0) = xg. Definujme ztratovou funkei ve tvaru

Vial) ul ™ 1) = sl (NQIN)(N) + (2.47)
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! Q) St |[ =@
+ t;o* 27wt | [ ST(t) R(1) ] [ u(t) ]
a kritérium optimality
J =V (x(0),u)",0). (2.48)

Toto kritérium jsme vzhledem ke kritériu rozsifili o ¢leny S(t) vézici souciny stavu
a vstupu. Budeme predpokladat, ze slozend matice kritéria je pozitivné semidefinitni,
z éehoz plyne, ze matice Q(t), R(t) a rovnéz matice Q(t) — S(t)R™(t)S™(t) jsou poz-
itivné semidefinitni matice (pro¢ 7). Oznac¢ime-li optimdlni hodnotu ztrétové funkce pro
stav x(t) v case t

V¥ (x(t),t) = 51(1111) V(z(t), ul 1), (2.49)

pak princip optimality lze form&lné zapsat rovnici

Vi(a(t).t) =min [Z[2"t) w) ] Q) St || @) | (2.50)

BEGERY ST R || u) | T
+ VI (A@=() + B(t)u(), t+1)}
a v case t = N plati
V*(x(N),N) = }wT(N)Q(N):c(N). (2.51)

2

Na zakladé vysledktu predchoziho odstavce vime, Ze optimélni hodnotu ztratové funkce
muzeme odhadnout ve tvaru kvadratické formy i v ostatnich ¢asovych okamzicich, takze
budeme predpokladat

1
V*(x(t),t) = §mT(t)P(t)m(t). (2.52)
Tento predpoklad nyni dokdzeme indukci. Podle (2.51f) v ¢ase t = N plati
P(N)=Q(N). (2.53)

Predpoklddejme déle, ze v case t+1 plati
1
V*(x(t+1),t+1) = 5gcT(7s+1)P(t+1)gc(t+1).

Potom rovnici (2.50]), popisujici jeden krok algoritmu dynamického programovani, muzeme
psat jako

Vi(a(t).t) =min {; [ 27(0) ) | l gr_p((’?) IS%((’?) ] l:gg ] + (2.54)

+ —(A@®)x(t) + B(t)u(t)TP(t+1)(A(t)x(t) + B(t)u(t))} =

N |
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T - Q)+ ATW)P(t+1)A(t) S(t)+ AT(t)P(t+1)B(t) x(t)
= %ﬁl{z [27(®) w'(t) ] [ ST(t) + BIOP({+1)A(l) R(t)+ B OP(t+1)B() :

Optimdlni fizeni w*(t) tedy lze ziskat v kazdém kroku minimalizaci kvadratické funkce
(2.54). Efektivnim zpusobem, jak takovou minimalizaci provadét, je tzv. doplnéni na
uplny ctverec. Uvazujme kvadratickou formu

1
q(u) = B (uTAu +ulb+bTu + c) ,

kde A je symetricka pozitivné definitni matice. Tuto kvadratickou formu budeme chtit
minimalizovat vzhledem k u. Kvadratickou formu muZeme upravit na tvar

2q(u) = (u+ A'6)" A(u+ A7) +e-bTATD,

kterému fikdme doplnéni na iplny ¢tverec. Kvadraticka forma je nyni rozdélena na dvé casti,
z nichZ prvni ¢ast je vzhledem k tomu, Ze matice A je pozitivné definitni, vzdy nezaporna,
a druhd ¢ast nezavisi na hodnoté w. Minimum této kvadratické formy tedy bude dosazeno
pro u + A~'b = 0, nebot prvni ¢len nemuize nabyvat zaporné hodnoty. Dostaneme tak
optimalni hodnotu u

u*=—A"'b. (2.55)
Optimélni (minimdalni) hodnota kvadratické formy pak bude
* *\ 1 T A—1
q —q(u)—i(c—bA b). (2.56)

Pouzijeme-li tento postup k minimalizaci kvadratické formy (2.54]), muzeme tuto kvadrat-
ickou formu upravit na tvar

1 T
2q(ult)) = [u(t) + (R(H) + BT P+ )B(®) " (ST(t) + BTOP(+1)A®) ()|
(R(t) + B'(t)P(t+1)B(t))
[u(t) + (R + BT P+ 1)B() " (ST(t) + B P+ A®)a(0)]
+ 2'(t) [Q( )+ AT(t)P(t+1)A(t) — (S(t) + AT()P(t+1)B(1))
(R(t) + BT(t)P(t+1)B(1)) "' (S™(t) + B () P(t+ 1)A(t))} z1(t), (2.57)
a proto ztratova funkce V (z(t), w1, t) nabyva minima pro
u*(t) = —(R(t) + BT(t)P(t+1)B(t)) " (S™(t) + B (t)P(t+1)A(t))x(t) (2.58)
a optimalni hodnota ztratové funkce je kvadratickou funkci stavu
Ve (a(t),1) = g2 ()P (1), (2.59)
kde matice P(t) je ddna podle
P(t) = ATQP{t+1)A(®) +Q(t) — (2.60)

(S(t) + AT(t) P(t+1)B(t))(R(t) + B'(t) P(t+1)B(1))
(87(t) + BY(t)P(t-+1)A(t)).
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Tim jsme dospéli opét k Riccatiho diferenéni rovnici, kterd pro S(t) = 0 je ekvivalentni
s vysledkem . Navic jsme jinym zpusobem ukazali, ze kvadratickd forma stavu
mé vyznam optimalni hodnoty ztratové funkce a je (pro tilohu optiméalni regulace) zavisla
pouze na pocateénim stavu rizeného systému.

Poznamenejme jesté, ze tlohu s nenulovymi vahami S lze pro R > 0 jednoduchou
upravou transformovat na tlohu s nulovymi vdhami S. Doplnime-li kvadratické formy
v kritériu (2.47) na uplny ctverec, dostaneme

2"Qr+2"Su+u'S"e+u"Ru = (u+R'STz) Ru+R'STz)+ (2.61)
+ z7(Q - SR 'ST)x.

Definujeme-li nyni novou #idici proménnou
u'(t) = u(t) + R (t)ST(t)x(t), (2.62)

pak Feseni optimaliza¢ni tlohy s kritériem (2.47) pro systém popsany stavovou rovnici (2.46)
je na zékladé transformace kritéria (2.61]) ekvivalentni s FeSenim optimaliza¢ni dlohy pro
systém, jehoz stavové rovnice muzeme pséat ve tvaru

z(t+1) = (A(t) — Bt)R™*(t)ST(t)x(t) + B(t)u/(t), (2.63)
tj. matice systému jsou modifikovany na
A't) = A(t)— B(t)R(t)S™(t) (2.64)
B'(t) = B(1).
Matice kritéria pak jsou modifikovany na
QW) = Q- SHR S (2.65)
R(t) = R()
S'(t) = 0.

7 predpokladu pozitivni semidefinitnosti slozené matice kritéria plyne pozitivni semidefinit-
nost matice Q'(t). Proto muZeme pii analyze vlastnosti Riccatiho rovnice bez djmy na
obecnosti predpokladat, ze matice S(t) = 0.

2.4 Ustalené reSeni Riccatiho rovnice

2.4.1 Vlastnosti ustaleného feSeni Riccatiho rovnice

Ukéazali jsme, Ze pro linearni ¢asové proménny diskrétni systém
x(t+1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.66)

s pocatecnim stavem x(0) = xp md optimalni Fizeni{ minimalizujici kritérium (2.18) tvar
casové proménné stavové zpétné vazby

u(t) = —K(t)x(t), (2.67)
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kde optimalni zesileni (nazyvané téz Kalmanovo zesileni)
K(t) = [R(t) + B (0)P(t+1)B()]  B"())P(t+1)A() (2.68)
urc¢ime na zdkladé matice P(t), kterou ziskdme fesenim Riccatiho rovnice
P(t) = AT)P(t+1)A(t) + Q1) — (2.69)
AT(O)P(+)B() [R(1) + B0OP(+)B®)] BT 0)P(t+1) A1)
s koncovou podminkou
P(N) = Q(N).
Predpoklddejme nadale, ze fizeny systém je ¢asové invariantni, tj. popsany stavovou rovnici
x(t+1) = Az(t) + Bu(t) (2.70)

a rovnéz matice kritéria jsou konstantni (az na Q(N), které muze byt odlisné). Protoze
posloupnost matic zesileni K (t) je ¢asové proménnd, je vysledny zpétnovazebni systém

x(t+1) = (A — BK(t))x(t) (2.71)

rovnéz Casové proménny. Vlastnosti takového zpétnovazebniho reguldtoru je pomérné ob-
tizné vysSetfovat a navic je k jeho implementaci potfebné ulozit do paméti pocitace celou
posloupnost matic K (t). Proto je dulezité zjistit, zda je mozné ¢asové proménny kvadraticky
optimalni regulator nahradit regulatorem suboptimalnim, ale ¢asové invariantnim.

Pozorovanim prubéhu feseni Riccatiho rovnice zjistime, ze v mnoha ptipadech se feseni
P(t) pro rostouci N—t blizi jisté ustdlené hodnoté P. Této ustialené hodnoté matice P pak
odpovida téz ustalend hodnota zesileni

-1
- |rR+B"PB| B"PA. (2.72)
Rovnéz matice uzaviené regulacni smycky
x(t+1) = (A - BK)x(t) (2.73)

pak je konstantni.

V odstavci 2.2 jsme ukézali, ze pro kritérium optimality lze odvodit vztah (2.41)).
Pouzitim vztahu (2.68) lze tento vyraz upravit na tvar

J= %mT(O)P(O)w(O) + (2.74)
N-1

+ % 2'(t)[(A - BK(t)" P(t+1)(A - BK(1)) + K"()RK (1) + Q — P(1)|x(t).
t=0

Je-li zesileni uréeno podle vztahu (2.68)), je jadro kvadratickych forem v ([2.74]) nulové a
hodnota kritéria je dana jako

J= %mT(O)P(O)m(O).
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V opa¢ném piipadé neni zesileni optimalni, jddro kvadratickych forem v je pozitivneé
semidefinitni (pro¢ ?) a vysledna hodnota kritéria je vétsi nez optimélni hodnota.
Predpokladejme nyni, ze prodluzujeme horizont optimalizace, tj. N — oco. Minimalizu-
jeme tedy kritérium
1 oo
J =33 {a"®)QMa(t) + v R(tyu(t) }, (2.75)

2 t=0

kde véha koncového stavu je nulova. Jestlize posloupnost matic P(t) konverguje, pak pro
limitni hodnotu

P =P(t)= P(t+1)
bude platit vztah
-1
P=A"PA-A"PB|R+B"PB| B'PA+Q, (2.76)

ktery nazyvame algebraicka Riccatiho rovnice. Je ziejmé, ze kazdé limitni feSeni
diferen¢ni Riccatiho rovnice musi vyhovovat algebraické Riccatiho rovnici. Protoze vsak
algebraicka Riccatiho rovnice je maticova kvadratickd rovnice, muze mit obecné i dalsi
feseni, kterd nemuseji byt symetrickd a/nebo pozitivné semidefinitni a nemohou tedy byt
ziskana jako limitni feSeni diferencni Riccatiho rovnice. Proto se nyni pokusime odpovédét
na nasledujici otazky:

- za jakych podminek existuje omezené ustalené feSeni diferenc¢ni Riccatiho rovnice

E59) *

- kdy je toto ustalené feseni nezavislé na volbé pocateéni podminky diferen¢ni Riccatiho

rovnice (2.70]) ?

- kdy je matice uzaviené regulacni smycky odpovidajici limitnimu feSeni diferen¢ni
Riccatiho rovnice stabilni 7

K formulaci odpovédi je vhodné nejprve definovat fiktivni vystup fizené soustavy

y(t) = Cou(t),
kde matice Cg je ddna vztahem

CHCo=Q. (2.77)
Zakladni vlastnosti limitntho feSeni diferen¢ni Riccatiho rovnice pak popisuji nasledujici

dvé véty.

Véta 2 (Existence limitniho feSeni.) Necht je dvojice (A, B) stabilizovatelnd. Potom
pro pocdatecnt podminku P(N) = 0 existuje pro N—t — oo omezené limitni reseni diferencni
Riccatiho rovnice P. Toto Tesend je zdroven symetrickym pozitivné semidefinitnim tesenim
algebraické Riccatiho rovnice.

Pripomenme, ze systém je stabilizovatelny, jestlize vSechny jeho nestabilni médy jsou
dosazitelné. Postacujici podminkou pro stabilizovatelnost je tedy dosazitelnost systému (t;j.
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dosazitelnost viech médu systému), kterou lze jednoduse ovérit pomoci matice dosazitel-
nosti.

Pro P(N) = 0 konverguje feseni Riccatiho rovnice monoténné, pro P(N) > 0 je feseni
Riccatiho rovnice nadale omezené, ale muze oscilovat.

Souvislost mezi omezenost{ limitniho feseni a stabilizovatelnosti systému je celkem pfiro-
zend: je-li néktery nestabilni mdéd systému nedosazitelny, pak nemuze byt stabilizovan zave-
denim zpétné vazby od stavu systému a limitni hodnota kritéria nebude pro nékteré volby
pocatecni podminky P(N) (které zpusobi, ze se tento nestabilni méd projevi v kritériu)
omezena.

Jestlize je systém stabilizovatelny, pak naopak k dosazeni stabilni matice uzaviené
smycky je tfeba reguldtor vhodnou volbou kritéria ,,donutit“, aby vSechny nestabilni mody
stabilizoval. Nutné a postacujici podminky pro stabilitu matice uzaviené smycky shrnuje
tato véta:

Véta 3 (Stabilita uzaviené smycky.) Necht CLCo = Q > 0, Q(N) > 0 a R >
0. Potom dvojice (A,B) je stabilizovatelnd a dvojice (Cq,A) je pozorovatelnd prdvé
tehdy, kdyz existuje pozitivné definitni limitni Teseni diferencni Riccatiho rovnice, které je
zdroven jedingm symetrickym pozitivné definitnim teSenim algebraické Riccatiho rovnice a
odpovidajici matice uzaviené smycky A — BK je asymptoticky stabilni.

Zékladni myslenky dukazu obou uvedenych vét 1ze nalézt (pro feseni dudlniho problému
optimélni filtrace) v kapitole 7.3.

Tato véta zarucuje existenci zesileni, pro které je matice A — BK asymptoticky sta-
bilni. Optimdlni fizeni tedy prevede libovolny pocatecni stav x(0) pro ¢ — oo do pocétku,
a protoze hodnota kritéria je omezend a matice R > 0, je rovnéz energie tohoto fizeni
omezend. K dosazeni téchto vlastnosti optimalniho fizeni staci, aby téz matice Q > 0.
Potom totiz mé matice Cg plnou hodnost a dvojice (Cq, A) je vzdy pozorovatelna.

Jestlize naopak dvojice (Cg, A) neni pozorovatelna, pak existuje nepozorovatelny méd
této fiktivni soustavy. Je-li tento mdd soustavy, ktery neovliviiuje hodnotu kritéria, nesta-
bilni, pak matice A — BK bude rovnéz tento méd obsahovat a zustane tedy nestabilni. Je-li
naopak tento moéd soustavy stabilni, pak i tento méd matice A — BK bude stabilni. Na
zakladé téchto tvah lze predpoklady uvedené véty oslabit na pozadavek detekovatelnosti
dvojice (Cg, A). Limitn{ feseni diferen¢ni Riccatiho rovnice je vsak potom pouze pozitivné
semidefinitni.

Nalezenim kvadraticky optimdlniho fizeni tedy muzeme za predpokladu vySe uvedené
véty stabilizovat libovolnou (vicerozmérovou) soustavu. Vsechny stabilizujici regulatory,
které takto muzeme ziskat, jsou parametrizoviany maticemi kritéria Q a R. Konkrétni
volba téchto matic pak umoznuje ,,ladéni“ reguldtoru z hlediska pozadovanych vlastnosti
(pfechodové a frekvenéni charakteristiky, Sifka pdsma, omezeni vstupnich veli¢in atp.).
7 inzenyrského hlediska je proto kvadraticky optimélni fizeni vyznamné tim, ze implic-
itné zajistuje stabilitu regulaéniho obvodu a navrhovatel se miize soustfedit na dosazeni
pozadovanych vlastnosti systému.
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2.4.2 Metody vypoctu ustaleného reseni Riccatiho rovnice

Nejjednodussi metodou nalezeni limitniho feSeni diferen¢ni Riccatiho rovnice je jeji it-
era¢ni vypocet. Rychlost iteraci muzeme zvysit tak, Zze misto feSeni diferen¢ni Riccatiho
rovnice feSime pfimo problém minimalizace kritéria na nekoneéném horizontu za
predpokladu, ze matice zpétné vazby K (t) je na celém horizontu optimalizace konstantni.
K urceni hodnoty kritéria tedy v kazdém kroku feSime Ljapunovovu rovnici a volbou K
hodnotu kritéria minimalizujeme. Timto postupem lze odvodit diskrétni analogii tzv. Klein-
mannova algoritmu pro vypocet limitniho feSeni P, ktery lze popsat néasledujicimi kroky:

(i) zvolime matici K© takovou, ze matice A — BK©) je stabilni.

(ii) proi =0,1,... uréime matici P kterd je fesenim Ljapunovovy rovnice
NT s . . ) ,
(A~ BK") PO (A-BKY) - P = -KOTRK! - Q.
(iii) urc¢ime zesileni
K = [R+ B"P" B ' BTPiA
a pokracujeme bodem (ii) pro dalsi iteraci i = i+1.

Potom plati P > pl) 4 1im PY = P. Tento algoritmus mé kvadratickou rychlost
konvergence, tj.

[P - Pl < PO - P,

ale jeho nevyhodou je potieba inicializace matici, kterd vede na stabilni matici uzaviené
regulacni smycky:.

Existuje téz moznost analytického feSeni diferen¢ni Riccatiho rovnice, ktera - kromé
ilustrace dalsich zajimavych vlastnosti Riccatiho rovnice - vede i na efektivni moznost uréeni
limitniho feSeni.

Ukézali jsme, ze pokud je A nesinguldrni, 1ze feSeni problému kvadraticky optiméalniho
fizeni nalézt na zakladé feseni soustavy (2.28]), kterou lze psit ve tvaru

xz(t) | x(t+1)
lA(t)] B ze+1) | (2.78)
kde
—1 —1 —1 pT
H = l QAAl AT f QflfBngT 1 (2.79)

je tzv. diskrétni Hamiltonova matice. Resen{ Riccatiho rovnice pak je uréeno vlastnimi
¢isly a vlastnimi vektory Hamiltonovy matice takto: ozna¢me

0 I
J:l_I 0]. (2.80)
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Pro inverzi této matice plati

J =17 (2.81)
Piimym dosazenim lze ukéazat, ze Hamiltonova matice vyhovuje rovnici

H'JH =J. (2.82)

Matice s touto vlastnosti nazyvame symplektické matice. Na zdkladé (2.82) lze nalézt
jednoduchy vztah pro inverzi matice H. Pokud tato inverze existuje, plati

H'J=JH!
a odtud
H'=-JH"J.

Dostaneme tak inverzi Hamiltonovy matice

H'= (2.83)

-ATQ AT

A+A'BR'BTATQ —BR—lBTA—T]

kde AT = (AT a vzhledem k symetrii Q7 = Q a R” = R. Dals{ v§znamnou vlastnost
matice H je skutecnost, Ze je-li A nenulové vlastni ¢islo matice H, je také 1/\ vlastnim
¢islem této matice. Abychom tuto vlastnost ukazali, predpokladejme, ze A je vlastni ¢islo a

v = [v],v1]7T vlastni vektor matice H. Podle definice tedy plati
Al AT'BR'B" v vy
-1 T -1 -1RT =A .
QA A" +QA"'BR 'B V2 V2

Tuto soustavu rovnic muzeme pierovnat na tvar

AT+QA'BR'BT —-QA! va | _\| v
—~A"'BR'BT A7l —vy | 7| —v |

kde matice na levé strané rovnice je pravé transponovand inverze Hamiltonovy matice H 7.
7 této rovnice plyne, Ze A je rovnéz vlastnim ¢islem matice H™ 7, a tedy i vlastnim éfslem
matice H 1. Odtud plyne, ze 1/X je vlastnim ¢islem matice H, coz jsme chtéli ukazat.

Vlastni ¢isla matice H tedy tvoii dvojice {\;,1/\;} a muzeme je tedy uspoidadat do
diagonalni matice

Ao
A — -1
kde matice Ag obsahuje na diagondle nestabilni vlastn{ ¢fsla | \;| > 1 a matice Ay' ob-
sahuje naopak pouze stabilni vlastni ¢isla | \; | < 1. Pro takto definovanou matici A existuje

reguldrni matice W tvorena (po sloupcich) odpovidajicimi vlastnimi vektory matice H
takova, ze plati

W IHW = A.
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Pouzijeme-li tuto matici W k transformaci proménnych v diferenéni rovnici (2.78))

z(0) | _ oy [ 20 =0
l ]‘W () (1)

potom rovnice ([2.78) v transformovanych souradnicich bude

I

Wi Wy
Wa Wao

Wl = 260
a tedy
| 0 - 23
Reseni této rovnice s diagondlni matici A uréime snadno jako
o] [ 46 ol o
u(t) AT || ()
Protoze matice A(()N%) pro rostouci N —t diverguje, piepiSeme rovnici na tvar
2Ny | [ Ag™Y 2(t
[ () ] - l A7) ] l u(N) ] ' (2:50)
Koncové podminky netransformované rovnice
A(N)=P(N)x(N)
dostaneme podle jako
Wa12(N) + Wou(N) = P(N)(Wi12(N) + W u(N))
a odtud plyne
pu(N)=Tz(N), (2.87)
kde transformacni matice T je ddna vztahem
T =—(Wa — P(NYWi3) H(Wy — P(N)W11). (2.88)
Podle plati
pt) = A;u()

Ay TN
= A;WYITA; N 21,
a tedy pro v8echna t =0, 1,... plati
p(t) = T(t)z(t), (2.89)
kde trasformaéni matice je

T(t) = Ag V1A, . (2.90)
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Nagli jsme tedy analytické vztahy pro feSeni rovnice v transformovanych soufadnicich
a z nich jsme odvodili matici popisujici jejich vzdjemny vztah. V netransformovanych
soufadnicich popisuje tento vztah pravé matice P(t), ktera je hledanym Fesenim Riccatiho
rovnice. Proto toto feSeni lze ziskat zpétnou transformaci . Podle muzeme vztah

A(t) = P(N)a(t)
pepsat jako

Wnz(t) + Waap(t) = P(t)(Wiiz(t) + Wau(t))
a odtud dosazenim dostaneme

(Wt + WasT(£)2(t) = P(1)(W11 + W T(£))(0).

Tato rovnost musi platit pro vSechny pocateéni podminky, a tedy i pro vSechny trajektorie
z(t). Musi tedy platit téz

Wor + WarT'(t) = P(t) (Wi + W T(1))
a odtud plyne hledany vztah
P(t) = (Wa + WyT (1) (Wi + Wa T(t) . (2.91)

Analytické Feseni diferenéni Riccatiho rovnice pro libovolnou koncovou podminku P(N) =
Q(N) je tedy déno rovnicemi ([2.88)), (2.90) a (2.91).

Vyznamnou vlastnosti tohoto feSeni je, ze pro N—t — oo plati pro nestabilni matici Ag

lim Ay =0,
N—t—o0

a tedy také

lim T'(t) =0.

N—t—o0
Jestlize tedy existuje limitni feSeni diferenéni Riccatiho rovnice, pak toto FeSeni muzeme
ziskat jako

. —1 _

P = T%%)m 0(W21 + WpT () (Wi + W T(t) = W21W111. (2.92)
K ziskdni limitniho feSeni Riccatiho rovnice tedy sta¢i nalézt vlastni vektory odpovidajici
nestabilnim vlastnim ¢éislim matice H, které tvoii matici

Wi ]

W_ p—
[ War

Tento postup lze zobecnit i na systémy se singuldrni matici A (napf. pro systémy s do-
pravnim zpozdénim), kde misto s vlastnimi ¢isly matice H pracujeme se zobecnénymi
vlastnimi ¢isly tzv. maticové tuzky (matrix pencil) (Pappas a dalsi, 1980)). Pro dvojici
matic v rovnici jsou tato zobecnéna vlastni ¢isla definovana vztahem

I B(t)R'(t)BT(t) A) 0|\
o[£ 20 4 1))
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Vsimnéte si, Ze je-li néktera z téchto matic regularni, lze tento vztah prevést na standardni
definici vlastniho ¢isla matice. Tento postup téz nahrazuje vypocet transformace do Jor-
danova kanonického tvaru, ktery je numericky malo robustni, vypoc¢tem zobecnéné Schurovy
QZ faktorizace, ktera ma podstatné lepsi numerické vlastnosti.

2.5 Frekvenéni vlastnosti LQ regulatoru

Klasické metody navrhu zpétnovazebnich obvodu specifikuji zddané vlastnosti regula¢niho
obvodu pomoci jeho frekvenéni charakteristiky (sifka pasma, amplitudova a fdzové bezpec-
nost) nebo polohy pélu uzaviené regulaéni smycky (absolutni a relativni tlumeni). Vlastnosti
limitniho kvadraticky optimalniho regulatoru, ktery je ¢asové invariantni, lze rovnéz popsat
timto zpusobem. Ukéazeme, jak pro kvadraticky optimalni reguldtor lze odvodit vztah pro
zpétnou diferenci regulacni smycky a s jeho vyuzitim najit jednoduché vztahy pro fazovou a
amplitudovou bezpecnost. Ukazeme téz, jak limitni feSeni Riccatiho rovnice souvisi s ilohou
spektralni faktorizace, pomoci které muzeme tlohu nalezeni kvadraticky optimélniho
reguldtoru prevést na 1ilohu umisténi pélia uzaviené regulaéni smycky.

Uvazujme limitni LQ regulator dany rovnici
x(t+1) = (A—- BK)x(t),

kde K je limitni hodnota Kalmanova zesileni. Je-li dvojice (Cg, A) detekovatelna a dvojice
(A, B) dosazitelnd, pak takovy regulator existuje a matice A — BK je stabilni.

Vytkneme-li z vyrazu pro charakteristicky polynom uzaviené smycky vyraz zI — A,
dostaneme

Ay(z) = det(zI — A+ BK)
= det ((z2I-A)(I + (:I- A)"'BK))
= det(2I—A)det(I + (2I-A)"'BK),
a vyuzijeme-li vlastnost determinantu
det(I+XY) =det(I+Y X),
dostaneme
Ay(z) = det(2I—A) det(I + K(2:I—-A)"'B). (2.93)
Pfitom determinant det(zI—A) je charakteristicky polynom oteviené smycky
A(z) = det(zI—A) (2.94)

avyraz K (zI-A)~! B je pienos oteviené smy¢cky stavového reguldtoru na obr. prrerusené
na vstupu fizené soustavy. Vyraz

I+K((:I-A)"'B,

ktery hraje roli ,,jmenovatele“ pfenosu uzaviené smycky, pak nazyvame zpétna diference.

K ziskani dalsitho vysledku pouzijeme identitu

P-ATPA=(2"'T-A)TPI-A) + ATP(:I-A)+ (" 'I-A)TPA,
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Obrazek 2.1: Kvadraticky optimalni regulator

kterou lze dokézat primym vypoctem. Z algebraické Riccatiho rovnice pouzitim této identity
dostaneme

(:"'I-A)TP(:I-A)+ ATP(:I-A) + (:"'I-A)TPA+ K" (BTPB + R) K=Q.

Vynasobime-li tuto rovnici zleva vyrazem BT (271 I-A)~T, zprava vyrazem (2I-A)~'B
a pricteme-li k obéma stranam matici R, dostaneme
B'PB + BT (»'1-A)"TATPB + BT PA(:I-A)"'B
+ BT '1-A)TK'(BTPB+ R)K(:I-A) 'B+R
= BT(z'1-A)TQ(:I-A)'B+R.

Vyuzijeme-li rovnosti
K'(B"PB+ R) = ATPB,

kterd plyne piimo z definice Kalmanova zesileni, muzeme levou stranu faktorizovat a
dostaneme identitu

I+ K("'1-A)"'B|(B"PB+R)|I+ K(:I-A)"'B| ’ (2.95)
=BT '1-A)TQ:I-A)'B+R

Tento vztah popisuje vlastnosti zpétné diference oteviené regulaéni smycky.

V ptipadé spojitého kvadraticky optimalniho reguldtoru pro jednorozmérny systém méa
regulacni smycka amplitudovou bezpeénost v intervalu (1/2,00) a fazovou bezpecnost 60
stupnu (Anderson a Moore, 1990) . Tyto vlastnosti ukazuji, ze spojité LQ fizeni ma velmi
dobré vlastnosti z hlediska citlivosti a robustnosti. Ukazeme, jak lze tyto vlastnosti popsat
v pripadé diskrétniho reguldtoru. Intuitivné je ziejmé, ze vzhledem k diskrétnimu charakteru

vstupu nemuze mit diskrétni regulacni obvod nekone¢nou amplitudovou bezpeénost.

T

Uvazujme jednorozmérny systém a matice kvadratického kritéria Q = cc* a r = 1.

Potom lze rovnici (2.95]) prepsat jako

1+ K7 T-A) 0] (1 4+ 67 Pb) [1 + KT (zT - A) 0] (2.96)
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=14+b7 (2 U-A)TQ(:I-A)"'b
a odtud

(14 k(I A) 8| (147 Pb) = 1+ | T (T~ 4) b . (2.97)

2
Protoze ’ CT(ZI—A)*lb’ > 0, plyne odtud

1+ kT(z1-A)""b ‘2 > 1+b1TPb’
a tedy pro z = eJ%Ts dostaneme

‘ 1+ kT(ejWTSI—A)_lb’ > 7, (2.98)
kde

NI (2.99)

V1+bTPb

To znamenad, Ze frekvenc¢ni charakteristika oteviené smycky se vyhyba kruznici se stfedem
v kritickém bodé —1 a polomérem -y, znazornéné na obr. Podle kruhového kritéria
mé tedy regulator amplitudovou bezpeénost s koneé¢nym rozsahem <ﬁ, ﬁ) a uréenim
bodu, ve kterém jednotkové kruznice protne tuto v-kruznici (bod A na obr. , 1ze ukazat,
ze fazova bezpetnost bude mit hodnotu ¢ = arcsin . Lze ukézat, Ze pii nevhodné volbé vah
kritéria a/nebo periody vzorkovani muze byt hodnota ~ libovolné mald. Naopak vhodnou
volbou periody vzorkovani a matic vah kritéria lze dosdéhnout hodnoty v — 1, tj. vlastnosti
srovnatelnych se spojitym reguldtorem (Anderson a Moore, [1990).

—1—n /\ .

%

Obréazek 2.2: Fazova a amplitudova bezpecénost LQ regulatoru

Vyuzitim vztahu (2.93]) dostaneme z (2.95)) tzv. Chang-Letovovu rovnici

_det(HT (") H(2) + R)A(2)A(z7})
B det(B"PB + R)

Ay(2)Ag(z™h) , (2.100)

kde pro Q = CTC
H(z)=C(zI - A)'B.

Tento prenos a charakteristicky polynom oteviené smycky jsou dany pouze vlastnostmi
systému a volbou matic kritéria. Vyraz na pravé strané je symetrickym polynomem (jeho
jmenovatel je pouze normalizaéni konstanta a neovlivni polohu jeho kotfenu). Protoze vime,
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ze charakteristicky polynom uzaviené smycky A (z) musi byt stabilni, muzeme z
urcit vybérem stabilnich kotfent tohoto symetrického polynomu piimo zadané poly uzaviené
smycky a pievézt tak pro dosazitelné systémy (kdy v prenosu (zI — A)~!B nedochézi ke
kraceni nul a pélu) tlohu kvadraticky optimélniho fizeni na dlohu umisténi pélu.

T

Pro jednorozmérné systémy s kritériem @ = cc' navic plati

— (oI — AL :CTn(Z)
H(z) = e (21 - A) o= T T,

kde n(z) je sloupcovy vektor pfenosu mezi vstupem a stavem systému. Rovnici (2.100) pak
lze psat jako

n?(z7HQn(z rA(z 21
Au(2)Ag(z) = PE)QNE) TrARAGET)

2.101
b Pb+r (2.101)
Kofeny pravé strany (2.101f) jsou pravé nulové body vyrazu
1 T(.,—1
1+ 771(2—)6271(2') (2.102)

r A(z)A(z71)

Chceme-li vySetfit zavislost polohy pélu kvadraticky optimalniho reguldtoru na volbé vah
kritéria, lze vyuzit podobnosti tohoto vyrazu se vztahem pouzivanym v klasické metodé geo-
metrického mista kotenti. Je zndmo, ze pti zméné zesileni K se pohybuji pély uzaviené
smycky, tj. koteny

1+ K GOZ(Z) =0

od pélu oteviené smycky k nuldm oteviené smycky (s uvazovanim nul v nekoneénu).
Proto pdly p; kvadraticky optimalniho reguldtoru se pii zméné hodnoty 1/r od nuly do
nekoneéna budou pohybovat od stabilnich péli soucinu H (2 1) H(z) k jeho stabilnfm nuldm.
Pii vyhodnocovéni tohoto geometrického mista kofent je dulezité si uvédomit, ze piislusné
nestabiln{ p6ly 1/p; se pohybuji po trajektoriich symetrickych vzhledem k jednotkové kruz-
nici. Pro pdl nebo nulu lezici na jednotkové kruznici je tfeba tyto symetrické trajekto-
rie uvazovat, abychom ziskali jejich spravné nasobnosti, které jsou rozhodujici pro urceni
asymptot trajektorii, které vychdzeji z pélu nebo nuly. Polohu nul (tj. limitni polohu pélu
uzaviené smycky) piitom miiZzeme ménit volbou matice kritéria Q@ = cc’ a polohu péli
uzaviené smycky na driaze od polu oteviené smycky k nuldm oteviené smycky muzeme
nastavit volbou ,,zesileni“ 1/r.
Poznamka: Kromé uvedené souvislosti mezi volbou matic kritéria a vlastnostmi uzaviené
smycky lze vyuzit pii volbé kritéria i nésledujici tvahy. Volba vah ovliviiuje amplitudy
jednotlivych signala v regula¢nim obvodu. Proto jako pocatecéni iteraci muzeme volit matice
kritéria diagonalni. Velikost diagondlnich prvku pak uréime tak, ze 1/¢; je imérné maximalni
pripustné stfedni kvadratické hodnoté stavu x; a 1/r; je imérné maximalni piipustné stfedni
kvadratické hodnoté u;. Jestlize nékteré linearni kombinace stavu a/nebo vstupu nabyvaji
neptiméiené velkych hodnot, rozsitime v dalSich iteracich matice kritéria o dyady qidqiqiT,
popt. ridyr!, kde 1/dyi, popi. 1/d,;, je Gmérné maximaln{ piipustné sttedni kvadratické
hodnoté qchc7 popft. rZTu.

Existuje také moznost volit matice kritéria frekvencné zavislé, ¢imz inzenyr, ktery
navrhuje reguldtor, ziskd dalsi ,,stupné volnosti“. Tento postup muze byt uzitecny napf.
pro systémy s ostrymi rezonancemi, jejichz potla¢eni neni s piipustnou amplitudou fizeni
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mozné. Volbou frekvencné zavislé matice R lze pak dosdhnout zvySenim vah v oblasti
rezonance snizeni energie fizeni v této ¢asti spektra. Kmitavé moédy pak alespon nej-
sou vstupnim signdlem vybuzovéany. Podobné lze potlacit energii fizeni v oblasti (typicky
vysokych) frekvenci, kde je nase znalost modelu nepfesna. Tak lze v nékterych piipadech
zlepsit vlastnosti oteviené smycky z hlediska citlivosti a robustnosti. Naopak snizenim vah
v oblasti nizkych frekvenci ziskame fizeni integracniho charakteru. Frekvenéné zavislych
vah lze dosdhnout rozsifenim systému o tvarovaci filtry Sumu (Anderson a Moore, (1990).
V kritériu jsou vazeny vystupy téchto filtri. Vysledny reguldtor pak neni dan statickou
zpétnou vazbou od stavu systému, ale je rovnéz dynamicky. O

2.6 Uloha kvadraticky optimalniho sledovani

V predchozich odstavcich jsme fegili tlohu nalézt kvadraticky optimalni reguldtor, ktery
optimalnim zpusobem pievede systém z libovolného stavu do poc¢atku souradného systému.
Nyni budeme formulovat a Fesit obecnéjsi tlohu o sledovani, kdy vystup systému ma
sledovat predepsanou referenéni trajektorii. Ukazeme, ze feSeni této tilohy zavisi na tom,
jakym zpusobem je tato referenéni trajektorie definovana.

Predpokladejme nejprve, ze referen¢ni trajektorie je generovana linearnim dynamickym
systémem jako odezva na jeho pocateéni podminky, pficemz tyto pocateéni podminky mo-
hou byt libovolné. Referenéni trajektorie tedy muze byt libovolny signal z dané t¥idy signélu.
Naptiklad pro referenc¢ni signal ve tvaru skoku s libovolnou amplitudou je takovym systémem
suméator (diskrétni integrator), pro referenéni signal ve tvaru rampy je takovym systémem
dvojity sumator a podobné. Pfivedeme-li na vstup takového systému vhodné zvoleny im-
puls, dojde ke zméné ,,poc¢ate¢nich podminek“ pro dalsi ¢ast odezvy. Pfi ndvrhu optimélniho
tizeni obvykle predpokladame, ze k této impulsni zméné poc¢ateénich podminek béhem hori-
zontu optimalizace nedojde. Tuto t¥idu tloh nazyvame tloha o optimalnim servomecha-
nismu. Chceme-li, aby vystup systému sledoval odezvu jiného dynamického systému, ktery
budeme nazyvat model, na referen¢ni signal vySe uvedenych vlastnosti, dostaneme t¥idu
uloh nazyvanou tloha o optimalnim sledovani modelu. Zahrneme-li model do generatoru
reference, jsou obé ulohy totozné.

Druhym moznym pfistupem je, ze referencni trajektorie je ddna predem jako zndma
funkce casu na celém horizontu optimalizace. Typickym piipadem jsou tzv. davkové procesy
v chemickém prumyslu, programové fizeni teploty a podobné. V tomto piipadé hovoiime
o tloze o programovém fFizeni.

Upozornéme jesté, ze pouzitd terminologie neni v literatuie zcela jednotna. Zasadni
rozdil mezi obéma témito piistupy vyplyne z nasledujicich odstavcu.

2.6.1 Kvadraticky optimalni servomechanismus

Predpoklddejme, ze je dédn linearni ¢asové invariantni diskrétni systém

acl(t—i—l) = Alwl(t)+Blu(t) (2.103)
y(t) = Clacl(t)—l-Dlu(t),
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kde y(t) je m-rozmérny vystup, a generdtor referen¢niho signalu r(t) ve tvaru
:I:g(t—i—l) = Agwg(t) (2.104)
’I“(t) = ngg(t).

Jestlize vystup systému ma& na zvoleném horizontu délky N sledovat referen¢ni signal, je
prirozené definovat kvadratické kritérium optimality ve tvaru

N—-1
7= %wT(N)Q/<N)$(N> +% > {e"®)Qe(t) + u"() Ru(®)}, (2.105)
t=0

kde Q' a R/ jsou pozitivné definitni matice a

e(t) =r(t) —y(t) (2.106)

je regulaéni odchylka. Pro zjednoduseni nésledujicich tivah pfedpokladejme, Ze matice
C1 mé hodnost m, to znamend, ze vystupy fizeného systému mohou nabyvat vzdjemné
nezavislych hodnot, a dvojice (Cg, Ag) je pozorovatelnd, tj. generdtor referenc¢niho signalu
je systém minimélniho Fadu, ktery muze generovat pozadovanou trajektorii.

Ziejmé plati
e(t) =r(t) —y(t) = Caxa(t) — Crx1(t) — Dyiu(t)

a zavedeme-li rozsifeny systém

z(t+1) = [ ‘L(‘)l Xz ] x(t) + ]‘31 ]u(t) (2.107)
se stavem
_ | =)
x(t) = [ A ] ,
dostaneme
e(t) = —C1 C» |2(t) - Diu(®). (2.108)

Kritérium optimality pak lze upravit na tvar

N-1
J= 32" (NQNe(N) + Y o [ 27(1) () | [ g % ] ["”(ti ] (2109)

t=to

kde matice kritéria ma strukturu

Q1 Qx| S1
S
[sQT R‘| - Q21 Q22 52
sT ST |R
s prvky
Qi = CIQCy
Qi = -CiQCy

Q,y = —-CiQ'cy
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Q22 = C2TQ,C2
S, ctQ' D,
S, -CctQ'D,
R = DI'Q'D,+R.

Vzhledem k tomu, Ze vystupni rovnice diskrétniho linedrniho systému (2.103)) obecné
zahrnuje i pfimou vazbu mezi vstupem a vystupem, tj. obsahuje nenulovy ¢len Du(t),

jsou v kritériu ([2.109)) nenulové kiizové ¢leny S.

Timto postupem jsme prevedli tlohu na problém kvadraticky optiméalniho regulatoru,
ktery jsme vyfesili v odstavei 2.3. Odtud plyne, ze optimalni regulator tedy bude mit tvar
¢asové proménné stavové zpétné vazby

u(t) = —K(t)=(t),
kde optimalni (Kalmanovo) zesileni bude

K(t)=(R+ BTP(t+1)B)_1 (" +BTP(t+1)A). (2.110)
Toto zesileni uréime na zékladé matice P(t), kterou ziskdme fesenim Riccatiho rovnice

P(t) = (A— BK(t)"P(t+1)(A - BK(t)) + K'(t)RK(t) + Q (2.111)
s koncovou podminkou

P(N) = Q(N) = [ W) 8].

Rozdélime-li matici P na bloky odpovidajici slozkdm stavu x(t) a @x2(t)

Pii(t) Pis(t)
P = | P Bt

a podobné rozdélime i matici zesileni
K(t)=| Ki(t) Ks(t) ],

muzeme optimalni zdkon fizeni psit ve tvaru

u(t) = —K(t)x1(t) — Ka(t)x2(t), (2.112)
kde jednotlivé zesileni budou podle (2.110)) a (2.107])
-1
Ki(t) = (R + BITPH(tH)Bl) (SIT + BlTP11(t+1)A1> (2.113)
-1
Ks(t) = (R+B{Pu(t+1)B1) (8§ + Bl Pu(t+1)4,).

Tato zesileni zaviseji pouze na hodnotach bloku Pi; a Pis. Pro tyto bloky dostaneme
z Riccatiho rovnice (2.111)) rekurentni vztahy

Pi(t) = (A —B K (t) P(t+1)(A; — Bi1K (1)) + (2.114)
+ KIt)RK,(t) +Qq
Plz(t) = (A1 — BlKl(t))T(P12(t+1)A2 — Pn(t—i-l())BlKQ(t)) +
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+ K{(t)RK(t)+ Qs
s koncovymi podminkami

Pi(N) = Q(N)
Piy(N) = 0.

Regulédtor, znézornény na obrazku lIze tedy rozdélit na zpétnovazebni East a

KQ(t)—_’O—f" B, d [

210 u(t) 1(t)

Obrézek 2.3: Kvadraticky optimalni servomechanismus

primovazebni ¢ast. Ze vztahu a je patrné, ze zpétnovazebni ¢ast regulatoru
je nezdvisla na vlastnostech generatoru referenc¢niho signédlu a jeji zesileni (a pravé tak
odpovidajici ¢ast Riccatiho rovnice) je totozné s optimélnim zesilenim v tloze optimalni
regulace (do pocatku). Piimovazebni ¢ast reguldtoru pak vyzaduje, aby byly méfitelné téz
vSechny stavy generatoru referen¢niho signalu. V ptipadé sledovani konstantni reference
vSak je situace zjednoduSena tim, ze hodnota stavu je pro Cy = 1 totoznd s hodnotou
vystupu.

Roste-1i horizont optimalizace, pak feSeni Riccatiho rovnice pro blok Py; konverguje za
podminek uvedenych v odstavci 2.4 ke konstantni matici a zpétnovazebni ¢ast reguldtoru
je ¢asové invariantni. Pokusime se nyni najit odpovéd na otézku, zda i hodnota kritéria a
signaly v regula¢nim obvodu zlstanou omezené. Je zfejmé, Ze pro Q' > 0 a R’ > 0 muze byt
hodnota kritéria omezend pouze tehdy, kdyz jak ustalend regulac¢ni odchylka, tak ustalend
hodnota vstupu budou nulové. Pro nestabilni referen¢ni signdl to vSak nelze dosdhnout
obecné a je tfeba, aby platil tzv. princip vnitiniho modelu (internal model principle)
(Francis a Wonham, |1976)). K odvozeni tohoto principu lze dojit nasledujici ivahou. Odezvy
generatoru referenéniho signalu r(¢) i fizeného systému y(t) jsou linedrni kombinaci geomet-
rickych fad \Y;, AL, kde A14, Ag; jsou vlastni &fsla systému a generdtoru referenéniho signélu.
Koeficienty téchto linedrnich kombinaci zaviseji na pocateénich podminkéach. Jestlize pro
Q' > 0 a R > 0 ma byt hodnota kritéria omezena, pak pro t — oo musf platit e(t) — 0 a
zéroven u(t) — 0. Musi tedy existovat takova transformace stavi @i(t) a x2(t), Ze trans-
formovand matice Ao je rozdélena na nestabilni blok As_ a stabilni blok As, a zaroven
matice A; obsahuje tento nestabilni blok matice As. Musi tedy platit

. AQ, X . AQ, 0
et ] e 0] @t
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Navic po odeznéni vsSech stabilnich médu musi platit y(t) = »r(¢t) pii u(t) = 0, a tedy
vystupni matice museji mit tvar

Cl = { k‘Cgf X } s CQ = [ Cgf CQ+ }, (2.116)

kde k je vhodna konstanta. V této soustavé souradnic pak lze psat
A2_ X iBl_(t) Bl—
+ u(t 2.117
l 0 meH(t) By, |*® (2.117)

. AQ, 0 ro_ (t)
0 A2+ o4 (t) '
Potom pro vhodné nastavené pocéteéni podminky nestabilnich méda @1 (o), x2—(tg) v ¢ase

to a nulové pocatecni podminky stabilnich médu @14 (to), 24 (o) (toto nastaveni zajisti pro
to — oo reguldtor, pokud je regulaéni obvod stabilni) plati pro (t—ty) — 0

e(t) = Co_ AL ay_(tg) — kCo AL 2y _(t5) = 0.

Tyto tvahy lze shrnout do nasledujici véty.

Véta 4 (Princip vnitiniho modelu) Uvazujme ilohu o servomechanismu, kde generd-
tor referenéniho signdlu obsahuje nestabilni mody. Potom existuje zpétnovazebni requldtor
ve tvaru takovy, Ze pro t — oo plati e(t) — 0 a zdroven u(t) — 0, jestlize existuje
transformace souradnic takovd, Ze plati (2.115) a (2.116}).

Poznamenejme, ze uvedeny reguldtor nemusi byt prave reguldtor kvadraticky optimélni, ale
jakykoli reguldtor stabilizujici soustavu, ziskany napt. metodou umisténi pola.

Dokonéime nyni tvahu o konvergenci pro kvadraticky optimalni regulator. Plati-li
rovnice (2.117)), 1ze (2.103) a (2.104) z hlediska kritéria (2.105) spojit do soustavy

Te_(t+1) Ay x 0 ZTe—(t) B,_
.’131.:,.(t+1) = 0 X 0 CCH_(t) + | B+ u(t)
$2+(t+1) 0 0 Aoy :B2+(t) 0
e (1)
e(t) = | kCo x Co || @1i(t) | + Duft),
932+(t)

kde
Te— (1) =x1-(t) — 1/kxo_(t).

Potom je-li dvojice (A1, By) stabilizovatelnd, je i tento systém stabilizovatelny (nebot je
rozsitenim této dvojice o matici Agy, kterd je stabilni). Kritérium (2.105) pak je kvadrat-
ickou formou stavu x._(t) a fizeni u(t) a uloha je pfevedena na problém reguldtoru, tj.
podminky pro omezenou hodnotu kritéria jsou dany vétami v odstavci 2.4. Pfitom je
tieba provést modifikaci stavového popisu a kritéria podle odstavce 2.3, nebot uvedené
véty vyzadovaly nulové kiizové ¢leny v kritériu.

V pripadé sledovéani konstantniho referencniho signédlu lze dosahnout splnéni podminek
danych principem vnitintho modelu - pokud jim fizena soustava sama nevyhovuje -
jednoduchym rozsifenim fizené soustavy o integratory na jejich vstupech nebo vystupech.
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2.6.2 Kvadraticky optimalni programové rizeni

Vychozi ptredpoklady tlohy programového fizeni se 1isi v popisu referenéniho signalu.
Uvazujme opét fizeny systém popsany jako linedrni ¢asové invariantni diskrétni systém
(zobecnéni na ¢asové proménny systém je piimocaré)
x(t+1) = Az(t)+ Bu(t) (2.118)
y(t) = Cuz(t)+ Du(t)

s m-rozmérnym vystupem y(t¢). Referenéni signal r(¢) predpokldddme zndmy na horizontu

optimalizace t = 0, ..., N—1. Budeme opét hledat fizeni, které bude minimalizovat kritérium
1 1 N-1

J = Za" (MQN)a(N) + 5 - {e"()Q@e(t) +w B Ru(t)}, (2.119)
t=0

kde Q' a R’ jsou pozitivné semidefinitni matice a

e(t) =r(t) —y(t) (2.120)

je regulaéni odchylka. Pro zjednoduseni opét predpokladejme, Zze matice C' ma hodnost
m, to znamena, ze vystupy fizeného systému mohou nabyvat vzajemné nezavislych hodnot.
Ukézeme, ze k optimalizaci tohoto kritéria 1ze pouzit dynamického programovani. Postup
optimalizace je shodny s postupem podrobné popsanym v odstavci 2.3, pouze k zahrnuti
vlivu nenulového referen¢niho signalu do optimalni hodnoty kritéria je tfeba predpokladat,
ze optimélni hodnota ztriatové funkce ma obecnéjsi tvar

1

V(@ (t).1) = 5 (2 (OP@z() + 2 (0p() + P2 +a(?) (2.121)
Tento predpoklad nyni dokdzeme indukci. Podle v ¢ase t = N plati
P(N)=Q(N), p(N)=0, ¢(N)=0. (2.122)

Predpoklddejme déle, ze v case t+1 plati
V(@(t4+1),t+1) = % ("4 DP @+ Da(t+1) + @+ D)p(t+1)
+ pT(t+ 1) (t+1) + q(t+1))
Potom rovnici , popisujici jeden krok algoritmu dynamického programovani, muzeme

psat jako

Vi((t),t) = min {%eT(t)Q’e(tH—%uT(t)R’u(t)+V*(w(t+1),t—|—1)}: (2.123)

~ uin %{(Cm(t) + Dut)TQ (Ca(t) + Dul(t)) +

+ul(t)R'u(t) +
+ (A(D)z(t) + BO)u() P(t+1)(A@)x(t) + B(t)u(t)) +
+ (A(D)z(t) + Bt)u()) pt+1) +
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Oznacime-li

Q = C'Qc
R = D'Q'D+R
s = Cc'Q'D,

lze kvadratickou formu na pravé strané (2.123)) psat jako
2q((u(t))

2’ (t)(ATp(t+1) — CTQ'r(t)) + (ATp(t+1) —
uw (t)(BTp(t+1) — DTQ'r(t)) + (BTp(t+1) —
+ Q' r(t) + q(t+1).

Doplnénfm na tplny étverec dostaneme pro (R 4+ BT P(t+1)B)

+ o+ o+l

T(Q+ ATP(t+1)A)x(t) + ul(t )(R+BTP(t+1)B)u(t)
T(t)(S+ATP(t +1)B)u(t) + ()( + BTP(t+1)A)x(t)

67

n
"
CQ'r(t) x(t) +
DTQ'r(t) u(t) +

>0

2g(u(t) = (u(®)+ (R+B"P@t+1)B)"' (ST + B P(t+1)A)z(t) +

+(R+BTP(t+1)B)  (BTp(t+1) - D"Q'r(1)))

(R+B"P(t+1)B)

(u() + (R+BTP(t+1)B)"" (ST + BT P(t+1)A)z(t) +

+(R+ B P(t+1)B) " (B"p(t+1) - D'Q'r(t)))

+ ' t)(Q+ ATP(t+1)A)x(t) —

— 2"t)(ST+B"P(t+1)A)T(R+ B"P(t+1)B) !

(ST + BTP(t4+1)A)x(t) +
+ 2'(t)(ATp(t+1) - CTQ'r(t) + (ATp(t+1) -

CQ'r(t) =(t) —

- ( (ST + B"P(t+1)A)"(R+ BT P(t+1)B)™!

p(t+1) - DTQ'r(1)) -

(B”
— (BTp(t+1) - D"Qrt)"(R+ B"P(t+1)B)™"
( )

ST + BTP(t+1)A)x(t
+ rT( HQ'r(t) +q(t+1) —
— (BTp(t+1) -

(BTp(t+1) — DTQ'r(1)).

Optimalni fizeni je tedy dano jako

D'Q'r(t))" (R+B"P(t+1)B)™"

u*(t)=—(R+B"P(t+1)B) '[(ST+ B P(t+1) A)x(t)+ BTp(t+1) — D'Q'r(t)], (2.124)

neboli
u'(t) = —K()z(t) + 1),
kde
K({t) = (R+B"P(t+1)B) ' (S” + BTP(t+1)A)

(2.125)

(2.126)
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I(t) = (R+BT"Pt+1)B) '(DTQ'r(t) — B p(t+1)).

Optimalni hodnota ztratové funkce pak bude

2q(u’(t)) = 2'(t)(Q+ATP(t+1)A)x(t) —

! (t)(S"

+BTP(t+1)A)T(R+ BTP(t+1)B)"}

(ST + BTP(t+1)A)x(t) +
+ 2t (ATp(t+1) - CTQ'r(t)) +

- @'(1)(s"

+BTP(t+1)A)T(R+ BTP(t+1)B) ™

(B"p(t+1) - DTQ'r(1))

+ (ATp(t+1) - CQ'r(t
— (BTp(t+1) - D' Q'r

)T()

)
¢ (R+B"P(t+1)B)!

(ST + BTP(t—H)A)a:(t)
+ rI(HQ'r(t) + qt+1) —

(
(BTp(t+

BTp(t+

DTQrt)" (R+BTP(t+1)B) ™"
DT Q'r(t)).

1

) —
+1) -

Je vidét, ze tato optimalni hodnota ma opét tvar (2.121)) a plati

Pit) = ATH)P(t+1)A

() + Q(t) — (S(t) + AT(t) P(t+1)B(t))

(R(t) +BT HP(t+1)B(t)) " (ST(t) + BT(t)P(t+1)A(t))

p(t) = (A-BK())p(
qt) = 't )Qr()+
(BTp(t+1) —

(t+1) — (C — DK(t))Q'r(t)

(2.127)

q(t+1) — (BTp(t+1) - D'Q'r(t))" (R + BT P(t+1)B) "

DTQ'r(1)).

Vsimneéte si, ze optimalni fizeni na hodnoté ¢(t) nezélezi.

0w =
LR ikl
e

K(t) |-

Obréazek 2.4:

Kvadraticky optimalni programové tizeni

Resen{ tlohy programového Fizeni tedy vede regulétor podle obr. tvofeny zpétnou
vazbou od stavu, ktera je totozné s feSenim tlohy optimalni regulace, a pfimou vétvi, kterou
privadime na vstup fizené soustavy signdl, ziskany filtraci referen¢niho signalu na celém hor-
izontu optimalizace. V§imnéte si, ze toto schéma fizeni - na rozdil od schématu ziskaného
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feSenim tlohy o servomechanismu - nemuZze reagovat na zmeény pozadované referencni tra-
jektorie v priubéhu regulaéniho procesu. Zpétnovazebni ¢ast zde pouze stabilizuje fizeny
systém a sledovani referen¢ni trajektorie je dosazeno ovladanim.

2.6.3 Robustni sledovani konstantniho referenéniho signalu

Pouzijeme-li reguldtor na obr. ke sledovani konstantniho referenc¢niho signdlu,
dosdhneme pro ¢ — oo na vystupu fizené soustavy zddané hodnoty y(t) = r(t) pouze
v pripadé, ze Tizend soustava je pfesné popsana modelem a na soustavu nepusobi zadné
poruchové signdly. Oba tyto predpoklady nejsou pii praktickém pouziti realistické. V praxi
je tfeba, aby sledovani referenéni hodnoty bylo robustni, to znamenad, aby zddana hodnota
vystupu byla dosazena i pii omezenych, konecné velkych zménach vlastnosti fizené soustavy
a pii pusobeni konstantnich poruchovych signdlu v.

Je znamo, ze téchto vlastnosti lze dosdhnout zavedenim integrace regula¢ni odchylky
akce do regulatoru. Proto nyni ukdzeme, jak lze navrhnout kvadraticky optimalni ser-
vomechanismus s podobnymi vlastnostmi.

Obrazek 2.5: Roz§ifeny systém s integratory

Prvni ptistup je prosté rozsifeni fizené soustavy o m integrétoru (sumétoru) na vystupu,
které budou integrovat regulacni odchylku. Dostaneme tak stavovy model podle obr.

x(t+1) A 0 x(t) B 0
= t) — t
[ w](t-l-l) l C I :B](t) D u( ) I ’I“( )+
Je-li tento systém i pii pusobeni uvazovanych koneénych zmén stabilizovatelny, pak kvadrat-
icky optimalni regulator pro takto rozsifeny systém bude robustné sledovat konstantni ref-
eren¢ni signal, a to i pfi pusobeni uvazované konstantni poruchy v. Kritérium optimality

vsak bude ovlivnéno vézenim stava xj(t). Abychom se tomuto vlivu vyhnuli, je mozné
postupovat jinym zpusobem.

I

* 0

] v.  (2.128)

Uvazujme limitni regulator v ¢ase t+1 dany vztahem
u(t+1) = —Kz(t+1).

Neni-li stav x(t+1) v okamziku generovani fizeni jesté dostupny, je mozné ho nahradit



70 KAPITOLA 2. KVADRATICKY OPTIMALNI RIZENI

podle stavové rovnice jako
u(t+1) = —K(Axz(t) + Bu(t)).

Dostaneme tak popis uzaviené smycky ve tvaru

x(t+1) | A B x(t)
u(t+1) | [ ~-KA -KB ] [ u(t) |’ (2.129)
Pomoci transformaéni matice
I 0
T = [ KT ] (2.130)
lze matici uzaviené smycky pievést na tvar
A B A-BK B
—1 .
T l—KA —KB]T—l 0 0]. (2.131)

Je z ného vidét, ze vlastni ¢isla uzaviené smycky jsou tvoreny vlastnimi ¢isly matice A—BK,
odpovidajicimi puvodnim vlastnim ¢&islim uzaviené smycky, a nulovymi vlastnimi &isly,
odpovidajicimi poc¢atecni podmince u(0), kterd odezni v jediném kroku (viz obr. [2.6]).

Obréazek 2.6: Dynamicky popis stavového regulatoru

Uvazujme nyni kvadraticky optimalni servomechanismus podle obr. do kterého jsme
zavedli sumator tizeny regulacni odchylkou. Predpokladejme déle, ze na systém ptisobi kon-
stantni porucha v. Oznac¢ime-li stav sumdatoru @ (t), pak lze tento systém popsat rovnicemi

x(t+1) Ax(t) + Bu(t) + v
zi(t+1) = z(t) + Kyr(t) — Ky)Cx(t) — KyDu(t)
u(t) = —Kiz(t)+ Kyr(t) + z(t).

Zvolime-li jako stavové veli¢iny hodnoty x(t) a u(t), dostaneme odtud

x(t+1)

w(t+1) +

A B x(t)
K|~-K|A-K,C I-K|B-K,D || u(t
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0 I
K, ]r(t+1)+ l K ]'v

a prechodovou matici stavu lze upravit na tvar

_'_

x(t+1) I 0 A-I B x(t)
w(t+1) | <I+ ~K, -K) ] [ c D D [u(t) * (2.132)
+ [12’2 r(t+1) + _f(,,l ]v

Porovname-li nyni tuto matici s matici v (2.129)), kterou lze psat téz jako

A B |_,. [a1 B
~-KA —-KB | ~-KA —-I-KB |’

lze dosdhnout stejné dynamiky, jestlize plati

K} —K’Q]lAC_,I glz[—KA ~I-KB |.
Odtud dostaneme pro volbu zesfleni K a K/, vztah
-1
A-I B
/ r ]
(K| Ky |=[Ka I+KBH C D] (2.133)

Inverze matice

[ A-T B
C D

existuje praveé tehdy, kdyz tato matice nemd nulova vlastni ¢isla. Plati vSak

e 1] BN et

~C(A-I)' I C D| | 0 -CA-I'+D |

Determinant této matice je roven éitateli vyrazu det(—C(A—I)~1+D), ktery je nulovy pravé
tehdy, je-li nulova pfenosova matice systému v bodé z = 1. Odtud plyne, Ze tloha robustniho
sledovani konstantni reference je fesSitelna pravé tehdy, kdyz systém nema zadné nuly
v bodé z =1.

Jak jsme ukéazali transformaci , vlastni ¢isla uzaviené smycky takto navrzeného
reguldtoru jsou tvotreny vlastnimi ¢isly matice A—B K, odpovidajicimi puvodnim vlastnim
¢islum uzaviené smycky kvadraticky optimélniho reguldtoru, a nulovymi vlastnimi ¢&isly,
odpovidajicimi poc¢atecni podmince u(0), kterd odezni v jediném kroku.

Vypocitame-li nyni ustéleny stav vystupu, dostaneme pro stabilni matici (A— BK)

y(o0) = 7(c0)

pro libovolnou hodnotu poruchy v. Robustnost takto navrzeného servomechanismu plyne
z toho, ze plati-li, ze pro dany model systému je matice (A—BK) stabilni, jeho vlastni ¢isla
maji koneénou vzdalenost od meze stability a rovnéz prenos |G(1) | > € > 0, jsou obé tyto
vlastnosti zachovany téz pro jisté omezené zmény parametri fizeného systému. Systém pak
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K, D
v
t ) ult
"QH@K;T i AL g d c
A e
_______________________________ )
K |-

Obrazek 2.7: Robustni kvadraticky optimalni servomechanismus

sleduje referen¢ni signal presné pro celou tiidu systémt, vyhovujici uvedenym omezenim.



Kapitola 3

Algebraické metody rizeni I

Algebraické metody fizeni je spoleény nézev pro metody analyzy a syntézy dynamickych
systému, které vychdzeji z vnéjsiho popisu systému a chépou jej jako algebraicky ob-
jekt. Vysledky syntézy spocivaji v feSeni algebraickych rovnic raznych typu. Algebraickym
metodam fizeni je vénovana puvodni kniha (Kuceral, 1979).

Nespornou vyhodou algebraickych metod je formalni stranka feSeni problému spocivajici
v nalezeni feSeni a urceni podminek fesSitelnosti urcitych rovnic. Problém syntézy fizeni
systému je tak pfesunut do oblasti numerickych metod feSeni algebraickych rovnic.

Nevyhodou algebraického piistupu je vysoky stupen abstrakce, ktery muze vést ke ztraté
nazornosti a fyzikalniho pohledu na feSeny problém.

Algebraické metody byly nejprve pouzity na feseni tloh diskrétniho Fizeni systému s jed-
nou vstupni a vystupni veli¢inou a také na systémy mnoharozmérové. Pii ur¢itém zobecnéni
jsou pouzitelné i pro systémy spojité a v literatuie se objevuji publikace s algebraickym
pristupem k systémum s ¢asové proménnymi parametry, systémum nelinedrnim, systémum
s rozlozenymi parametry a systémum vicedimenzionalnim.

Na&s vyklad za¢neme zavedenim matematického aparatu potiebného k feseni diskrétnich
uloh tizeni algebraickymi metodami. Zavedeme si nejprve nékteré pojmy a operace s poly-
nomy. Pro diskrétni systémy s jednou vstupni i vystupni veli¢inou vyfesime potom problém
casové optimalniho a kvadraticky optimélniho fizeni. Tyto dva problémy vedou na linedarni
zékon Fizeni a feSeni pomoci algebraického piistupu je jednoduché a spociva v feSeni linedr-
nich rovnic s polynomy. Polynomialni p¥istup lze pouzit i k feSeni problém1 fizeni spojitych
systému, viz problém modalniho fizeni a pfizpusobeni systému zvolenému modelu.

V dalsi ¢asti pojedndme o sjednoceni algebraického piistupu pro spojité i diskrétni
systémy. Zavedeme potfebny matematicky aparat a vyreSime nékteré jednoduché tulohy.

3.1 Jednorozmérové systémy

Jednorozmérové systémy jsou systémy s jednou vstupni i vystupni veli¢cinou. Takové systémy
se ¢asto oznacuji zkratkou jako SISO systémy (Single Input - Single Output). V této kapitole
se budeme zabyvat problematikou fizeni linearnich SISO systému.

73
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Ptenos diskrétniho SISO systému je roven

b(z)  bp2™+ b12™ L4+ by
a(z) 2 Hap_12" 4 4ag

S(z) = (3.1)

kde a(z) a b(z) jsou polynomy v kladnych mocnindch z. Kauzalita diskrétniho systému je
zaruCena tim, Ze stupen polynomu b(z) v Citateli pfenosu neni vétsi nez stupen polynomu
a(z) ve jmenovateli pfenosu.

Prenos diskrétniho systému muzeme vyjadiovat i v zdpornych mocninéch z,

, bmzm—n 4 bm_lzm—l—n NI b()Z_n
S(z7) = : .
14+ap—12=*+---+agz™™

Kauzalita ifzeného systému popsaného prenosem S(z~!) v zadpornych mocninich z je za-
ruc¢ena nenulovosti absolutniho ¢lenu ve jmenovateli pfenosu. Tato podminka je v nasem
ptipadé splnéna, nebot puvodni prenos S(z) byl dle predpokladu kauzdlni.

Casto misto 2! piseme d (delay - zpozdéni) a pfenos systému oznacujeme S(d) , potom
b(d) by d™ ™™ + - - - 4 bpd”
a(d)  1+ap1d+--+ard"' +apd®’

S(d) =

Ptenos diskrétniho systému je tedy roven podilu dvou polynomu v z ¢ d. Obecné je rad
diskrétniho systému popsaného prenosem S(d) roven vétsimu ze stupnu polynomu v ¢itateli
a jmenovateli jeho pfenosu.

Charakteristicky polynom A diskrétniho systému je roven polynomu jmenovatele
jeho prenosu v kladnych mocnindch z. Plati tedy A = a(z). Kofeny charakteristického
polynomu jsou rovny pienosovym poélim systému a jejich absolutni hodnota rozhoduje o
stabilité diskrétniho systému. Pokud je pfenos diskrétniho systému vyjadien v zapornych
mocninach z nebo v d, pak polynom ve jmenovateli jeho pfenosu nazyvame pseudocharak-
teristicky polynom. V textu ho budeme znaéit stejnym pismenem A. Jeho kofeny jsou
rovny pievracenym hodnotdm kofenu charakteristického polynomu s tou vyjimkou, ze
nulové kofeny charakteristického polynomu se v pseudocharakteristickém polynomu neob-
jevi (pfesunou se do nekonecna). Proto muze byt fad pseudocharakteristického polynomu
nizsi nez rad jeho charakteristického polynomu. Protoze nulové pifenosové pély odpovidaji
v odezvé médum, které dozni v koneéném poctu kroki, muzeme je zanedbat.

Provedeme-li déleni polynomu b(d) a a(d), jak je naznaceno v pienosu S(d), dostaneme

S(d) = 222)) =g(0) 4+ g(1)d+ g(2)d* + -+ g(D)d" + - - -, (3.2)

kde ¢(0), g(1), - - - jsou hodnoty impulsni posloupnosti g(k) systému.

Posloupnost g(k) muzeme také formélné zapisovat ve tvaru formélni mocninné fady.
Operédtor d muzeme tedy povazovat pouze za ukazatel pozice ¢lenu posloupnosti g(k).
Posloupnost g(k) vyjadifujeme podle predchoziho vztahu jako podil polynomu b(d) a a(d).

Také linearni spojité systémy s jednou vstupni i vystupni veli¢inou popisujeme prenosem

S(s) = E, kde a(s)1ib(s) jsou polynomy v proménné s. Algebraické metody lze pouzit i pii

a(s)

syntéze Fizeni spojitych systému. Je tfeba ale vzdy zajistit ryzost systému, to znamena, ze
stupen polynomu v ¢itateli prenosu spojitého systému nesmi byt vétsi nez stupen polynomu
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ve jmenovateli jeho prenosu.

Protoze budeme pracovat s polynomy v proménné d nebo z, pripadné s, je tfeba zavést
nékteré pojmy a operace s polynomy. Tomu bude vénovan nasledujici odstavec.

3.1.1 Polynomy

Polynomy budeme znacit malymi pismeny. Polynom
a=ag+ad+---+apd" (3.3)

je stupné n, je-li a, # 0. Stupenn polynomu budeme znacit n = dega.
Pro tplnost definujme jesté stupeni nulového polynomu dega = —oo, pro a = 0.
Rikdme, ze polynom b je délitel polynomu a nebo polynom a je nasobek b, existuje-li
polynom c takovy, ze

a = be.

Tuto skutec¢nost budeme znacit bla (b déli a).

K danym polynomtum a a b lze vzdy nalézt polynomy u a v takové, ze
a=bu+wv, kde degv < degb.

Polynom wu je podil a polynom v je zbytek pfi déleni polynomu a polynomem b. To je
zfejmé, nebot z piedchoziho vztahu plyne 7= u+ 7 Pokud je stupen polynomu b veétsi
nez je stupen polynomu a, pak ziejmé u =0 a v = a.

Pro kazdé dva polynomy a, b existuje nejvétsi spolecny délitel g a nejmensi
spoleény nasobek [. Nejvétsi spoleény délitel polynomu a a b budeme znacit g = (a, b).

Pro libovolné polynomy a, b lze vzdy nalézt kromé jejich nejvétsiho spoletného délitele
g a nejmensiho spoleéného nasobku [ také dva pary nesoudélnych polynomu p, ¢ a r, s, ze
plati

ap+bg = g (3.4)
ar+bs = 0
Il = ar = —bs.

Maticovy zapis predchozi rovnice je

) e

kde polynomialni matice ]; Z mé konstantni nenulovy determinant. Takova matice se

nazyva unimodalni matice. Unimod&lni matice m4 inverzi, jejiz prvky jsou opét polynomy.
V naSem pfipadé je oznacime po fadé jako z, y, u a v. Tedy

B
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Potom plati

(e ]=[so]] 7 Y]

Odtud plyne a = gz, b = gy, a proto polynom g je délitel polynomt a i b. Je-li polynom
g1 jiny délitel polynomt a i b, pak plati a = gia1, b = g1b1 pro néjaké polynomy a1, b1. Po
dosazeni predchozich vztaht do rovnice ap + bg = g dostaneme

gi(aip + biq) = g.
To znamenad, ze polynom g; je délitel polynomu g, a proto polynom g je nejvétsi spole¢ny
deélitel polynomi a i b.
Pokud jsou polynomy a, b nesoudélné (jejich nejvétsi spoleény délitel je pouze konstanta,
¢ili g = 1), pak podle piedchozich tvah plati

ap+bg = 1. (3.5)
Rovnice (3.5) se ndzyva Bezoutova identita a pouziva se jako test nesoudélnosti polynomu
aab.

7 predchozich uvah plyne algoritmus vypoctu polynomua g a [ a part nesoudélnych

polynomu p, ¢ a r, s : Nejprve sestavime polynomidlni matici

8 res a 1 0
. p- b 0 1

O = Q

a tuto matici sloupcovymi operacemi (resp. fadkovymi operacemi) upravime do tvaru

0 r s

—g 0
p T resp. [gpq]‘
q s

Odtud piimo plynou polynomy ¢ a [. Dovolené sloupcové operace jsou:
e zaména libovolnych sloupcu
e nasobeni libovolného sloupce nenulovou konstantou
e nisobeni sloupce libovolnym polynomem a pfi¢teni vysledku k jinému sloupci

Podobné pro radkové operace. Radkové operace provedeme nasobenim unimoddalni matici
zleva a sloupcové operace provedeme nasobenim unimodalni matici zprava. Uvédomme si,
ze predchozi algoritmus je v podstaté postupnd redukce stupiii polynomu a a b.

Piiklad: Méjme polynomy
a= 2-d)(1-d?) =2-d-2d*+d
b= (2-d)(-d) =-2d+d°

Z kotenovych Cinitelu je ziejmé, Ze nejvétsi spoleény délitel g a nejmensi spoleény nasobek
[ jsou rovny

g = (a,b)=2-d
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I = 2—d)(d)(1—d?) =2d—d*—2d° + d*.

Uréeme nyni polynomy g a I podle pfedchoziho algoritmu. Sestavime tedy nejprve poly-
nomialni matici

a b 2—d—-2d?+d®> —2d+ d?
1 0= 1 0
0 1 0 1

Nyni postupné sloupcovymi operacemi upravujeme matici do potifebného tvaru. Vybereme
sloupec, jehoz polynom v prvnim fddku mé nejmensi stupen. Jsou-li stupné polynomu
v prvnim fadku stejné, muzeme vybrat libovolny sloupec. V naSem piipadé je to druhy
sloupec. Nyni vynasobime tento druhy sloupec takovym polynomem, aby po odecteni od
prvniho sloupce nastalo snizeni fddu polynomu v prvnim fadku. Vynasobenim druhého
sloupce polynomem d dostaneme po odecteni

2—d—2d°+d® —2d+d? 2—d —2d+ d>
1 0 ~ 1 0
0 1 —d 1

Nyni opét ndsobime prvni sloupec takovym polynomem, aby se po odec¢teni redukoval prvni
polynom druhého sloupce. Prvni sloupec ndsobime zfejmé polynomem (—d) a dostaneme

2—d —2d+ d? 2—-d 0 g 0
1 0 ~ 1 d =|p r
—d 1 —d 1-d? q s

Plati tedy stejny vysledek, jaky jsme ziskali z kofenovych ¢initeli. Navic jsme obdrzeli
polynomy p, q, 7, a s , které vyuzijeme pozdéji. Nejvétsi spolecny délitel je jednoznaény az
na konstantni nasobek. O

Dale se budeme zabyvat problémem nalezeni stabilni a nestabilni ¢asti daného polynomu
a. Polynom a je stabilni (presnéji asymptoticky stabilni), jestlize fada

1
0 Dd+g(2)d® + -+ = —— 3.6
9(0) + 9(1)d + o)’ 4+ = (36)
konverguje k nule, to znamen4, Ze
klim g(k) =0.

Vyraz (3.6) muzeme rozlozit na soucet parcidlnich zlomku

1 &5 n .
ald) ; 1 —ﬂaid => B (aid).

i=0  j=0

Geometrickd fada (a;d)’ konverguje k nule (to znamend, ze polynom a je stabilni), lezi-
li kofeny a; uvnitt jednotkové kruznice, to znamend, ze | ;| < 1. Uvédomme si, ze o
jsou koteny polynomu a(z) v kladnych mocnindch z. Polynom a(d) = a(z~!) mé kofeny
Ai = 1/a;. Proto polynom a(d) je stabilni, lezi-li jeho kofeny A\; = 1/a; vné jednotkové
kruznice, ¢ili | A\; | > 1.
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Polynom a je kauzdlni, plati-li (3.6)), to znamend, ze absolutni ¢len polynomu a musi
byt ruzny od nuly (ag # 0).
Méjme polynom a dle (3.3). Definujme reciproky polynom a, ktery je roven
a=ay~+an_1d+ -+ apgd™.

Z¥ejmé koteny polynomu a jsou \; = 1/)\;, kde ); jsou koteny ptivodniho polynomu a.
Faktorizace polynomu a spoéivé v nalezeni dvojice nesoudélnych polynomt a™ , a™
takovych, ze plati
a=a"a", (3.7)

kde a™ je stabilni polynom nejvétsiho stupné obsazeny v polynomu a. Faktorizace polynomu
je jednozna¢nd az na konstantu, nebot pro libovolné éislo a # 0 plati

1
a=a"a" = (aat)(=a").
o
Piiklad: Mé&jme polynom a = « + (d. Jeho kofen je d; = —%. Faktorizace tohoto
polynomu je

at = a+pfd, a” = 1, je-li ol > |5
at = 1; a”~ = a+pfd, je-li ol <8

Piiklad: Méjme polynom a = d*(d —1)(d? +2d +2)(d* + 0.8d +0.41). Jeho koteny jsou
ziejmé
dip=0, d3=1, dys=1%xj, dg7=—0.4=%0.5j.
Faktorizace tohoto polynomu je

at =d*+2d+2, a” =d*(d—1)(d* +0.8d + 0.41).

3.1.2 Polynomialni rovnice

Pii syntéze Tizeni se vyskytuji linedrni rovnice s polynomy. V literatufe se takové rovnice
oznacuji také jako rovnice diofantické. Méjme tedy polynomidlni rovnici ve tvaru

axr + by = c, (3.8)

kde a, b, ¢ jsou dané polynomy a x, y jsou hledané polynomy, které jsou feSenim této
rovnice. Nejprve uvedeme podminku feSitelnosti pfedchozi rovnice. Polynomidlni rovnice
m4 TeSeni pravé tehdy, kdyz nejvétsi spoleény délitel polynomu a, b déli polynom c.
Se zavedenou symbolikou muzeme piedchozi podminku zapsat ve tvaru

(a,b)le. (3.9)

Ovétent je jednoduché. Je-li ¢ nejvétst spoleény délitel polynomii a a b, pak plati a = ga®,
b= gb’, kde a® a b° jsou nesoudélné polynomy. Potom se diofanticka rovnice zméni na

g(aO:U + boy) =,
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neboli

a’z 4+ b0y = C_ o
g

Aby z a y byly polynomy, musi byt ¢ polynom, to znamend, ze polynom ¢ musi délit
polynom c¢. Pokud naopak polynom g je nejvétsi spoleény délitel polynomu a a b, potom
podle (3.4) existuji polynomy p a g takové, ze

ap+bq =g.
Protoze ¢ = gc¥, vynasobenim piedchozi rovnice polynomem ¢ dostaneme

apc® + bgc® = g = c.

Polynomy z = pc?, y = qc° vyhovuji diofantické rovnici (3.8)).
Reseni diofantické rovnice, pokud existuje, nenf jediné. Je-li 29, 4° libovolné fFeseni dio-
fantické rovnice, pak obecné feseni je

z = 2°-'n (3.10)
y = y'+a°h

pro libovolny polynom h. Pfedchozi tvrzeni snadno dokdzeme. Protoze obé dvojice poly-
nomtu z, y i 2°, y° jsou fesenim diofantické rovnice (3.8), plati tedy

az® + by® = ¢, ax + by = c.
Rozdil pfedchozich rovnic je

a(z —a°) + by —y°) =0,
neboli

g(a®(z —2%) + " (y — ) = 0. (3.11)
Protoze polynomy a’, b° jsou nesoudélné, musi polynom b° délit (z — 2°) a také polynom
a® deli (y —y°). Plati tedy

b0|(z — 20) éili - oz — 2% =0

a°|(y —y") y -y’ =dh.
Dosadime-li predchozi vztah do (3.11)), pak

g(a®t°r 4+ 0°a°h) = 0.
7, ptredchozi rovnice plyne r = —h. Odtud piimo plyne tvar obecného feseni dio-
fantické rovnice .

Reseni diofantické rovnice ([3.8) muzeme provadét pomoci algoritmu pro vypocet nej-
vétsiho spoleéného délitele, popsaného v piedchozim odstavci. Pro dané polynomy a, b
spocteme polynomy p, q, 7, s, g, splnujici vztahy

ap+bg = g, (3.12)
ar+bs = 0.
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Protoze g = (a,b), uréime ® = ¢/g. Pokud g|c, to znamend, ze plati ¢ = c’g, je splnéna

podminka fesitelnosti (3.9)) a diofanticka rovnice (3.8) mé feseni. Vynasobenim prvni rovnice
v (3.12) polynomem c? dostaneme pifmo jedno feseni

c
¥ =pd = p-, (3.13)
g
c
Y o=a= g
g
Vytkneme-li z druhé rovnice v (3.12)) polynom g, dostaneme
s=ad’, r=—b.
Obecné feseni diofantické rovnice (3.8)) je tedy
¢ = pS4rh, (3.14)
g

C
y = q- + Sh7
g

kde h je libovolny polynom.
Piiklad: Resme diofantickou rovnici (3.§) s polynomy

a = 2—d—2d*+d°,
b = —2d+d?,
c = —2+4d+4d® — 4d* + d°.

Pomoci algoritmu popsaného v predchozim odstavci vypoéteme polynomy p, q, 7, s, g, které
jsou rovny

g = 2_d7
p= 1 r=d,
g= —d, s=1-d°

Nynf uréime podminku fesitelnosti diofantické rovnice, to znamend, ze ovéiime, zda ¥ = ¢/g
je polynom. Plati
c
A =-=-1+24—dh
g

Diofanticka rovnice je feSitelnd a obecné feseni je rovno
= pStrh=—1+2d%—d*+ (d)h,
g
y = q°+sh=(—d)(—1+2d% —d*) + (1 —d®)h,
g

kde h je libovolny polynom.
O
Casto mezi viemi fesenimi diofantické rovnice (3.8) hleddme takové fesent, kterd spliuji
néjaké dalsi omezujici podminky. Hledejme napiiklad takové feseni diofantické rovnice (3.8)),
pro které je stupen polynomu x minimalni.
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V obecném feseni (3.10) redukujeme partikuldrni feseni 20 modulo b°. Pak
0
) x v
20 = 0%u+ v, nebot 70 :u+b—0.
Polynom w je podil a polynom v je zbytek déleni. Aby redukce §la provést, musi byt stupen
polynomu z° vétsf nez stupeii polynomu b°. Pokud tomu tak nenf, ¢ili plati deg2® < degt?,
pak 2° = v a u = 0. Po dosazeni partikularniho Feseni do obecného fegeni (3.10) dostaneme

z=v+b(u—h),
kde stupefi polynomu v je mensf nez stupein polynomu b°. Volime-li polynom h = u, pak
feSeni s minimalnim stupném polynomu x je
xr = v, (3.15)
y = y'+au

Chceme-li splnit jiné pozadavky, napiiklad aby absolutni ¢len polynomu x nebo y byl nulovy,
dostaneme jiné pozadavky na polynom h.

Priiklad: Hledejme feSeni diofantické rovnice s miniméalnim stupném polynomu z. Poly-
nomy a, b, ¢ jsou podle ptedchoziho prikladu.

Partikuldrni feseni je podle pfedchoziho piikladu rovno

2 = pS= 142 dt,
P = ¢S =d—2d*+d.
g
Polynom b° je roven b = b/g = —d. Redukei polynomu z2° vypoéteme polynomy u, v
z0 -1
T =d? - 24 :
o + —d
Odtud
u=d®—2d? v=—L

Podle (3.15)) je feSeni s minimalnim stupném polynomu x rovno

r = v=-—1,
Y0+ au = d — 2d* + &>

O

Jsou-li polynomy a, b nesoudélné, pak feseni polynomialni rovnice (3.8) s minimalnim
stupném polynomu z dostaneme pfimo metodou neuréitych koeficienti. Zvolime stupné
polynomu x a y podle vztahu

degx = degb-—1, (3.16)
degy = dega—1 pro dega+degb > degec,
degy = degc—degd pro dega+ degb < degc.
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Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin dostaneme soustavu rovnic, ze které urcime
koeficienty x;, y; polynomu x a y.

Piiklad: Reste polynomidlni rovnici az + by = ¢, kde polynomy a, b, ¢ jsou

a(d) = (2+d)(2d+1)(d+1),
bd) = (d+a)d?,
cd) = 1,
pro parametr o = 3, a = 0.5 a a« = 1. Naleznéte obecné feSeni, feSeni s nejmensim stupném
polynomu z i feSeni s nulovym absolutnim ¢lenem v polynomu .
O

V dalsich odstavcich uvedeme feSeni nékterych obecnych problému zpétnovazebniho
fizeni.

3.1.3 Stabilizujici regulatory

V tomto odstavci uvedeme feseni obecného problému nalezeni vSech reguldtoru R, které ve
zpétnovazebnim spojeni s danym Fizenym systémem S zajisti stabilitu celého zpétnovazeb-
niho obvodu podle obr.

U Y
R(d) 5(d)

Obrazek 3.1: Stabilizace systému S regulatorem R

Pro diskrétni systémy je mozno tento problém fesit v okruhu polynomi. Je ziejmé,
ze stabilita zpétnovazebniho systému je nutnou podminkou jeho spravné ¢innosti. Pouze z
této tiidy stabilizujicich regulatori muzeme vybirat ty, které nam z ruznych divodu nejlépe

vyhovuji.
e o b(d) . . b
M4-li fizeny systém pienos S(d) = @ pak problém nalezeni vSech stabilizujicich
a
o _qld) )
reguldtoru R(d) = o(d) esi nasledujici tvrzeni.
p

Problém nalezeni stabilizujicich regulatori ma feseni pouze tehdy, kdyz systém S nema
skrytou nestabilitu, to znamena, Ze jeho nedosazitelna nebo nepozorovatelna ¢ast neni nesta-
bilni. Stabilizujici regulator - pokud existuje - je realizace, kterd nema skrytou nestabilitu
prenosu

y—alF

= 1
& z+ bF’ (3:17)

kde F' je libovolny stabilni pifenos a polynomy x a y jsou feSenim polynomialni rovnice

ax + by = 1. (3.18)
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Pfitom jmenovatel reguldtoru nesmi byt nulovy, proto musi jesté platit x + bF # 0.

Vlivem konecné doby vypoctu akéni veli¢iny musi realizovatelny pienos reguldtoru mit
zpozdéni alesponi jeden krok. Tim je kladena dalsi podminka na regulator, a sice, ze absolutni
¢len v cCitateli pfenosu regulatoru musi byt nulovy, ¢ili go = 0. Protoze jsme v pfedchozim
tvrzeni nekladli zddnou podminku na zpozdéni reguldtoru, je tieba toto zpozdéni nejprve
presunout formalné do systému, reguldtor navrhnout pro takto upraveny systém a potom
zpozdéni vratit zpét do regulatoru. Uvédomme si, Ze toto zpozdéni nezvysuje fad regulatoru,
pouze respektuje zpozdéni pii vypoctu akéniho zdsahu.

Podle piedchoziho tvrzeni tvoii vSechny stabilizujici reguldtory jednoparametrickou
mnozinu - parametrem je libovolny stabilni pfenos F'. Jestlize zvolime pfenos F' = g/h,
kde g je libovolny polynom a h je libovolny stabilni polynom, pak pfenos stabilizujicich
reguldtori je roven

yh—ag ¢
- _— 3.19
xh+bg p (3.19)
Pseudocharakteristicky polynom zpétnovazebniho obvodu je
A = ap+ bqg = a(xh + bg) + b(yh — ag) = h, (3.20)

kde h je podle ptedpokladu stabilni polynom.

Predchozimi vztahy pro stabilizujici regulator a pro pseudocharakteristicky
polynom zpétnovazebniho obvodu jsme vlastné dokazali predchozi tvrzeni. Plati totiz, ze
pokud je reguldtor dle a libovolny pienos F' je stabilni, pak je zpétnovazebni obvod
stabilni, nebot pseudocharakteristicky polynom je roven stabilnimu jmenovateli pFenosu F.

Obracené, pokud existuje né&jaky regulator R = g, ktery zajisti stabilitu zpétnovazeb-

niho obvodu, pak je pseudocharakteristicky polynom A = ap 4+ bg = h roven néjakému
stabilnimu polynomu k. VSechny polynomy p, ¢ pro které plati ap + bg = h mohou byt
vyjadfeny ve tvaru p = xh + bg, ¢ = yh — ag, pro libovolny polynom ¢ a polynomy x a
y, které jsou feSenim polynomialni rovnice (3.18)). To znamend, zZe libovolny stabilizujici
reguldtor je uréen podle (3.17) a (3.18).

Piiklad: Uvazujme stejnosmérny motor s cizim buzenim fizeny proudem do kotvy. Jeho
pfrenos mezi proudem kotvy jako vstupni veli¢inou a polohou hiidele jako vystupni veli¢inou
je roven

k1
G(s) = =,
( ) JSQ
kde k je momentova konstanta motoru a J je moment setrva¢nosti motoru a zatéze. Pro
jednoduchost uvazujeme k/J = 1. Prenos ekvivalentniho diskrétniho systému je roven
T2 241 TZ d+d?

G(d) 2 (z—-12 2 (1—-d%

kde T je perioda vzorkovani. Zde jsme uvazovali synchronni vzorkovani vstupu a vystupu

spojitého systému. Pro zanedbatelnou dobu vypoctu T, = 0 akéni veliciny v diskrétnim

reguldtoru R je potom pienos diskrétniho systému S roven (modifika¢ni faktor e = 1)
T? 1+d

S(d,1) =d 'G(d) = EReri
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Abychom nemuseli klast omezujici podminku na regulidtor R, pfesuneme zpozdéni do
diskrétniho systému. Uvazujeme tedy pienos diskrétniho systému ve tvaru dS(d), cili
uvazujeme vlastné puvodni pirenos G(d). Uréime mnozinu vsech stabilizujicich reguldtoru a
ve vysledku pfesuneme zpozdéni zpét do regulatoru.

Vyfesime tedy nejprve polynomidlni rovnici (3.18]) ve tvaru

T2
(1—2d+d*)z + > (d+ d*)y = 1.
Jeji feseni je rovno
1

x=140.75d, y:ﬁ(
S

2.5 — 1.5d).

Vsechny stabilizujici regulatory jsou podle (3.17)) ur¢eny prenosem
(2.5 — 1.5d) + (1 — 2d + d*)F
C 1+0.75d— B(d+d2)F

kde F' je libovolny stabilni pfenos. Realizovatelny reguldtor R,.(d) pii zanedbatelné dobé
vypoctu akéni velic¢iny je tedy urcéen pfenosem

72 (2.5d — 1.5d?) + (d — 2d* + d3)F
140.75d— Z(d+a)F

R.(d) = dR(d) =

Povsimnéte si, ze pii zanedbatelné dobé vypoctu akéni veli¢iny jsme vlastné navrhovali
reguldtor pro systém pii synchronnim vzorkovani vstupu a vystupu a zpozdéni reguldtoru
jsme realizovali az ve vysledném prenosu regulatoru podle . Tento postup je mozny
pouze pii zanedbatelné dobé vypoctu akéni veliciny v diskrétnim fidicim ¢lenu a také pouze
tehdy, kdyz puvodni spojity systém nemé piimou vazbu mezi vstupem a vystupem.

3.1.4 ModAalni fizeni

Pfi modalnim fizeni chceme navrhnout takovy regulator R, aby zpétnovazebni obvod tvo-
feny systémem S a reguldtorem R mél zvoleny charakteristicky polynom. Tim vnutime
zpétnovazebnimu obvodu pozadované maody.

Protoze budeme urcovat charakteristicky polynom zpétnovazebniho obvodu (a ne pseu-
docharakteristicky polynom), musime fesit tento problém v okruhu polynomu v kladnych

b(2)

mocnindch z. Necht tedy dany systém S m4 prenos S(z) = (—) a hledany regulator R ma
a(z
prenos R(z) = qui Charakteristicky polynom A zpétnovazebniho obvodu je uréen vzta-
p(z
hem
A = ap + bg. (3.21)

Problém modalniho fizeni spoc¢ivd v feSeni predchozi polynomidlni rovnice pro dané
polynomy a, b a A. M&-li mit regulator R zpozdéni jeden krok, musi byt stupen polynomu
q alespon o jednotku nizsi nez je stupen polynomu p. Stupen charakteristického polynomu
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je roven souctu stupiiu systému a regulatoru, proto
deg A = dega + degp.

Aby polynomialni rovnice (3.21) vedla na kauzélni reguldtor, musi byt stupen zvoleného
charakteristického polynomu A dost velky. Posta¢ujici podminka feSitelnosti tlohy je

deg A > 2dega — 1. (3.22)

Piedchozi podminka fesitelnosti plyne ze stupiia polynomu v rovnici (3.21]). Plati deggq <
dega—1 a degp = deg A — deg a. Aby platila podminka kauzality degp > deg ¢ regulatoru
R, pak

degp =deg A —dega > degq < dega — 1.

Odtud piimo plyne podminka (3.22)). Stupné polynomu ¢, p v pfenosu reguldtoru R jsou
tedy

degqg < dega — 1 degp = deg A — dega.

Priiklad: Méjme opét diskrétni systém vznikly diskretizaci pfenosu stejnosmérného motoru.
Jeho pfenos je uveden v piedchozim piikladu.

Uréeme takovy prenos diskrétniho regulatoru R, aby zpétnovazebni obvod mél vSechny
pély nulové. Potom jeho charakteristicky polynom je A = 2*. Z podminky fesitelnosti (3.22))
je stupen charakteristického polynomu omezen

deg A =i>2dega—1=3.

Zvolime i = 4 a potom podle (3.21]) plati

T2
(22 =22+ 1)p+ ?s(z +1)g =24

Pro periodu vzorkovani Ts = 1 je prenos regulatoru uréen feSenim piedchozi polynomidlni
rovnice. Reguldtor R, ktery zajisti, Ze zpétnovazebni obvod mé charakteristicky polynom
A = 2%, je roven

g  —25+35z2

T o 125122+ 22

Poznamka 1: Problém modélniho fizeni, tak jak byl zde feSen, je mozno fesit stejnym

. . PRV . y b(s
zpusobem také pro linedrni spojité systémy s prenosem S(s) = ((;
a(s

O

Poznamka 2: Pokud bychom fesili problém modalniho fizeni pro diskrétni systémy v
zapornych mocnindch z, to znamena, ze bychom uvazovali v§echny polynomy v proménné d,
pak bychom pro polynomiélni rovnici neméli ziddnou podminku fesitelnosti. Uvédom-
me si ale, ze potom polynom A(d) je pouze pseudocharakteristicky polynom a ne charak-
teristicky polynom. Tim jsou automaticky do charakteristického polynomu pfidany nulové
poly. Tyto nulové pdly pridaji do odezvy zpétnovazebniho systému slozky, které odezni v
kone¢ném poctu kroku, a proto je nemusime vubec uvazovat. Tento postup ovSem nelze
zvolit u systému spojitych.
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O

Poznamka 3: Ze zékladniho kurzu teorie dynamickych systému vime, Ze stavova zpétna
vazba méni poly dosazitelného systému libovolnym zpusobem. Stavy pozorovatelného sys-
tému odhadujeme pozorovatelem s libovolnou dynamikou, takze celkovy dynamicky systém
m& fad rovny souCtu fadu systému a pozorovatele. Minimalni fad pozorovatele s libovol-
nou dynamikou je n — 1, kde n je fad systému. Tudiz celkovy minimalni fad systému s
pozorovatelem je roven 2n — 1, coz souhlasi s podminkou kauzality dynamického
reguldtoru. Dynamicky regulator R v sobé vlastné zahrnuje pozorovatele stavu a stavovou
zpétnou vazbu odvozenou z pozorovaného stavu.

3.1.5 Prizpusobeni systému zvolenému modelu

Utelem iizent dynamického systému ve zpétnovazebnim obvodu je v podstaté zména dy-
namickych vlastnost{ fizeného systému. V tomto odstavci vyfesime problém zmény dynam-
ickych vlastnosti fizeného systému takovym zpusobem, aby se dynamické vlastnosti celého
zpétnovazebniho obvodu piesné shodovaly s dynamickymi vlastnostmi zvoleného modelu
(Exact Model Matching Problem).

Vsechny pfenosy budeme uvazovat v kladnych mocninach z. Uvédomme si, ze podminka
kauzality zde znamenad, ze stupen Citatele pifenosu neni vétsi nez je stupen jmenovatele
prenosu.

Regulator s jednim stupném volnosti

Obréazek 3.2: Prizpusobeni systému S danému modelu M

Uvazujme strukturu zpétnovazebniho fizeni podle obr. Celkovy pienos mezi vstupem
a vystupem je roven
Y(2) SR bq
W(z) 1+SR as+bq

Pozadujeme, aby tento pifenos byl totozny se zvolenym pienosem modelu M, pak

_9_Y()
M=% =we)
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Porovnanim pfedchozich dvou vyrazu dostaneme

glap +bq) = fbg. (3.23)
Polynomy ¢ a b mohou mit spoletné kofenové cinitele. Provedeme kraceni spole¢nych
Cinitela, pak

g 4°

b 00

kde b°, ¢° jsou jiz nesoudélné polynomy. Po vykraceni spolecnych kofenti je rovnice (3.23)
tvaru

pag® —q(f — g)b° = 0. (3.24)
Jeji obecné Teseni je ziejmeé

p o= (f—g

¢ = ag’z,
kde z je libovolny polynom. Pfenos regulatoru R je potom

0
a

p WO(f—g)

Charakteristicky polynom A zpétnovazebniho fidiciho systému podle obr. 2 je roven

(3.25)

A=ap+bg=abf.

Aby byl zpétnovazebni regula¢ni systém stabilni, musi byt stabilni vSechny polynomy, jejichz
souc¢in je roven charakteristickému polynomu. Proto musi byt stabilni model M (stabilni
polynom f), stabilnf systém S (stabiln{ polynom a) a také musi byt stabilni polynom °.
Stabilita polynomu b° znamend, ze musi byt stabilni ty nuly v pienosu systému S, které
chceme odstranit (nejsou v modelu - v jeho citateli g).

Podminka kauzality reguldtoru R znamenad, ze stupeti polynomu p nesmi byt mensi nez
je stupen polynomu gq. Plati tedy degp > degq. Po dosazeni za p a g a pravé dostaneme
podminku kauzality ve tvaru

deg f — deg g > dega — degb. (3.26)

Rozdil stupiii jmenovatele a Citatele prenosu systému urcuje relativni ¥ad systému. Rel-
ativni fad u diskrétnich systému urcuje pocet kroku zpozdéni odezvy. Predchozi podminka,
kterd zajistuje kauzalitu reguldtoru, vyzaduje, aby relativni fad modelu M nebyl mensi
nez je relativni fad systému S. Zfejmé relativni fad systému nelze zmensit kauzalnim
regulatorem v zadné struktuie fizeni.

Pii fesen{ této tilohy je piekvapivy pozadavek stability fizeného systému S, nebot zpétna
vazba muze prece stabilizovat i nestabilni systém. Tento pozadavek lze odstranit pouze pii
specialnich vlastnostech modelu M. Musime pozadovat, aby rozdil polynomu jmenovatele
a Citatele modelu byl délitelny nestabilni ¢asti polynomu ve jmenovateli systému S, ¢ili

f—g=a"h, (3.27)

kde h je libovolny polynom a polynom a~ je nestabilni ¢ast polynomu a (viz faktorizace
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polynomu). Ze vztahu (3.24) potom plyne
pag® — qa”hb° = 0.
Délenim predchozi rovnice polynomem a~ dostaneme potom jeji feSeni ve tvaru
p = ha
g = a'g’z,
kde x je opét libovolny polynom. Charakteristicky polynom zpétnovazebniho obvodu je pak
A=ap+bg=0batf.

Spliuje-li model podminku (3.27)), pak pro stabilitu zpétnovazebniho obvodu jiz nevyza-
dujeme stabilitu systému S. Uvédomme si, Ze podminka stability polynomu b miize byt
vyjadiena podminkou

M = b0, (3.28)
kde @ je libovolny stabilni pfenos. Analogicky podminka (3.27) muze byt vyjadrena jako
1— M =aP, (3.29)

kde P je libovolny stabilni pfenos. Vztahy (3.28]) a (3.29) omezuji volbu modelu. Jejich
nesplnéni znamend ztratu stability zpétnovazebniho obvodu.
Y(z)

Protoze prenos modelu M je podle obr. roven prenosu fizeni F, = W) avyraz (1—
z
E
M) je roven ptenosu odchylky F, = I/V((Z))’ jsou vztahy (3.28)) a (3.29)) omezujici podminky
z

pro pienos fizeni a pienos odchylky v regula¢nim obvodu podle obr.
Poznamka: Problém pfizpusobeni systému zvolenému modelu je mozno fesit stejnym

b(s)

zpusobem také pro linedrni spojité systémy s prenosem S(s) = —=. O

a(s)

Regulator se dvéma stupni volnosti

Uvazujeme nyni problém pfizptisobeni systému danému modelu ve struktute s reguldtorem
se dvéma stupni volnosti podle obr.

Celkovy pfenos mezi vstupem a vystupem je v této struktufe fizeni roven
Y(2) SRy  br
W(z) 1+SR; as+bqg

Opét pozadujeme, aby tento pirenos byl totozny se zvolenym pfenosem modelu M, pak

_9_Y([)
fowiz)

Porovnanim pfedchozich dvou vyrazu dostaneme po Upravé

g°(ap +bqg) = fo°r, (3.30)
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Obréazek 3.3: Prizpusobeni systému s reguldtorem se dvéma stupni volnosti
kde b° a ¢" jsou nesoudélné polynomy. Pfedchozi rovnici splnfme, kdyz

ap+bg = ftz, (3.31)

r = ¢,

kde polynom z je libovolny stabilni polynom, ktery umoznuje fesitelnost problému (kauza-
litu reguldtoru R). Volime-li stupné polynomu regulétoru

degg = dega—1,
degp = degf+ degh® + degz — dega,

pak pro zajisténi kauzality reguldtoru R musi platit degp > degq a také degp > degr.
Prvni podminka vede po dosazeni na nerovnost

degz > 2dega — deg f — degb® — 1 (3.32)

a omezuje miniméalni stupen volitelného stabilniho polynomu x. Druhd podminka vede na
nerovnost (3.26]) omezujici relativni rédy systému a modelu. Stabilita celého fidiciho systému
je urcena stabilitou jeho charakteristického polynomu ktery je podle (3.31]) roven

A =ap+bg= ft'z.

Zpétnovazebni systém bude stabilni, budou-li kromé stability modelu stabilni ty nuly sys-
tému, které chceme odstranit. V této struktuie fizeni se dvéma stupni volnosti neni tfeba
vyzadovat stabilitu systému S.

Volba stabilniho polynomu x, jehoz stupen je omezen podle , vnasi do problému
mnohoznac¢nost. Pii vhodné volbé koeficientu polynomu z muze byt nékdy jeho stupen
nizsi nez podle . Proto je mozno nejprve volit degxz = 0, vyfesit polynomidlni rovnici
a zjistit, zda je splnéna podminka kauzality. Pokud podminka kauzality neni splnéna,
je tfeba zvétsit stupen polynomu x a opakovat feSendi.

Tento pristup lze pouzit i pro spojité systémy, jak je patrné z nasledujictho ptikladu.
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Piiklad: Necht pfenosy systému S a modelu M jsou

10(s + 1) 1

S(s) = ————=, M(s) = —.
)= T ap &)= Gre
Resime tedy problém piizptisobeni spojitého systému S danému spojitému modelu M. Ve
zpétnovazebni struktufe s jednim stupném volnosti je reguldtor R podle (3.25) roven
2 2

R(s) = &

10s(s + 1)

Celkovy tad celého fidiciho systému je samoziejmé roven souctu fada systému a reguldtoru,
tedy n = deg A = 5.

Ve zpétnovazebni struktuie se dvéma stupni volnosti je stupen volitelného polynomu
x omezen podle nerovnosti degx > 2. Podle navodu zkusime volit nejprve nizsi
stupné polynomu z. Pokud polynom z volime nultého stupné, nesplnime podminku ryzosti
spojitého regulatoru R;. V dalsim kroku feSeni zvolime polynom z prvniho stupné, cili
x = xg + x18. Prvni rovnice v soustavé je potom

(s +2)3p+10(s + 1)g = 10(s + 1)>(xg + z15).
Jeji feseni je pro 1 = 1 rovno
p = 10(s+1),
q = (zo—4)s>+ (2x¢ — 11)s + (29 — 8).
Pro xg = 4 je polynom ¢ pouze prvniho stupné a regulator R je ryzi. Jeho pfenosy jsou

q —4 — 3s T 44 s

szzi = —-=
LT T 10(s+ 1) p 10(s+1)

0 =

Zpétnovazebni systém je stabilni, nebof polynom z je stabilni a systém S je dokonce
miniméalné fazovy. Rad celého zpétnovazebniho systému je v tomto pfipadé pouze n =
deg f + deg b’ + degz = 4.

3.2 Casové optimalni diskrétni rizeni

V této kapitole se budeme zabyvat syntézou fidictho systému, ktery zajisti casové op-
timalni diskrétni fizeni. Kritériem kvality fizeni je v tomto piipadé pocet kroku
diskrétniho Fizeni, po které je regulaéni odchylka e(k) nenulova. Plati tedy

e(k)=0 pro k >k, (3.33)

kde k. je minimélni pocet kroku odchylky. Aby regula¢ni odchylka doznéla v konecném
poctu kroku, musi byt jeji obraz E(d) pouze polynom (a ne racionalni funkce). Pocet kroku
ke je potom roven

ke= 0 pro e=0 (3.34)
ke= 1+4+degFE pro e#£0,

kde deg F je stupen polynomu E(d).
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Casové optimaln{ diskrétni izenf se nazyva také fizeni s minimalnim poétem kroki
odchylky.

Vedle minimalizace po¢tu krokt odchylky nds ¢asto zajima také prubeh fidici veli¢iny
u(k). Je-li fizeni u(k) po koneéném poctu kroku nulové, nazyvame takové fizeni koneéné
casové optimdlni diskrétni fizeni. Je-li fizeni u(k) pouze stabilni (to znamend, ze kon-
verguje k nule), nazyvame takové fizeni stabilni ¢asové optimdlni diskrétni Fizeni. V
nasledujicich odstavcich vyfesime problém ¢asové optiméalniho diskrétniho fizeni pro ruzné
struktury fizeni.

3.2.1 Casové optimalni diskrétni ovladani

Zde se budeme zabyvat ¢asové optimalnim diskrétnim ovladanim, to je fizenim bez zpétné

vazby podle

Obrézek 3.4: Casové optimalni diskrétni ovlddéni

Vliv nenulové pocédteéni podminky (nenulového pocdteéniho stavu fizeného systému) re-

s

nom. Pii ovladani nejsme schopni kompenzovat neznamé pocateéni podminky v systému, a
proto pii ovladani budeme uvazovat pocateéni podminky nulové.

Odchylka E podle obr. je rovna (¢ = 0)

p=9_ by
a

f

Po upravé

Ef + %U —g. (3.35)

Koneéné casové optimalni diskrétni ovladani

Protoze chceme, aby regulacni odchylka byla kone¢nd, bude jeji obraz F(d) polynom. V
rovnici (3.35) je tedy Ef i g polynom, a proto i iU musi byt také polynom. Oznacime
a

polynomy z = FE, y = iU a podle (3.35)) pak plati
a

fe+by=g. (3.36)
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Resenim této diofantické rovnice uréime polynomy x, y. Nalezenim feSeni s minimalnim
stupném polynomu x vyfesime problém casové optimalniho diskrétniho ovladani. Rizeni U
je rovno

0

a a
U=y~ = Y7o

foof

kde nesoudélné polynomy a®, f° jsou uréeny vztahem

0
a a
- =—. 3.37
7T (3.37)

Rizeni U je koneéné (je to polynom) pouze tehdy, je-li polynom f° = 1. Pocet kroki
odchylky je podle (3.35) roven

ke=1+4+dege =1+ degx < degb.

Minimélni pocet kroku fizeni pii koneéném casové optimalnim ovlddani neptevysi (a je
obvykle roven) stupen polynomu b. Uloha nem4 feSeni, nema-li feSeni polynomidlni rovnice
. To nastane tehdy, maji-li polynomy f a b spoleény kofenovy ¢initel, nebot ten nemize
byt obsazen v polynomu g. Fyzikdlné to znamend, ze pdl fidici veliciny bude totozny s
nulou systému. Soustava neni schopna sledovat Fidici signal, nebot maéd #{dici velic¢iny bude
vyfiltrovan nulou systému.

Stabilni casové optimalni diskrétni ovladani

Hleddme-li stabilni ¢asové optimdlni ovladani, upravime rovnici (3.35) do tvaru
b~ f
a

Ef+ U=g

Protoze pozadujeme, aby regula¢ni odchylka byla konecnd, je vyraz Ef polynom, a proto i
+

bTb~ b
vyraz U musi byt polynom. Zvolime-li ¥ = x a y = —U, pak z pfedchozi rovnice
a a
plyne
fr+by=g.

Vyftesenim piedchozi diofantické rovnice s minimélnim polynomem z vyfeSime problém
stabilniho ¢asové optimalniho ovladani. Rizeni U je rovno

a®

U=y— = .
Yorf = Yo
Ve jmenovateli predchoziho vyrazu je stabilni ¢ast polynomu b. Odtud plyne volba polynomu

y. Rizeni je stabilni pouze tehdy, je-li polynom fy stabilni. Neni-li polynom fy stabilni,
predchozi vztahy plati, pouze fizeni U nekonverguje k nule. Pocet kroku odchylky je podle

(3.34]) roven
ke=14+dege=1+degx < degbh™.

Pocet krokt odchylky pfi stabilnim ¢asové optimalnim ovladdnim je mensi nebo roven pouze
stupni nestabiln{ ¢asti polynomu b v ¢itateli pfenosu systému.
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3.2.2 Casové optimalni diskrétni regulace s odchylkovym regulitorem

Uvazujme nyni strukturu fizeni podle obr. Reguldtor R je fizen regulacni odchylkou.

p ST P - . vy P . . C . o
Nenulové pocatecni podminky opét respektujeme piictenim vyrazi — resp. — k vystupum
a p

systému.

Obrézek 3.5: Casové optimalni diskrétni regulace

Nyni budeme analyzovat problém ¢asové optimalniho diskrétniho fizeni se strukturou
Fizeni podle obr. Ridicf clen (reguldtor) R je fizen regulacni odchylkou E. Piedpoklé-
dame neznamé pocateéni podminky rizeného a ridictho systému a neiplnou znalost Fidici
veliciny W. Neuplnd znalost fidici veli¢iny spo¢iva v tom, ze zndme pouze jmenovatel f
obrazu Fidici veli¢iny, to znamend, ze zndme pouze mddy Fidici veliCiny.

Podle obr. jsou obrazy regula¢ni odchylky E a akéni veliciny U rovny

- 1 w1 c S5 h_apg cp hb
- 1+SR 1+SRa 14+SRp Af A A’

1
vo-= T owoy h o R c_aqg  ha

1+SR" "1+SRp 1+SRa AfTA A

kde A = ap + bq je pseudocharakteristicky polynom regulacniho obvodu. Po vykraceni
spoleénych kofenovych ¢initelu polynomu a a f dostaneme

a’pg  cp hb

E = - = — .
AP A A (3.38)
a’qg  ha cq

U= %2apTa &

Konecna ¢asové optimalni diskrétni regulace

Regulaéni odchylka i akéni velicina jsou konecéné (jejich obrazy jsou polynomy) pouze tehdy,
je-li A =1 a f° = 1. Potom obrazy regulaéni odchylky a akéni veli¢iny jsou

E = aopg — cp — hb,

U = a%g+ ha —cq.
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Z podminky A = 1 plyne polynomiélni rovnice pro vypocet polynomu ¢ a p v pienosu
reguldtoru R

ap +bg = 1. (3.39)

Ptedchozi rovnice fesi problém konec¢ného ¢asové optimdalniho diskrétniho #izeni. Podminka
f% = 1 je podminkou Fesitelnosti tlohy a opét znamend, ze vechny médy Fidici veli¢iny musi
byt obsazeny v systému S. Aby obraz regula¢ni odchylky byl polynom nejnizsiho stupné, to
znamend, aby nenulovy pocet kroku odchylky byl miniméalni, fe§ime polynomidlni rovnici
s miniméalnim stupném polynomiu p i q.

Z obrazu odchylky plyne minimalni pocet kroku odchylky (po¢dteéni podminky zde
neuvazujeme)

ke=1+dege =1+ dega’ + deg g+ degp < dega’ + deg g + degb.
Obdobné je pocet kroku akéni veliéiny U roven
ky=1+degu =1+ dega’ + deg g + degq < dega® + deg g + dega.

Porovname-li pocty kroka odchylky pii regulaci s pocty kroku odchylky pii ovladani, je
ziejmé, ze pii odchylkové regulaci je pocet krokii odchylky o (dega® + deg g) krokii vétsi
nez pii ovladani. Pti regulaci kompenzujeme ale i vliv nenulovych pocateénich podminek
v systému i v reguldtoru a navic pro navrh reguldtoru vystacime pouze se znalosti médu
tidici veli¢iny.

Stabilni casové optimalni diskrétni regulace

P1i stabilni ¢asové optimalni regulaci neni tfeba, aby obraz akéni veli¢iny byl polynom.
Obraz odchylky bude polynom, plati-li
_ ot p _

A = b 5 TfO =,
kde x je zatim neznamy polynom. Vhodnost pfedchozi volby vyplyne z dalsich iivah. Potom
totiz je obraz odchylky a akéni veli¢iny

E = dgz—cxf’—hb,

a’qg  ah cq

U= pwptey o

7 podminky pro pseudocharakteristicky polynom A = b* plyne rovnice
aflz+bq=1. (3.40)

Aby obraz odchylky byl polynom nejnizsiho stupné, fesime piedchozi polynomialni rovnici
musi byt polynom f° stabilni. Neni-li polynom f" stabilni, neni akéni veli¢ina stabilnf,
nestabilita je vSak zpusobena fidici veli¢inou W a ne zpétnou vazbou.

Regulator R ma pienos

q q

=) T abto
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kde polynomy z a ¢ ziskdme feSenim polynomiélni rovnice (3.40). Pocet kroku odchylky je
roven (opét neuvazujeme vliv po¢dteénich podminek)

ke =1+ dege < dega’ + degb™ + deg g.

Pfi stabilni ¢asové optimalni regulaci je pocet kroki odchylky o deg b+ kroki mensi nez pii
koneéné casové optimélni regulaci.

Jsou-li nulové pocateéni podminky v fizeném i fidicim systému a zname cely obraz ridici
veliciny W, je mozno postupovat pii syntéze ¢asové optimalniho diskrétniho fizeni jinym
zpusobem. Pseudocharakteristicky polynom regula¢niho obvodu volime co nejvétsiho stupné
tak, abychom zajistili kone¢nou regula¢ni odchylku a konecnou ¢i stabilni akéni veli¢inu.
Vysledky syntézy jsou uvedeny pozdéji pfehledné v tabulkéch.

3.2.3 Casové optimdlni diskrétni regulace se dvéma stupni volnosti

T R T T T c
| - | -

g | a |
W:f | r p' U | Y
4'—'R2—]—)—’<>4—y—’ S = - _’Q ¢

| 1 a
| |
: : | g |
q
— =~ | e )
| P |

Obrazek 3.6: Casové optimalni fizeni s reguldtorem se dvéma stupni volnosti

Uvazujme nyni nejobecnéjsi strukturu fizeni s reguldtorem se dvéma stupni volnosti
podle obr. Obraz regula¢ni odchylky je roven

g RS g 1 c S h)
E=W-Y==— = - - .
f <1+SR1f+1+SR1a+1+SR1p
Po dosazeni a upravé dostaneme
B rb\ g «cp hd
o (1 A) -5 (3.41)

kde A = ap + bq je opét pseudocharakteristicky polynom zpétnovazebniho regula¢niho
obvodu. Akéni velicina U je rovna
U— R2 g R1 E + 1 ﬁ
_1+SR1f 1+ SRia 1+SR1p.
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Po upravé dostaneme

arg cq h
- A ST 42
U AfTA + A (3.42)

Koneéna ¢éasové optimalni diskrétni regulace

Nezname-li po¢ateéni podminku systému, je pro koneéné ¢asové optimalni fizeni nutno volit
pseudocharakteristicky polynom zpétnovazebniho regula¢niho obvodu rovny jedné. Pak opét
plati polynomidlni rovnice ap+bg = 1. Regula¢ni odchylka a akéni veli¢ina jsou potom rovny

E = (1—7‘b)§—cp—hb,

U = arg—cq—}—ha.

f
Aby odchylka E byla polynom, musi platit

1—rb=fs,

kde s je néjaky polynom. Potom je odchylka a akéni veli¢ina

E = gs—cp— hb, (3.43)
0
U = g;or — cq + ha,

kde a, O jsou nesoudélné polynomy podle (3.37) .
Aby akéni velicina U byla polynom, musi opét platit f© = 1. Pro koneéné ¢asové op-
timaln{ diskrétn{ fizeni plati podminka fesitelnosti f© = 1 ve vsech strukturdch Fizend.

Aby odchylka E byla polynom nejnizsiho stupné, fesime polynomialni rovnice
ap+bg = 1 (3.44)
fs+br =1

roven (opét zanedbdame vliv poc¢atecnich podminek)
ke =1+ dege < degg + degb.

Dvé nezavislé rovnice fesi ulohu koneéného casové optimalnitho diskrétniho fizeni
s regulatorem se dvéma stupni volnosti. V rovnicich se nevyskytuje polynom g
(¢itatel Fidici veliciny W). Prenos R; i Ry nezéavisi ani na polynomu g, ani na pocate¢nich
podminkéch systému i regulétoru.

Stabilni casové optimalni diskrétni regulace

Pro stabilni ¢asové optimélni regulaci ve stuktufe fizeni s reguldtorem se dvéma stupni
volnosti podle obr. [3.6) muzeme opét zmensit pocet kroku odchylky o stupen stabilnf ¢dsti
polynomu b. Podobné jako v ptedchozim odstavci zvolime pseudocharakteristicky polynom
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ve tvaru
A=ap+bg=>b".
Regula¢ni odchylka a akéni veli¢ina jsou potom podle (3.41) a (3.42)) rovny

_ -9 ¢p -
U o— a’rg  cq¢  ha
T bt g0 Tyt ot

7 predchozi podminky pro charakteristicky polynom plyne

P

ab+

+bqg=1.
Oznac¢ime-li b% = x, pak dostaneme kone¢ny tvar prvni polynomialn{ rovnice

ar +b q=1. (3.45)

Aby odchylka E byla polynom, musi platit

1—rb” = fs,
neboli
fs+br=1. (3.46)

Regulaéni odchylka je potom rovna

E =gs—cx—hb~ (3.47)
a minimdlni poc¢et kroku odchylky je roven

ke=1+dege < degg—+degh,

kde jsme opét zanedbali vliv poc¢ateénich podminek.

Polynomiélni rovnice a fesi nds problém. Aby pocet kroku odchylky byl
miniméalni, fe$§ime polynomialni rovnice a s minimalnim stupném polynomu x a
s. Ptenosy R; a Rs zaviseji opét pouze na modech tidici veli¢iny a nezaviseji na poc¢atecnich
podminkéach soustavy i regulatoru. Aby akéni velicina U byla stabilni, musi byt polynom
fO stabilni.

Ma34-li systém i regulator nulové pocateéni podminky a mame plnou informaci o fidici
veli¢iné, muzeme problém casové optimdlniho diskrétniho fizeni fesSit jinym zpusobem.
Ptehled vysledku takového fizeni je uveden v nésledujicim odstavci.

Poznamka: P1i feSeni problému c¢asové optiméalniho diskrétniho fizeni ve zpétnova-
zebnich strukturdch jsme nerespektovali podminky realizovatelného zdkona fizeni. Tyto
podminky vyzaduji, aby realizovatelny regulator mél jeden krok zpozdéni, to znamena, ze
absolutni ¢len v ¢itateli reguldtoru musi byt nulovy. Mtzeme ale postupovat tim zpusobem,
ze zpozdéni pridame k systému, to znamend, ze syntézu provadime s pfenosem systému ve
tvaru dS(d) a po provedené syntéze priddme toto zpozdéni zpét do reguldtoru. Tim se oviem
zvysuje stupein polynomu b v Citateli systému, a to jeho nestabilni ¢ést, a proto je vlivem
realizovatelného zdkona fizeni ovlivnén pocet kroku ¢asové optimélniho zpétnovazebniho
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Fizeni. O

3.2.4 Prehled vysledkt casové optimalniho diskrétniho fizeni

V nésledujicich ¢tyfech tabulkach jsou pfehledné shrnuty vysledky casové optimélniho
diskrétniho fizeni. Z tabulek je ndzorné patrny vliv struktury fizeni i apriorni znalosti na
feSeni tlohy.

P1i plné znalosti tidici veliciny W a nulovych poc¢ateénich podminkach v systému i v
reguldtoru je fizeni ovladanim nejvyhodnéjsi strukturou tizeni. Pii zpétnovazebnim rizeni
nutnost zachovat stabilitu zpétnovazebniho systému prodluzuje pocet kroku fizeni.

Naopak pfi nenulovych a neznamych pocateénich podminkéch v fizeném systému ¢asoveé
optimalni ovladani neexistuje. Zde je nejvyhodnéjsi strukturou zpétnovazebni fizeni se
dvéma stupni volnosti s odliSnou primovazebni a zpétnovazebni ¢asti.

Pro koneéné tizeni, pri kterém je i akéni veli¢ina koneénd, pozadujeme ve vSech struk-
turach fizeni, aby platila podminka f = 1. To znamend, ze véechny médy Fidici veliciny W
jsou obsazeny v fizeném systému S a systém S je tedy schopen na svém vystupu generovat
tidici velicinu W pouze vhodné zvolenymi poc¢atecnimi podminkami i pfi nulovém vstupnim
signalu.

Podobné pii stabilnim fizeni pozadujeme ve vSech strukturdch fizeni, aby polynom f°
byl stabilni. To znamend, ze musi byt stabilni vSechny mddy fidici veli¢iny, které nej-
sou obsazeny v systému. Nespliiuje-li polynom f° tyto pozadavky, nebudou pouze splnény
pozadavky na prubéh akéni veliciny U. Akéni velicina U nebude tedy koneénd ¢i stabilni,
ale v8e ostatni plati beze zmény (diskrétni fizeni tedy zustane ¢asové optimalni).

Piiklad: Navrhnéte casové optimalni diskrétni regulator stejnosmérného dynama s
prenosem

K
G(s) = .
() 1+ s7
Volte obecnou periodu vzorkovani Ty a obecnou dobu vypoétu T, = (1 — )T akéniho

zasahu. Ukazte, jak ¢asové optimalni reguldtor zavisi na periodé vzorkovani a dobé vypoctu
akéniho zasahu. Uvazujte skok fizeni a sledujte amplitudu akéni veli¢iny. Prodluzte pocet
krokt fizeni tak, aby maximélni velikost akéni veli¢iny byla dvakrat mensi nez puvodné.

3.3 Kvadraticky optimalni diskrétni rizeni

V této kapitole je uvedena syntéza kvadraticky optimélniho fizeni diskrétniho linedrniho
systému algebraickymi metodami. P¥i tom vychazime opét z vnéjstho popisu systému. Sta-
cionarni regulator ziskame pii uvazovani nekone¢né doby fizeni.

Opét budeme analyzovat kvadraticky optimélni fizeni v riznych strukturdch fizeni.
Kvadraticky optimélni fizeni linearniho systému se ¢asto v literatufe oznacuje jako LQ
fizeni (Linear Quadratic Control).
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Prehled vysledki ¢asové optimalniho diskrétniho rizeni
Neznamé pocateéni podminky v systému a reguldtoru.
Znédme pouze mody Fidici veliciny W.

KONECNE RIZENI

Ovladani | Odchylkova regulace Reg. s dvéma st. volnosti

ap+bg=1 ap+bg=1
Podminkové Ovladani | fO=1 fs+br=1
rovnice neexistuje =1
Regulétor r=1 R, = Q; Ry ="~

p p

Odchylka E=1a%g—cp—hb E=gs—cp—hb
Rizen{ U =aqg — cq+ ha U=a¢gr —cq+ ha
Charakteristicky
polynom A=1 A=1
Pocet kroku
odchylky k. < dega® 4+ degg+degh | k. < degg+ degh
Pocet kroku
tizeni k, < dega® +degg +dega | k, < dega +degg

STABILNI RIZENT

Ovladani | Odchylkova regulace Reg. s dvéma st. volnosti

affr+bqg=1 ar+b-qg=1
Podminkové Ovladani | fO stabilni fs+br=1
rovnice neexistuje fO stabilni

[ q q. _r
Regulétor = W Ry = 5, Ry = };
Odchylka E=a"g— cxf® — hb~ E=gs—cx—hb
Rizen B a’qg  cq ha B algr  cq ha
zent T b0 bt bt

Charakteristicky
polynom A=bt A=bt
Pocet kroku
odchylky k. < dega® +degg+degb™ | ke < degg + degb™
Pocet kroku
f{zeni ky — 00 ky — 00

99
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Piehled vysledki ¢asové optimalniho diskrétniho rizeni
Nulové pocateéni podminky v systému i regulatoru.

Upln4 znalost Fidict veliciny W.

KONECNE RIZEN{

Ovladani Odchylkova regulace Reg. s dvéma
stupni volnosti
ap+bg=g"

Podminkové | fx +by=g f@®) "z +by=g" fs+br=gt
rovnice fo=1 fo=1 fo=1
0

Regulétor R = L Ry = g; Ry = r

x p p
Odchylka E==x E=(a""g = E=gs
Rizen{ =aly U=(a")"g ¢ =a'gr
Charakter.
polynom A= (a®)tgt A =gt
Pocet kroku
odchylky ke < degb ke < deg(a®)™ +degg™ +degb | k. < degg™ + degh

Pocet kroku
Tizeni

k, < dega® + deg f

k. < deg(a®)™ +deg g™ + degb

k, < dega+degg™

STABILNI RIZENT

Ovladani Odchylkova regulace Reg. s dvéma st. volnosti
ar +b y=g"
Podminkové | fo+b"y=g | f(a®)" 2 +b"y=g" fs+br=g"
rovnice £O stabilni fO stabiln{ fO stabiln{

) _ y(a®)* _ Y. _ T
Regulétor = b o R, = — 2= —
Odchylka E=x E=(a)"gx E=gs

0 0,,,— 0,
S _ Ya _a'yg _agr
Rizen{ = U= o U= 5
Charakter.
polynom A= (a®)TgtbT A=gTbt
Pocet kroku
odchylky ke < degb™ ke < deg(a®)T +degg™ +degb™ | k. < degg™ +degb™

Pocet kroku
Tizeni

ky — 00

ky, — 00
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g
W =2
f

U b Y E

Obrazek 3.7: LQ ovladani

3.3.1 Kvadraticky optimalni diskrétni ovladani

Pii kvadraticky optimalnim ovladani hleddme optimalni akéni veliéinu U (optimélni fidici
veli¢inu systému). Pfitom zndme pienos systému a také fidici velicinu W. Struktura fizeni
spolu s oznac¢enim veli¢in je uvedena na obr. Pii této struktuie fizeni museji byt znamé
pocatecni podminky systému. Budeme piedpokladat, ze poc¢atecni podminky systému jsou
nulové.

Hleddme tedy optimdlni fizeni systému s prenosem S = b/a, které minimalizuje kvadrat-
ické kritérium ve tvaru

J = > ei+rup = (EE*)+r(UU"). (3.48)
k=0

V predchozim vztahu jsme pouzili nasledujici oznaceni
E = ep+ed +ead + - +ed + -
E* = e+ed ' dead?+ - +ed 4
a (X) je absolutni ¢len posloupnosti X. Je-li posloupnost uvedena ve tvaru formalni moc-
ninné fady, X =--- +z_1d~' + g + x1d + - - -, pak tedy (X) = wo.
Regula¢ni odchylka je podle obr.
b

E=w-v=2_"u
f a

Pak kritérium (3.48) je rovno

J = <<? - 2U> (j’c —g )> + rUU). (3.49)

Nejprve se¢teme ¢leny obsahujici UU™, éili

bb* bb* + * i
Lo B fraat

r .
aa* aa* aa*

Predpokldadame, Ze polynom [ je stabilni polynom - v8echny jeho kotfeny lezi vné jednotkové

kruznice komplexni roviny d. Stabilni polynom [ ziskdme spektralni factorizaci podle rovnice

bb* + raa™ = 11", (3.50)



102 KAPITOLA 3. ALGEBRAICKE METODY RIZENI I

Odtud plyne, Ze polynom [ nebude stabilni a miize mit nestabilni kofeny pouze na mezi
stability, a to pouze tehdy, kdyz vaha r v kritériu je nulovd r = 0 a polynom b mé koteny
na mezi stability. Tento singularni piipad vylou¢ime. S pouzitim spektralni factorizace je
kritérium rovno

b b o
J = <%%>—<EU%>—<EU §>+<aa*UU ). (3.51)

Minimalizaci kriteria vzhledem k fizeni U provedeme doplnénim na dplny ¢tverec

= {(fe) (o)) 0

kde « volime tak, aby predchozi vyraz pro kritérium byl shodny s (3.51f). Porovnédnim obou
*

b
vyrazu je ziejmé, ze o = %l—* Kritérium je tedy rovno
l g b* l gb*\* <gg* gg*bb* >
J = -U-=2—|(-U-=— — . 3.52
(Gu-75) (@o-77) )+ {fF - Tro (352

Absolutni minimum kritéria dostaneme podle (3.52)), kdyz fizeni U je feSenim rovnice

l g b*

-U—-=2—=0. 3.53

a fr ( )

V tomto piipadé fizeni U zaéind v minus nekoneénu, neni tedy kauzalni. Absolutni minimum
kritéria, které oznacime J,, (pfi nekauzalnim fizeni), je rovno

= (gt - () ()

a (LO

Fop

a a’ a fO jsou nesoudélné polynomy.

kde

(3.55)

Kauzalni fizeni U musi byt vyjadieno jako podil dvou polynomu v kladnych mocnindch
d. Proto musime provést dekompozici tizeni U ve vzorci (3.53)), coz vede na nésledujici
rovnici
gb* _y ot

LA 3.56
e (3.56)
7 predchozi dekompozice plyne rovnice pro neznamé polynomy x a y, kterd ve skute¢nosti
resi nas LQ problém ve zvolené struktuie Fizeni

" f +yl* = gb*. (3.57)

Tato rovnice neméd ale jediné feSeni, je tieba déle specifikovat vlastnosti polynomu x a y.
Po dekomporzici je kritérum (3.52)) rovno

P ey
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Zaved me pomocnou proménnou V podle vztahu

l y

U - Z. 3.58
-4 (359)

Pak kritérium J je rovno

PR e

. x*x x* . x
= (VV >+<T*7> - <T*V ) - <7V>+Jn.
Rizeni U se vyskytuje pouze v pomocné veli¢ing V. Kritérium bude miniméln{, kdyz bude
nekauzdlni ¢ast rozkladu (3.56)) v case nula nulova, a proto musi byt absolutni ¢len polynomu
x roven nule (zg = 0). To je omezeni kladené na rovnici (3.57)).

Potom vyraz (Vz/l) je roven nule, a tudiz kritérium je rovno

V:

x z*
Jo= (5 (VV) (3.59)
I
Minimélni hodnota kritéria je dosazena, kdyz V = 0. Odtud plyne, Ze optimalni fizeni je
rovno
0
ya _ya
Upt = 5— = —. 3.60
opt f l lfo ( )
Polynom f° musi byt stabilni, aby také fizeni U bylo stabilni. Ze stability polynomu f°
plyne, ze vSechny nestabilni{ mody v fidicim signalu W musi byt také mddy systému.
Mimimalni hodnota kritéria pfi kauzalnim fizeni je rovna
x z*
*

Je ziejmé, ze kladny ¢len <7 l—*> reprezentuje zhorseni kritéria v disledku pozadavku kauza-

lity Tizeni.
Pozndmka 1: Rovnice (3.57) muze byt upravena na polynomialni rovnici vyndsobenim
d*, kde « je tad systému

a = degl = max(dega, deghb)
a deg(.) je stupen polynomu. Po vyndsobeni d* mé rovnice (3.57) tvar
x* fd* + yl*d* = gb*d™.

Zaved' me nové polynomy z, [, b (takzvané reciproké polynomy)

5d® = (l‘ldil + ---—l—.’L’ad*a)da = [Eldail + -+ Ta = @
*d® = (lﬂ + lld—l 4+ lad_a)da = lpd* + llda_l +-Fly = _l (361)
b de = (bO + bldil 4+ bad*a)da = bod* + bldail +--+by = b

Rovnice (3.57) ma potom tvar
Tf +yl = gb. (3.62)
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Tuto polynomidlni rovnici feS§ime vzhledem k Z and y. Protoze absolutni ¢len polynomu =z
musi byt nulovy, aby kritérium pro kauzalni fizeni bylo minimalni, je reciproky polynom Zz
naopak stupné pouze o — 1 - viz (3.61)). Proto pfedchozi polynomialni rovnici musime fesit
pro minimaln{ stupen polynomu Zz.

Poznamka 2: Odchylka fizeni E je rovna

0 _ 0
Bew_y_9_ by_g byl (gl=-bya
a

f fooafor afi
Aby odchylka fizeni E byla stabilni, musi byt samoziejmé stabilni fidici velicina W (poly-
nom f musi byt stabilni (staci, aby polynom f° byl stabilni)), dale pii Fizeni ovladdnim
mus{ byt stabilni i fizeny systém (polynom a musi byt stabilni). Ve vyrazu pro regulaéni
odchylku nelze formalné kratit spolecné polynomy citatele a jmenovatele. Pozadavek stabil-
ity systému je podstatnym omezenim piimovazebni struktury #izeni. Toto omezeni mtuzeme
odstranit pouze zpétnovazebni strukturou fizeni.

Pozndmka 3: Casto jsou v kritériu kvality Fizeni uvazovdny pouze diference i{dici
veli¢iny a ne absolutni hodnoty tidici veliciny U. V tom piipadé ma kritérium tvar

o0
J = D ep+rAug, (3.63)
k=0
kde Auy = uy — ug_1. Postup FeSeni problému minimalizace kritéria (3.63)) je tiplné stejny
jako v predchozim piipadé. Je tfeba pouze rozsitit systém S o prenos

ug 1

Aup, 1—d

Potom misto jmenovatele a uvazujeme rozsiteny jmenovatel a(1—d). Rovnice pro spektralni
faktorizaci méd pak tvar II* = bb* + ra(1 — d)a*(1 — d~1) a jinak cely dals{ postup je stejny.

3.3.2 Kvadraticky optimalni diskrétni fizeni se dvéma stupni volnosti

V tomto odstavci budeme analyzovat kvadraticky optimdlni fizeni v nejobecnéjsi struktuie
fizeni se dvéma stupni volnosti podle obr.

_9
f B U b Y

Obrazek 3.8: LQ fizeni se dvéma stupni volnosti
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Rizeni U, vystup systému Y a regula¢ni odchylka E jsou po fadé rovny

U:% Y_sbg p_9 sbg

fA A S
kde A = ap + bq je charakteristicky polynom celého zpétnovazebniho systému. Predpoklé-
dame, ze pocatecni podminky v systému i regulatoru jsou nulové. Kvadratické kritérium
kvality izeni je stejné jako v pfedchozim piipadé. Po dosazeni do kritéria dostaneme

o) * *
g sbg\ (g sbg sag\ ([ sag
P- Bt = (R G-R)) ARG
,;) ROE N IVAVERIN fA)\fA
Vynéasobime a pak seCteme ¢leny se stejnym jmenovatelem, coz vede opét na spektralni
faktorizaci (3.50]). Kritérium mé potom tvar

gg* sbg g* s*b*g* g sgl s*g*l*
= (=) —(—=)— = - . .64
Jo= GR) Gar) (Far g Gagarn) (3.64)
Minimalizaci kritéria vzhledem k volitelnym polynomum p, ¢, s reguldtoru R; a Ro
provedeme opét doplnénim na tplny ¢tverec.

Polynom ¢ vyjadiime jako souéin ti{ polynomu

g9=9%9"¢"
kde g™ je stabiln{ ¢dst polynomu g , kterd ma kofeny |d;| > 1, g~ je nestabiln{ ¢dst polynomu
g s koteny |d;| < 1 a ¢° je faktor polynomu g s kofeny na jednotkové kruznici |d;| = 1.
Zavedme reciproky polynom k nestabilni ¢4sti polynomu g

g=1(97)d",

kde  je stupen polynomu g~ . Uvédomme si, Ze g neni reciproky polynom k polynomu g, ale
pouze k jeho nestabilni ¢asti, a proto g je stabilni polynom. Duvod faktorizace polynomu g
vyplyne az z vyslednych vztahu pro charakteristicky polynom zpétnovazebniho regula¢niho
obvodu.

Kritérium muzeme potom vyjadiit ve tvaru

+5 +5 * *
_ /ofsggl sgrgl 0y# 99N\ (.0 0.\*
J = <g ( Y a> ( ; a> (5°) >+<ff*> (%) (6°)"),
kde a volime tak, aby predchozi vyraz pro kritérium a (3.64]) byly totozné. Z toho plyne,
; b*g*g
7e a = )
I*f

Pritom jsme vyuzili vztahu

*

99" =997 9" (57976°) = g7 (a7 )" d°" (57 (67 d’s°)" = g¥ s’ (57 59°) -

Kritérium je po tpravé rovno

~/ofsgtal bvgtg) (sgtal bgtg\ .. g9a"\ (ga®\"
7= s <Af 7 )(Af 7 ) <g)>”<<lf0><lfﬂ )
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Absolutni minimum kritéria vzhledem k volitelnym polynomum v reguldtoru dostaneme,
sgtgl  b'g*g
kdyz —
Af *f
zpétnovazebni strukturu, je nutno provést dekompozici podle nasledujicitho vztahu

= 0. To opét vede na nekauzalni regulator. Abychom dostali kauzalni

vo'g o

tf TP

coz vede na rovnici

o f+yl* = b*gTg.
Nyni dosadime provedenou dekompozici do kritéria a minima tohoto kritéria je dosazeno,
kdyz

sgtgl _y _
Aff ’

coz vede na polynomidlni rovnici

sgtgl—yA = 0.

Provedenou dekompozici jsme zajistili, ze v predchozi rovnici jsou pouze polynomy v klad-
nych mocnindch d, a proto je zajisténa kauzalita reguladtoru. Nekauzalni ¢len v piedchozi
dekompozici zvysuje hodnotu kritéria, a proto minima kritéria dosdhneme, kdyz absolutni
¢len polynomu z* je nulovy, ¢ili g = 0. MinimAalni hodnota kritéria je pak rovna

- i+ A E))

kde druhy ¢len je roven optimalni hodnoté kritéria pii nekauzalnim regulatoru a prvni ¢len
vyjadiuje zvySeni kritéria v dusledku respektovani kauzality regulatoru.

Maéme tedy systém ti{ rovnic

ap+bg = A, q =0, (3.66)
sgTgl —yA = 0, (3.67)
o f+yl* = bgTg, zo = 0. (3.68)

Prvni rovnice je rovnici pro pseudocharakteristicky polynom zpétnovazebniho obvodu, pod-
minka gg = 0 plyne z podminky na realizovatelny zakon fizeni. Druhd rovnice plyne z
minimalizace kritéria pii kauzdlnim reguldtoru a tfeti rovnice plyne z dekompozice, ktera
zajisti kauzalitu reguldtoru.

Pro s = y je charakteristicky polynom stabilni a je roven A = ¢g*gl. Odtud plyne smysl
predchozi faktorizace Citatele g fidici veliciny W.

Polynomy p, q a s kvadraticky optimalniho reguldtoru jsou feSenim rovnic

ap+bg = g'gl, q =0, (3.69)
¥ f+sl* = b'gTyg, z9 =0, (3.70)

jejichz feSenim dostaneme vedle hledanych polynomu p, ¢ a s optiméalniho reguldtoru také
polynom z. Pfedchozi rovnice mohou byt feSeny nezavisle. Druhou rovnici mizeme upravit
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na polynomialni rovnici nasobenim d“, kde « je fad systému S. Potom tato rovnice ma tvar
zf + sl =bg"g, (3.71)

kterou fesime pro minimélni stupen polynomu z, kde x*d“ = Z.

Tim jsme dostali dvé nezavislé polynomialni rovnice pro polynomy p, q, s a xz. Op-
timalni fizeni U a regula¢ni odchylka E jsou stabilni, pokud je polynom f9 stabilni, coz
je podminkou fesitelnosti tohoto problému. Znamenad to, ze vSechny nestabilni médy Fidici
veli¢iny musi byt souc¢asné médy systému. Rizeni U, vystup systému Y a odchylka E jsou
roviy

sa’g%g™ _ sbg®g™ _ glg— sbg®g

T 0= 0 Y - — - —
Lf°g Lfg Lfg

Poznamka 1: V pfedchozim odvozeni jsme byli nuceni pouzit slozitou faktorizaci poly-
nomu g v Citateli obrazu #idici veliciny W. Tomu se muzeme vyhnout nasledujicim postu-
pem, ktery pii minimalizaci kritéria kvality fizeni nebere v tivahu citatele g fidici velic¢iny
W. Regulator neni potom v pfisném slova smyslu optiméalni, ale je navrzen tak, ze bere v
uvahu pouze médy tidici veli¢iny a ne jejich amplitudy.

Kritérium (3.64) vyjadiime ve tvaru

= ) ) 9 G-

kde a volime tak, aby predchozi vyraz pro kritérium byl totozny s (3.64). Z toho plyne, ze

*

U =

a = — a kritérium je po tUpravé rovno

I*f

0= (o(ar ) Gy 1) )+ () () )

Absolutni minimum kritéria vzhledem k volitelnym polynomum v reguldtoru dostaneme,

sl b*
kdyz A—f o 7 = 0. To opét vede na nekauzalni regulator. Abychom dostali kauzalni zpét-
novazebni strukturu, je nutno provést dekompozici
b* x*
_y,.T

z niz plyne rovnice

' f +yl* = b
Nyni dosadime provedenou dekompozici do kritéria a minimum tohoto kritéria je dosazeno,
kdyz

sty _

Aff
Provedenou dekompozici jsme zajistili, ze v predchozi rovnici jsou pouze polynomy v klad-
nych mocninach d, a proto je zajisténa kauzalita regulatoru. Nekauzalni ¢len v predchozi
dekompozici zvysuje hodnotu kritéria a proto minimum kritéria dosdhneme, kdyz absolutni
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¢len polynomu x* je nulovy, ¢ili zp = 0. Miniméalni hodnota kritéria je pak rovna

= i+ o{ (1) (5) )

kde druhy ¢len je roven optiméalni hodnoté kritéria pti nekauzalnim reguldtoru a prvni ¢len
vyjadiuje zvyseni kritéria v dusledku respektovani kauzality reguldtoru. Mame tedy systém
t¥{ rovnic

ap+bg = A, g =0
sl—yA = 0
x*f+yl* = b, xg = 0.

Prvni rovnice je rovnici pro pseudocharakteristicky polynom zpétnovazebniho obvodu, pod-
minka gg = 0 plyne opét z podminky na realizovatelny zakon fizeni. Druha rovnice plyne
z minimalizace kritéria pfi kauzalnim reguldtoru a tieti rovnice plyne z dekompozice, ktera
zajisti kauzalitu reguldtoru.

Charakteristicky polynom A je roven stabilnimu spektralnimu faktoru [, pak s = y a
predchozi soustava rovnic ma pak tvar

ap+bg = I, go =20 (3.72)
xf+slt = b, x9g=0 (3.73)

pro neznamé polynomy p, q, s a x. Pfedchozi rovnice mohou byt feSeny nezavisle. Druhou
rovnici muzeme upravit na polynomialni rovnici ndsobenim d“, kde « je fad systému S.
Potom tato rovnice ma tvar

Tf+sl=0
a Fe$fme ji pro minimalni stupen polynomu z, kde = = d%z*.

Tim jsme dostali dvé nezavislé polynomialni rovnice pro polynomy p, ¢, s a . Optimalni
tizeni U, vystup systému Y a regulacni odchylka E jsou stabilni a jsou rovny

salg _ sbg B gl — sbg
1f0° LY N f
Regulator, jehoz polynomy p, ¢ a s jsou Fesenim (3.72]), nezdvisi tedy na nuldch fizeni.
Problém suboptimalniho LQ reguldtoru jsme nyni fesili pouze s vyuzitim informace o
modech Fizeni.
O
Poznamka 2: Pokud uvazujeme strukturu fizeni s odchylkovym regulatorem, pak R; =
Rs, neboli s = ¢q. Potom podle puvodniho odvozeni (viz (3.66|)) dostaneme soustavu rovnic
ap+bg = A
a9 gl —yA = 0
zf+yl = bg'g.
Po dosazeni z prvni rovnice do druhé dostaneme

g9t gl —y(ap+bq) = 0.
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Reseni této polynomialni rovnice je ¢ = ay, p = g gl — yb. Dosadime pfedchozi vyrazy za
polynomy p a ¢ do rovnice pro pseudocharakteristicky polynom a dostaneme

A =ap+bg=algtgl —yb) + bay = agtgl.

Zpétnovazebni systém je stabilni pouze tehdy, je-li stabilni polynom a, tedy je stabilni fizeny
systém S. Polynomy ¢, g a [ jsou stabilni. Odtud plyne, Ze uvedeny postup lze pouZit pii
tizeni odchylkovym reguldatorem pouze pro stabilni #izené systémy. Pii odchylkovém Fizeni
méame méné stupinu volnosti, a proto pii nestabilnim fizeném systému musime postupovat
jinym zpusobem. O

Poznamka 3: Pokud v kritériu kvality fizeni vazime pouze regulacni odchylku, pak
vaha r = 0. Pro stabilni spektralni faktor | dostaneme potom rovnici [I* = bb*, a pokud je
polynom b stabilni, pak zfejmé [ = b.

Jinou variantu kvadraticky optimalniho fizeni pii vaze r = 0 dostaneme nésledujicim
postupem. Pfenos systému necht je roven

b(d) by +by_1d+ -+ bod"

S(d) = a(d) 14+ ap_1d+---+ agd®’

Systém je tedy popséan diferenéni rovnici

U+ anslt — 1) = byut) + 3 b jult — ).

i=1 j=1
Rizeni bude vzhledem ke zvolenému kritériu optimélni, pokud bude regulaéni odchylka

trvale nulovd, pak e(t) = w(t) —y(t) = 0, ¢ili w(t) = y(t). Dosadime-li za y(t) do pfedchozi
rovnice w(t), dostaneme pro optimdlni fizeni

u(t) = bi (w(t) - Z bnfju(t —Jj)+ Z an—iy(t — Z)) :
" j=1 i=1

Ptenosy reguldtoru jsou potom

U s 1
R = —_— = — = —
i W p  b(d)
L_g_—an,1d+...+a0dn
o b{d)

Charakteristicky polynom je roven

R =

A=ap+bg=ab+b(l—a)=0.

Toto takzvané jednokrokové fizeni muzeme pouzit pouze tehdy, kdyz citatel systému je
stabilni (systém je s minimdlni fiz{). Nebereme zietel na velikost akénich zdsahu, které pti
tomto zpusobu fizeni mohou piesdhnout hodnoty, pro které plati linearni popis systému.
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3.4 Sjednoceni algebraického pristupu pro spojité i diskrétni
systémy

V predchozich kapitolich jsme feSili nékteré problémy diskrétniho fizeni algebraickymi
metodami. Pouzivali jsme pii tom operaci s polynomy, nebot pienos diskrétniho systému
muzeme vyjadfit jako podil polynomt. V zdsadé stejny pristup muzeme pouzit i pro linedrni
spojité systémy. Jak uvidime pozdéji, jsou mezi diskrétnimi a spojitymi systémy nékteré
odlisnosti, které znemoznuji piimou analogii algebraickych piistupt zalozenych na algebie
polynomt pro diskrétni a spojité systémy.

V literatuie (Vidyasagar, [1985), (Kuceral 1993) byly publikovany metody, které umoz-
nuji jednotny piistup k linedrnim spojitym i diskrétnim systémum, zaloZzenym na specidlnich
okruzich raciondlnich funkci. Proto nejprve zavedeme potiebné pojmy a poté vyreSime
nékolik zékladnich problému.

3.4.1 Okruhy a télesa

Nejprve si zopakujeme nékteré pojmy z algebry, které déle budeme pouzivat. Neklademe si
za cil matematickou piesnost definic potiebnych pojmu. Podrobnéji se s uvedenymi meto-
dami muze zdjemce seznamit v (Vidyasagar, |1985)). Predné si zavedeme dva algebraické
systémy - okruhy (Rings) a télesa (Fields).

Okruh je neprazdnd mnozina R spolu se dvéma bindrnimi operacemi - séitdnim a
nasobenim. Pfitom séitani je komutativni a nasobeni je asociativni. Déle existuje nulovy
prvek (0). Pro prvky okruhua € R, b € R a ¢ € R tedy plati

a+(b+c) = (a+b)+e, (3.74)
a+b = b+a,
a+0 = 0+4a=a,

a.(b.c) = (a.b).c,
a.(b+c) = ab+ ac,
(a+0b).c = ac+be.
Ptitom pro séitani i ndsobeni pouzivame obvyklé symboly a ¢asto misto a.b budeme psat
pouze ab.
Okruh R je komutativni, jestlize ab = ba.

Okruh s jednotkovym prvkem (okruh s jednotkou (identity)) je okruh, ve kterém
existuje prvek 1 € R, ze 1l.a = a.1 = a pro Va € R.

Okruh je obor integrity, jestlize z ab = 0 plyne, ze a = 0 nebo b = 0. Okruh je obor
integrity, jestlize soucin nenulovych prvka je nenulovy.

Piiklady: Mnozina celych ¢isel Z je okruh, ktery je samoziejmé komutativni okruh i
okruh s jednotkou i obor integrity. Mnozina ¢tvercovych matic tvori okruh, je to i okruh
s jednotkou, ale netvoii obor integrity, protoze sou¢in dvou nenulovych (ale singuldrnich)
matic muze byt nulovd matice. Mnozina sudych ¢isel tvoii komutativni okruh, ale neni to
okruh s jednotkou. Také mnozina polynomi s redlnymi koeficienty tvoii komutativni okruh.

V okruhu s jednotkou se prvek x € R nazyva délitel jednotky (unit), jestlize existuje
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prvek y € R, ze plati xy = yx = 1. V textu ¢asto budeme délitele jednotky zkracené nazyvat
pouze jednotkou (piimy pieklad anglického pojmu unit).Prvek y se nazyva inverze prvku
x a obvykle se znaéf 7!, Jednotky v okruhu jsou specidlni prvky, které majf inverzi, nebot
obecné prvky v okruhu inverzi nemaji.

Piiklady: Okruh celych éfsel mé dvé jednotky, a sice prvky —1 a 1, nebot inverze pouze
téchto prvki je opét celé &islo. Jednotky v okruhu ¢tvercovych matic s redlnymi prvky jsou
v8echny nesingularni matice. Jednotky v okruhu polynomu jsou pouze nenulové konstanty.

Mohou existovat takové okruhy, jejichz vSechny nenulové prvky lze invertovat. Takové
okruhy se nazyvaji télesa (fields). Télesa jsou komutativni okruhy s jednotkou, jejichz
v8echny nenulové prvky jsou délitelé jednotky.

Priklady: Mnozina realnych cisel tvofi téleso, podobné mnozina racionalnich éisel i
mnozina komplexnich ¢&isel jsou télesa. Také mnozina raciondlnich funkei tvoi{ téleso. Toto
téleso budeme znacit F'(£), kde £ je komplexni proménné.

Pro nas dalsi vyklad je dulezité, ze mnozina racionalnich funkci, které jsou analytické v
urcité oblasti komplexni roviny (to znamend, ze v ni nemaji zadnou singularitu, zadny pdl),
tvoif komutativni okruh. Uvédomme si, Ze pfenosy linedrnich spojitych i diskrétnich systému
jsou racionalni funkce komplexni proménné s nebo z, pripadné d, které jsou analytické v
celé komplexni roviné s vyjimkou izolovaného poc¢tu bodu, které se nazyvaji prenosové pély
systému. Séitdnim i ndsobenim pienosu (dovolenymi operacemi v okruhu) se poloha pélu
nemeéni.

Zavedeme proto specidlni okruhy raciondlnich funkeci, které jsou analytické v urcité
oblasti komplexni roviny.

o Fo(§) je okruh raciondlnich funkei analytickych v £ = oo. Jsou to tedy takové
raciondlni funkce, které nemaji singularitu v nekone¢nu. Jsou to tedy raciondlni
funkce, které maji pouze koneéné pély. Je-li £ = s, je Fio(s) mnozina prenosu spojitych
systému, které jsou ryzi (stupen ¢itatele pfenosu neni vétsi nez je stupen jmenovatele).
Je-li £ = z, je Fu(2) okruh ptenosu linedrniho kauzdlniho diskrétniho systému.

o F,5(§) je okruh raciondlnich funkei analytickych v Re £ > 0 vcetné £ = co. Pro £ = s
je to tedy okruh ryzich a stabilnich (proper and stable) pfenosu spojitych systému.

o Fs(§) je okruh racionélnich funkei analytickych v [£] > 1. Pro £ = z je to tedy okruh
kauzdlnich a stabilnich prenosu diskrétnich systém.

o F¢(&) je okruh raciondlnich funkei analytickych pro viechny £ # 0. Je to tedy okruh
raciondlnich funkci, kterd maji pouze nulové pdly. Pro & = z je to okruh prenosu
diskrétnich systémtu, které maji koneé¢nou dobu trvani impulsni posloupnosti.

e F[¢] je okruh raciondlnich funkei analytickych pro vSechny & # oco. Je to tedy okruh
raciondlnich funkei, které maji pouze pdly v nekonecnu (nemaji konecné pély). Je to
tedy okruh polynomi. Uvédomme si, ze pro £ = d je to okruh pienost diskrétnich
systému, které také maji koneé¢nou dobu trvani odezvy.

Podle potieby si mizeme zvolit i jiné okruhy raciondlnich funkei analytickych v ¢asti
komplexni roviny - napiiklad okruh pfenosu se zvolenym stupném stability ¢ relativnim
tlumenim.
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Jaké jsou jednotky v pravé definovanych okruzich?

V okruhu v8ech ryzich ¢i kauzdlnich raciondlnich funkci Fio (€) jsou jednotky racionalni
funkece relativniho stupné nula (majici stejny stupen citatele i jmenovatele).

V okruhu vsech ryzich a stabilnich ¢i kauzalnich a stabilnich pfenosu (racionélnich
funkel) Fps(€) ¢ Fes(€) jsou jednotky pfenosy systémi s minimdind fazi.

V okruhu Fy(§) i F[¢] jsou jednotky pouze nenulové konstanty.

Prenos linearnich systému spojitych i diskrétnich muze byt vzdy vyjadien jako prvek
podilového télesa ruznych okruhu. Prenos F(€), kde £ = s, nebo £ = z & £ = d podle toho,
zda se jednd o spojity ¢i diskrétni systém, muzeme vzdy vyjadfit ve tvaru zlomku

F(§) = 28 (3.75)

kde a(&) i b(§) je prvkem zvoleného okruhu.

1
Tak na piiklad pfenos integratoru F(s) = — muzeme vyjadrit ve tvaru
S

»

F(s) =

151 b(s)
s g a(s)

v

1
kde zfejmé b(s) = Py ia(s) = j_ . je prvkem okruhu ryzich a stabilnich prenost.
s s

Ruzné okruhy volime podle toho, jaké vlastnosti systému zkoumame. Uvédomme si, ze
pokud pienos F(§) je sdm prvkem zvoleného okruhu, tak jej vzdy muzeme vyjadiit jako
zlomek, kde jmenovatel je jednotka v piislusném okruhu.

Pii zajistovani ryzosti ¢ kauzality volime okruh F.,(€). Pti zajistovan{ stability spolu s
ryzosti nebo kauzalitou volime okruhy F),5(§) nebo F 4(§). Pii zajistovani koneéné odezvy
a modalnich vlastnosti volime okruhy F¢(§) nebo F[¢]. Je dilezité si uvédomit, ze pro
diskrétni systémy plati inkluze

Fi(z) C Fes(2) C Foo(2), (3.76)
Fy(z) = Fld],

kde d = z~!. Pro spojité systémy pouze plati
Fos(s) C Fso(s).

Proto pro spojité systémy nelze jednoduse pocitat s pfenosy vyjadienymi jako podily poly-
nomt, nebof pii tom neni automaticky zajisténa ani stabilita, ani ryzost. Se zavedenymi
okruhy muzeme velmi elegantné fesit nékteré problémy tizeni.

V nasledujicich nékolika odstavcich vytfesime nékteré problémy navrhu reguldtoru, ktery
spliiuje urcité pozadavky. Jedna se o navrh reguldtori, které zajisti stabilitu zpétnovazeb-
niho obvodu, déale o eliminaci poruchové veli¢iny, asymptotické sledovani ridiciho signalu a
prizpusobeni systému danému modelu.

Misto proménné ¢ budeme v dalsim pouzivat proménnou s, tim zdénlivé budeme fesit
problémy pro spojité systémy. Pokud zvolime spravny okruh, muzeme misto s psat z nebo
d a v8e zustava v platnosti i pro diskrétni systémy.
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3.4.2 Stabilizujici regulatory

Uvazujme zpétnovazebni obvod dle obr. tvoreny danym systémem S a hledanym
regulatorem R.

U Y
R="1 b
i p a

Obrazek 3.9: Stabilizujici reguldtory

Budeme hledat ryzi ¢ kauzalni regulatory R, které zajisti stabilitu celého zpétnovazeb-
niho systému. Budeme tedy tento problém feSit v okruhu stabilnich a ryzich ¢ kauzalnich
raciondlnich funkci. Musime tedy pfenos systému i reguldtoru vyjadrit jako podil prvka v
uvedenych okruzich. Pak a, b, ¢, p € Fj,s nebo F.

Zpétnovazebni systém je ryzi a stabilni (kauzalni a stabilni) pouze tehdy , kdyz
c=ap+bg (3.77)

je jednotka v okruhu Fjs nebo Fs. Odtud jiz plyne mnozina stabilizujicich regulatoru.

Vsechny stabilizujici reguldtory jsou rovny

_y—ah
kde z(q) a y(q) jsou feSenim rovnice
ar +by =1, x, y € Fps nebo Fi, (3.79)

a h je libovolny prvek zvoleného okruhu, h € Fj,s nebo Fi, a samoziejmé jmenovatel neni
identicky nulovy x+bh # 0. Mnozina vsech stabilizujicich regulatoru je tedy vyjadiena jako
jednoparametrickd mnozina (parametrem je libovolny prvek h pfislusného okruhu).

Poznamka Uvédomme si, Zze rovnice (3.79)) neni polynomidlni rovnice, ale rovnice v
okruhu. Protoze ji v prislusném okruhu piimo feSit neumime, obvykle ji pfevadime na
rovnici polynomialni.

k .
Priklad: Pro spojity systém s prenosem S(s) = — ureme mnozinu ryzich regulatoru,

které zajist{ stabilitu a ryzost zpétnovazebniho systému dle obr.
Reseni: Nejprve je tieba vyjadiit prenos systému S jako podilové téleso s prvky v okruhu
stabilnich a ryzich pfenosu, pak

k

E Groz b
S(s)=—5= (CEE bls)
s (sJSril)? a(s)

Nyni je tfeba vyfesit rovnici ax+by = 1 v pfislusném okruhu. Udélame to tak, ze se budeme
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snazit prevést tuto rovnici v okruhu na polynomialni rovnici. Po dosazeni dostaneme
s2 n k
x
(s+1)*  (s+1)

y =1

Vynésobime-li piedchozi rovnici (s + 1), dostaneme polynomialni rovnici
s'x +ky = (s +1)°
jejiz feseni je ziegmé z =1 a y = %(28 + 1). Toto FeSeni nelze pouzit, nebot y(s) nenf ryzi
pfenos. Zvolime proto
n

= ’ = ’ >07
x(s) S+« y(s) S+« @

3

kde n a m jsou neznamé polynomy. Bez Ujmy na obecnosti zvolime o« = 1. Po dosazeni
dostaneme rovnici

52 n N k m _1q
(s+1)2s+1 (s+1)2s+1

a po vynasobeni dostaneme konecné polynomidlni rovnici
s*n(s) + km(s) = (s + 1)%(s + 1),

Mnozina stabilizujicich regulatoru je

3s+1 52 h

(s)= U= ah %t T G2

- 3+ k ’
x + bh STTJFW

kde h(s) € Fps(s).

3.4.3 Silna stabilizace systému

V predchozim odstavci jsme vyftesili problém syntézy reguldtoru zajistujictho stabilitu zpét-
novazebniho obvodu dle obr. Vlastnosti samotného regulatoru, ktery byl vysledkem
syntézy, byly pri tomto pfistupu libovolné.

Zde se budeme zabyvat problémem stabilizace systému S stabilnim regulatorem.
Pozadujeme tedy nejen stabilitu zpétnovazebniho obvodu, ale také stabilitu samotného
regulatoru R. To je problém silné stabilizace.

Protoze pii silné stabilizaci musi byt reguldtor stabilni, je mozno jeho pfenos upravit
tak, aby jeho jmenovatel byla jednotka v okruhu stabilnich ryzich ¢i kauzalnich racionalnich
funkci. Pak je regulator

R=2=7%=¢ (3.80)

a zpétnovazebni obvod bude podle (56) stabilni, kdyz

c=ap+bg=a+bq
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je jednotka v okruhu F4(£) nebo F,s(§). Odtud citatel g regulatoru R je roven

g=—"2 (3.81)
b
Aby q bylo stabilni, je nutné vykratit ¢itatelem vsechny nestabilni nuly b. Racionédlni funkce
b (citatel soustavy) je dle predpokladu stabilni, ale jeji nestabilni nuly jsou totozné s nesta-
bilnimi nulami systému S. Pokud je systém S systémem s minimdlni fazi, pak je problém
vyTeSen. Pokud systém S mé nestabilni nuly, jsou tyto nestabilni nuly nulami b a je tfeba
je podle pfedchozi rovnice vykratit s ¢ — a.

Komplexni ¢&islo v; je nulou b, kdyz b(r;) = 0. Aby v ¢ nastalo kraceni ¢itatele jmen-
ovatelem v nestabilnich nulach v; racionalni funkce b, je tfeba, aby pro nestabilni nulu v;
platilo také c¢(v;) — a(v;) = 0, neboli

c(vi) = a(vy), (3.82)

kde v; jsou nestabilni nuly systému S a také jeho citatele b.

Problém spocivé tedy v nalezeni jednotky c v prislusném okruhu takové, aby jeji hodnota
v nestabilnich nulach b byla totozna s hodnotou jmenovatele systému a v téchto nuléch.
Tento problém nemd vzdy feSeni. Nutnd a postacujici podminka feSitelnosti problému silné
stabilizace je obsazena v nésledujicim tvrzeni:

Systém S je silné stabilizovatelny pouze tehdy, kdyz mezi kazdou dvojici jeho
realnych nestabilnich nul se nachdzi sudy pocet jeho polu.

Pokud je systém piisné ryzi, pak mezi nestabilni nuly musime zahrnout i nuly v
nekone¢nu. Tato vlastnost se nazyva vlastnost prokladdni poli nulami (parity interlacing
property). Je tedy ziejmé, ze systémy stabilni i systémy miniméalné fazové jsou systémy,
které jsou vzdy silné stabilizovatelné. Silné stabilizovatelné jsou také systémy, které maji
pouze jedinou redlnou nestabilni nulu (véetné nuly v nekonecnu). Jind podminka silné sta-
bilizovatelnosti je obsazena v nasledujicim tvrzeni.

Aby byl systém silné stabilizovatelny, pak musi mit stejné znaménko hodnoty jeho jmen-
ovatele ve v8ech realnych nestabilnich nulach systému.

Pokud je systém silné stabilizovatelny, zbyva nalézt jednotku ¢ ve zvoleném okruhu, pro
kterou plati ¢(v;) = a(v;) ve vech redlnych nestabilnich nuldch v; ¢itatele b systému S. V
(Vidyasagar, [1985) je navrzen rekurzivni postup urceni jednotky ¢ s uvedenou vlastnosti.
Ozna¢me vy, v, - -+, v} redlné nestabilni nuly b. Zvolime ¢; = const. = a(vy).

Pro i = 2 az i = k uréime jednotky ¢; nasledujicim zptusobem: Volime ¢;
¢ = (1+afi-1)’ein,

kde
i1

S —Vy
fi*l:H s+1

Jj=1

a kde realnou konstantu « spliujici nerovnost

o <[ fi I
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a prirozené ¢islo 8 volime tak, aby

¢i(vi) = a(y).
Potom ¢; jsou jednotky a ¢, = c.

Piiklad: Naleznéte silné stabilizujici regulator pro systém S s pfenosem
_ s—1
(s+1)(s—2)

Reseni: Nestabilni nuly systému S jsou v = oo, vo = 1. Systém m4 jediny nestabilni pél
A = 2. Protoze v intervalu (1, 00) mezi dvéma nestabilnimi nulami lezi pouze jeden nestabilni

pol, neni splnéna podminka existence silné stabilizujictho reguldtoru. Proto uvedeny systém
nelze stabilizovat stabilnim reguldtorem.

Priklad: Naleznéte silné stabilizujici reguldtor pro systém S s pfenosem
. s5—=2
Cos(s+1)
Reseni: Nestabilni nuly systému S jsou v; = oo, vo = 2. Systém mé jediny nestabilni pél
A = 0. V intervalu (2,00) mezi dvéma nestabilnimi nulami nelezi zaddny nestabilni pdl, a
proto problém silné stabilizace je v tomto pripadé fesitelny.
Upravime pfenos systému do tvaru
—2
s—2 (;71)2 b

S(S):S(S+1>: S_i_il :E’

kde a i b jsou prvky okruhu stabilnich a ryzich racionalnich funkci. Hodnota a v nestabilnich
nulédch je

Nyni uré¢ime jednotky c¢;. Nejprve konstantni ¢y
c1 = a(o0) = 1.

Volime ¢y ve tvaru

1
co=1+afi)’ci, kde f1= ol
Uréime « a 3 tak, aby pro s = 2 platilo
(1+orts) =atm =2
a =a(n) = -.
s+1 Y73
Pro 3 = 1 je a = —1. Protoze || f1 ||= 1, nen{ splnéna podminka |a| <|| f1 ||~!. Proto
volime 3 = 2. Potom o = —0.55 a ¢y = ¢ je rovno

c_( B 0.55)2_ (s +0.45)2
N s+1)  (s+1)2
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Silné stabilizujici regulator je pak roven

(5+0.45)2
pod_c—a_ 78(S+1)2 -7 _ (s+045)% —s(s+1) 0.1
1 b 52 B 5 —2 o
(s+1)°

Tento proporcionélni stabilizujici reguldtor plyne ostatné i z geometrického mista kofendu.

3.4.4 Kompenzace poruchy

Méjme zpétnovazebni regula¢ni obvod podle obr. Na vystupu systému pusobi neméii-
telnd poruchova veli¢ina V. Nasim zamérem je navrhnout takovy zpétnovazebni regulator
R, aby na vystupu systému byla porucha asymptoticky eliminovana.

Obrézek 3.10: Kompenzace poruchové veli¢iny

Pokud poruchovou veli¢inu nemuzeme méfit ¢i se o jejim pusobeni dozvédét difve nez
se projevi na vystupu systému, neni moznd Uplnd eliminace zadnym regulatorem. Budeme
se proto snazit navrhnout takovy reguldtor R, aby vystupni veli¢ina Y byla asymptoticky
stabilni. Potom vliv poruchy asymptoticky dozni a pfitom rychlost konvergence poruchy k
nule mame pod kontrolou.

Protoze se bude jednat o stabilni odezvu a samoziejmé o stabilni zpétnovazebni obvod,
budeme prenos systému i regulatoru i obraz poruchy vyjadfovat jako podil prvkua z okruhu
stabilnich a ryzich ¢i kauzalnich raciondlnich funkci. To tedy znamend, ze dle obr. [3.10]prvky
a, b, g, f jsou dané stabilni ryz{ ¢ kauzalni raciondlni funkce. Obraz vystupni veli¢iny Y je

podle obr. roven

__ 1 9 _oapg
1+24f  fe’
kde ¢ = ap + bq. Provedeme kraceni v piislusném okruhu a dostaneme
_d'pg
fre’

kde a’, f’ jsou nesoudélné v pifslusném okruhu. To znamend, Ze jejich spoleéné délitele jsou
pouze jednotky v prislusném okruhu.

Aby vystup Y byl stabilni, musi byt jeho jmenovatel jednotka v okruhu stabilnich ryzich
¢i kauzalnich racionalnich funkci. Proto raciondlni funkci ¢ zvolime jednotkou v piislusném
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okruhu, ale pro stabilitu vystupu musime jesté f’ vykrétit s ¢itatelem. V ¢itateli je volitelny
pouze jmenovatel reguldtoru p. Proto p = f’'z a hledané funkce x a ¢ dostaneme jako feseni
rovnice

af'r+bg = c, (3.83)

kde ¢ je jednotka v okruhu stabilnich ryzich ¢ kauzélnich raciondlnich funkei (napiiklad
muzeme volit ¢ = 1). Obecné feseni v okruhu stabilnich a ryzich ¢i kauzalnich pfenosu je

x = xo + bh, QZQO—af/ha

kde xg a qg je néjaké partikularni feSeni a h je libovolny prvek piislusného okruhu. Regulator
R asymptoticky eliminujici poruchu je roven

R g  q—afh

p  flx f'(xo+bh)

Jmenovatel reguldtoru R obsahuje funkci f’. Uplatiiuje se zde tzv. princip vnitiniho modelu.
Abychom mohli asymptoticky eliminovat poruchu, vSechny nestabilni médy poruchy V,
které nejsou obsazeny v systému S, musi byt v regulatoru R. Problém nem4 feSeni, kdyz
nem4 fesenf rovnice (3.83)). To nastane, kdyz raciondlnf funkce b a af’ maji spoleény délitel,
ktery neni jednotkou v prislusném okruhu.

3.4.5 Asymptotické sledovani zadané hodnoty

Nyni vyfesime podobny problém asymptotického sledovani zadané hodnoty ve struktufe

fizeni podle obr.

)
W=z U
f Y

Obrazek 3.11: Sledovéani zadané hodnoty

Pro dany systém S a zndmou Fidici velicinu W budeme navrhovat takovy regulator R
se dvéma stupni volnosti, aby regulac¢ni odchylka F byla stabilni.

Problém budeme opét fesit v okruhu stabilnich racionalnich funkei. Odchylka E je rovna

?_?O_WTW)
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kde a, b, p, q, r, f a g € F,s, nebo F,s. Aby odchylka byla stabilni, musi byt jeji jmenovatel
jednotka v piislusném okruhu, proto

ap +bg = 1.
Regulaéni odchylka je potom rovna
g

E = ?(1 —rb).

Pokud plati 1 — rb = fz, pak je regula¢ni odchylka E = gx. Je tedy stabilni (jmenovatel je
roven 1). Dvé nezavislé polynomidlni rovnice

ap+bg = 1 (3.84)
fz+br =1

pro p, q, r a x v piislusném okruhu fesi nas problém. Problém je fesitelny, kdyz f a b jsou
nesoudélné v prislusném okruhu.

Uvédomme si, ze timto pfistupem muzeme blize specifikovat rychlost konvergence od-
chylky k nule. Napiiklad mizeme vzdy upravit a, b, f a g tak, aby mély pdly v pevném
bodé A komplexni roviny (Re A < 0). Pak vyFesenim pfedchozi dvojice rovnic pro p, ¢, r a x
s poly také v bodé A zajistime, ze vSechny pdly regulacni odchylky E jsou také ve zvoleném
bodé .

Pokud budeme pro diskrétni systémy fesit tento problém v okruhu F[d], pak kromé
stabilniho sledovani zajistime i kone¢nou dobu trvani regulacni odchylky.

h
Poznamka: Chceme-li sledovat zadanou hodnotu W = 7 a soucasné kompenzovat

poruchu V = g, pak je tfeba zkombinovat oba ptfedchozi postupy. Pro soucasné sledovani

zadané hodnoty a kompenzaci poruchy fesime dvé polynomialni rovnice

af't+bg = 1,
ly+br = 1.

Tyto rovnice feSime pro nezndmé z, ¢, y a r v piislusnych okruzich a p = f’'z. Pfitom f’
je stejné jako v . Tim pfimo dostaneme citatele a jmenovatele regulatoru R; a Ry,
ktery zajisti souc¢asné asymptotické sledovani zddané hodnoty a asymptotickou kompenzaci
nemértitelné poruchy.

3.4.6 Prizptsobeni systému danému modelu

V tomto odstavci vyfesime problém, ktery jsme v okruhu polynomu jiz fesili diive. Zde
ukdzeme pouze, jak elegantni feSeni dostaneme, budeme-li fesit problém v okruhu ryzich a
stabilnich (pfipadné kauzalnich a stabilnich) raciondlnich funkei.

Struktura fizeni je dle obr. Problém je opét nalézt reguldtor se dvéma stupni

volnosti takovy, aby pfenos mezi fizenim W a vystupem systému Y byl roven danému
pfenosu modelu M.
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| |
|14 | T b | Y
— A =0 g7 |
| b - z |
| q |
i Ry = - |
| yy |
| |
| M
Obrazek 3.12: Ptizpusobeni systému S modelu M
Pfenos mezi fizenim W a vystupem systému Y je ziejmé
Y %2 rb
— b pu— .
w14 %E ap + bq
Aby byl tento pienos rovny pienosu modelu M, musi platit
ap+bg = 1, (3.85)
rb = M. (3.86)

Z prvni rovnice, kterd zajistuje stabilitu zpétnovazebniho obvodu, uréime p a g a z druhé
rovnice plyne r. VSechny prenosy musi byt prvky stabilniho a ryziho (pfipadné kauzélniho)
okruhu. Druhd rovnice vlastné urcuje podminku fesitelnosti problému. Z ni plyne, zZe pro-
blém je tesitelny, kdyz b déli M (M je nasobek b) v piislusném okruhu. Z této jednoduché
podminky délitelnosti v okruhu plynou podminky na relativni fad modelu a systému a
také podminky ohledné nestabilnich nul systému a modelu, které jiz byly odvozeny diive.
Ukéazeme to na dvou néasledujicich piikladech.

1
Piiklad: Necht pfenos systému je S = — amodelu M = T Upravime prenos sys-
s

s+
tému tak, aby ¢itatel i jmenovatel byly prvky okruhu ryzich a stabilnich racionédlnich funkci.

Pak

o= BHE _ P)
cigzr )

Z rb= M plyne

1
M
r = —b = S:;l = S —|— ]_
(s+1)?

Ztejmé r neni prvek okruhu Fjs(s), nebot relativni f4d modelu je mens{ nez relativni rad
systému. Tento problém nemad tedy feSeni. O
s—1

Priklad: Méjme systém S = —
s

1
a prenos modelu M = pany Upravime pfenos sys-
s



3.4. SJEDNOCENI ALGEBRAICKEHO PRISTUPU 121

tému tak, aby ¢itatel i jmenovatel byly prvky okruhu ryzich a stabilnich racionalnich funkci.
Pak

g = GHE _ b(s)
iz )

Z rb= M plyne

M sJ%l s+1
T:?: 51 :S_]-'
(s+1)2

~—

Ztejmé r neni prvek okruhu Fj,(s), nebot nestabilni nula systému nenf nulou modelu. Také
v tomto pfipadé nemé problém fesSeni.
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Kapitola 4

Algebraické metody rizeni II

Posledni kapitolu algebraickych metod vénujeme mnoharozmérovym systémum. Prenosové
matice mnoharozmérovych systému budeme vyjadiovat pomoci maticovych zlomku. Zde se
omezime pouze na zavedeni matematického aparatu, analyzu mnoharozmérového zpétno-
vazebniho obvodu a vyfeSeni nékolika zdkladnich problému.

4.1 Popis mnoharozmeérovych systému

V této kapitole pojedndme o systémech s vice vstupy a (nebo) vice vystupy, které jsou
oznacovany jako mnoharozmeérové systémy. Mnoharozmérové systémy se casto v liter-
atufe oznacuji zkratkou MIMO systémy (Multiple Input - Multiple Output).

Vnitini (stavovy) popis MIMO systému se formélné nelisi od popisu systému s jednou
vstupni i vystupni veli¢inou (SISO systému). Zde se budeme zabyvat vnéjsimi popisy. Pro
pirehlednost uvedeme vnitini i vnéjsi popis linedrnich spojitych i diskrétnich systému.

Vnitini popis linedrniho spojitého systému je urcéen jeho stavovymi rovnicemi

z(t) = Acx(t)+ B.ul(t)
y(t) = Ccx(t) + Dou(t),

kde x(t), u(t), y(t) je po fadé n-rozmérny stav, r-rozmérny vstup a m-rozmérny
vystup systému. Pouzitim Laplaceovy transformace vylou¢ime z predchozich rovnic stav
a dostaneme vnéjsi popis (vztah mezi vstupem a vystupem systému)

Y (s) = F(s)U(s) + C.(sI — A.) " x(0),
kde x(0) je pocateéni stav a prenosova matice F(s) linedrniho spojitého systému je rovna
F(s)=C.(sI — A.)"'B. + D.. (4.1)
Podobné vnitini popis linedarniho diskrétniho systému je uréen stavovymi rovnicemi
x(k+1) = Agx(k)+ Bau(k)
y(k) = Cazx(k)+ Dgu(k).

123
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Pouzitim Z-transformace dostaneme vnéjsi popis
Y (2) = F(2)U(2) + Cq(2I — Ag) " '22(0),
kde x(0) je pocatecni stav a prenosovd matice F'(z) je rovna

F(2) = Cy(zI — Ay) ' By + Dy, (4.2)

pifpadné pro d = z~!

F(d) = dCy(I —dAy)'By+ Dy. (4.3)
Pfenosova matice systému je matici raciondlnich funkci proménné s, z nebo d podle toho,
zda se jednd o diskrétni i spojity systém. Prvky Fj; pfenosové matice F' jsou rovny pienosu
mezi i-tou vystupni a j-tou vstupni veli¢inou.

Proto dalsi odstavce vénujeme polynomidlnim a racionalnim maticim. Argument poly-

nomidlnich matic budeme obecné znacit £ a v prikladech budeme pouzivat proménnou s, z
nebo d pro spojité ¢i diskrétni systémy.

4.1.1 Polynomialni matice

Polynomialni matice je matice, jejiz prvky jsou polynomy. Mnozinu polynomidlnich matic
rozméru (m,r) budeme znacit F,,[£], (jeji prvky jsou polynomy - prvky okruhu F[¢]).

Zakladni pojmy

Je-lir = m > 1, pak mnozina ¢tvercovych polynomidlnich matic tvoii nekomutativni okruh.
Jednotky v tomto okruhu jsou takové polynomialni matice, jejichz inverze je opét poly-
nomialni matice. Takové matice nazyvame unimodalni matice. Je ziejmé, ze polynomidlni
matice je unimodalni préavé tehdy, kdyz jeji determinant je nenulova konstanta (jednotka v
okruhu polynomu). Polynomidlni matice budeme znacit A, B, C, ---. Unimodélni matice
budeme znacit Uy, Us, - - -.

Kazdou polynomidlni matici A € F,,,[{] muzeme psat jako maticovy polynom
A=A)+ A+ + Apg", (4.4)

kde A; jsou matice s redlnymi prvky.

Je-li A, # 0, pak n je stupen polynomialni matice A, ktery zna¢ime n = deg A.
Definujeme jesté, ze stupen nulové matice je —oo.

Polynomidlni matice A je ryzi (proper), je-li to matice ¢tvercova (m = r) a matice A,
je regularni. Matice A,, je matice koeficientti u nejvyssi mocniny £” v polynomialni matici

A.
Plati-li pro dvé polynomidlni matice A, B € F,,,[¢]

A=UB (A= BU,),

kde Uy,U; jsou unimodalni matice, pak fikdme, ze matice A, B jsou zleva (zprava)
ekvivalentni. Je-li

A = U, BUS,,
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pak A, B jsou ekvivalentni matice. Ekvivalentni matice maji podobné vlastnosti - maji
stejné invariantni polynomy.
Je-li

A = BC,

pak matice B je levy délitel matice A, matice C je pravy délitel matice A,
matice A je pravy nasobek matice B a matice A je levy nasobek matice C.
Uvazujme dvé polynomidlni matice A € F . [£] a B € F €], kde matice A je ryzi.
Potom algoritmus levého déleni poskytuje dvé matice Uy, V, € F,,,[], kde
B - AUL + VL7 (4.5)

které jsou urteny jednoznaéné pozadavkem deg V|, < deg A. Podobné algoritmus pravé-
ho déleni poskytuje dvé matice Uy, Vg € F €], kde

B — URA + VR, (46)

které jsou opét urceny jednoznaéné pozadavkem deg Vi < deg A.

Nejvétsi spoleény levy délitel

Je-li ¢tvercovd polynomidlni matice G levy délitel polynomidlnich matic A i B, pak je
spoleény levy délitel. Je-li navic G pravy néasobek kazdého levého délitele A i B, pak G je
nejvétsi spolecny levy délitel.

Podobné je-li ¢tvercova polynomidlni matice L pravy nasobek polynomialnich matic A
i B, pak je spole¢ny pravy nasobek. Je-li navic L levy délitel kazdého spole¢ného pravého
nasobku A i B, pak L je nejmensi spole¢ny pravy nasobek.

Nejvétsi spolecny levy délitel G i nejmensi spoleény pravy nasobek L neni jediny. Li-
bovolné dva nejvétsi spoleéné levé délitele podobné jako libovolné dva nejmensi spolecné
pravé nasobky dvou polynomidlnich matic jsou zprava ekvivalentni.

Nejveétsi spolecény levy délitel polynomiédlnich matic A i B muZzeme nalézt podle néasle-
dujiciho algoritmu: Vytvotfime slozenou polynomidlni matici

[4 B]
a sloupcovymi Upravami ji transformujeme na polynomialni matici
¢ o]

Dostaneme tak piimo nejvétsi spoleény levy délitel. O

Uvédomme si, ze dovolené sloupcové tpravy jsou opét

e zaména dvou sloupcu matice
e nisobeni libovolného sloupce matice konstantou

e ndasobeni sloupce libovolnym polynomem a pfi¢teni vysledku k jinému sloupci.

Tyto elementarni sloupcové lpravy znamenaji ndsobeni polynomidlni matice zprava uni-
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modalni matici. Pro uvedené upravy jsou unimodalni matice po radé

01 0 100 1 00
100 0 k 0 r(€) 1 0
00 1 00 1 0 01

Nésobime-li prvni matici zprava libovolnou matici, je vyslednd matice totozna s puvodni
matici, pouze prvni a druhy sloupec je zaménén. Nasobime-li druhou matici zprava libo-
volnou matici, je vysledek stejny az na druhy sloupec, ktery je nasobeny konstantou k.
Naésobime-li libovolnou matici zprava tieti matici, je prvni sloupec vysledné matice roven
souc¢tu prvniho sloupce a druhého sloupce nasobeného polynomem r(§).

Ptedchozi postup uréeni nejvétsiho spoleéného levého délitele mtizeme zapsat také nésle-
dujicim zpusobem. Vytvoime slozenou polynomialni matici

A B
I o
0 I

a tuto matici sloupcovymi operacemi upravime do tvaru

e o
P R|.
| @ 5

Tim jsme vlastné provedli feseni nésledujici polynomidlni rovnice

[A_B}lp R]_[G o],

Q S
éili
AP +BQ =G (4.7)
AR+ BS = 0.

Polynomiélni matice

P R

Q S
je unimodalni matice, a proto jsou matice [ A B } a { G O } zprava ekvivalentni. Dukaz
predchozich tvrzeni je jednoduchy, viz (Kailath, [1980).

Ma4-li matice [ A B } plnou fadkovou hodnost, je nejvétsi spolecny levy délitel G
matic A i B nesinguldrni matice.

Dvé polynomialni matice jsou zleva nesoudélné, kdyz vSechny jejich nejvétsi spoleéné
levé délitele jsou unimodalni matice. O tom, zda jsou dvé matice nesoudélné, se snadno
presvédéime vypoctem jejich nejvétsiho spolecného délitele. Proto plati ndsledujici kritérium
nesoudélnosti:

Polynomiélni matice A, B jsou zleva nesoudélné, kdyz existuji polynomialni matice P,
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Q takové, ze plati
AP+ BQ=1. (4.8)

Nejvétsi spoleény pravy délitel

Nejvétsiho spolecného pravého délitele polynomidlnich matic A a B uréime fadko-
T

vymi dpravami slozené matice [ AT BT } . Nejvetsi spoleény pravy délitel G ziskame

radkovymi dpravami slozené matice

A I O
B O I
do tvaru
G P 0 _
O R S

Tim vyfeSime soustavu polynomialnich rovnic

PA+QB = G (4.9)
RA+SB = O

o1, . P R |. . s .
Slozena polynomidlni matice [ Q S ] je unimodalni matice.

Kanonicky tvar polynomialni matice

Kazdou polynomidlni matici lze dovolenymi sloupcovymi tpravami prevést na dolni troju-
helnikovou matici (t.zv. Hermitav tvar). Tento pievod vlastné znamend, ze danou poly-
nomidlni matici ndsobime zprava unimodélni matici. Podobné kazdou polynomialni matici
lze dovolenymi Ffadkovymi tpravami prevést na horni trojihelnikovou matici. Pfevod vlastné
znamend, ze danou polynomialni matici ndsobime zleva unimoddalni matici.

Provedeme-li soucasné sloupcové i fadkové upravy polynomidlni matice A, pak ji muze-
me redukovat do specialniho diagonalniho tvaru nazyvaného kanonicky nebo téz Smithav
tvar. Sloupcové i fadkové upravy znamenaji nasobeni polynomidlni matice zprava i zleva
unimodalni matici. Plati tedy

S=U,AU,, U, Uy unimodalni (4.10)

kde S je Smithiiv kanonicky tvar polynomialni matice. Matice S je diagondlni matice. Jeji
diagonélni prvky jsou invariantni polynomy a1, as, - - -, a,. Pro invariantni polynomy a;
polynomidlni matice A plati

a; deli Aj+1
r  je hodnost polynomialni matice A
det A =« H a;,

kde a je néjaka konstanta.
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Unimodalni polynomialni matice ma jednotkové invariantni polynomy. Ekvivalentni
matice maji stejné invariantni polynomy. Uvédomme si, Ze invariantni polynomy jsou jed-
noznacéné az na konstantu (jednotku v okruhu polynomu).

Polynomialni matice A je stabilni, jsou-li jeji invariantni polynomy stabilni poly-
nomy.

4.1.2 Maticové polynomialni rovnice

Pii syntéze mnoharozmérovych systému se vyskytuji maticové polynomidlni rovnice, které
jsou obdobou polynomidlnich diofantickych rovnic, které jsme pouzivali pii syntéze rizeni
systéml s jednim vstupem i vystupem. Tvar maticovych polynomidlnich rovnic i jejich
feseni je podobné jako u polynomidlnich rovnic, je tfeba ale rozliSovat pravy a levy tvar
maticovych polynomialnich rovnic.

Mégjme tedy maticovou polynomidlni rovnici
AX +BY =C, (4.11)

kde zndmé polynomidlni matice A, B a C maji stejny pocet fadki. Resenim piedchozi
maticové polynomialni rovnice jsou polynomidlni matice X a Y kompatibilnich rozméru.
Nejprve uvedeme podminku fesitelnosti rovnice (4.11)).

Maticova polynomialni rovnice (4.11)) ma feSeni prave tehdy, kdyz nejvétsi spolec¢ny levy
délitel matic A a B je také levym délitelem polynomidlni matice C.

Ma4-li rovnice (4.11]) feSeni, pak nechf G je nejvétsi spoleény levy délitel matic A a B.
Pak plati A = GAy, B = GBj a s ohledem na fesitelnost také C = GC.

Podle (4.7)) existuje dvojice zprava nesoudélnych polynomiélnich matic P, Q a R, S,
Ze plati

AP+ BQ =G (4.12)
AR+ BS = 0.

Vyndasobime-li prvni rovnici z pfedchozi soustavy zprava matici C, dostaneme
APCy+ BQCy)=GCy=C.
Odtud plyne feseni polynomialni rovnice (4.11f) ve tvaru
Xo=PC, Yo =QC, (4.13)
Obecné feseni polynomialni rovnice je
X = Xy-BH (4.14)
Y = Yo+AH,
kde A1, Bj jsou zprava nesoudélné polynomidlni matice spliiujici
AB; = BA; (4.15)

a matice H je libovolna polynomialni matice kompatibilnich rozméri. O tom, ze matice X
a 'Y jsou vskutku feSeni polynomidlni rovnice (4.11]), se snadno presvédéime dosazenim.

Porovname-li rovnici (4.15)) s druhou rovnici v soustavé (4.12)), je ziejmé, ze A3 = S a
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B1 = —R, a proto obecné feSeni muzeme psat ve tvaru

X = PCo+RH (4.16)
Y = QC,+SH.

Hleddme-li feSeni polynomidlni maticové rovnice (4.11)) s nejmensim stupném poly-
nomiédlni matice X, pak provedeme podle (4.5) levé déleni partikuldrniho feseni X poly-
nomidlni matici B;. Pak Xg = B U + V, kde degV < deg B;. Potom obecné feseni X je
rovno

X =V -Bi(H-U).

Pro H = U dostaneme podle pfedchozi rovnice feSeni s minimalnim stupném polynomidlni
matice X
X =V (4.17)
Y = Yo+ AU.
Predchozi postup konstrukce feSeni polynomidlni rovnice (4.11)) s minimélnim stupném
polynomialni matice X je pouzitelny pouze tehdy, kdyz polynomidlni matice B; je ryzi.

Obdobny postup plati pii feseni maticové polynomialni rovnice

XA+YB=C. (4.18)

4.1.3 Maticové zlomky

Pfenos systému s jednim vstupem i vystupem je racionalni funkce, ktera je rovna podilu
polynomu (je tedy rovna zlomku, v jehoz ¢itateli i jmenovateli je polynom). V tomto odstavci
ukézeme, ze i pfenosovou matici, kterd je racionalni matici, muzeme vyjadiit jako maticovy
zlomek.

Pravé a levé maticové zlomky

Méjme tedy prenosovou matici F(£) rozméru (m,r) (komplexni proménnd ¢ je bud rovna
s nebo z podle toho, zda se jedna o spojity ¢i diskrétni systém). Tuto pfenosovou matici
muzeme vyjadrit jako pravy maticovy zlomek ve tvaru

F(¢) = Br(§)AL'(©), (4.19)
kde Ag(§) je ¢tvercova polynomidlni matice rozméru r (jeji rozmér je roven poctu vstupu)
a Br(€) je také polynomidlni matice stejného rozméru jako prenosovd matice F'(§).

Pfenosovou matici F(£) muzeme také vyjadfiit jako levy maticovy zlomek ve tvaru

F(&) = A ' (&)By(9), (4.20)

kde A (§) je ¢tvercova polynomidlni matice rozméru m (jeji rozmeér je roven poctu vystupi)
a By (§) je také polynomidlni matice stejného rozméru jako prenosova matice F'(£). Vnéjsi
popis systému pomoci maticovych zlomku si nejprve ukazeme na piikladeé.
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Priklad: Méjme pirenosovou matici spojitého systému

1 , 1 1 ,
F<s)=[<z§2 O 1
s+1 s

Protoze prvky prenosové matice nejsou striktné ryzi, nejprve upravime pfenosovou matici
do tvaru
1

F(S) = l (8-5-11)2

1
1 (5“>2]+l0 ; O]:F1(s)+D,
s+1

1 11

@ =0 =
o

kde matice F'i(s) je striktné ryzi a D je matice koeficientu piimych vazeb mezi vstupem
a vystupem. Pro vyjadieni pfenosové matice ve tvaru maticového zlomku neni piredchozi
Uprava nutna, vyuzijeme ji ale pii realizaci systému.

Pro vyjadieni prenosové matice jako levy ¢i pravy maticovy zlomek nalezneme nejprve
nejmensi spoleény nasobek jmenovatelu pfenosové matice F'(s). V nasem piipadé je nej-
mensi spoleény nasobek roven

I(s) = s(s + 1)

Pfenosovou matici muzeme pak vyjadrit ve tvaru

_ 1 _ 1 s (s +1)2 s B
Fle) = @B(S) Tos(s+1)2 | s(s+1)(s+2) (s+1)3 s(s+1)2 |
_ ﬁ 0 s (s+1)2 s B
0 e | s+ D+2) (541 s(s+1)? | T

s (s+1)? s

s(s+1)(s+2) (s+1)3 s(s+1)2 | AL (3)Bu(s).

[ s(s+1)2 0 -
0 s(s+1)2

Timto postupem jsme pfenosovou matici F(s) vyjadiili ve tvaru levého maticového zlomku.
Podobnym postupem muzeme vyjadfit striktné ryzi prenosovou matici F'i(s) ve tvaru
levého maticového zlomku. Plati

Fi(s) = lé)BLl(s) _ m

-1
s(s+1)2 0

S S 2 S
0 s(s 4 1)2 sy ] = A (5)Buri(s).

s(s+1) (s+1)?2 0

Obdobné pro pravy maticovy zlomek ryzi prenosové matice F'(s) plati

B I s (s +1)2 5 1 _
FO =B = | s 105 +2) (410 oo+ 12 | s(ar 1P
S - 0 0
s (s+1)? s 8(861) 1 0 _
S(SJr 1)(S+2) (S+ 1)3 S(S+ 1)2 (s+1)2 X =
0 - EES )
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Ryzi pfenosovou matici F(s) jsme vyjadiili jako pravy maticovy zlomek. Stejny postup
ovSem muzeme pouzit i pro vyjadieni piisné ryzi pfenosové matice F'1(s) ve tvaru pravého
maticového zlomku. Pfitom zfejmé plati

F(s) = Fi(s)+D = Bg(s)A7'(s) = A7 (s)Bu(s)
Bri(s)A;'(s)+ D = A7 (s)Bpi(s) + D.

O

Pii tvorbé maticového zlomku muzeme postupovat tak, ze pro tvorbu levého maticového
zlomku vybirdme nejvétsi spoleény ndsobek jmenovatelu po jednotlivych fadcich prenosové
matice. Nejmensi spoleény ndsobek prvku v prvnim fadku pfenosové matice F(s) je l1 =
s(s + 1)? a nejmensi spoleény nasobek prvki v druhém iddku pienosové matice F(s) je
lo = s(s+1). Potom mé levy maticovy zlomek tvar

s(s+1)* 0 -

0 s(s+1)

s (s+1)? s

F(s) = s(s+2) (s+1)% s(s+1)

Podobné pii tvorbé pravého maticového zlomku muzeme vybirat nejvétsi spoleé¢né jmeno-
vatele po jednotlivych sloupcich pfenosové matice. Potom mé pravy maticovy zlomek tvar

s+12 0 o0 ]

0 s 0
0 0 (s+1)2

1 1 1

FO) =1 (s11)(s42) s+1 (s+1)2

Realizace pienosové matice

Jedna z moznych realizaci systému s prenosem F'i(s) z predchoziho piikladu je takova,
7e budeme realizovat kazdy prvek pfenosové matice zvlast. Potom celkovy fdd pienosové
matice bude roven souc¢tu fddu jednotlivych prvki, v nasem piipadé fad realizace systému
bude n. = 7. Stavové rovnice systému budou mit matice (A., B., C., D) ve tvaru

0 1 000

-1 -9 1 00

0 010

A, = 0 1 , B.= 000
-1 -2 0 01

-1 100

0 010

+1 +0 1 +0 +1 0 O 0 00

Ce= 0 0 0 0 0 +1 1} b= 111

Méme-li pfenosovou matici vyjadienou ve tvaru pravého maticového zlomku, pak vzdy
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muzeme nalézt dosazitelnou realizaci systému. Ukazeme to nejprve na pravém mati-
covém zlomku ve tvaru

ﬂ$:&ﬁ)1+D:&$m%{l + D = Bu(s) [diag I(s)] " + D

I(s) l(s)}
kde matice Ag(s) je diagondlni matice s I(s) v diagondle. Matice D je matice piimych
vazeb, a proto Bg(s) [diag I(s)]”" vyjadiuje pifsné ryzi pFenosovou matici. Tento tvar je
stejny s tvarem, ktery jsme ziskali v predchozim piikladé, kde jsme ale matici Bg(s) znacili
Bgi(s). Polynom I(s) a polynomidlni matice Bg(s) maji obecné tvar

I = lo+hs+-+l1sT 41,89 1,=1
By(s) = B+Bls+---+Bq_1sq_1.

Dosazitelnd realizace ma stavové matice (A, B., C., D.) ve tvaru (index c znaci, ze se
jednd o dosazitelnou (controllable) realizaci)

o I O - -- O 6,
o o I .- O o)
A, = ) ) . ) , B.=|
O o0 O - I o)
I I - e I I
C.= By B, B, - de . D.=D,

kde I je jednotkové matice rozméru r (r je pocet vstupu). R4d realizace je n. = r.q. Tato
realizace je vskutku dosazitelnd, protoze jeji matice dosazitelnosti je blokové trojihelnikova
matice s jednotkovymi maticemi ve vedlejsi diagondle a nulovymi bloky nad vedlejsi di-
agondalou. Proto ma matice dosazitelnosti vzdy plnou hodnost.

V naSem piikladu je ¢ = 3 a pocet vstupu je r = 3, a proto fad dosazitelné realizace je
roven n. = 9. NapisSte stavové rovnice a nakreslete stavové schéma dosazitelné realizace.

Stupen matice jmenovatele je definovan
deg A = deg(det Ag). (4.21)

V nasem piikladé je deg Ax = r.q, a tedy stupen matice jmenovatele je roven Ffadu
dosazitelné realizace. Stupeini matice jmenovatele je roven fadu dosazitelné realizace pro
libovolny popis systému ve tvaru pravého maticového zlomku. Toto dulezité tvrzeni ovéiime
v nasledujicim odstavci konstrukei dosazitelné realizace z pravého maticového zlomku.

Uplné obdobné mame-li pfenosovou matici vyjadienou ve tvaru levého maticového
zlomku, pak vzdy muzeme nalézt pozorovatelnou realizaci systému. Ukazeme to opét ne-
jprve na levém maticovém zlomku ve tvaru

F(s) = B, (s) + D = diag ( !

l(s) I(s)
kde matice Ap(s) j Je dlagonalnl matice s [(s) v diagonédle. Matice D je matice ptimych vazeb,
a proto [diag I(s)] ! By (s) vyjadiuje pifsné ryzi pfenosovou matici.

> B.(s) + D = [diag I(s)] ' B.(s) + D

Polynom [(s) i polynomidlni matice By (s) maji stejny tvar jako v predchozim piipadé.
Pozorovatelnd realizace ma stavové matice (A,, B,, C,, D,) ve tvaru (index o zde znadi,
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ze se jedna o pozorovatelnou (observable) realizaci)

[, I O --- O B,
—l, oI O I --- O B, -
A, = . e , B, =
I 0 O - I B,
. I O - - O] By
C, = I oo --0]|, D,=D,

kde I je jednotkovd matice rozméru m (m je pocet vystupu). R4d realizace je n. = m.q.
Tato realizace je vskutku pozorovatelna, protoze jeji matice pozorovatelnosti je horni
trojuhelnikova matice. Proto ma matice pozorovatelnosti vzdy plnou hodnost.

Pro systém z predchoziho piikladu je opét ¢ = 3 a pocet vystupu je m = 2, a proto
jeho Fad pozorovatelné realizace je n. = 6. Také zde plati, Ze stupen matice jmenovatele
deg A;, = 6 je roven Fadu pozorovatelné realizace. V nasledujici kapitole ukazeme, ze pii
popisu systému pomoci levého maticového zlomku je vzdy fad pozorovatelné realizace roven
stupni matice jmenovatele.

Uplné stejny postup pouzijeme pfi tvorbé dosazitelné nebo pozorovatelné realizace dis-
krétniho systému popsaného pfenosovou matici F'(z). Provedeme pouze formalni zdménu
komplexni proménné s za komplexni proménnou z. Rozmyslete si, pro¢ nemuzeme také
formalné uvedeny postup pouzit pii vyjddieni pfenosové matice diskrétniho systému F(d)
pomoci operdtoru zpozdéni d.

Redukovany tvar maticového zlomku

Dosud jsme se naucili vyjadiit pfenosovou matici ve tvaru pravého i levého maticového
zlomku. Z tohoto pravého (levého) maticového zlomku muzeme urc¢it dosazitelnou (po-
zorovatelnou) realizaci, jejiz fad je roven stupni matice jmenovatele.

Vyjadfeni prenosové matice ve tvaru maticového zlomku neni jediné. Pro libovolnou
unimodalni matici U plati

F(§) = BrAy' = BRUU AL = (BRU)(ARU) ! = B Ay

R1>
kde novy vyraz pro pravy maticovy zlomek ma zfejmé matice By; = BrU a Ar; = ARU.
Dokonce misto unimodalni matice U muzeme vzit libovolnou polynomidlni matici.

Nas ovsem bude zajimat nejjednodussi tvar maticového zlomku. Ten dostaneme, kdyz
matice A a B budou nesoudélné. Pro pravy maticovy zlomek nalezneme nejvétsi spoleény
pravy délitel G matic Ar a Bg. Pfenosovou matici muzeme potom upravit do tvaru

F(f) = BRA}:1 = BR1G-(AR1G)_1 = BRlAil

R1>

kde matice Ary a Bgry jsou zprava nesoudélné. Protoze pro stupné jmenovatele plati
deg(det Ag) = deg(det Ag1G) = degdet Ag1 + degdet G,

je stupen determinantu matice jmenovatele miniméalni, kdyz je pfrenos vyjadifen pomoci
pravého maticového zlomku s nesoudélnymi maticemi Citatele a jmenovatele.

Pro levy maticovy zlomek plati podobné tvrzeni. Minimalni stupeit determinantu matice
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dostaneme v tomto piipadé, kdyz budou matice jmenovatele a Citatele zleva nesoudélné. To
je ziejmé z nasledujictho postupu

F(§)=A;'B,=(GA.) 'GBy = A By

Ani vyjadfeni pfenosové matice ve tvaru nesoudélného maticového zlomku neni jediné.
Plati totiz

F(§) = BRrA;'=BrU(AU) ! = Ba A, ]
F(E) = A'B,=(UA,) 'UB,=A_B,,,

kde U je unimodalni matice.

Pravy maticovy zlomek Br Ay ! se nézyva redukovany, jsou-li matice Ay a By zprava
nesoudélné. Podobné levy maticovy zlomek A; !By je redukovany, jsou-li matice A, a B,
zleva nesoudélné.

Ryzi prenosové matice

Pienosova matice F(s) spojitého systému je ryzi, kdyz jeji prvky Fj;, jsou ryzi
raciondalni funkce. Podobné i pro piisnou ryzost prvku i celé prenosové matice. Pfipomenme,
ze prenos je piisné ryzi (ryzi), kdyz stupen jeho citatele je mensi (mensi nebo roven) stupni
jeho jmenovatele. Odtud plyne, Ze prenosovd matice F'(s) je ryzi, kdyz

lim F(s) < oo (4.22)

S§—00
a prenosova matice F'(s) je prisné ryzi, kdyz

lim F(s) = 0. (4.23)

S§—00
U diskrétnich systému s pienosovou matici F(z) misto o ryzosti mluvime o kauzalité.
Pfenosova matice F(z) diskrétniho systému je kauzalni, kdyz F(c0) < oo.
Jak ale pozndme, Ze pienosova matice je ryzi (kauzalni), je-li vyjddiena ve tvaru mati-
cového zlomku? Z F(s) = BrAy! plyne F Ay = By a pro prvky matice By tedy plati

T
bij = > Firag;,
k=1

kde ag; jsou prvky polynomidlni matice Ay a Fj; jsou prvky pienosové matice F'. Proto
plati nasledujici tvrzeni:

Je-li pfenosova matice F'(s) piisné ryzi (ryzi), pak kazdy sloupec matice By mé stupen
mensi (mensi nebo roven) nez odpovidajici sloupec matice Ag. Pfitom stupen sloupce je
roven nejvys§imu stupni polynomu ve sloupci.

Obréacené tvrzeni plati pouze tehdy, je-li matice jmenovatele sloupcové redukovana.
Tento pojem nyni objasnime.

Oznacme jako k; maximalni stupen polynomu v ¢ -tém sloupci matice Ag. Konstantu
k; budeme nazyvat stupen i-tého sloupce matice Agx. Matici Ax muzeme vyjadfit potom ve
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tvaru

AR == AhC . + L.

shr

Matice Ay, je matice koeficient u nejvyssich sloupcovych mocnin matice Az. V matici L
je obsazen zbytek rozkladu.

Pokud je matice Ay, regularni, puvodni matice Ay je sloupcové redukovana. V
tom pripadé jeji stupen je roven souctu sloupcovych stupnt

deg Ax = degdet(Ag) = Z k;. (4.24)
i=1

Pokud matice Ag neni sloupcové redukovand, pak ji muzeme sloupcovymi operacemi (to
je nasobenim zprava unimodalni matici) pfevést do tvaru, ktery je sloupcové redukovany.
Také matici By, kterd spolu s matici Ag tvoii pravy maticovy zlomek, musime potom
zprava nasobit stejnou unimodalni matici. Postup ukazeme na ptikladeé.

Piiklad: Méjme prenosovou matici systému vyjadienou ve tvaru pravého maticového
zlomku F(s) = Br Ay, kde

2(s+ 1) —(s4+1)?

BR:[(S—1)2 32}, Ap = 543 s

Nalezneme nejprve sloupcové indexy matice Ag. NejvySsi stupen polynomu v prvnim sloupci
je 3, a tudiz k1 = 3 a podobné ko = 2. Matice koeficienti u nejvyssich sloupcovych mocnin
je potom

2 —1
Ape = .
Protoze matice Ay, je singularni, neni matice Ay sloupcové redukovand. Ndsobime proto
matici Ar zprava takovou unimodalni matici, aby se redukoval nejvyssi stupen polynomu

v prvnim sloupci
1 0|
2s 1|

Matice koeficientui u nejvyssich sloupcovych mocnin matice Ag; je rovna

(Al)hc: l 3 _01 ] .

Protoze matice (Aj)p. je regularni, je matice Ag; sloupcové redukovand. Také matici By
musime nasobit stejnou unimod&lni matici

252 +4s+2 —(s+1)2
252 + s+ 3) s

2(s+ 1) —(s+1)2

AxU = s+3 s

= Ag1.

ByU = | (s—1)? 52“215 (1)]:[233—1-(3—1)2 52 | = Bu.

Systém F(s) = BrA;! = BRU(ARU)™! = Bp1A;] vyjadieny ve tvaru pravého mati-
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cového zlomku s maticemi Ag; a Byp mé matici Az ve sloupcové redukovaném tvaru.
Oa

Ryzost systému popsaného pravym maticovym zlomkem muzeme zjistit podle nasleduji-
ciho tvrzeni: je-li matice Ay sloupcové redukovand, pak systém popsany pravym maticovym
zlomkem je piisné ryzi (ryzi) pravé tehdy, kdyz kazdy sloupec matice B mé stupern mensi
(mensi nebo roven) nez stupen odpovidajiciho sloupce matice Ag.

Systém v predchozim piikladé neni ryzi (neni samoziejmé ani striktné ryzi), protoze
stupen prvniho sloupce matice By je vysSSi nez stupen prvniho sloupce matice Agi. Pritom
puvodni matice By neméla sloupcové stupné vyssi nez byly odpovidajici sloupcové stupné
matice Ag. OvSem puvodni matice Ar nebyla sloupcové redukovana.

Poznamka 1: Ryzost systému popsaného levym maticovym zlomkem vySetiujeme
podobnym zptsobem, pouze misto sloupcovych redukci provadime redukce radkové. Pro
systém popsany levym maticovym zlomkem F(s) = A !B, je tieba provést fddkovou
redukci matice jmenovatele A;. Oznacme jako [; fadkovy stupen matice A;. Sestavime
matici koeficientu u nejvyssich fadkovych mocnin matice A, a oznacime ji jako Ay,.. Pokud
je matice Ay, reguldrni, pak je matice jmenovatele A; levého maticového zlomku fadkové
redukovanad. Neni-li matice jmenovatele A} fadkové redukovana, muzeme ji fadkovymi op-
eracemi (to znamend nasobenim zleva unimodalni matici) prevést do radkové redukovaného
tvaru. Pti této tpravé musime stejnou unimodalni matici zleva nésobit i matici By, ktera
spolu s matici A, tvofi levy maticovy zlomek. Ryzost systému popsaného levym maticovym
zlomkem zjistujeme nasledujicim zptisobem.

Je-li matice A tadkové redukovand, pak systém popsany levym maticovym zlomkem
je piisné ryzi (ryzi), kdyz kazdy rddek matice By, mé stupen mensi (mensi nebo roven) nez
odpovidajici fadek matice Ay.

Poznamka 2: Pokud maticovy zlomek popisuje pouze ryzi a ne piisné ryzi prenosovou
matici, je tfeba pfi realizaci systému urc¢it jeho matici pfimé vazby mezi vstupem a vystu-
pem. Potom zbytek popisuje dynamické vlastnosti systému vyjadiené piisné ryzim mati-
covym zlomkem. Pro ryz{ pFenosovou matici F'(s) tedy plati

F(s) = BRA;' = Bri ALl + D, (4.25)

kde BrA;' je zndmy ryzi maticovy zlomek, BriA;' je hledany, pifsné ryzi maticovy
zlomek a D je hledand konstantni matice ptimych vazeb mezi vstupem a vystupem. Pfed-
pokladame, ze matice jmenovatele Ay je sloupcové redukovand.

Z predchoziho vztahu plyne rovnice pro hledané matice Bgi(s) a D
B, = By + DA;. (4.26)

Aby maticovy zlomek Br Ay ! byl pouze ryzi, musi néktery sloupcovy stupen matice By
byt stejny jako odpovidajici sloupcovy stupen matice Ag. Konstantni matici D volime
takovou, aby v matici By byl sloupcovy stupeinn vzdy mens$i nez odpovidajici sloupcovy
stupen matice Ag. Po urceni matice D druhou hledanou matici By; snadno vypocteme

Cely postup ilustrujeme na piikladeé.
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Priklad: Méjme systém popsany ryzim maticovym zlomkem

$3+1 3s+1 |

F(s)= [ 653 —2s } [ 0g3 5 = BprAL

Pro urceni matice pfimych vazeb a piisné ryziho maticového zlomku dosadime do rovnice
BR == BRl + DAR

[633 —23}:BR1+[Q 5]

241 3s+1
253 s ’

kde jsme neznamé koeficienty v matici D oznacili jako « a (. Porovnanim koeficient u
sloupcovych indext v maticich By a D Ay dostaneme soustavu rovnic pro « a 3

6 = a+243
-2 = 3a+p.
Resen{ je rovno a = —2, # = 4. Hledané matice pifmych vazeb D a matice jmenovatele

Bpy prisné ryziho maticového zlomku jsou rovny

D:{—2 4], BM:[Q 2].

Pievody mezi maticovymi zlomky

V tomto odstavci si ukazeme, jak z vyjadieni pfenosové matice ve tvaru levého maticového
zlomku muzeme piejit na vyjadieni pFfenosové matice ve tvaru pravého maticového zlomku
a obracené. Navic pfi tomto prevodu ziskame redukovany tvar.

Méjme tedy prenosovou matici systému vyjadienou ve tvaru levého maticového zlomku
F=A 1B, . Pfitom neni tieba, aby tento tvar byl redukovany.

Redukovany tvar pravého maticového zlomku ziskdme feSenim maticovych rovnic

ALR + BLS - 0,
kde dvojice matic P, Q a R, S jsou zprava nesoudélné. Pfedchozi rovnice slouzi k urceni

nejvétsiho spolecného levého délitele matic Ay, a By. Z druhé rovnice predchozi soustavy
plyne A, R = —B.S, a proto pfenosovou matici F' muzeme vyjadfit ve tvaru

F=A'B,=-RS™" (4.28)
Protoze matice R a S jsou zprava nesoudélné, je vyjadieni pfenosové matice ve tvaru

pravého maticového zlomku F = —RS ™! v redukovaném tvaru.

Obdobnym zpusobem muzeme ziskat levy maticovy zlomek v redukovaném tvaru z
pravého maticového zlomku. Méjme tedy prenosovou matici systému vyjadienou ve tvaru
pravého maticového zlomku F = By A;!. Pfitom opét nenf tieba, aby tento tvar byl re-
dukovany.

Redukovany tvar levého maticového zlomku ziskame feSenim maticovych rovnic
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RAR + SBR - 0,

kde dvojice matic P, Q a R, S jsou zleva nesoudélné. Pifedchozi rovnice slouzi k urceni
nejvétsiho spoleéného pravého délitele matic Ai a By. Z druhé rovnice pfedchozi soustavy
plyne RAr = —S By, a proto prenosovou matici F' muzeme vyjadiit ve tvaru

F=BRA;'=-S'R. (4.30)

Protoze matice R a S jsou zleva nesoudélné, je vyjadieni pfenosové matice ve tvaru levého
maticového zlomku F = —S~ 'R v redukovaném tvaru.

4.1.4 Realizace maticovych zlomki

V této kapitole odvodime dosazitelnou realizaci pfenosové matice systému vyjadiené ve
tvaru pravého maticového zlomku. Potom jednoduchou analogii ukédzeme, jak z levého mati-
cového zlomku ziskdme pozorovatelnou realizaci. Réd realizace bude v obou pfipadech roven
fadu jmenovatele maticového zlomku.

Dosazitelna realizace

V tomto odstavci ukazeme, jak z pravého maticového zlomku muzeme ziskat dosazitelnou
realizaci, kterd je mnoharozmérovou obdobou Frobeniova kanonického tvaru pro systémy s
jednou vstupni i vystupni veli¢inou. Omezime se na prisné ryzi pfenosové matice a budeme
predpokladat, ze matice jmenovatele je sloupcové redukovana.

RAd realizace bude roven stupni determinantu matice jmenovatele, a proto je-li pravy
maticovy zlomek v redukovaném tvaru, ziskdme timto zpusobem piimo minimé&lni realizaci
systému.

Méjme tedy pienosovou matici systému vyjadienou ve tvaru pravého maticového zlomku
F(s) = By(s)Ay!(s). Piitom nenf t¥eba, aby tento tvar byl redukovany, to znamend, ze
Citatel a jmenovatel nemusi byt zprava nesoudélni. Pouze jmenovatel Ax musi byt sloupcové
redukovany. Uvédomme si, ze potom fad realizace je roven souétu sloupcovych stupnu
matice Ag.

Vztah mezi vstupem a vystupem systému Y (s) = Bg(s) Ay (s)U(s) vyjadifme pomoci
" ¢dstecného stavu” V (s) jako

Ar(s)V(s) = U(s) (4.31)

Y(s) = Br(s)V(s),
kde vektor V' (s) ma rozmér r rovny poctu vstupt. Uréime sloupcové indexy k; matice Ag.
Sloupcovy index k; je podle prvni rovnice predchozi soustavy roven nejvyssi derivaci i-té
slozky vektoru V. Rad systému n je roven stupni jmenovatele, a protoze je jmenovatel

sloupcové redukovany, je fad n roven souctu sloupcovych indexu. Matici Ag vyjadiime
pomoci matice koeficient u nejvyssich sloupcovych mocnin, pak

AR = Ath + Alch (432)
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kde

Skl—l E

s

1

st ka—1
sh2 5
P= | . Q- ; . (4.33)
Skr 1 “ e
shr—1

L I

Matice Aj. je matice koeficientt u nejvyssich sloupcovych mocnin v matici Ai. Matice A
je matice koeficientu polynomu u niz$ich nez sloupcovych mocnin. Nyni zavedeme stavy
systému podle vztahu

ki—1) ki1—2
361=U§ ) 902:115 )7 Tp = U1

_, (k2—1) _
Thki+1 = U e Thi+ky = V2

Ty = Up.

Odtud plynou stavové rovnice usporadané v r blocich.

1. blok 2. blok r-ty blok

Ty =1 Thy+1 = Uy Tp—kypt1 = Un

. ki—1 . )

T2 = UE ) =1 L1 4+2 = Thy+1 Tn—k+2 = Tn—k,.+1
:tk‘l =V1 = Tk, 'j:kj-‘rk‘g = V2 = Tky+ko—1 .fL'n =VUr = Tn-1

Kazdy blok, jehoz rozmér je k;, ma jednotky pod hlavni diagondlou. Pouze prvni fadek
blokti neni zatim uréen, nebof na pravé strané prvni stavové rovnice je pouze pomocny

(Ks)

stav v; /. Stavové rovnice pro prvni fadky bloku urc¢ime upravou rovnice U = Az V. Po

dosazeni z (4.32)) dostaneme
U= (AP + A Q)V.

Odtud
PV =-A;'A,.QV + A;lU. (4.34)
Podle plati
sk1uy(s) U§k1) I
PV — s*20y(s) N v _ | Trt
skro,(s) vq(nkr) In,
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Proto (4.34) predstavuje stavové rovnice prvnich radku bloku. Vystupni rovnici Y = BrV
upravime dekompozici polynomidlni matice By podle vztahu

By = BlcQ>
kde konstantni matice Bj. je matice koeficienti polynomu v matici By a matice Q je dle
(4.33)). Tato dekompozice je vzdy mozné, nebot dle predpokladu je systém pifsné ryzi.
Ideové blokové schéma realizace je uvedeno na obr. Kazdy blok je tvoren kaskadou

k; integratoru. Jak jsou kaskady integratoru vazany na vstupni, vystupni a zpétnovazebni
signaly je pouze schematicky naznac¢eno. Uvedeny postup ilustrujeme na prikladé.

-1 (k1) V1 = Tk
Ape Ase | 1 1 1 1
s s [ s~
U(kz) Uy = wkl-FkQ
u —|| PV22 1] | 1 Y
Al = == — B, —
,UT(.kT) Um = ZU 0
s~ s~

Obrazek 4.1: Ideové blokové schéma dosazitelné realizace

Méjme ryzi systém popsany maticovym zlomkem

0 —(s° 4+ 42 +55+2) |
(s+2)2 s+2

F(s) = l s 0 ] — BiA

—S S

Sloupcové stupné jmenovatele jsou k1 = 2 a ko = 3. Stupen jmenovatele rovny fadu systému
je n = ki + ko = 5. Matice koeficienti u nejvyssich mocnin jmenovatele je rovna

o -1 4 [ o 1
A’w—l1 0]’ Ahc‘ll 0]'

Provedeme rozklad matice jmenovatele

o O

0 0 —4 -5 -2
4 4 0 1 2

[\

1 0

0 —1 2.0
AR:AhCP+AlcQ:l ]l% 3

OO O = ®»
[V

=
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Také provedeme rozklad matice citatele By

|

Vypocteme jesté matici koeficienti zpétné vazby

Vo)
O O

1 0000
BR:BlcQ:lq 0100

(el )

—_ »

_ 4 4 0 1 2
1 —
AhcAlC_lo 0 4 5 2]'
Stavové rovnice systému maji matice A., B, a C. rovny
[ -4 -4 0 -1 -2 0 1
1 0 0 0
A, = 0o 0 -4 -5 -2|, B.,=|-1 0|,
1 0 0 0 0
L 0 1 0 0 0
1 0000
Ce = -1 0 1 0 0|

Jednotlivé bloky v matici A, jsou rozméru 2x2 a 3x3 a v prvnich fadcich blokt jsou zdporné
vzaté fadky matice AgclAlc. Matice B, m4 v fadcich odpovidajicich prvnim fddktm blokt
odpovidajici fadek matice A;CI. Vystupni matice C. je rovna matici Bj.

Pozorovatelna realizace

Pozorovatelnou realizaci systému ziskdme z prenosové matice F'(s) vyjadiené ve tvaru levého
maticového zlomku.

Omezime se na piisné ryz{ prenosové matice a budeme pfedpokladat, ze matice jmen-
ovatele je fadkové redukovana. Piipomenme, ze matice jmenovatele A, je fadkové re-
dukovand, kdyz matice Ay, (sestavend z koeficientii u nejvyssich radkovych mocnin matice
A,) je reguldrni.

Hleddme tedy pozorovatelnou realizaci (A,, B,, C,) systému popsaného levym mati-
covym zlomkem F(s) = A;!B,. Pozorovatelnou realizaci dostaneme tipravou dosazitelné
realizace z predchoziho odstavce. Pro pozorovatelnou realizaci (A,, B,, C,) ziejmé plati

F(s)= A;'B, = C,(sI — A,)"'B,. (4.35)
Provedeme transpozici prenosové matice F'(s) a dostaneme
F'(s)=Bl (A" = C.(sI - A,)'B.,

kde (A., B., C.) je dosaziteln4 realizace pravého maticového zlomku BY (AT)~1. Realizaci
puvodni prenosové matice F(s) ziskdme dalsi transpozici. Potom plati

F(s) = (B{(A{)—l)T = (Cu(sT - AC)—ch)T — BT (sT— AT)"'CT.
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Porovndme-li predchozi vyraz s (4.35]), dostaneme pro pozorovatelnou realizaci
A,=AT B,=c?T, c,=Bl (4.36)

Pozorovatelnou realizaci z levého maticového zlomku A7 !B, dostaneme tedy nésledujicim
postupem:

1. Levy maticovy zlomek transponujeme a ziskdme pravy maticovy zlomek F T(s) =
Bi(Al)™".

2. 7Z matic AZ a Brf nalezneme dosazitelnou realizaci. Ta vzdy existuje, protoze puvodni
jmenovatel byl fadkové redukovany, a proto jeho transpozice je sloupcové redukovana.

3. Pozorovatelnou realizaci dostaneme z dosazitelné realizace podle (4.36). Ze je tato
realizace pozorovatelnd se snadno piesvédéime sestavenim matice pozorovatelnosti.

4.2 Rizeni mnoharozmeérovych systémi

4.2.1 Zpétnovazebni rizeni

V tomto odstavci pouzijeme vybudovany aparat maticovych zlomkt na analyzu zpétnova-
zebniho regula¢niho obvodu.

1% U
O S

Y
U, E/L w
R )

Obrazek 4.2: Zpétnovazebni fizeni

Uvazujme tedy mnoharozmeérovy zpétnovazebni regula¢ni obvod tvofeny systémem S a
regulatorem R dle obr. Pfenosova matice systému S je vyjadiena ve tvaru pravého ¢i
levého maticového zlomku

S =BrA;'= A 'B,

v redukovaném tvaru. Pfenosova matice regulatoru R je také vyjadiena ve tvaru pravého
¢i levého maticového zlomku

R=Q.P;' =P 'Q,

v redukovaném tvaru. Vstupni veli¢iny do regulacniho obvodu jsou fizeni W a porucha
V. Jako vystupni veli¢iny uvazujeme regulaéni odchylku E a akéni velicinu U. Pienosova
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matice F'y,, /e, zpétnovazebniho obvodu dle obr. je definovana

[ g- 1 = va/eu [ ?// ‘| (437)

a je zfejmé rovna

| IU+SR)™t -SUI+RS)!
Fuvjes= | R(1+ SR (I+RS)" (4.38)
Pienosova matice F,, /., muze byt vyjddrena také ve tvaru
-1
I S
va/eu | R I ‘| . (439)

O rovnosti pfedchozich dvou vyjadieni pfenosové matice Fy, /e, se snadno muzeme pre-
svédcit. Porovname oba vyrazy

(I+SR)™' -SI+Rrs)'| [ 1 s]°
R(I+SR™' (I+RS) | | -R 1| °

. , .. . I S )
Nésobenim obou stran zleva ¢i z prava matici [ R I ] dostaneme na obou strandch
jednotkovou matici.

Dosadime-li za prenosové matice systému S a reguldtoru R jejich vyjadieni ve tvaru
maticového zlomku, dostaneme prenosovou matici zpétnovazebniho obvodu ve tvaru

—1 —1
o PR O PR BR . AL BL AL 0
F“’”/eu_[ ) ARH—QR AJ l—QL PL] [0 PL]' (4.40)

Prenosovd matice F,, /e, je opét vyjddiena ve tvaru pravého ¢i levého maticového zlomku.
Platnost ptedchozich rozkladia dokazeme tim, ze budeme dvakrat invertovat vysledny mati-
covy zlomek. Provedeme to pouze pro pravy maticovy zlomek. Dvoji inverzi dostaneme
puvodni pfenosovou matici. Pak tedy plati

17 (DD
P, O P. By _
O Ap || -Qx Ar

—1
Py By Pl O _ I BrA;!
-Q, Ag o A | —Q.P;! I
Je-li systém S a regulator R v minimélni realizaci, pak zpétnovazebni systém je minimalni
realizace prenosu F, /ey

F

wv/eu

-1

Charakteristicky polynom A zpétnovazebniho regula¢niho obvodu je imérny determi-
nantu jmenovatele maticového zlomku, ¢ili

P, B A, B
A ~ det R Bl ~ det L o 4.41
e [ _QR AR ] e [ _QL PL ] 7 ( )

kde symbol ~ znagi, zZe polynomy jsou pouze umérné (totozné az na konstantu imeérnosti).
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Také se tika, ze polynomy jsou asociované.
Abychom dostali jednodussi vztah pro charakteristicky polynom zpétnovazebniho ob-
vodu, pouzijeme vztah pro determinant slozené matice. Je-li

| My M,
pak pro determinant slozené matice M plati
det M = det M det(My— M3zM7{'Ms,), je-li det M, # 0,
det M = det Mydet(M; — MoM ;' Ms3), je-li  det My # 0.

Pouzitim predchozich vztahu dostaneme pro charakteristicky polynom zpétnovazebniho ob-
vodu po nésledujici sérii uprav

== det PR det(AR + QRPI;]-BR) e

detl Pr BR’]

_QR AR
= det Py det(Ag + PL_lQLBR) =
= det Py det P! det(P Ay + Q,By)
~ det(PLAR + QLBR)7

nebot det Py det P! je pouze konstanta (a ne polynom). Podobny vztah bychom dostali
upravou jmenovatele levého maticového zlomku. Oznacime

Fl = PLAR + QLBR7 (442)
F2 = ALPR+BLQR7

potom charakteristicky polynom je tmérny determinantu matic F'1 a Fo
A ~ det F1 ~ det Fg. (443)

Také nejednotkové invariantni polynomy polynomidlni matice F'; jsou asociované s nejed-
notkovymi invariantnimi polynomy polynomidalni matice F'5 a konecné tyto invariantni poly-
nomy jsou asociované s nejednotkovymi invariantnimi polynomy zpétnovazebniho systému.
Dikaz viz (Kuceral [1979).

4.2.2 Modalni fizeni

Nyni budeme fesit problém navrhu takového diskrétniho regulatoru R, aby zpétnovazebni
regulacni obvod tvofeny systémem S a reguldtorem R mél pfifazeny zvolené médy. Protoze
se jedna o mnoharozmérovy systém, médy systému nejsou uréeny pouze pély systému, ale
jeho invariantnimi polynomy. Protoze se jedna o diskrétni systém, budou vSechny prvky
polynomiélnich matic polynomy v d.

Mégjme tedy dany mnoharozmérovy systém S popsany prenosovou matici ve tvaru pra-
vého ¢i levého maticového zlomku S = BRA;{1 = AL_IBL a g polynomu Iy, la, - - -, l4, které
spliiuji podminku, Zze polynom [; déli polynom l;41, proi=1,---,q — 1. Problém je nalézt
regulator R, jehoz pfenosova matice je vyjadiena ve tvaru pravého ¢i levého maticového
zlomku R = Q, Py = P1Q, takovy, aby zpétnovazebni regulaéni obvod mél invariantni
polynomy l1, la, - -, l4.
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Problém pfifazeni invariantnich polynomu mé feseni pouze tehdy, kdyz ¢ < min(m,r),
to znamenad, ze pocet invariantnich polynomu musi byt mensi nebo roven poctu vstupu i
vystupu systému.
Regulator R, pokud existuje, je urcen feSenim linedrni polynomialni rovnice
ALPR + BLQR - Cm’ (4.44)
kde C,, rozméru (m,m) je libovolna polynomidlni matice, jejiz nejednotkové invariantni
polynomy jsou asociované (to je stejné az na multiplikativni konstantu) s polynomy [, l2,
g
Podobné regulator R, pokud existuje, je urcen feSenim linearni polynomialni rovnice
PLAR + QLBR == CT’7 (445)
kde C, rozméru (r,r) je libovolna polynomialni matice, jejiz nejednotkové invariantni poly-
nomy jsou asociované s polynomy Iy, la, - -, l4.

Uvédomme si, ze pokud vyjadiujeme vSechny polynomidlni matice v proménné d,
neuvazujeme vibec invariantni polynomy s kofenem A = 0. Méli bychom tedy spravné
mluvit pouze o ”pseudoinvariantnich polynomech”. Proto uvedeny postup nelze pouzit pro
Spojité systémy.

4.2.3 Stabilizujici regulatory

Uvazujme nyni velmi dulezity problém syntézy stabilizujicich reguldtoru v mnoharozméro-
vém diskrétnim zpétnovazebnim regulaénim obvodu. Pro dany diskrétni systém .S vyjadieny
ve tvaru pravého ¢i levého maticového zlomku budeme hledat mnozinu vSech reguldtoru R,
které zajisti stabilitu zpétnovazebniho regula¢niho obvodu.

Tento problém ma feSeni pouze tehdy, kdyz systém S nema skryté nestabilni médy.
Potom stabilizujici regulator je realizace, kterd nema skrytou nestabilitu, pfenosové matice

R=Q.P;'=(Yy— AxH) (X +B:H)™ !, (4.46)
kde polynomidlni matice Xy, Yy spliuji maticovou polynomidalni rovnici

a kde H je libovolna stabilni raciondlni matice kompatibilnich rozméra.

Podobné pro stabilizujici regulator R, ktery je realizaci, kterda nema skrytou nestabilitu,
jejiz prenosova matice je vyjadiena ve tvaru levého maticového zlomku

R=P'Q =(X.+HB,) ' (Y, - HA,), (4.48)
kde polynomialni matice X, Y, spliiuji maticovou polynomialni rovnici

a kde H je libovolna stabilni raciondlni matice kompatibilnich rozméru.

O tom, Ze je stabilni zpétnovazebni regulacni obvod, tvoreny systémem .S, jehoZz preno-
sova matice je vyjadiena ve tvaru pravého ¢i levého maticového zlomku a regulatorem R dle
(4.46]) nebo (4.48)), se snadno presvédéime dosazenim prenosovych matic Fizeného systému
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i reguldtoru do (4.42).

Nejprve upravime vyraz pro pienosovou matici reguldtoru R podle (4.46)). Protoze H
je dle predpokladu libovolna stabilni racionalni matice, vyjadiime ji ve tvaru pravého mati-
cového zlomku

H=MN1, (4.50)

kde polynomialni matice IN je dle pfedpokladu stabilni polynomialni matice. Pfenosova
matice reguldtoru dle (4.46]) je potom rovna

—1 —1 A
R=Q.P;'= (Ya— AxMN7') (Xo+ BuMN7') .
Provedeme sérii uprav predchoziho vyrazu pro prenosovou matici stabilizujictho regulatoru

-1
R = (YR - ARMN_l) ((XRN + BRM)N—l)
= (YaN —A;M)N"'N (XyN + ByM)™*
= (YrN — AgM) (XgN + ByM) ™',

Podle ptedchozich tprav miuzeme libovolny stabilizujici reguldtor vyjadiit ve tvaru mati-
cového zlomku R = Q. Py !, kde

P, = XN+ BiM, (4.51)
QR = YRN - ARM)

N je libovolna stabilni polynomidlni matice a M je libovolnd polynomialni matice.
Nyni dosadime do (4.42) a vypocteme matici F's.

F2 — ALPR+BLQR

= IN+OM

= N.
V predchozich upravéch jsme vyuzili vztah (4.47) a rovnost A, By = B Ag, kterd plyne
z toho, Ze pfenosovd matice systému je vyjadiena pravym ¢i levym maticovym zlomkem
Br A, 1= AL ! B,.. Protoze matice IN je dle predpokladu stabilni polynomislni matice, je
stabilni charakteristicky polynom A = det F'5 = det N celého zpétnovazebniho regula¢niho
obvodu.

Zbyva ukézat, ze kazdy stabilizujici reguldtor lze vyjadrit podle (4.46) nebo (4.48]).
Pokud regulator R = Qi Py 1= P 1QL stabilizuje zpétnovazebni regula¢ni obvod, pak
podle (4.42)) je matice Fo = A, Py + B.Qj stabilni matice. Reknéme, 7e je rovna néjaké
stabilni polynomialni matici IN. Pak tedy plati

AP, +B.Q,=N. (4.52)

Vynésobime-li rovnici (4.47)) zprava matici IV, dostaneme rovnici A, XgN+B. YN = N,
a proto jedno feseni pfedchozi rovnice (4.52)) je Pr = Xz N, Qy = Yr N, kde Xy a Yy jsou
feSeni maticové rovnice (4.47). Obecné feseni maticové rovnice (4.52)) je podle (4.51)), kde M
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je libovolné polynomialni matice. Tim jsme prokézali, ze libovolny stabilizujici reguldtor je
podle (4.46]) a (4.47). Pro stabilizujici regulator vyjadieny jako levy maticovy zlomek plati
obdobny postup.

4.2.4 Stabilni nesoudélna faktorizace prenosové matice systému

V predchozi ¢asti jsme vyjadrovali pfenosové matice mnoharozmérovych spojitych ¢i dis-
krétnich systému ve tvaru maticovych zlomku, kde ”¢itatel” i ”jmenovatel” maticového
zlomku byla polynomialni matice. Tento pfistup je vhodny k analyze spojitych i diskrétnich
systému.

Pr1i syntéze tizeni je tento piistup vhodny pouze pro diskrétni systémy, kde polynomialni
matice jsou vyjadieny v operdtoru zpozdéni d. Pro spojité systémy tento pristup vhodny
neni, nebot se obtizné zajistuje ryzost reguldtoru.

V (Vidyasagar} 1985)) je prenosovéd matice systému (spojitého nebo diskrétniho) vyjadre-
na jako maticovy zlomek, kde jednotlivé faktory jsou stabilni kauzalni ¢i ryzi raciondlni mat-
ice. Mnozina stabilnich kauzéalnich ¢i ryzich racionalnich matic tvoii nekomutativni okruh.
Tento pfistup je pfimou analogii obecného piistupu k prenostim systému s jednim vstupem
a vystupem, které jsme vyjadiovali jako prvek podilového télesa okruhu stabilnich pfenosu.

Délitel jednotky v okruhu stabilnich kauzédlnich ¢i ryzich racionalnich matic je takova
raciondlni matice, kterda je sama spolu se svou inverzi prvkem tohoto okruhu. Takovou
raciondlni matici budeme nazyvat unimodaln{ matici a znacit U.

Pro dvé racionalni matice A a B, které jsou prvky okruhu stabilnich kauzélnich ¢ ryzich
racionalnich matic, je obdobnym zpusobem definovan nejvétsi spoleény pravy ¢i levy délitel.
Nechf raciondlni matice G' je nejvétsi spoleény pravy délitel racionalnich matic A a B, pak
plati

XA+YB=aG, (4.53)
kde A, B a G angjaké X a 'Y jsou prvky okruhu stabilnich kauzélnich ¢i ryzich racionéalnich

matic.

Stabilni raciondlni matice A a B jsou v pfislusném okruhu zprava nesoudélné, plati-li
XA+YB=1 (4.54)
pro néjaké X a Y z piislusného okruhu. Piedchozi rovnice je takzvana prava Bezoutova

identita.

Pro nesoudélné matice plati nasledujici zajimavé tvrzeni: Jsou-li raciondlni matice A a

A ] . Potom

B zprava nesoudélné v pfislusném okruhu, vytvoiime slozenou matici F' = l B

existuje reciondlni matice C takova, ze slozend matice { F C } je jednotka v okruhu
stabilnich kauzdalnich ¢i ryzich raciondlnich matic.

Libovolnou pfenosovou matici systému F' muzeme vyjadiit ve faktorizovaném tvaru
F=BrA;' = A]'B,, (4.55)

kde Ag, Bg, AL a By, jsou stabilni pfenosové matice, Ag a Ay, jsou ¢tvercové a det Ag # O,
det AL, # O a dvojice Bi a Ag jsou zprava nesoudélné v okruhu stabilnich racionalnich
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matic a dvojice A, a B, jsou zleva nesoudélné. Tomuto zpusobu vyjadieni pFfenosové matice
systému fikame stabilni faktorizace racionalni matice.

Vyjadieni prenosové matice systému ve faktorizovaném tvaru neni jediné. Pro libovolnou
unimodalni matici U v pfislusném okruhu plati

F = B,UU A" = (BRU)(ARU) ™' = By A, (4.56)

kde By, Agr i By, Ay jsou stabilni faktory pfenosové matice systému.

Plati-li pro pravou a levou nesoudélnou faktorizaci (4.55)), pak podle Bezoutovy identity
existuji stabilni racionalni matice X a Y, ze plati

XBy+YA,=1. (4.57)
Potom existuji také stabilni racionalni matice V' a W, ze plati
EAIEEIE .

Pfedchozi vztahy definuji takzvanou dvojité nesoudélnou faktorizaci pirenosové mat-
ice F.

Nesoudélnou faktorizaci prenosové matice systému uréime pomoci stavovych rovnic
systému podle néasledujiciho postupu:

Uvazujme nejprve piisné ryzi spojity systém popsany stavovymi rovnicemi ve tvaru
z(t) = Ax+ Bu(l), (4.59)
y(t) = Ca().

Jeho pienosova matice je ziejmé F(s) = C(sI — A)~!B. Piedpokldddme, ze systém je
stabilizovatelny a detekovatelny. Potom existuji takové konstantni matice K a H, ze

Ay=A-BK, A =A-HC (4.60)

jsou stabilni matice. Pfipomenme, ze matice K je matice stavové zpétné vazby ve stavovém
regulatoru a matice H je matice stavové injekce v pozorovateli stavu systému. Potom sta-
bilni racionalni matice Ag, Bg, A, B, X, Y,V a W splaujici a (4.58) jsou urceny
nasledujicimi vztahy

= C(sI-A)"'B (4.61)
= I-C(sI-A)'H

C(sI - Ay)"'B

I-K(sI -Ay)'B

K(sI - A)'H

I+K(sI-A) 'B

K(sI — Ay)'H

I+C(sT-Ay) 'H.

Seex>Rpl

Dtukaz piedchoziho tvrzeni je jednoduchy. Pro prenosovou matici F plati nasledujici série
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Uprav

(sI—A)"'B

(sT — (A + BK))*lB

(sI — Ag) + BK) 'B

(1= BK(sI - Ag)™")(sI - Ao)rl B

I
Q Q

C

C
—1

= C(sI—A)' [I-BK(sI - Ao)”'| B

= C(sI - Ay 'B [I — K(sI — AO)*lB} -

— BpA L
Pro levy maticovy zlomek plati podobné
F=C(sI-A'B=A'B,.
Jednoduchymi tpravami dokazeme také, ze podle plati
B\V+AW =1

YA +XBy = O
-YV+XW = O.

Pokud je systém pouze ryzi, to znamend, ze existuje primé vazba mezi jeho vstupem a
vystupem. Potom jeho pfenosova matice je rovna

F=C(I-A) ™ 'B+D=A'B,+D=BiA;' + D, (4.62)

kde A B, i BrA; L popisuji striktné ryzi ¢ést prenosu a D je konstantni matice pifmé

vazby mezi vstupem a vystupem systému. Ryzi pfenosovou matici muzeme tedy vyjadiit
F = A'B,+D=A'(B,+A.D)=A_'B,, (4.63)
F = BRA;'+ D= (By+DAyA;' = BA"

Stabiln{ faktory A;, By, Ag a By ryzi pfenosové matice souviseji se stabilnimi faktory A;,

B, Ay a By jeji striktné ryzi ¢dsti a matici pfimé vazby mezi vstupem a vystupem D
podle nésledujicich vztahu plynoucich z (4.63)

AR = AR ) BR = By — DAR,

AL — AL , BL — BL - ALD . (464)
Matice X, Y, V a W jsou podle (4.58) definovany

Yy x][a v]_

ERAEEAE as
a plati pro né

X=X, Y=Y -XD

V=V, W =W _DV. (4.66)

Pro pifsné ryzi systém popsany stavovymi rovnicemi (4.59)) dvojité nesoudélnou faktorizaci
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jeho prenosové matice ziskame podle (4.61f), a pokud je systém pouze ryzi, ma tedy primou
vazbu mezi vstupem a vystupem, pak dvo Jlte nesoudélna faktorizace jeho prenosové matice

je urcena podle (4.64]) a (4.66)).

4.2.5 Stabilizace

V tomto odstavci se opét budeme zabyvat mnoharozmérovym regulacnim obvodem podle
obr. Dany tizeny systém S a navrhovany reguldtor R jsou popsany jejich prenosovymi
maticemi, které jsou vyjadieny ve faktorizovaném tvaru

S = BrA;'=A['B,, (4.67)
R = Q.P;'=P'Q,

kde Agr, By, Ay, By, i Py, Qy, P., Q, jsou nyni stabilni ryzi nebo kauzalni raciondlni
matice.

Protoze prenosové matice systému i reguldtoru jsou vyjadieny pomoci stabilnich faktoru,
plati pro zpétnovazebni regula¢ni obvod podle obr. ekvivalence nasledujicich tvrzeni:

e Zpétnovazebni regulacni obvod je stabilni.
e Racionalni matice
P A + Q, B (4.68)
je unimodalni matice v okruhu stabilnich kauzélnich ¢i ryzich racionalnich funke.
e Racionalni matice
APy + B Qg (4.69)
je unimodalni matice v ptislusném okruhu.

Dukaz predchoziho tvrzeni viz (Vidyasagar, [1985).

Méjme tedy zpétnovazebni regulaéni obvod podle obr. Libovolny regulator R, ktery
zajisti stabilitu zpétnovazebniho regulacniho obvodu, mé stabilni faktory Pg, Qg, PL a Q,,
takové, ze plati

ALPR + BLQR = _l'7 (470)
respektive
P Ag +Q, B =1. (4.71)

Toto silné tvrzeni plyne z predchozi véty, nebot jednotkové matice I je jisté unimodalni
matice. Protoze regulacni obvod je stabilni, pak podle (4 je racionalni matice Fo =
A, Py, + B.Q,, unimodalni matici pro stabiln{ faktory PR a QR regulatoru R. Proto podle
(4.56) muzeme zvolit faktory regulatoru Py = PRF2 aQyp= QRF2 Potom plati

ALPR+BLQR - ALPRFQ_ +BLQRF2_ - I

Odtud plyne dulezité tvrzeni o parametrizaci vSech stabilizujicich regulatort.
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Vsechny regulatory, které zajisti stabilitu zpétnovazebniho mnoharozmérového regulac-
nfho obvodu podle obr. jsou vyjadieny ve tvaru

R=Q.P;'=(Yy— AyH) (Xy + ByH) ™", (4.72)
det(Xr + BrH) # O, nebo

R=P;'Q, = (X, +HB,) ' (Y,-HA,), (4.73)
det(X, + HBy) # O, kde stabilni raciondlni matice X, Yy spliiuji rovnici

A Xpr+B/ Yr=1 (4.74)
a stabilni racionalni matice X, Y, spliuji rovnici

X A +Y . . Br=1 (4.75)

a kde H je libovolnd stabilni raciondlni matice kompatibilnich rozméru.

Pfedchozi parametrizace ptimo plyne z (4.70) a (4.71)), nebot faktory regulatoru podle
(4.72)) a (4.73) jsou obecné feseni rovnic (4.70) a (4.71).

Tim jsme obdrzeli nejobecnéjsi vztahy pro reguldtor stabilizujici linedrni mnoharozmé-
rovy regula¢ni obvod. Plati pro spojity i diskrétni regula¢ni obvod. Vsimnéme si formalni
shody (4.72)) az (4.75)), kde vSechny matice jsou prvky okruhu stabilnich racionalnich matic
s (4.46) az (4.49)), kde vsechny matice jsou pouze polynomialni matice. Proto parametrizace
reguldtoru podle (4.46) az (4.49) plati pouze pro diskrétni systémy.

Jedind nevyhoda tohoto elegantniho piistupu je to, ze (4.74) a (4.75)) jsou rovnice v
okruhu stabilnich racionalnich matic. Takové rovnice pfimo feSit neumime a obvykle je
prevadime opét na polynomialni maticové rovnice.
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Cast III

Stochastické systémy a jejich rizeni
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Kapitola 5

Analyza stochastickych systému

V této ¢asti skripta se budeme zabyvat fizenim systému, jejichz stavové a vystupni veli¢iny
jsou ndhodné (stochastické) procesy. Takové systémy budeme nazyvat stochastické sys-
témy. Ukazeme, ze je lze modelovat jako systémy, na které kromé deterministickych vstuptu
pusobi i dalsi ndhodné veli¢iny.

5.1 Linearni stochasticky systém

V predchozich ¢astech skripta jsme uvazovali deterministicky stavovy model linedarniho
diskrétniho systému

z(t+1) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cz(t)+ Dult)

s pocatecnim stavem x(0) = x¢. Pro deterministicky systém je charakteristické, ze na
zékladeé znalosti stavu systému a jeho vstupu muzeme presné urcit jeho piisti stav a vystup.

Tento zpusob popisu je v mnoha pfipadech k popisu vlastnosti redlnych objekti ne-
dostatecny - urcita slozka jejich vystupu totiz nemusi byt pfesné predikovatelnd a je proto
nutné popisovat tyto signdly jako nahodné procesy. Divame-li se na model dynamického
systému jako na generator dat, pak tuto stochastickou slozku stavu a vystupu systému
muzeme piirozenym zpusobem popsat zavedenim dalsich ndhodnych vstupu systému.
Dostaneme tak linearni stochasticky systém popsany stavovymi rovnicemi

x(t+1) = Az(t)+ Bu(t) +v(t) (5.1)
y(t) = Cz(t)+ Du(t) + e(t),
kde u(t) je deterministicky vstup modelu a v(t), e(t) jsou staciondrni ndhodné posloupnosti
nazyvané Sum procesu a Sum méfeni. Abychom mohli jednoduse popsat vlastnosti takto
vzniklych signalu (stavu a vystupu), budeme piedpokladat, ze tyto posloupnosti tvoii stejné
rozdélené ndhodné velic¢iny, které jsou nezavislé na soucasnych a minulych hodnotéach stavu
a vstupu, maji nulovou stiedni hodnotou

5{[28 ”:0 (5.2)
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a kovarianc¢ni funkci
oit) | [o) ]\ _ g [[oe) ] [ot) ]\ _[Q 8
cov{[e(ti)]’le(tz)]}—g{[e(ti)].[e(é)] }—[ST R15(t1—t2), (5.3)

(5(t1—t2) =1 pro tl = tQ
= 0 proty #ts.

Néhodny proces (posloupnost) s témito vlastnostmi nazyvédme bily Sum. Model (5.1)
poskytuje dostatecné obecny popis jak deterministické, tak stochastické slozky vystupu.

vvvvvv

kde

chodem bilého sumu vhodnym dynamickym systémem.

v(t) e(t)
u(t) (t)  y(t)
——+ B O d C ~O—

D

Obrézek 5.1: Linearni stochasticky systém

Polozme si nyni otdzku, jak se vyviji stav a vystup stochastického systému (j5.1)) v ¢ase.
Pritom se omezime na popis vyvoje stavu a vystupu pomoci jejich stfedni hodnoty a
(sdruzené) kovarian¢ni funkee, tj. prvnimi dvéma momenty.

Pro vyvoj stfedni hodnoty stavu a vystupu, které budeme stru¢néji oznacovat

p(t) =E{z(t)} a p,(t)=E{y(t)},
plati v duasledku linearity operatoru stfedni hodnoty
E{x(t+1)} = E{Az(t)+ Bu(t)+v(t)}
= A&{x(t)} + Bu(t)+ E{v(t)}
E{y(t)} = E{Cxz(t)+ Du(t) +e(t)}
= CE&{z(t)} + Du(t) + E{e(t)},
neboli vzhledem k
Ha(t41) = Ap,(0) + Bu() (54)
ny(t) = Cu,(t)+ Duft).

Stiedni hodnota stavu a vystupu stochastického systému se tedy vyviji stejné jako stav a
vystup deterministického systému.
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Vyvoj kovarianéni matice stavu a sdruzenou kovarian¢ni matici stavu a vystupu uréime
takto: ozna¢me odchylku stavu systému od jeho stiedni hodnoty

#(t) = (1) — (1)
a zaved'me kovarianéni matici stavu

P,(t) = cov {a(t)} = £ {@(1)3"(1)} .
Odectenim rovnic a dostaneme

F(t+1) = AZ() +o(t)
yt) = Cu(t)+e(l),

a tedy
z(t+1)x(t+1) = Az()E (1) AT + AZ(t)v (1) + v(t)E (1) AT + v(t)v (t).

Aplikujeme-li nyni operdtor stfedni hodnoty, dostaneme vzhledem k ptedpokladu nezavi-
slosti Sumt a soucasnych a minulych stava a (5.3

e{a+1)a t+1)} = AP, (AT + Q.
Podobné
z(t+1)y'(t) = Az(t)z (t)CT + Az (t)el(t) + v(t)CTZI(t) + v(t)el (1),
gy’ (t) = Cz ()T (t)CT + Cx(t)el(t) + e(t)CTE(t) + e(t)el(t)
a odtud
e{a+1)y"()} = AP.()CT + 8,
e{u®y')} = CP.(t)CT + R.
Tyto vysledky lze shrnout do rovnice pro ¢asovy vyvoj kovarianéni matice stavu

P.(t+1)= AP, (t)AT + Q (5.5)

a rovnice pro sdruzenou kovarianéni matici stavu a vystupu

x(t+1) AP, (AT +Q AP, (t)CT + S
COov = T T T . (56)
y(t) CP,(t)A" +S* CP,(t)C" +R
Podobnym postupem Ize odvodit vztahy pro autokovarianéni funkci stavu
R.(t,s) = £ {@(1)a"(5)},
kterd je (pro t > s) ddna rovnici
R, (t,s) = AT5P,(s), (5.7)

a autokovarianéni funkci vystupu

Ry,(t,s) = £{g7"(5)} .
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ktera bude (opét prot >s > 0)
Ry, (t,s) = CA™*P,(s)CT + R§(t—s) + CA™'S(1 — §(t—s)). (5.8)

Jsou-li sumy v a e gaussovské procesy a pocatecéni stav x(0) mé rovnéz Gaussovo
rozdéleni, je i stav a vystup systému gaussovsky proces a je plné charakterizovian momenty

B9 a B9

Predpokldddme-li déle, ze pocétecni stav x(0) systému (5.1)) md momenty

£ {(0)} = 1,(0) & cov {x(0)} = P, (0), (5.9)
1ze feseni rekurzivnich rovnic (5.4)) a (5.5) vyjadiit explicitné a plati
t—1
pat) = A',(0)+ Y A7 Bu(r), (5.10)
7=0

t—1
P.(t) = A'P,(0)(A") + ) ATQ(A")".
7=0

Je-li matice A stabilni, pak fada pro kovarianéni matici stavu konverguje a lze nalézt
ustalené reseni

P, = lim P,(t)
které vyhovuje Ljapunovové rovnici

P,=AP, AT + Q. (5.11)
Ustalend kovariance vystupu pak je

P,=CP,C" + R. (5.12)

5.2 Priachod nahodného signalu linearnim dynamickym
systémem

Zabyvejme se nyni otazkou, jak lze charakterizovat vlastnosti ndhodnych signala po pru-
chodu linedrnim dynamickym systémem, ktery je definovan vnéjsim popisem. Uvazujme
jednorozmeérny kauzalni systém popsany impulsni charakteristikou g(¢) (plati tedy g(t) =0
pro t < 0), jehoz vstupem je ndhodnd posloupnost s koneé¢nymi druhymi momenty u(t) se
stfedni hodnotou

pu(t) = E{u(t)} (5.13)
a autokovariancni funkci
Ruu(t, s) = E{(u(t) — pult))(u(s) = puls))} (5.14)

Pro vystupni proces plati

y(t) = D glt=m)u(r) =) g(r)u(t—7). (5.15)
=0

T=—00
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Lze ukézat, ze pro stabilni systém tato fada konverguje (ve stfedné kvadratickém smyslu)
a vystup y(t) je také ndhodnd posloupnost s konetnymi momenty druhého fadu.

Stredni hodnota procesu y(t) bude

uy(t)zé’{y(t)}zr‘?{ZQ(T)U(t—T)}ZZg( )E{ult—7)}= Zg 7)pu(t—=7). (5.16)
7=0 7=0

Vidime, zZe stfedni hodnotu vystupni posloupnosti ziskdme prichodem stfedni hodnoty vs-
tupni posloupnosti systémem ¢(t). K vypoctu kovarianéni funkce opét definujme odchylky

a(t) = u(t) — Mu(t) a ﬂ(t) = y(t) — py(t).
Odectenim rovnic a ) dostaneme

= g(r)a(t—
7=0

tj. rozdil mezi signalem a jeho stiedni hodnotou se filtruje dynamickym systémem stejné
jako jeho stfedni hodnota. Autokovarianéni funkce vystupu potom bude

Ryy(t,s) = E{g(t)y(s)} (5.17)

) o)

= ZZ o) {u(t=r)u(s—o)}

TOO’O

= ZZg Ry (t—7,s—0)

7=00=0

a podobné vzajemnda kovarianéni funkce vystupu a vstupu

Ryult;s) = &{jt)a(s)} (5.18)

= Z 9(T) Ry (t—T, ).

7=0

Je-li navic vstupni proces normalni, je i vystupni proces normélni (linedrni kombinace
normélnich veli¢in je opét normélni veli¢ina) a je plné charakterizovan prvnimi dvéma mo-

menty (5.16) a (5.17).

Zjednodusime nyni tyto obecné vysledky v piipadé, ze vstupni proces je stacionarni
(v 8irsim smyslu). V tom piipadé jeho stiedni hodnota

Nu(t) = My
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je konstantni a kovarianc¢ni funkce
Ruu(t,s) = Ryu(t—s)

je nezavisld na posunuti v ¢ase, tj. je funkci pouze ¢asového rozdilu t—s.

Poznamka: VySe uvedeny zapis chapeme jako definici nové funkce jedné proménné
Ryu(.). Pro zjednoduseni zépisu obé funkce rozliSsujeme pouze jejich argumenty. O

Rovnice (5.16|) se v piipadé staciondrniho vstupniho procesu zjednodusi na

piy (1) = i 9(T)pu(t—7) = <i g(T)) fu = K pru = iy, (5.19)

7=0 7=0
kde

K =% g(r)
=0

je zesileni systému. Autokovarianéni funkce vystupu bude

Ryy(t,s) Z Z g(T JRuyu(t—s+0 —7) = Ryy(t — s) (5.20)

7=00=0

a vzijemna kovarianéni funkce vstupu a vystupu

Ryy(t,s) Zg Ryu(t—s—7) = Ryyu(t—s). (5.21)

Upozornéme na tomto misté, ze pii zapisu autokovarianéni funkce je dulezité dodrzet poradi
veli¢in y a u v indexu a jim odpovidajicich ¢asovych okamziku ¢, s v argumentu.

Stfedni hodnota vystupu je konstantni a obé kovarianéni funkce jsou rovnéz pouze funkei
¢asového rozdilu ¢t —s. Vystupni proces je tedy opét staciondrni (v Sir§im smyslu), vstupni
a vystupni proces jsou navic vzajemné stacionarni.

Vztah (5.21)) lze psat ve tvaru

Zg uut T)—Q*Rum

T=—00

tj. vzajemnd kovarian¢éni funkce vstupu a vystupu je konvoluci (popsané operdtorem )
impulsni charakteristiky systému a autokovarianéni funkce vstupu. Podobné bychom dostali

Ruy(tas) = ZRuu(t_(S_T))g(T)
7=0

= Z Ry (t—(s—7))g(7)

= _Z: Ry (t—s—v)g(—v)

= Ryy(t—s),
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neboli

Ruy(t) = i Ruu(t_y)g(_y) = Ruu * 7,

V=—00

kde funkce g je definovana vztahem

g(t) = g(=1)

o0 o0
Ryy(t) = Z Z g(T)Ruu(t_T_V)g(_V) :g*Ruu*g'
T=—00 V=—00
Tak jako v ptipadé linedrnich ¢asové invariantnich deterministickych systému lze vztahy
mezi vstupy a vystupy elegantné popisovat ve frekvenéni oblasti. Oznac¢me

Gy = g(r)= (5.22)
=0

prenos systému (5.15)) v Z-transformaci. Rovnici (5.19)) pak lze psat jako
py = G(1) fho-

Definujme déle (vykonové) spektralni hustoty procesu jako (oboustrannou) Z-transformaci
(pokud existuje) autokovarian¢ni, popf. vzdjemné kovariancéni funkce vyéislené na jed-
notkové kruznici

s =Wl e (—wN, +wn)

kde wy = 7/Ts je Nyquistova frekvence a T je perioda vzorkovani ndhodné posloupnosti.
V literature se ¢asto uvazuje tato hodnota implicitné rovna jedné, coz odpovidd transfor-
maci méfitka frekvenéni osy (—wp, +wy) na standardni interval (—m, +m). V technickych
aplikacich vSak je ¢asto vhodnéjsi pracovat s méritkem frekvencéni osy, odpovidajicim spo-
jitym signalim. Oznacéme

Suu(W) = Suu(2)],_pjwts kde Suu(2) = Z Ry (m)z77, (5.23)
Syy(w) = Syy(2)|,—gsors » kde Syy(z) = Z Ryy(1)z"",
Syu(w) = Syu(2)|,mgrore s kde  Syu(z) = Y Ryu(r)z 77

Pozndmka: Funkce Sy, (w) a Syu(z) opét pro zjednoduSeni zépisu rozlisujeme pouze
jejich argumenty. Lze ukéazat, Zze uvedend definice spektralni hustoty forméalné odpovida
Fourierové transformaci kovarianéni funkce (posloupnosti) - viz zavedeni Z-transformace
jako Laplaceovy transformace posloupnosti vzniklé jako soucin spojité funkce a posloup-
nosti Diracovych impulsu > 22 d.(t—7) v kapitole 1.3. O
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Transformaci rovnice (5.21)) odvodime

Syu(z) = Z 27" Ryu(v)

= Z z_”Zg(T)Rw(V T)
v=—00 7=0

a odtud pouzitim definic prenosu (5.22)) a spektrélnich hustot (5.23) dostaneme

Syu(?) = G(2)Suu(z) mneboli Sy (w) = G(e71%) Sy (w).
Podobné bychom pro opac¢né poradi vstupu a vystupu odvodili

Suy(2) = Suu(2)G*(2) meboli  Syy(w) = Syu(w)G(e™T),

kde
G*(2) = G(2)] ;1 -
Vztah pro spektralni hustotu vystupu odvodime transformaci rovnice (5.20))
o0
Syy(z) = Z 2 "Ryy(v)
V=—00
oo oo oo
= Z 27 Z Z g(T)g(U)Ruu(V+U - T)
v=—00 7=00=0

(o ol o]

= > X Y T9mglo)z T Ruu(vto —7)

v=—00 17=00=0

= ZZ_TQ(T) Z z_”Ruu(V)Zzog(a)
7=0 o=0

V=—00

a odtud opét pouzitim definic prenosu (5.22)) a spektralnich hustot ([5.23|)

Syy(2) = G(2)Sun(:)G"(2) meboli Sy (w) = | G ™) [ Suu(w).

(5.24)

(5.25)

(5.26)

Vsechny uvedené vztahy pro momenty a spektralni hustoty lze zobecnit i na mnoharoz_mé-

rové systémy s pfenosovou matici

G(z) = Z G(1)z™".
T7=0
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Pro mnoharozmérové systémy dostaneme
R, (t)=G+«Ry,, — Syu(z)=G(2)Suu(?)
R,y(t) = Ryy * G - Suy(2) = Suu(2)G*(2)
Ry() =G+ Ry+G  —  8,(2) = G(2)S.uu(2)G*(2),
kde v mnoharozmérovém pripadé

G (2) = G1(2)

z=z"1
Vztah (5.26) mé nazornou fyzikélni interpretaci. Protoze
1 WN

m —WpN Suu(w) dw = Ruu(o) = 0121 =& {uz(t)}

je meéfitkem vykonu procesu, lze hodnotu vykonové spektralni hustoty Sy,(w) v bodé w
chépat jako hustotu vykonu vstupniho procesu v okoli frekvence w. Sou¢in

()G ) = | G |

udava vykonové zesileni na této frekvenci a hodnota Sy,(w) je pak hustota vykonu
vystupniho procesu v okoli této frekvence.

Vztahy pro vzajemnou kovarianéni funkei ([5.21]) a vzdjemnou spektralni hustotu ([5.24))
umoznuji identifikovat impulsni charakteristiku a pfenos dynamického systému. Uvazujme
jako vstupni proces diskrétni bily Sum s autokovarianéni funkci

Ryu(7) = 90(7)
a spektralni hustotou

Suu(z) = i Ruu(1)z77 = i 5(r)z"T=2"=1.

T=—00 T=—00

Pro takovy vstup dostaneme pro vzajemnou kovarianéni funkci vztah

Ryu(t) = Y 9(0)Ruu(m—0) = Y g(0)d(r—0) = g(7) (5.27)
o=0 o=0

a pro vzajemnou spektrilni hustotu vztah
Syu(w) = G(eT) Sy (w) = G(e?T5).1 = G(eIT5). (5.28)

Vzéjemna kovarianéni funkce je tedy piimo rovna impulsni charakteristice systému a
vzajemnd spektralni hustota jeho frekvenénimu pfenosu.

Dilezitou otéazkou pii praci s pojmy stiedni hodnota, kovarianéni funkce a spektrum je
vztah mezi témito teoretickymi funkcemi, definovanymi pomoci operatoru stfedni hodnoty
nad vSemi moznymi realizacemi, a charakteristikami, které jsme schopni urcit na zakladé
meéteni jediné pozorované realizace. Jestlize pro néjakou funkei f(.) mé ndhodny proces
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x(t) vlastnost

1 H
LT} = Jim =3 [a(t),
t=1

iikdme, Ze je ergodicky vzhledem k veliciné f(.). Pro praktické pouziti vysledku tohoto
odstavce je dulezitd néasledujici véta.

Véta 5 (Ergodicita linearnich procesti) Necht y(t) je staciondrni proces vznikly pri-
chodem bilého sumu e(t) s omezengmi cturtymi momenty stabilnim linedrnim filtrem

ZG e(t—r).

Potom plati

H

. 1
A 2 u®yT(t =) = € {ult)y"(t - 7)} = Ruy(7)

HlinooﬁZy Te—1) =& {yty"t—7)} = Ryy(7)

s pravdépodobnosti jedna.

Tato véta potvrzuje smysluplnost budované teorie, nebot za uvazovanych piedpokladi
muzeme v8echny potiebné charakteristiky ziskat méfenim.

5.3 Spektralni faktorizace diskrétniho nahodného procesu

Ukazali jsme, ze kovarianéni funkce, a tedy i spektralni vlastnosti ndhodného procesu zaviseji
pouze na odchylkdch uvazovanych signala od jejich stfedni hodnoty. Proto v tomto odstavci
muzeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat, ze deterministicky vstup systému u je
nulovy a vstupem systému budou pouze bilé Sumy v a e. Popis systému se zjednodusi na

x(t+1) = Axz(t)+v(t)
y(t) = Cx(t)+e(t).

Za ptredpokladu stability matice A budou po uplynuti dostateéné dlouhé doby od pocatec-
niho casu ty, ve kterém je definovan pocatecni stav x(0), stav i vystup stochastického
systému staciondrni ndhodné procesy s nulovou stfedni hodnotou (pro¢?). K uréeni jejich
kovarian¢nich matic je tfeba feSit Ljapunovovu rovnici a rovnici . Ozna¢me
kvuli formalni shodé s vysledky predchoziho odstavce

Pfenos mezi takto definovanym vstupem systému u a vystupem systému y bude

Gz =[ClI-Aa)" TI|



5.3. SPEKTRALNI FAKTORIZACE DISKRETNIHO NAHODNEHO PROCESU 165

a spektralni hustota vstupu bude dana jeho kovarian¢ni matici
S
Suu(z):[‘S;QT R].

Podle vyse uvedenych vztaht tedy dostaneme

Spl(z) = [CGI- A I}[SC?T 15{]

Suylz) = lgT z][C(le—A)l ],

Sy(z) = [CGI-Aa)" 1] gT szC(z—lI—A)—l I]T

Pro vzéjemné nezévislé bilé Sumy v a e s kovarianéni matici

v(t1) v(t2) [ w(th) w(ts) T 0 0
COV{[ e(ti) ] ’ [ e(tz) 1} :E{ i e(ti) ] : [ e(tz) ‘| }: [ 0 R]&(tl—tQ)

se tento vysledek zjednodusi na

Syy(2) =C(zI — A)'Q(="'I — A)TCcT + R,

kde jsme pouzili zkrdcené znaceni X 7 = (XT)~1.
Piiklad (rozklad spektrdlni hustoty). Uvazujme nyni spektrélni hustotu, kterd je

nezapornou racionalni funkei cos(wTs) (ukazte)

_ (2+40.5)(z71+0.5)
Suw(?) = 3025 (e T+ 0.25)" (5:29)

Pro Syu(w) = 1 muzeme tuto raciondlni spektralni hustotu vyjadrit ve tvaru (5.26))
Syy(z) = G(2)G(2)

celkem ¢tyimi zpusoby s prenosy

Gi(z) = % (5.30)
Ga(z) = i_tg:g; (5.31)
Gs(z) = w (5.32)
Gulz) = 11;)02552 (5.33)

Stochasticky signal s danymi spektralnimi vlastnostmi muzeme tedy ziskat prichodem
bilého sumu dynamickymi systémy s prenosy G1(z) a G(z). Vystup bude staciondrni pro-
ces, protoze oba tyto pfenosy jsou stabilni. (V piipadé prenosu G3(z) a G4(z), které jsou
nestabilni, neni vystupni proces dobfe definovan.) Z nich pravé jeden pienos Gi(z) nemd
ani zddné nuly mimo jednotkovou kruznici, tj. je stabilni a ma minimalni fazi. Proto i jeho
inverze je stabilni prenos. Takovému rozkladu spektralni hustoty fikame spektralni fak-
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torizace ndhodného procesu. Tento vysledek plati obecné a je mozné ho formulovat do
nasledujici véty.

Véta 6 (Spektralni faktorizace) Predpoklidejme, Ze S,,(w) > 0 je raciondini funkci
cos(wTs) (popr. e¥Ts). Pak existuje prdvé jedna monickd (tj. s jednotkovymi koeficienty
u nejuyssich mocnin z) raciondlni funkce G(z), kterd md vsechny pdly wonitr jednotkové
kruznice a vSechny nuly uvniti jednotkové kruznice nebo na jednotkové kruznici takovd, Ze

Syylw) = 0 |G|

Dikaz tohoto tvrzeni, které lze zobecnit i na mnoharozmérové systémy, je zalozen na
piimé konstrukei pfenosu G(z) na zakladé vSech moznych spektralnich faktort (vsimnéte
si symetrii v poloze pélu a nul spektralni hustoty ([5.29))).

Uvazujme nynf ndhodny proces vznikly priicchodem bilého sumu s rozptylem o2 dynam-
ickym systémem s prenosem G(z) dle predchozi véty. Jeho spektralni hustota pak bude
pravé Sy, (w). Plati tedy i nésledujici véta.

Véta 7 (Véta o realizaci) Pro kaZdou raciondini spektrdlni hustotu Sy,(w) > 0 existuje
pravé jeden dynamicky systém s prenosem G(z), ktery je monickou (tj. s jednotkovymi
koeficienty u mejvyssich mocnin z) raciondlni funkci, md viechny pdly uvniti jednotkové
kruznice a vsechny nuly uvnitt jednotkové kruznice nebo na jednotkové kruznici, takovy, Ze
staciondrni proces s danou spektralni hustotou muzeme ziskat jako viystup tohoto systému,
je-li na vstupu diskrétni bily sum.

Dulezitym praktickym dusledkem této véty je, ze — omezime-li se na staciondrni procesy
s raciondlnimi spektry — lze vSechny takové procesy ziskat filtraci diskrétniho bilého Sumu
a rovnéz pii analyze staci predpoklddat, ze vstupni proces je bily sum. Vsechny nahodné
procesy, které jsou predmétem naSeho zajmu, lze tedy reprezentovat ve tvaru

t) = t 5.34

yit) = S <) (5.31)
kde e je diskrétni bily sum s rozptylem o2, d je operdtor zpozdéni dy(t) = y(t—1) a a(d),
¢(d) jsou polynomy

a(d) = 1+ad+...+ap,d"™,

cd) = 14+cd+...+ ¢y d",
nebo v ¢asové oblasti

y(t) + ary(t—1) + ...+ ap,y(t—ng) = e(t) + cre(t—1) + ... + cpe(t—ne). (5.35)

Tato reprezentace stochastického procesu se nazyva ARMA model. Podle véty o realizaci lze
nalézt polynomy a(d) a ¢(d), které jsou oba stabilni (pomineme-li piipad kofent polynomu
¢(d) na jednotkové kruznici). Transformaci (5.34) proto lze invertovat a plati téz

_ald)
eft) = )

(5.36)

Posloupnost {...,y(t—1),y(t)} tedy obsahuje veskerou informaci o neméfitelné (a v mnoha
pripadech pouze abstraktni) posloupnosti {...,e(t—1),e(t)}.
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Ukézeme nyni dulezitou vlastnost této bilé posloupnosti a zavedeme pojem inovace.
Uvazujme hodnotu ndhodného procesu
c(d)
t+1) = —=e(t+1). 5.37
+1) = Se(tr) (537)
Provedeme-li naznacené déleni polynomu, dostaneme vzhledem k tomu, Ze oba polynomy
jsou monické

ofd) ., de(d)
a(d) L a(d)’

a tedy
y(t+1) = E%e(t) Fe(t41).

Dosazenim za hodnotu e(t) podle (5.36)) dostaneme

_ c(d)a(d)
y(t+1) = My(t) +e(t+1)
a po upravé
y(t+1) = ig;i;y(t) +e(t+1). (5.38)

Je vidét, ze hodnotu e(t+1) muzeme interpretovat jako tu ¢ast informace o y(t+1), kterd neni
obsazena v minulé historii procesu {...,y(t—1),y(t)}. Proto ji nazyvdme inovace procesu.
Protoze posloupnost e(t) je bild, je

. é(d)
t+1) = —y(t 5.39
ile+) = St (5.39)
nejlepsi predikei vystupu y(t+1) na zékladé zndmé historie procesu {...,y(t—1),y(t)} ve
smyslu minimalizace stfedni kvadratické chyby

E{(yt+1) - gt+1))?}

a reprezentaci nadhodného procesu ve tvaru

y(t) = Z(g@(” =S gr)elt—) (5.40)
7=0

nazyvame inovaéni reprezentace.
V naésledujicich kapitolach uvidime, ze inova¢ni reprezentace hraje dulezitou roli pii op-
timalni filtraci a predikci. Poznamenejme zde pouze, ze divame-li se na model dynamického

systému
y(t) = > g(r)e(t—7)
7=0

jako na generator dat, pak v pripadé, ze pracujeme s inovaCni reprezentaci, tj. vstupni
posloupnost je bild, umoznuje tento model snadny pievod do tvaru prediktoru (|5.39)).
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Jestlize vSak vstupn{ posloupnost nen{ bild, neni (5.39)) optimaln{ prediktor, nebot chyba
predikce e(t+1) je korelovana s dostupnymi daty, a proto muze byt dale zmensena.
Pi#iklad (prediktor pro ARMA proces). Uvazujme spektralni hustotu ([5.29)), kterou
lze podle véty o realizaci ziskat pruchodem bilého sumu filtrem

1+0.5d
v =1 025a° 0
Protoze
1+0.5d 0.25d

11025d ' 1+025d
1ze tento proces podle ((5.39)) popsat jako

0.25
t+1) = ——y(t t+1
Y1) = T2y (1) 4 eft+1)
a optimalni prediktor vystupu y(t+1) je
0.25
y(t+1) = ——y(t).
JH) = 5500

5.4 Diskretizace spojitého linearniho stochastického
systému

V tomto odstavci ukdzeme, jak 1ze ziskat diskrétni popis spojitého linedrnitho stochastického
systému. Uvazujme spojity linearni stochasticky systém s diskrétnim mérenim
vystupu popsany stavovou rovnici

dx (1) = Acxc(T)dT + Boue(T)dT + dw. (1),

kde dw.(7) je tzv. prirustek Wienerova procesu. Tento piirustek mé nulovou stiedni
hodnotu, kovarianci

& {dw.(r) dwl(r)} = Q.dr

a hodnoty prirastki v nepiekryvajicich se ¢asovych intervalech jsou nezavislé. Formalné lze
tuto rovnici upravit na tvar

Cbc<'r) = Acwc('r) + Bcuc(T) + UC(T)7 (5.41)
kde ndhodny proces v.(7) je bily Sum s autokovarianéni funkei
cov {ve(71), ve(T2) } = Qce(T1—T2), (5.42)

kde 0.(7) je Diracova funkce. Zépis ([5.41) je vsak tieba chépat pouze jako symbolickou
analogii (5.1)), nebot derivace Wienerova procesu

dw,
ve(7) = dr
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neexistuje. Proto je presna definice spojitého stochastického systému podstatné obtiznéjsi
nez v diskrétnim pifpadé. Podrobné je tento problém rozebran v (Astréml, [1970).

Predpokladejme, Zze deterministicky vstup procesu je generovan tvarovacim ¢lenem nul-
tého fadu a vystup systému je vzorkovan s periodou Ty, takze plati

uc(7) = u(t) pro tTs <7 < (t+1)Ts,

y(t) =y ((t +)Ts) + €'(1),

kde T} je perioda vzorkovani, €T je Casové posunuti mezi zménou fizeného vstupu soustavy
a vzorkovdnim vystupu, 7 je spojity a ¢ je diskrétni cas. O diskrétnim Sumu méreni e’(t)
budeme predpokladat, Ze je to diskrétni bily Sum s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni
matici R/, nekorelovany se Sumem procesu. Takovy sum m4 konstantni spektralni hustotu
na intervalu (—wpy,wy) a muzeme ho tedy interpretovat jako Sum vznikly vzorkovanim
spojitého sumu s konstantni spektralni hustotou v dostatec¢né Sirokém frekvenénim pasmu,
ktery byl pred vlastnim vzorkovanim filtrovan filtrem typu dolni propust tak, aby vyhovél
pozadavkium Shannonovy véty o vzorkovani.

Pozdéji budeme uvazovat systém zapojeny ve zpétnovazebni smycce s reguldtorem. Pak
zpozdéni € = (Ty — T.)/Ts, kde T, je doba vypoctu reguldtoru, tj. zpozdéni mezi zméfenim
hodnoty vystupu a vygenerovanim nové hodnoty fizeného vstupu regulatorem.

Obecné TeSeni stavové rovnice prechodu pro pirechod ze stavu v ¢ase 7y do stavu v ¢ase
T mé tvar

xc(7) = eAelT - c(70) +/ Al —v)p cue(V) dz/+/ Aol )'vc(u) dv.
Odtud pro x(t) = x.(tTs) dostaneme
Ts
2(t+1) = +/ ~V)B, dv u(t) + (1),
kde

w(t) = /;ﬁm ALEFDTs = V) (1) dy

je diskrétni bily Sum. Tim dostavame znamé vztahy pro matice ekvivalentniho diskrétniho
systému

A = AT

Ts Ts
B = / ATl —v)B gy = / A 4y B,.
0 0

K uréeni rovnice popisujici diskrétni vystup y(¢) uréime nejprve stav v ¢ase méfeni vystupu

eTs
2.(t) = eATogp) + / AV dy Bou(t) +v. (1),
0
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kde

ou(t) = /(t+a)Ts cAc((t+e)Ts — V)UC(V) dv.

tTs

Odtud dostaneme
eTs
y(t) = CoeAfTsg(t) + C, / AV dy Bou(t) + Dou(t) + Cove(t) + € (1).
0

Matice vystupni rovnice tedy budou

C = CCGAC(C:TS

ETS 5Ts
D= C’c/ AT —V)B qy 4 D, = C’c/ A 4y B. + D..
0 0

Sum vystupni rovnice lze vyjadiit jako

e(t) = Cov-(t) + €'(t).
Kovarianéni matice Sumu diskrétniho systému urcéime jako

Q = E{v(t)'(t)}

_ DT A (41T —1n) DT A (41T —10) !
= & { (/tTS e ve(v1)dy /th e vo(va)dry
= / ¢Acl Q e AT —v) dv

= / eACyQCeAC Y dy, (5.43)
0
kde jsme vyuzili vztahu

€ {ve(n)vlm) } = Quiclin — 1)

a ,,prosivaci vlastnosti“ Diracova impulsu. Podobné
S = e{vt)(Cove(t) + €l((t+2)T1)}
Ts
_ /6 eAC(€T5 — V)QCGAZ(eTS — I/)Cz—' dv
0

eTs T
= / eACyQCeAC veT av (5.44)
0

R - ﬁ0v4> /(1)) (Ceve(t) +¢'(1)"}
:/ C AT~ V) AT = V)T 4y 4 R

- / " CoeAVQ AT dy + R (5.45)
0
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Kovarianéni matice diskrétniho Sumu tedy bude

’U(tl) ’U(tg) . Q S .
COV{[ e(tl) ] y [ e(tg) = ST R 5(t1 tg). (5.46)
Vsimnéte si, ze vzorkovani vlastnosti Sumu silné ovliviiuje, zejména:

- i pro diagondlni matici Sumu procesu Q. nemusi byt (typicky neni) matice diskretizo-
vaného Sumu procesu @ diagonélni

- 1 pro nekorelované Sumy procesu a méfeni nejsou pro € > 0 diskretizované Sumy
procesu a méreni nekorelované.

V limitnim piipadé ¢ — 1, odpovidajicimu zanedbatelnému vypocetnimu zpozdéni
v regulatoru 7, — 0, bude mit kovarianéni matice jednoduchou strukturu

v(t1) v(ta) _ Q Qc.,
COV{[ e(ti) ] ’ [ e(t;) ]} B l cr'Q cfQCc.+ R d(t1—ta).

Rozvineme-li vztahy pro matice popisujici diskretizovany systém do fady, dostaneme

A = I+AT,+ Agﬂ? e (5.47)
B = BT+ ACZJE +

= (I+ AS!TS +> BT,
Q - o AQ +2?6AZ)T3 N
S — Q.CTeT, + (A.Q. + Q;ﬁZ)CcTEQTE e

- (Qc L (ALt Q?CACT)gTS b > CTeT,
R = R +C.QCTeT, + C“(ACQC+§fACT)CCT€2T3 T

(AQ, + QAL)eT,

= R +C. (Qc + 4 ) CTeT,.

2!
Zanedbanim ¢lent 2. a vy$siho fadu dostaneme Eulerovu aproximaci spojitého systému
véetné vztahtl pro kovarianéni matice.

Vsimnéte si pfitom, Ze s rostouci periodou vzorkovani roste rozptyl diskrétniho Sumu

procesu a vzajemnd kovariance obou diskrétnich Sumu, zatimco relativni vliv Sumu méfeni
€'(t) kles4.
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Kapitola 6

Prehled metod odhadovani

V této kapitole si pripravime formdalni aparat, ktery vyuzijeme v nasledujicich kapitolach
k feSeni uloh optimalni filtrace a identifikace stochastickych systému. Popisem situaci,
v nichz se vyskytuje prvek ndhodnosti ¢i neurcitosti, se zabyva statistika. Proto za¢neme
piehledem vybranych statistickych metod odhadovéani. Zvlastni pozornost budeme vénovat
bayesovskym metoddm. V zavéru kapitoly ukazeme nékteré vhodné numerické postupy.

6.1 Odhad minimalizujici stfedni kvadratickou chybu

Predpoklddejme, Zze x je ndhodny vektor, jehoz hodnotu chceme odhadnout, a y jsou
méfitelnd data, kterd obsahuji néjakou informaci o @. Dale predpoklddejme, ze zname jejich
sdruzené rozdéleni (hustotu pravdépodobnosti) p(x,y). Oznacme déale stfedni hodnoty a
kovarianéni matice

p, = &{x}
ry = E{y}
pP,, = 5{(33_“1‘)(:1:_#’96)T}

Py = 5{(%—%) (y—uy)T}

P, = 5{(y—uy) (y—uy)T}'

Pro danou (zméfenou) hodnotu y najdeme odhad &ys(y) vyuzivajici méfenou veli¢inu
y a minimalizujici stfedni kvadratickou chybu (Mean Square Error) jako odhad, ktery min-
imalizuje kritérium

Jus = E{ (@~ Bus()” (& — Bus(v)) } (6.1)
Minimalizaci kritéria Jyg lze provést nasledujicim postupem. Piepisme kritérium jako
Jis = [ [ (@ = @) (@ ~ @us(w) play) do dy.

Integraci bez vyznaceni mezi budeme vzdy chapat jako integraci ptes cely obor piislusné

173
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proménné. Sdruzenou hustotu lze upravit na p(x,y) = p(x|y)p(y), takze

s = / / (@ — s ()" (& — Buis(w)) p(zly) dz ply) dy.

Vnitin{ integral je nezdporny, pravé tak jako p(y), proto minimalizace kritéria je ekviva-
lentni minimalizaci vnitfniho integralu pro kazdé y. Minimalizujeme tedy hodnotu vyrazu

T = [ @ 2us) @~ Bus(y) plaly) de

= &{a"aly} - & {aly}l Busy) — 2 W)E {2ly} + Bis (1) Ens (v).

K urceni minima dostaneme rovnici

ONs 96 (aly) + 2@ s(y) = 0,
ast(y)
a tedy
:/ﬁl\/ls(y) =< {:12|y} (6‘2)

Odhad minimalizujici stfedni kvadratickou chybu je tedy podminéna stiedni hodnota.
Lze ukazat, ze pro tento odhad plati

E{zus(y)} = E{z},

nebot

@) = [&lelybply) dy
~ [ [ evtaly) dw ply) dy

= //wp(a:,y) dy dx
= /:zzp(:r) dr.
Poznamenejme, ze tato vlastnost neznamend, ze odhad je nevychyleny, tj.
E{Zus(y(x0))} = o,

kde symbolem y(x) jsme oznacili hodnotu méfenych dat odpovidajici hodnoté odhadované
proménné x = x.

Oznag¢ime-li
T =T — Zus(y),
pak méfitkem kvality odhadu je kovarianéni matice chyby odhadu
P, = £{aa"},
kde vyuzivame skutecnosti, ze € {x} = 0, ktera bude

Py, = &{za"}
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_ / / " p(xly) do ply) dy

= /Pﬂf\y

x|y7

kde P,,(y) je podminénd kovarianéni matice chyby odhadu pro dané y (kterd muze byt
obecné pro riznd y riznd) a Py, je jeji (nepodminénd) stiedni hodnota, kterd jiz nenf
funkei y. Kritérium Jyg muzeme upravit na tvar

Jus = E{a"a} = {wa"z) = {w@a’} = tr Py

MS odhad tedy rovnéz minimalizuje stopu kovarianéni matice chyby odhadu.

Plati-li pro dvé ndhodné veli¢iny

Ty} = // alyp(x,y) dx dy =0,

fikame, Ze jsou ortogondlni. Dilezitou vlastnost MS odhadu popisuje nésledujici véta.

Véta 8 (Princip ortogonality.) Necht veliciny x, y maji sdruené rozdéleni pravdépo-
dobnosti p(x,y). Potom pro libovolnou funkci dat g(y) plati

£{g"ly) @—E{aly}) | =0. (6:3)
Od

Chyba odhadu ;s je tedy ortogondlni ke vSem moznym funkcim dostupnych dat g(y).
Poznamenejme, ze misto existence sdruzeného rozdéleni sta¢i predpokladat existenci vsech
potfebnych momenti. Dukaz lze provést piimym vypoctem

e{g" W@ Efaly)} = [[9"w) (@& (aly))p(e.y) dody

// y)xp(x,y) de dy //gT </wp xy) d >p(m,y) da dy
= [[ s sty azdy ~ [[a" @) ([ eptaly) do ) ely) dz piw) ay
= //g y)zp(x,y) de dy — //g (y)zp(z,y) dz dy,

kde jsme vyuzili skutecnosti, ze

/(/wp(w‘y) dw )P(«’Bly) dx = /wp(az\y) dw

neboli

E{E{. =611

Dusledkem principu ortogonality je nerovnost

E{llz —E{zlyt I} <E{llz—g(¥) |}, (6.4)



176 KAPITOLA 6. PREHLED METOD ODHADOVANI

kde

T

|z =Vale

je Euklidovskd norma. MS odhad je tedy nejlepsi (ve smyslu této normy) aproximaci hod-
noty  na zakladé dostupnych dat. Odvozeni lze rovnéz provést piimym vypoctem. Jsou-li
nahodné veliciny @, y ortogonalni, plati pravdépodobnostni varianta Pythagorovy véty
(zkuste dokézat !)

e{le+ylPh=e{l=”}+e{lvl}. (6.5)
S pouzitim Pythagorovy véty upravime vyraz
E{le—gw) I’} = &{llz—&faly} +E{aly} - 9w) I’}
= &{lz—claly} I} + {1 {2ly} —a() I”}
E{lz—&{aly} |},

kde druhd rovnost plyne z ortogonality vyrazu (x — &€ {x|y}) k vyrazu (£ {z|y}—g(y)),
nebot tento vyraz je také funkef dat y. Rovnost v nerovnosti (6.4]) nastava pouze v pifpade

9(y) = & {z[y}.

v

6.2 Linearni odhad minimalizujici stfedni kvadratickou
chybu

V predchozim odstavci jsme hledali odhad &g minimalizaci kritéria bez jakychkoli
omezeni. Ziskany jednoduchy vysledek je v8ak v fadé piipadu pouzitelny jen velmi
obtizné, protoze vyzaduje znalost sdruzeného rozdéleni a vypocet podminéné stiedni hod-
noty. Omezime se proto nyni pfi minimalizaci kritéria na odhady ;us(y) (Linear
Mean Square), které jsou pouze linedrni funkci dat, tj. maji tvar

kde matici A a vektor b muzeme volit. Vypoc¢teme hodnotu kritéria pro takovy odhad a
dostaneme

Js = E{a"&}
= e{waa"}
= & {aa’}
=t é{(z— Ay -b) (- Ay -b)"}
= tr [Poo + APyt p ) AT+ (b= pr,) (b—pa,)" + 2A4p, (b—p,)T — 24Py, |,

kde jsme vyuzili toho, ze stopa skalarni veli¢iny je tato veliCina sama, ze ve stopé soucinu
matic je mozno cyklicky permutovat a Ze operator stfedni hodnoty a stopy komutuji.
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K urceni minima tohoto vyrazu je tfeba znat vztahy pro derivaci stopy matice

0
—tr XYZ = X'Z"
aYtr ,
9 T
s jejichz pouzitim dostaneme
0 J, 2A(P Y1 9(b I _opP,, =0 6.7
ajLMS ( yy+UyUy)+ ( _U'm)uy_ Ty — ()
0
%JLI\/[S == +2(b - I,Lx) + 2Al,l;y == 0. (6-8)
Z plyne
b= My — Auy

a dosazenim do dostaneme
AP, — P,, =0,

neboli pro reguldrni matici P,
A = PyP z;yl
b = p,— PP, p,

Optimalni linearni stfedné kvadraticky odhad je tedy déan vztahem

Tins(y) = By + Pay Py (y - uy) : (6.9)

Povazujeme-li p, za apriorni odhad «, ktery nijak nevyuziva informaci obsazenou v datech,
pak korekce tohoto odhadu

Toas(Y) — My = Pl‘yP;yl (y o 'uy)

je zalozena na odchylce hodnoty méreni y od ocekdvané hodnoty p,. Véha této korekce
roste s tésnosti vazby mezi veli¢inami  a y, popsanou vzajemnou kovarianc¢ni matici Py, a
klesd s rostouci neurcitosti méfeni y, popsanou kovarianéni matici P,,. Dilezitou vlastnosti
odhadu &,s(y) je pravé skutecnost, ze zavisi pouze na prvnich dvou momentech — stfednich
hodnotéach p,, p, a kovariancich Pgy a Py,.

Odhad &y \s(y) méa opét vlastnost

E{zus(y)t = / (ug; + Py, Py, (y - uy)) p(z,y) de dy
= po+PoyPy) (i, —my)
= Mg
Kovarianéni matici chyby odhadu je mozné urcit takto:

s = E{(@ = Bus®)) (@ — Buus(y)" | (6.10)

= e{(@-n) - PuPlw- ) (@ m) - PoPlv-n) |

P



178 KAPITOLA 6. PREHLED METOD ODHADOVANI

= P,,— nyP;;Pyx - nyP;ylex + nyP;;Pny;;PW
= Py — PyyP, Py,

Zamysleme se nyni nad souvislosti principu ortogonality a LMS odhadu. Pfimym vypoc-
tem lze snadno ukazat, ze plati

E{L (@~ us(y)} = £ {L. (@~ 1) = Poy Pyl (y — ) } = 0

& {yT (x — QLMS(y))} =tré& {y ((a: — ) — nyPy—;(y _ Hy))T} o,

Odtud ptfimo vyplyvd, ze LMS odhad je ortogonalni ke vSem linearnim funkcim dat
95in(y) = Ay + b. Podle Pythagorovy véty tedy pro libovolnou linedrni funkei dat plati

E{lle — Zus(y) 1} < E4Il 2 — guin(y) 1}, (6.11)

coz potvrzuje, ze LMS odhad je nejlepsi linedarni odhad (ve smyslu Euklidovské normy)
urceny na zakladé danych dat. Naopak podle principu ortogonality z pfedchozich dvou
podminek ortogonality plyne vztah pro LMS odhad .

6.3 MS a LMS odhad pro normalné rozdélené veliciny

Uvazujme sdruzenou normdlni hustotu pravdépodobnosti (h.p.)

_ _ Pyy Pyx
p<_2_>_N< ;[Pw PmD’ (6.12)

kde y a x jsou vektory rozméru n, a n;. Tato h.p. ma tvar

Ky
My

(6.13)

Xr
1
. ex —_— .
P73

Nasim cilem bude uréit podminénou hustotu pravdépodobnosti p(z|y). Sdruzenou kovar-
ian¢éni matici muzeme upravit na soucin trojuhelnikovych matic transformaci

l P, P, ] [ I -P,'P, ] _ l Py, 0

P,, P 0 I P,, P,.—P,P, P, ] '

—-1/2
Pyy PZICU
Pmy P,

T —1
Py, Py, Y— Hy
ny me T — My

?J—Hy
T — [y

Protoze transformacni matice ma jednotkovy determinant, plati pro determinant kovar-
ian¢ni matice
Py, Py,

det
[ ny Tx

‘|:det[Pyy:| det{Pm—szP;ylPW }
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Déle muzeme rozklad kovarianéni matice na soucin trojuhelnikovych matic pouzit k nalezeni
inverze kovarianéni matice ve tvaru

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
[Pyy wa} _ley_i_Pnyyl”P P%’Pyy _Pnyyle

x|y x|y
~1 ~1
P,, P ~P,'P,,P, P

zly
kde P

z|y Znacl maticl

P,, =Py — P,yP,'P,,.

Odtud je vidét, ze kvadratickou formu v exponentu h.p. (6.13) je mozné psét ve tvaru

- y_p’y

sz Pa:x CL'*H;E

y_p/y
T — gy

T
[Pyy Pyz

= (v=m) Py (v-m)+
t (2w PoPRly—p) P (2 p— PoPylu—m)).
Oznacme dale
Bty =t + Py Py (y — ).

Vyraz nyP;yl se v aplikacich v teorii fizeni ¢asto nazyva Kalmanovo zesileni. Na zakladé
uvedeného rozkladu kvadratické formy a vztahu pro determinant sdruzené kovarianéni mat-
ice 1ze sdruzenou h.p. (6.13) psat ve tvaru sou¢inu margindlni h.p. p(y) a podminéné h.p.

p(zly)

P P e
P ( vy yx ]
(y p’y)Tl y_yl(y “y)}

Pa:y Pz:v

T —1
Py, Py, Y-y
pP,, P, Tr— U,

y]) _ (2m) )2 e

Xr
1
. ex _—
P73

= (2m)"™/2 det P;y1/2 exp{—

y_u‘y
T — Hy

1
2

/2 ~1/2 1 T 5
(27)~"=/2 det P~ exp {—2 (:c - um‘y) P, (m - u$|y)} .
Tento velmi dilezity vysledek shrneme v nasledujici véte.

Véta 9 UvaZugyme sdruZenou h.p. . Potom margindlni h.p. p(y) a podminénd h.p.
p(x|y) mohou byt popsdny takto:

Margindlni h.p. p(y) je normdlni
p(y) =N (n,; Py)
s kovariancni matici

pP,=P,.
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Podminénd h.p. p(x|y) je rovnéz normdlni

plzly) =N (uﬂys Px|y)

s parametry
Paly = My + ny.P;yl. (y — uy>

P,, =Py — PP, Py,

zly
Od

Tento vysledek tedy ukazuje, ze v pfipadé normalniho rozdéleni je odhad podminénou
stfedni hodnotou zaroven odhadem linedrnim a plati

s (y) = Trus (y)

Tento vysledek potvrzuje velky prakticky vyznam normaélniho rozdéleni.

6.4 Numerické metody podminovani, integrace a skladani
normalnich rozdéleni

V piedchozich odstavcich jsme vidéli, ze v fadé piipadt je tfeba ur¢it parametry podminéné
h.p.

(
plzly) = 5 6.14
(z|y) o) (6.14)
margindlni h.p.

p(y) = /p(w, y) dz, (6.15)
nebo slozené h.p.

p(y,x) = p(y|z) p(z). (6.16)

V této kapitole ukdzeme, jak mohou byt tyto operace (6.14), (6.15) a (6.16) realizovéany
v piipadé normélné rozdélenych veli¢in (které jsou plné charakterizovany stfedni hodnotou
a kovarian¢n{ matici), a to numericky robustnim zpusobem, vychdzejicim z reprezentace
pozitivné semidefinitnich kovarian¢énich matic v L D—faktorizovaném tvaru.

6.4.1 Podminovani a integrace

Uvazujme sdruzenou normalni hustotu pravdépodobnosti (h.p.)

()= 7)) o

kde y a x jsou vektory rozméru n, a n,.

Ky
My
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Dale predpoklddejme, ze sdruzend kovarianéni matice (6.17)) je dana ve faktorizovaném

tvaru
Py, Py | _| Ly O D, 0 L, K' (6.18)
P, P, | | K L 0 D o L% |’ ‘

x|y zly zy
kde L, a L,), jsou monické (tj. s jednotkami na diagonale) dolni trojihelnikové matice a
: T
D, = diag [d]] a D,,
tuto faktorizaci budeme déale pouzivat znaceni

T T
Py, Py, _ d, | Ly K
pP,, P, dyy |[7] 0 Lgy ‘

= diag [dg‘y] jsou diagonalni matice s nezdpornymi prvky. Pro

7 faktorizace plyne
P, = L,D,L]
P,, = KD,L]
P,, = KD,K"+L,,D,, L] .

Dosadime-li tyto vyrazy do vztahti pro podminénou stiedni hodnotu a podminénou kovar-
ian¢ni matici (viz odstavec 6.3), dostaneme néasledujici vysledek:

Véta 10 Jsou-li LD—faktory sdruZené kovariancni matice blokové rozdéleny jako

d, | | L, K'
d N R

x|y x|y

bl

pak faktory margindini kovarianéni matice Py budou
T . 7T
P, = L,D,L; = |d,; L]|

a faktory podminéné kovariancni matice Py, budou

zly

T
Py, = Ly,D,, Ly, = |d

7T
s Ly

Podminénd stredni hodnota je ddna rovnici
l"’x|y = My + KE,
kde € je Tesent linedrni soustavy rovnic
Lye =y — p,.
O

Ukézali jsme, ze vypocet parametrii margindlni a podminéné h.p. lze v piipadé normal-
niho rozdéleni prevést na problém nalezeni L D—faktorizace sdruzené kovarianéni matice.
V piipadé podminovéni skaldrni veli¢inou, tj. ny, = 1, je také L, = 1 a vektor K v LD~
faktorizaci je pfimo roven Kalmanovu zesileni.
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6.4.2 Urceni sdruzené hustoty pravdépodobnosti

Necht je ddna hustota pravdépodobnosti
p(@) =N (py; Ps)

a veli¢ina y je afinni funkei «
y=Cx+d+e,

kde C, d jsou matice a vektor se zndmymi prvky a e ~ N (0, P.). Budeme hledat sdruzenou
h.p. vektoru veli¢in y, .

Piimym vypoctem lze ukazat, ze tato sdruzend h.p. p(y, ) je normalni

(2]

Pokud jsou vSechny kovarian¢ni matice v L D—faktorizovaném tvaru, uréime sdruzenou h.p.
podle nésledujici véty:

Cu,+d
Ky

| cp,CT+P. CP,
’ p.C” P, ‘

Véta 11 Necht je ddna hustota pravdépodobnosti
kde

P,=L,D,LT =|d,; LT

I

a podminénd hustota pravdépodobnosti
plyl@) = N (123 P,

kde podminénd stredni hodnota veliciny y je
Ky, = Cz +d,

a podminénd kovariancéni matice

P.=L.D.LT =\|d.; LT

Sdruzend kovariancni matice ve faktorizovaném tvaru pak je

d. | | LT 0
d, || LIct LT ||

6.4.3 Algoritmus dyadové redukce
V mnoha piipadech je dana faktorizovana kovarianéni matice
R=MDM?"

ve tvaru, kde M neni monicka dolni trojihelnikova matice, a je tfeba transformovat tuto
faktorizaci tak, aby M byla (alespon blokové) dolni trojihelnikova, aby bylo mozné ziskat
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parametry marginalniho a podminéného rozdéleni.

Existuje fada ortogonalnich transformaci, z nichz z hlediska po¢tu operaci i numerickych
vlastnosti mezi nejvyhodnéjsi patii transformace realizovand posloupnosti tzv. dyadovych
redukci.

Uvazujme matici hodnosti (nejvyse) dvé, danou souc¢tem dvou dyad

T

_ T
Q;,; = midim; +mjd;m;,

kde m! a m;‘F jsou i-ty a j-ty Fadek matice MT a d;, d; jsou odpovidajici prvky na diagonale

7

D = diag[d”]

m; = [07' ) '70717mi,i+17” ) 7mi,n]7

T _
my = [0,-+,0,myi, M1, Myl

Véta 12 Rozklad matice Q; ; muZe byt modifikovdn na

Q,; = mudim;] +m;d;m,
kde prvek m;; je nulovy, tj.

—T ~ ~
m; = [07 : '505 17mi,’i+la Tt am’i,n])

T ~ ~
m] = [07 : '70707mj,i+17‘ : '7mj,n]7

pomoci dyaddové redukce (Peterka, |1986)

d; = d; +m? d;

dj = d;/did;

o= dj/dimy,

’;ﬁj = mj — mjﬂ-mi

m; = m; + M’?ﬁj.

Od

Aby byly prvky m;; = 1, pole D, M T mohou byt piipadné rozsifena jednotkovou matici

s nulovymi vahami. Transformaci matice M’ na horn{ trojihelnikovou matici provedeme
postupnou aplikaci algoritmu dyadové redukce na radky, jejichz prvky je tieba vynulovat.

6.5 Odhad metodou maximalni vérohodnosti

Pouziti metody maximalni vérohodnosti je vhodné v situacich, kdy neméme zadnou apri-
orni znalost o odhadované deterministické veli¢iné x, ale mdme predstavu o zavislosti
méfené veli¢iny y na této odhadované deterministické veliciné x. Tato zavislost je popsana
podminénou hustotou pravdépodobnosti p(y|x). Pro dané méteni y lze tuto podminénou
h.p. interpretovat jako funkci odhadované veli¢iny

I(x]y) = p(y|z),
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kterou nazyvadme vérohodnostni funkce. Maximalné vérohodny odhad &y (y) (Maxi-
mum Likelihood) je definovdn jako hodnota x, kterd maximalizuje vérohodnost pro po-
zorovand data

Ty (y) = arg max l(x|y). (6.19)

Protoze hustoty pravdépodobnosti maji ¢asto tvar exponencidlni funkce a funkce In( . ) je
monoténné rostouci, je v mnoha ptipadech vyhodné maximalizovat logaritmus vérohodnost-
ni funkce. Je-li tato logaritmicka vérohodnostni funkce diferencovatelnd, dostaneme nutnou
podminku maxima ve tvaru tzv. vérohodnostni rovnice

Olnl(z|y)

e = 0. (6.20)

z=2ZML

Protoze x je povazovano za deterministickou veli¢inu, nemé v této souvislosti smysl hovofit
o opa¢né podminéné hustoté p(x|y).

Piiklad (Méfeni s normalnim Sumem)

Uvazujme model méfeni neznamé velic¢iny & zatiZzené normalné rozdélenym Sumem
y=Czx+e,

kde e ~ N(0, R), tj.

1 T p—1
——e"' R e
pe(e) = (2m)™/2|R|7Y%e 2 .

Protoze veli¢ina y vznikla (pro danou hodnotu «) linedrni transformaci ndhodné veli¢iny e
s jednotkovou transformacni matici

y=1Ie+ Cuz,
bude podminénd h.p.
p(yle) = pe(y — Cx)

a vérohodnostni funkce & pro dané y pak bude dana

1
a3 GO R C)
l(z|y) = pe(y — Cz) = (21) ™2 |R|?e 2 |

Logaritmus vérohodnostni funkce bude
1 1
Inil(x|y) = —i(y —Cz)TR (y— Cx) — % In(27) — B In|R|.

Odtud dostaneme vérohodnostni rovnice

Olnl(x|y)
ox

Pro normalni rozdéleni sumu tedy

=CTR Yy - Cz)=0.

-1
#w = (CTR™'C) CTR'y (6.21)
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O

Vsimnéme si, ze zatimco kvadraticka kritéria pouzivana pro MS odhady vézila piimo
chyby odhadu parametrt

Jus =€ {(m - iMS)T (m - iMS)} )

aplikace metody maximalni vérohodnosti vede v ptipadé normalniho Sumu méfeni na max-
imalizaci vérohodnostni funkce, coz je ekvivalentni minimalizaci kvadratického kritéria

Jur =& {(y - C{I\:ML)T R! (y - C-%ML)} .

Metoda maximalni vérohodnosti tedy minimalizuje vazeny soucet ¢&tverca chyb
predikce vystupu (rezidui)

’g =Y - Czy,

a jako vdhovou matici pouzivd matici pfesnosti R~
VysSetiime opét zdkladni vlastnosti odhadu metodou maximélni vérohodnosti. Odhad
(6.21)) je nevychyleny, nebot (pfipomeiime, ze odhadujeme deterministickou veli¢inu x)

"}

E{Zwlz} = 8{(CTR16’)1 CTRly‘:c}

- { (CJT1~T1(7)_1 CTR'(Cz +e)

-1
= (CTRflc) CTR'Cx
= .
Kovarianéni matice chyby odhadu je
P"EIML - (C/‘ { (ZB — iML) (m - fé]v[L)T‘ w}

_ ¢ { <a: —(c"R'C) "R (Ca + e))

x (w - (CT}rlC)_1 CTR'(Cx + e)>T

)

_ (CTR_lc)_l CTR'¢{ec”z} R7'C (c*TR—lc)_1 ,

a tedy

P;, = (CTR*C)A. (6.22)
Vsimnéte si, Ze pro ny =1 a C = 1, tj. model méieni

y=x+te,
dostaneme

Pi\y = R,

tedy chyba odhadu je pravé chyba méfeni.
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Pomoci zavedené kovarianéni matice chyby ML odhadu (6.22) mtzeme upravit vztah

pro odhad na tvar
&y, = Piy CT R y. (6.23)
Nyni muzeme porovnat vlastnosti odhadia ML a MS v pfipadé modelu méfeni
y=Czx+e,
kde e ~ N (0, R). Podle piedchoziho odstavce bude MS odhad

~

LTms = ux+P$yP;g} (y_ﬂy)
= py+ Py CT (CPmCT + R)_1 (y — Cuy)
a kovarian¢ni matice chyby odhadu
Piys = Py — PP, Py,
~ P~ P..C" (CP..C" +R)  CP,,.
Pouzitim této kovarianéni matice muzeme piedchozi vztah pro odhad upravit na
Tys = Py + PiMsCTRil (y—Cp,).

Daéle budeme potfebovat lemma o inverzi matice, podle kterého za predpokladu, ze
existuje inverze matice A, plati

(A+ BCD) '=A"'-A"'B(C'+DA'B) 'DA". (6.24)
Podle tohoto lemmatu dostaneme

P;,, = (P; + CTR™'C) .
Porovnanim téchto vztaht s a vidime, ze v piipadé chybéjici apriorni informace
0 x, coz muzeme vyjadrit jako

py =0

P,, — oo, neboli P.l—0,

je ML odhad mozno povazovat za limitni pfipad MS odhadu.

Vsimnéme si jesté jedné zajimavé souvislosti. Aby ML odhad existoval, musi
mit matice méfen{ plnou hodnost. Jinak totiz nenf matice CT R™!C' invertovatelns. Tento
pozadavek nemusi byt v praktickych aplikacich vzdy splnén, a proto se provadi tzv. regu-
larizace odhadu modifikaci této matice na

eI+CT'R'C.
Vsimnéme si, ze pro pozitivné definitni P,, je matice

P l+C'R'C
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rovnéz vzdy pozitivné definitni, a tedy invertovatelna. Apriorni informace vystupujici v MS
odhadech tedy prirozenym zpusobem regularizuje kovarian¢éni matice chyby MS odhadu.

Pi#iklad (n nezavislych méfeni)

Uvazujme n nezavislych méfeni veli¢iny z s riznymi pfesnostmi, kterd mohou byt popsana
modelem

y=Cxzx+e,
kde
c=[..1"
a
o? 0
e~N |0,
0 o2

Aplikaci estimétoru (6.22)), (6.23)) dostaneme vztah pro kovarianci chyby odhadu

1 1\t
Py = <02+---+2>

1 On

a vlastni odhad

Y1 Yy

e R s
Ty, = ——
ML L_F..._'_L'

Pifspévky jednotlivych méfeni se tedy sklddajf s vahami dmérnymi jejich piesnosti 1/02.
V piipadé méfeni se stejnou piesnosti dostaneme ocekavany vysledek

P:EML = ;7

Vyznam odhadii metodou maximalni vérohodnosti plyne z nésledujici véty.

Véta 13 (Cramér—Raova mez) Necht T je nevychyleny odhad deterministické proménné
x zaloZeny na mérené veliciné y. Potom kovariancéni matice chyby odhadu T = x — & je
zdola ohranicena

PjZF_lv

kde F' je Fischerova informacni matice

Fo- g{(aln(;(wwrw) (alnéf:ry)f}




188 KAPITOLA 6. PREHLED METOD ODHADOVANI

_ _5{321nl(m|y)}.

ox?
Rovnost nastavd prdavé tehdy, kdyz plati

Olnl(zly) N
50 = k(x)(x — ).
O

Nerovnost mezi maticemi Pz > F~! zde chdpeme v tom smyslu, ze rozdil Pz — F~' > 0
je pozitivné semidefinitni matice.
V ptipadé, ze podminka na tvar derivace plati, tj.
P; = F_17
fikame, ze odhad je eficientni. Lze ukéazat, ze pokud tuto podminku lze splnit, pak ji

spliiuje maximdlné vérohodny odhad (eficientni odhady nemuseji vzdy existovat).

Ve vySetfovaném pripadé méreni s normalnim Sumem jsme dostali

Olnl(x|y) AT p—1
. =C'R ‘(y—Cx),
a tedy
82 lnl(w’y) — _CTR—IC
Ox? '

Plati tedy
F = pP:t

ITML
a odhad Z,y, je eficientni.
V ptipadé n nezavislych normalnich méfeni jsme ukazali, ze
1 1
-1
F:P-'iI\AL :p++72
1 n
Pro rostouci pocet méteni n (za predpokladu, ze posloupnost 1/0? neklesa piilis rychle
k nule) pak plati Pz, — 0, a tedy pravdépodobnost

P(|x—2u.|| >¢) — 0.

Rikéme, ze odhad konverguje podle pravdépodobnosti. Odhady s touto vlastnosti
nazyvame konzistentni.

6.6 Bayesovské metody

Klasicka statistika pracuje s pojmem pravdépodobnost ve smyslu objektivné existujici
limity relativnich ¢etnosti vyskytu uvazovaného jevu. Odhadované parametry jsou povazo-
vany za neznamé konstanty. Statistickd inference je zalozena na pojmu ndhodného vybéru
z daného rozdéleni s nezndmymi parametry. Na zakladé znalosti rozdéleni, ze kterého
ziskavame vzorky, jsou odvozeny vlastnosti nahodnych vybéra daného rozsahu. Po prove-
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deni pokusu se ndhodny vybér stava vektorem znamych hodnot a na zakladé téchto hodnot
a vlastnosti ndhodného vybéru usuzujeme o hodnotdch nezndmych parametru (a rizikach
plynoucich z chyb s nimi spojenymi).

Bayesovska statistika naproti tomu pouziva pojem pravdépodobnosti ke kvantitativnimu
popisu neurcitosti. Pojem ndhodny muze byt interpretovan rovnéz jako neuréity a hus-
tota pravdépodobnosti je pak interpretovana jako subjektivni mira duavéry racionédlné a
konzistentné uvazujici osoby o hodnoté odhadovaného parametru. Lze ukazat, ze neurcitost
ma pravdépodobnostni strukturu, tj. ze axiomatickd matematickd teorie pravdépodobnosti
vede na operace (popisované napiiklad pomoci hustot pravdépodobnosti), které odpovidaji
prirozenym principum racionalniho chovani v podminkach neurcitosti. Vyznam subjektivni
interpretace hustoty pravdépodobnosti je pak v tom, Zze umime forméalné popsat a kvan-
tifikovat proces akumulovani informace ziskané pozorovanim ¢i experimentem.

Bayesovska statistickd inference tedy spocivd v korekci subjektivni apriorni hustoty
pravdépodobnosti objektivnimi daty. Tato korekce je popsdna Bayesovym vzorcem a spociva
v podminovani subjektivni predstavy objektivnimi daty (v (Savage, 1954) je ukézano,
ze za urcitych predpokladu o vlastnostech dat lze timto zpusobem dosdhnout libovolné
velkého snizeni neurcitosti). Informace o parametrech, obsazend v datech, je reprezen-
tovdana (neparametricky) vyslednou podminénou hustotou pravdépodobnosti. Vyhodou
bayesovského piistupu je také prirozend moznost skldaddani informace z mnoha zdroju.
Ziskdme tak matematické prostiedky, jak zabudovat do inferen¢niho algoritmu apriorni
informaci, ktera nemusi byt v datech obsazena.

6.6.1 Bayesovsky pristup k popisu neurcitosti

Zakladni charakteristikou bayesovské statistiky je interpretace pojmu nahodny ve smyslu
neurcity. Neurcitost lze formélné popsat tak, zZe pro neurcity parametr 8, nabyvajici li-
bovolné hodnoty z mnoziny €2, popiSeme subjektivni miru duveéry, ze hodnota parametru
0 lezi v libovolné méritelné mnoziné ; C €. Je-li tento ,,systém preferenci* konzistentni
(tj. splnuje napiiklad pozadavek aditivity (de Finetti, 1974)), existuje funkce p(@) popisujici
subjektivni rozdéleni jednotkového mnozstvi davéry na mnoziné . Mira duvéry M| . |,
ze hodnota parametru lezi v mnoziné €;, je potom dana

Mweggz/pwma

7 predpokladu, ze 0 € €2, plyne

/pwmozL

Q

Z pozadavku

pro viechny méfitelné mnoziny €2;, Q; vyplyva, ze p(6) > 0. Funkce p(6) mé tedy vlastnosti

pravdépodobnostni miry a nazyva se subjektivni hustota pravdépodobnosti.

Vyznam interpretace subjektivni hustoty pravdépodobnosti jako popis neurcitosti
parametru 6 je v tom, ze umozinuje kvantitativni popis procesu akumulace informace
ziskané experimenty ¢i pozorovanim do subjektivniho modelu. Termin ,,subjektivni® je
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zde pouzit ve vyznamu ,,model vytvareny subjektem®, nikoli jako ,,model neobjektivni,
neptesny “. Vyuzivame pritom skutec¢nosti, ze neurcitost mé strukturu pravdépodob-
nosti, tj. ze operace, odvozené formalné z axiomatické teorie pravdépodobnosti, odpovidaji
operacim, vyplyvajicim z obecné piijimanych principi racionalniho chovani v podminkéch
neurc¢itosti. Dvé zakladni operace mohou byt popsany pomoci subjektivniho rozdéleni prav-
dépodobnosti takto (Peterka, 1981a)):

Neuréitost proménnych 61, 65 z mnoziny Q' x Q2 je popsana subjektivni hustotou
pravdépodobnosti p(01, 62). Jak muzeme popsat neurc¢itost parametru 6,7

Popis neurcitosti parametru 8; budeme hledat ve tvaru
M [91 € Qﬂ = /mpl(el) d0,.

Protoze
M6, €0Ql] = M[6, €0l &6, €0,

je ziejmeé
Mo, e 0l] = /Q1 /92])(01,02) 0, d6,,

a tedy hustota pravdépodobnosti p; bude

P1 (91) = /02 p(01, 92) d92. (6.25)
Neurcitost proménné 8, je tedy popsana marginalnim subjektivnim rozdélenim
pravdépodobnosti.

Neuréitost proménnych 61, @, z mnoziny Q' x Q? je popsana subjektivni hustotou
pravdépodobnosti p(01,02). Zjistime, ze hodnota parametru 6y = 03. Jak muzeme
nyni popsat neurcitost parametru 6,7

Pro znamou hodnotu 82 = 05 bude zfejmé pro popis neurcitosti 8; vyznamné pouze
rozdéleni

p(61]02) o p(61, 02)lg,_4,

(symbol o vyjadfuje imérnost), nebot nenf raciondln{ diivod tento ,,systém relativnich
preferenci“ ménit. Pouze je tieba provést normalizaci celkového mnozstvi duvéry

M [0, € Q)6 = B, = /Ql k p(61,05) d6y = 1.

Odtud dostaneme hodnotu normalizujici konstanty k, a tedy

1
= b
Jor p(61,62)d6,

p(61]62) = (01,6),
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neboli (po obvyklém zjednoduseni zapisu, kde rozdil mezi funkei a jeji hodnotou
v daném bodé plyne pouze z kontextu)

p(017 02)

p(01|02) = p(02)

(6.26)

Neurcitost proménné 0 pri znamé hodnoté proménné 05 je tedy popsana podminé-
nym subjektivnim rozdélenim pravdépodobnosti.

Ptedchozi vztah lze rovnéz psat ve tvaru

p(01,02) = p(01|602) p(02), (6.27)

ktery popisuje zpusob, jak skladat popisy neurcitosti parametri, zname-li popis neurcitosti
parametru 6 pro zndmé hodnoty parametru 82 (podminéné rozdéleni) a popis neurcitosti
parametru 02 (margindlni rozdéleni). Opakovanym pouzitim vztahu dostaneme vztah
pro sdruzeny popis neurc¢itosti N parametru

N—-1

p(01,02, e ,0]\[) = H p(gk’9k+1, .. .,ON) . p(oN), (628)
k=1

nazyvany retézové pravidlo.

Uvedené dvé zdkladni operace definuji logickou strukturu bayesovské statistické in-
ference. Jejich numericka realizace v piipadé normadlniho rozdéleni subjektivni hustoty
pravdépodobnosti byla popsana v odstavci 6.4.

Podobné vztahy plati i pro podminéna rozdéleni pravdépodobnosti. Predpokladejme, ze
odhadujeme hodnotu @ pomoci méfenych dat y; a y,. Potom

p(0,y1|y2) .
p(y1ly2)

Dosadime-li podle (6.27))

P(6,y11y2) = p(Oly1. y2) p(Y11y2) = (116, y2) p(0]y2)
a ur¢ime-li margindlni podminénou h.p. podle (6.25))

Pnlys) = [ p(9116.95) p(6lys) db.

dostaneme znamy Bayesiv vzorec

p(0ly1,y,) = (6.29)

_ p(5110,y5) p(6lys)
PO ) = T, 16,92) p(Bly) 6 (6.0

Neuvazujeme-li hodnotu y,, dostaneme

~ pl(y,]9) p(8)
pBlyy) = fp(ylllé’) p(0) b’

Je-li ddna hodnota y;, pak funkci p(y,|0) lze povazovat za funkei nikoli y;, ale 8. Jak jsme
jiz. uvedli v odstavci o metodé maximalni vérohodnosti, tuto podminénou h.p. nazyvame
vérohodnostni funkci pro y; a znacime [(y,]|0). Aktualizaci podminéné h.p. podle
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Bayesova vzorce lze tedy psat ve tvaru souc¢inu vérohodnostni funkce a apriorni h.p.

p(0lyy) o< L(y,1]0)p(0).

Tuto tvahu je mozné zopakovat i s uvazovanim dalsi informace y,. Dostaneme

p(0ly1,y2) < 1(y1]6,y2)p(0]y,),

kde podminénd h.p. p(@|y,) je opét z hlediska dat y; apriorni h.p.

Vidime, ze vérohodnostni funkce je jedinym prostiedkem, jak zméfena data, tj. v tomto
pripadé y,, mohou modifikovat apriorni znalost o parametru 6, popsanou h.p. p(8), popf.
p(0]ys). V obou piipadech jde o informaci zndmou pfed zmétrenim dat y,. Vérohodnostni
funkce pak reprezentuje veskerou informaci o 6 obsazenou v téchto datech. Vysledna podmi-
néna h.p. popisuje aposteriorni znalost o parametru 0, tj. znalost, kterd vyuziva informaci
obsazenou v datech y;.

Vliv dat na apriorni h.p. muze byt vyjadfen sekvenéné (rekurzivné). Uvazujeme-li pos-
tupnou akumulaci informace z nezavislych, stejné rozdélenych dat y1,ys, ... , je zfejmé

n

p(yl0) = T p(uil0),

i=1
takze také vérohodnostni funkci lze psat ve tvaru
1(0ly) = 1(01y1)l(Blyz) - - L(O]yn)-
Podminovéani daty pak bude
p(@ly1) o 1(B]y1) p(9)
p(Olyr,y2) o< 1(0lyr,y2) p(6)
o< U(Blyz2) L(O]y1) p(6)
o< UBly2) p(Olyr)

pOly1, .- yn) o< 1Olyn) pOly1,- - Yn1),

tj. aposteriorni h.p. z kroku y; je apriorni h.p. pro krok ys, a tento proces lze rekurzivné
opakovat. Zvlast vyhodné je, podaii-li se mnajit takovy analyticky tvar aktualizované
podminéné h.p., ktery se pii modifikaci vérohodnostni funkci reprodukuje. Pro repro-
dukujici se podminéné h.p. lze funkciondlni rekurzi redukovat na algebraickou rekurzi
na parametrech této podminéné h.p.

7 multiplikativniho charakteru akumulace informace je dale ziejmé, ze

e na pofradi skladani informace obsazené v nezdvislych datech nezalezi

e nulova hodnota apriorni h.p. jiz nemuze byt zddnymi hodnotami dat zménéna.
Poznamka: Je-li [[(fly) df < oo, potom funkci

1(0]y)
J1(0ly) do

nazyvame standardizovana vérohodnostni funkce. a
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6.6.2 Volba apriorni hustoty pravdépodobnosti

Castym tématem diskuzi kritizujicich bayesovskou metodologii je zavislost vysledki na
apriorni informaci. V situacich, kdy data nesou informaci o odhadovanych parametrech (coz
odpovidé predpokladu spravné zvolené struktury modelu a dobie navrzeného identifika¢niho
experimentu), by neinformativni apriorni h.p. méla byt dominovéana vérohodnosti, tj.
apriorni h.p. by méla byt lokalné plocha vzhledem k vérohodnostni funkci. Tuto vlastnost
ma napf. rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti.

Poznamka: Uvazujme apriorni h.p. p(@) > 0, p(f) o konst. Neni-li objem mnoziny
moznych hodnot parametru konecny, pak takova h.p. nemuze byt hustotou pravdépodob-
nosti a nazyvame ji nevlastni apriorni h.p.. Pii feSeni praktickych tloh vsak musi byt
neinformativni h.p. tmérna konstanté pouze v oblasti nenulové vérohodnostni funkce a
nikoli na celé mnoziné. O

Pozadavek, aby apriorni h.p. byla dominovana vérohodnostni funkci, je rozumny za
predpokladu, ze pfi vhodné zvolené struktuie modelu a dostateéné bohatém testovacim
signalu muze experiment piinést dostate¢né mnozstvi informace o v8ech parametrech. Tato
informace muze byt akumulovdna tak dlouho, az je podstatné piesnéjsi nez apriorni infor-
mace; vyslednd podminéna h.p. tedy neni na apriorni h.p. ptilis zavisla. Tento pozadavek
se nazyva princip stabilniho odhadu.

Naopak v situacich, kdy akumulovana informace obsazend v datech neni presnéjsi nez
informace apriorni, nenf vérohodnostni funkce dominujici. V takové situaci muze byt sporné,
zda vibec ma smysl experiment provadét. Vyjimkou je situace, kdy uzivatel znad apriorni
informaci (napt. omezeni ziskané matematicko—fyzikalni analyzou problému), ktera neni
v datech obsazena. Potom dochézi k zddoucimu skladani této apriorni informace s informaci
obsazenou v datech a nepozadujeme, aby apriorni informace byla informaci v datech aplné
potlacena, tj. vérohodnostni funkce nemusi byt dominujici.

V mnoha situacich je vyhodné najit uréity kompromis mezi neinformativni a informa-
tivni apriorni h.p. Vhodné zvolend informativni apriorni h.p. muze napf. podstatné zlepsit
prechodovy déj pii identifikaci parametri pro adaptivni fizeni (Karny a Halouskoval, |1992]).
K otézce volby informativni apriorni h.p. se vratime v dalsich odstavcich.

Dalsi problém souvisi s volbou parametrizace modelu. Jestlize zvolime apriorni h.p.
parametru 6 lokdlné rovnomérnou, potom distribuce 87!, log@ nebo jingch transfor-
maci parametru 6, které rovnéz mohou odpovidat ,,rozumné® parametrizaci modelu, jiz
rovnomeérna nebude. Bayesovské inference v ruznych souradnych systémech s ,,neinforma-
tivni* apriorni h.p. (interpretujeme-li , neinformativni“ jako ,,rovnomérné rozdélenou“) by
tedy vedla k rozdilnym vysledktm.

Odpovéd na otdzku, pii které parametrizaci modelu je spravné volit neinformativni apri-
orni h.p. jako rovnomérné rozdélenou, spoc¢iva v nalezeni tzv. vérohodnosti posouvanych
daty (data translated likelihood (Box a Tiaol (1973)). Pifedpokladejme, ze existuje trans-
formace soufadnic takova, ze v transformovanych soufadnicich se prubéhy vérohodnostni
funkce v zdvislosti na datech lisi pouze polohou, zatimco tvar vérohodnostni funkce
je na datech nezavisly. V téchto soufadnicich je tedy mnozstvi informace obsazené ve
vérohodnostni funkci nezavislé na hodnoté odhadovaného parametru a apriorni subjektivni
h.p. je pravé v tomto souradném systému lokalné rovnomeérnd. Pii pouziti jiného souradného
systému je tfeba rovnomeérné apriorni rozdéleni transformovat.
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Obecné je mnozstvi informace obsazené ve vérohodnostni funkci popsané hodnotou
Fischerovy miry informace. Neinformativni apriorni hustotu pravdépodobnosti libovolného
parametru £ 1ze proto urcit podle Jeffreysova pravidla (Box a Tiaol [1973) tak, aby

p(&) o< F(§)2,

tj. apriorni h.p. je imérnd odmocniné z Fischerovy miry informace

_ 9% logl(&ly)
F)=¢ {_852}’

a je tedy rovnomeérna praveé tehdy, kdyz F (&) je nezavisla na hodnoté £. Toto pravidlo lze
zobecnit i na vektorové parametry.

Souvislost neinformativni apriorni h.p. s vlastnostmi vérohodnostni funkce budeme nyni
ilustrovat na odhadovéni parametru polohy (tj. stfedni hodnoty) a parametru méfitka (tj.
rozptylu) normélniho rozdéleni.

Priklad (Apriorni h.p. pro parametr polohy)

Necht y = [y1,...,9a]7 je ndhodny vybér z rozdéleni N'(u, 0?) se zndmym rozptylem o2.

Vérohodnostni funkce pro p bude mit tvar (y; jsou nezavislé ndhodné veliciny)

(yi —p)?
e 20’2

n
(plo,y) H
1 n
72

Upravime exponent na tvar
kde

je vybérovy primér. Protoze prvni éast tohoto vyrazu Y1 (y; — 7)? je pro znam4 data
konstantni, vérohodnostni funkce bude

(n—9)?
(ulo,y) e 207/
Poloha téchto kiivek je uréena statistikou 7 a jejich tvar urceny parametrem o?/n je na
datech nezavisly (viz obr. kde jsou vyznateny prubéhy vérohodnostni funkce pro y =
2, 4, 6, 8). O
Vérohodnostni funkce v pfedchozim piikladu je posouvéna daty, proto pro odhad
parametru polohy u je vhodnou neinformativni h.p. rovnomérné rozdélen.
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Obréazek 6.1: Prubéhy vérohodnostni funkce pro parametr polohy

Pi#iklad (Apriorni h.p. pro parametr méfritka)

Necht y = [y1,...,yn] je ndhodny vybér z rozdéleni N'(u, 02) se zndmou stiedni hodnotou
w. Vérohodnostni funkce pro ¢ bude mit tvar

_ (yi — )

e 20’2

L 1
[(o|u, =
(ln.y) 1;[1 =
n52

x o " 672?‘2,
kde

n
2 2
s==3 (yi— )
i=1
je vybérovy rozptyl. Poloha i tvar kiivky zaviseji na hodnoté statistiky s? (viz obr. kde
jsou vyznaceny pritbéhy vérohodnostni funkce pro s? = 1, 2, 4, 6). O
Vérohodnostni funkce v tomto piikladu neni posouvana daty, a proto pro odhad
parametru métitka o neni lokalné rovnomérné rozdéleni vhodnou neinformativni h.p.

Priklad (dokonceni)

Najdeme vérohodnostni funkci pro odhad parametru méritka z predchdazejictho prikladu
v transformovanych soufadnicich log o. Vynasobime—-li vérohodnostni funkci konstantou s™,
plati

n82
n

o s
ol y) o — e 202,
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Obréazek 6.2: Prubéhy vérohodnostni funkce pro parametr métitka

a tedy (protoze ™ = exp(nlogx))
l(logo|u,y) o exp (n(logs —logo) — g o2(logs — log0)> )

Veérohodnostni funkce [(logo|u, y) je ziejmé posouvand daty. O

Tento priklad ukazuje, ze rovnomérné rozdéleni je vhodnou neinformativni apriorni h.p.
k odhadu parametru logo. Znadme-li neinformativni apriorni h.p. v ,,soufadnicich“ log o,
pak tuto h.p. v ,,soufadnicich* o ziskdme podle véty o transformaci h.p.

dlogo
do

Tato apriorni h.p. je vyznacena na obr. carkovanou ¢arou. Interpretace pojmu ,,neinfor-
mativni“ apriorni h.p. je tedy zhruba takové, ze v kazdém soufadném systému je hodnota
takové apriorni h.p. imérné ,,schopnosti* vérohodnostni funkce modifikovat apriorni h.p.
(viz obrazek).

-1

p(0l) = pllog o) \

6.6.3 Odhad parametri normalniho rozdéleni N (u, 0?)

V tomto odstavci shrneme vysledky normélni teorie, tj. odhadovani parametru rozdéleni
N(u,0?%). Uvedeme vlastnosti podminéné h.p. parametru polohy u pro zndmy parametr
méfitka o i vysledky pro soucasné odhadovani parametru p a 0. Chceme-li ziskat bodovy
odhad téchto parametri, volime obvykle maximum aposteriorni h.p. (tzv. MAP odhady),
nebo aposteriorni podminénou stfedni hodnotu. Pro normalni rozdéleni tyto dva odhady
splyvaji.
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Odhad parametru p pro znamé o

Necht y = [y1,...,%]7 je ndhodny vybér z rozdéleni N'(u, 0?) se zndmym rozptylem o2.

Budeme hledat aposteriorni podminénou h.p. parametru p

p(plo,y).

Vérohodnostni funkci a neinformativni apriorni h.p. jsme nasli v prikladu v predchozim
odstavci ve tvaru

(1 —7)?
202 /n :

I(plo,y) x e
kde g = 1/n Y1, yi je vybérovy prumér a neinformativni apriorni h.p.
p(p| o) o konst.

Bayesovsky odhad parametru p s touto apriorni h.p. bude tedy dmérny vérohodnostni
funkci. Po urceni piislusné normalizaéni konstanty dostaneme aposteriorni podminénou
h.p. parametru p

(-7
plulo,y) = (2ro?/m) 2 e 200 (6.31)

tj. parametr p je popsan aposteriorni podminénou h.p.

p(ulo,y) = N(@,0°/n).

Odhad parametru ¢ pro znamé pu

Necht y = [y1,...,ya]7 je opét ndhodny vybér z rozdéleni N (u,0?) se zndmou stiedni
hodnotou p. Budeme hledat aposteriorni podminénou h.p. parametru o > 0

p(ol p,y).

Vérohodnostni funkci jsme nasli v pfedchozim odstavci ve tvaru

TL82

l(olp.y) x o™ e 207,
kde s2 = 1/n 31 (y; — n)? je vybérovy rozptyl. Neinformativni apriornf h.p. jsme nalezli
v piikladu v predchozim odstavci

plolu) oo,

Bayesovsky odhad parametru ¢ s touto apriorni h.p. bude

ns2

p(oli,y) < o, y)p(oln) = o) ¢ 202,
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Po urceni pfrislusné normalizaéni konstanty dostaneme aposteriorni podminénou h.p.
parametru o

ns2

2\n/2 _
(ns”) o~ ¢ 202 5> 0, (6.32)

plolp,y) = m

kde T'( . ) je funkce gamma. Veli¢ina x = ns?/0? ma aposteriorni podminéné rozdéleni y2
(chi—kvadrét s n stupni volnosti), jehoz hustota pravdépodobnosti je

1 n/2—1 efx/Z'

P(@) = S (n/2)

Rozdéleni x?2 je rozdéleni souctu étvercii n nezavislych velicin s rozdélenim A(0,1) a pro
x ~ x2 plati

E{x}=n,

cov{z} =n.

Soucasny odhad parametria p a o

Necht y = [y1,...,%,]7 je ndhodny vybér z rozdéleni N (i, 0?), kde oba parametry u, o
jsou neznamé. Budeme hledat aposteriorni podminénou h.p. téchto parametra

p(p, oly).
Vérohodnostni funkce bude mit tvar
lwoly) = 1] e 20 (6.33)

Upravime nyni vyraz v exponentu

n n

Ywi—w? = D (w9’ +n@—un?

i=1 i=1
— v (g - p)
kde
v=n-—1

je pocet stupnu volnosti,
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je vybérovy prumeér a
1 n
§*=— Z(yi -7)?
Visi

je vybérovy rozptyl (na rozdil od odhadu parametru o pro znidmy parametr p je v tomto
piipadé pocet stupiiu volnosti nizsi v = n—1).

Veérohodnostni funkci 1ze upravit na tvar (viz postupy v predchozim odstavci)

{ n(,u—y>252 1/52}
n o9\ ¢ ) 52 942
oy oc (2) el 200 St 2]

Pro konstantni hodnotu s je tato vérohodnostni funkce posouvana daty 7 ve sméru osy u a
pro konstantni hodnotu 7 je tato vérohodnostni funkce funkef poméru 2, tj. bude posouvana
daty v logaritmickych soufadnicich ve sméru osy logo.
N2
Zménou hodnoty s ve vyrazu (%) dochézi rovnéz ke zméné métitka ve sméru osy p.

Predpoklddame-li vSak, ze apriorni informace o parametrech p a o jsou vzdjemné nezavislé,
lze tuto interakci zanedbat a neinformativni apriorni h.p. bude

p(p,0) = p(p)p(o) oc k. o ",

Pouzitim této apriorni h.p. dostaneme aposteriorni podminénou h.p.

(e ) %2}

2 952
plp 0| y) oc o™ (" { S

a s pouzitim vztahu

/ g ema/e® gy — %a_”/QF(V/Q)
0

/OO G_ﬁ(x_“)zdx =20

—00

uréime prislusnou normalizac¢ni konstantu aposteriorni podminéné h.p.
2 2
n(u—7) VS}

n\Y%2 2 vs? v/2 {_ 202 T 9,2
_ S Yo 7(n+1) g g

Tuto sdruzenou podminénou h.p. muZeme psat ve tvaru

(6.34)

p(u,oly) = p(ulo,y) plaly),
kde podminéna hustota pravdépodobnosti i pro dané ¢ bude totoznd s (6.31])

(n—7)°

1 v 202 /n
P(M‘ 0,Y) = (27r02/n> e )
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coz je normalni rozdéleni

p(plo,y) = N(y,0%/n)

(vsimnéte si, jak presnost odhadu opét roste s poc¢tem dat) a margindlni hustota pravdé-
podobnosti ¢ bude

1/82

v/2
2 vs? 55
— ve —(v+1) 202
p(oly) 0 /2) ( 5 ) o e 207 (6.35)

Veli¢ina '%2 mé tedy rozdéleni chi-kvadrat s v = n—1 stupni volnosti

vs? 2
o

gz X
V piipadé, ze se zajimame pouze o hodnotu parametru u, ale hodnota parametru o je
neznamad, je tieba najit podminénou h.p. obou parametru a potom urcit vyintegrovanim

pomocného parametru marginalni hustotu pravdépodobnosti p

p(uly) = /0 ™ (| 0. ) (o] y)do.

S vyuzitim vySe uvedenych vztaht dostaneme

vl

P G 9)2] 7 (6.36)

vs?

n )1/2 I ((v+1)/2)

prly) = (1/82 T(v/2)T(1/2)

Velicina t = ﬁ?ﬁ m3 tedy jednorozmérné Studentovo rozdéleni s v stupni volnosti

9 v
t 2
1+—

174

1)” L ((v+1)/2)
v) T(v/2)T(1/2)

p(t) = (
coz budeme znacit

p(uly) =t (7,8 /n,v).

Pro velka v se toto rozdéleni blizi normalnimu rozdéleni.

Postacujici statistiky

Ve v8ech uvedenych pripadech jsme vidéli, ze data ovliviiuji prubéh aposteriorni podminéné
h.p. prostfednictvim vérohodnosti, kterd zavisi pouze na nékolika zndmych funkcich dat.
V ptipadé odhadu parametru p pro znamé o je

(1 —7)*

—L 2
Wuloy) xe  20°/m

a vSechna dalsi informace v datech (kromé poc¢tu méfeni a vybérového prumeéru 7) neovlivni
aposteriorni podminénou h.p. parametru p. Veli¢inu 7 spolu s rozsahem ndhodného vybéru
n proto nazyvame postacujici (suficientni) statistikou pro odhad parametru p.
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Pro odhad parametru o pro znamé u je

n52

(ol y) o™ e 207

a postacujici statistikou pro odhad parametru o je

Z(yi - M)2
i=1

a pocet méfeni n.

52:

V piipadé, Zze oba parametry p, o jsou neznamé, je vérohodnostni funkce

n(u—7)? }

2 T 9.2
(. o]y) o o) { 2t

Pocet méfeni n a déle veli¢iny
n

> i

i=1

(vybérovy prumeér) a

1 n
§ == Z(yi -7)°
Vici

y:

SRS

(vybérovy rozptyl) nazyvame sdruzené postacujici statistiky. Protoze jde zéroven
o mnozinu funkci dat s nejmensim poctem prvkid, jsou tyto funkce zdroven minimalni
postacujici statistiky.

Existence kone¢éné postacujici statistiky umozniuje akumulovat veskerou informaci ob-
sazenou v datech v omezené paméti pocitace. V tomto smyslu tizce souvisi s definici stavu
dynamického systému, kterou uvedeme pozdéji. Upozornéme zde téz, ze existence takové
koneéné postacujici statistiky je pro obecnd rozdéleni spiSe zvlastnosti nez obecnou vlast-
nosti.

Informativni apriorni h.p. o

Sdruzenou podminénou h.p. p a o lze obecné vyjadiit ve tvaru

p(p,oly) = p(plo,y) ploly),

kde p(p| o, y) je dana (6.31)) a p(o|y) je déna (6.35). Margindlni podminénd h.p. parametru
u je dana

pluly) = [ plulo.y) ploly) do. (6:37)

Tato integrace ukazuje, jak je aposteriorni podminénd h.p. parametru g ovlivnéna znalosti
parametru o. Je-li apriorné presné znamo, ze o = oy, pak

plaly) = d(a — oo)
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a potom

piuly) = [ " plul o, ) 8(0 — o0) do = plul 00, y).

Jestlize naopak a priori neni o ¢ znamo nic, pak vSechna dostupnd informace je obsazena
v datech, tj.

Z/S2

po]y) o@D e 202,

Podminénd h.p. parametru o tvoii vdhy, s nimiz se pii vypoctu margindlni podminéné
h.p. parametru p podle (6.37) uplatiuji jednotlivé hodnoty podminéné h.p. p(u|o,y) na
vytvofeni vysledného t-rozdéleni (6.36]).

Uvazujme nyni situaci, kdy uzivatel ma urcitou apriorni pfedstavu o hodnoté parametru
o, kterou by chtél zabudovat do vypoctu podminéné h.p. p(u|y). Vhodnou informativni
apriorni h.p. p(o) lze najit ndsledujici myslenkovou konstrukei: Predpoklddejme, ze k urcéeni
apriorni h.p. p(c) mame k dispozici pomocnd data ¥, = [Va1,- - -, Yan,) . - Na jejich zdkladé
ur¢ime margindlni aposteriorni podminénou h.p. parametru o, ktera bude mit tvar

2
a

ploly,) o ¢t e 202

Vg S

Tuto aposteriorni podminénou h.p. pouzijeme jako informativni apriorni h.p. pfi zpracovani
hlavniho vzorku, tj.

Vst

p(a) x 0,7(110,4’1) 6_ 202 7

kde v, obsahuje informaci o pfesnosti tohoto apriorniho odhadu a s, je informace o hodnoté
parametru o. Aposteriorni podminénd h.p. pak bude

_np—7)?* vs Vys?
_(Va+1) 6_

_ 202 202
p(p,oly) oo™ 6{
Odtud marginalni podminénd h.p.
yasg + vs? U352

—(va+v+1) ei 252 — o (71 672#‘2

p(oly) <o
tj. veli¢ina Z—gj ma rozdéleni X% s poc¢tem stupiiu volnosti

UV=v,+v (6.38)
a faktor méritka je uréen vztahem

U5 = vgs2 + vs’. (6.39)

Marginélni rozdéleni p(u|y) pak bude

THL

n _\2 | T 2
p(ply) o< ll + (Mys?y>] : (6.40)
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Veli¢ina t = % m3é tedy Studentovo rozdéleni s T stupni volnosti.
Vliv informativni apriorni h.p. na vysledny odhad (6.40) tedy spocivé ve zvySeni poctu
stupnu volnosti dle (6.38]) a ve zméné faktoru méfitka (6.39). Pii vypoétu vysledného faktoru

~ 7

métitka dle (6.39) lze jednotlivé poéty stupnu volnosti v, a v chépat jako relativni vahy
vlivu apriorniho odhadu s2 a vybérového rozptylu s2 na vyslednou hodnotu 32.

6.6.4 Odhad parametrua linearniho normalniho modelu
Predpoklddejme, ze stfedni hodnoty vysledku skaldrnich méfeni
Y=[y1,v2 - Vir- - yk]
jsou linedrni funkef znamych dat
zZ-T = [zi1,2i2, -y 2in) , 1=1,2,... K,
vazenych neznamymi parametry
0 = [61,02,...,0,)"

a ze jednotlivé méfené hodnoty jsou nezavislé veli¢iny s normdalnim rozdélenim a stejnym
rozptylem o2. Takto definovany soubor dat nazyvéame normalni linearni model a lIze jej
popsat soustavou rovnic

yi:ziTG—i—e,- , 1=1,...,K, (6.41)
kde
€; NN(O,O’?).

Definujeme—li matici dat

T

21

Z = :

T

K

a vektor

T
82[81,82,...,6[(] )

lze tuto soustavu popsat

y=27Z0+e. (6.42)

Odhad parametru 6 pro znamé o,

Ptredpoklddejme, Ze parametr o. je znamy, a hledejme aposteriorni podminénou h.p.
parametru 6. Vérohodnostni funkce bude mit tvar

) 52— 20)"(y - 20)
[(B]oc,y) =p(y|6,0c) x e . (6.43)
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Predpoklddejme, ze hodnost matice Z je n. Potom kvadratickou formu v lze upravit
na soucet
(y—20)"(y—26)=(y—9)"(y—9)+(0-6)"2"2(6-0),
kde
0 = (ZTZ)_l ZTy
je odhad vektoru parametru @ metodou nejmensich ¢tvercu a
y=26

je vektor vyrovnanych hodnot y. Dukaz lze provést dosazenim. Prvni ¢dst rozkladu (y —
)T (y — ¥), kterou nazyvame rezidudlni souéet &tvercii, nezivisi na parametrech 6.
Vérohodnostni funkci je proto mozné psat jako

b

707 CEOWANVACEY)

1(0|oe,y) xe

Kiivky konstantni vérohodnosti v prostoru parametru 6 jsou (hyper)elipsoidy se stfedem 0
a tvarem nezavislym na 6; vérohodnostni funkce je (pro danou matici Z) posouvana daty
a neinformativnf{ apriorni h.p. je tedy lokdlné rovnomérna. Pouzitim vztahu

1 NT T 3

—@(0—0) Z"'Z(6-0) (V2o )"

/ e e de = T

” 22|
uréime aposteriorni podminénou h.p.
1 .
‘ZTZ‘W —(6-0)72"7(0 - 6)
PO oy) = L ¢ 202 . (6.44)

Tato podminéna h.p. je tedy normélni
p0loe,y) =N (8,02(272)7).

Poznamka: Matici Z7 Z lze rovnéz psat ve tvaru

K
z'z = Z 22T,
i=1
Odtud lze ukazat, jak rostouci mnozstvi dat ovliviiuje pfesnost odhadu parametra (pokud
data dostatecné vybuzuji cely prostor dimenze n), a najit nutné a postacujici podminky
konvergence odhadu (Bittanti a dalsi, |1990)). a
Pomoc{ aposteriorni podminéné h.p. (6.44) muzeme urcit oblasti nejvétsi aposterior-
ni pravdépodobnosti vyskytu parametra (H.P.D. regions (Box a Tiao, [1973)). Oblast
) v prostoru parametru @ se nazyva oblast nejvétsi aposteriorni pravdépodobnosti vyskytu
parametru s pravdépodobnostnim obsahem 1—q, jestlize

a) POeQy]=1-aq,
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b) pro libovolnou dvojici 8 € €2, 05 ¢ Q) plati

p(01]y) > p(Oa2ly).

7 téchto vlastnosti plyne, ze oblast nejvétsi aposteriorni podminéné h.p. je oblasti s prav-
dépodobnostnim obsahem 1 — « nejmensiho objemu. Protoze podminénd h.p. (6.44) je
monoténné klesajici funkei kvadratické formy

a0 - 0072 Z0-9)

budou oblasti nejvétsi aposteriorni podminéné h.p. ohrani¢ené kovariancénimi elipsoidy

o2

- ZT7z .
T
q(0) =(60—-0) 7(9 — 0) = konst.
7 vlastnosti mnoharozmérného norméalniho rozdéleni vyplyva, ze rozdéleni kvadratické for-
my ¢(0) je x2. Oblast, v niz se parametry vyskytuji s pravdépodobnosti 1—a, je proto
urcena nerovnosti
T
2

q(6) = (6 —0) (6 —0) < qa,

g

kde g, je horni a-kvantil rozdéleni x?2, tj. plati

da
/ a(z) de =1 - a.

—0o0

Soucasny odhad parametra 6 a o,

V tomto odstavci budeme pfedpoklddat parametr o, rovnéz nezndmy a budeme hledat
sdruzenou aposteriorni podminénou h.p. parametru 6 a o.. Vérohodnostni funkce bude mit
tvar

1
~52(y—20)" (y - Z6)
10,0.|y) xo. 5 e 207 :

Kvadratickou formu opét upravime na tvar
(y—20)(y—~260)=(y-9)"(y-9)+(0-07272(0-90)
a definujeme rezidualni rozptyl

P =y

Yy - @)7
kde pocet stupmnu volnosti je
v=K —n.

Potom vérohodnostni funkci lze upravit na tvar

vs? 52 ATZTZ ~
K -2 - 0-0T T 0-8)
18.0./y) x () { 202 20 :

Oe¢
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Na zékladé stejnych tivah jako v predchozim odstavci lze ukazat, ze neinformativni apriorni
h.p. je
p(6,0c) x o,

e -

Aposteriorni podminénd h.p. pak bude

vs” (6 — é)TZTZ(e - 5)}

v
(6, 0] y) o o7 KD { 20¢

Tuto podminénou h.p. lze psat ve tvaru

p(0,0c|y) = p(0|oe,y) ploely),
kde podminéna hustota pravdépodobnosti 6 pro dané o, bude totoznd s (6.44)

1 . _
‘ZTZ‘l/Z ~53(0-0)2"2(0-6)

p(Glae,y) = m e € )

coz je normalni rozdéleni
p(0loe.y) =N (0,02(272)7),

a marginalni hustota pravdépodobnosti o, bude

U82

v/2 _
2 vs? 2
_ —(v+1) 20

2 7’ ~ /7 /7 7’ . .
“% ma rozdéleni chi-kvadrat s v = K —n stupni volnosti

e

tedy veli¢ina

vs? 9
~Y

5~ Xy

e

o
K uréeni margindlniho rozdéleni parametru 8 vyuzijeme opét vztah

/ g~ (M) g=a/e® g — %cf”/QI’(n/Q)
0

a dostaneme

(v4n) /2
: (6.46)

vs?

. ‘ZTZ‘”Z C(wtn)/2) [, (0-072"2(6-8)]
p(0ly) = (vs2)n/2 T(v/2)0(1/2)"

coz je n—rozmérné Studentovo rozdéleni s v stupni volnosti
p(Oly) =ta (0,5(272) 7" v).
Podminéna h.p. (6.46) je opét monoténné klesajici funkei kvadratické formy

T
10 =0-87% 200

S
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Lze ukdzat, ze tato kvadratickd forma mé rozdéleni F'(n,v). Oblast, v niz se parametry
vyskytuji s pravdépodobnosti 1 — «, je proto uré¢ena nerovnosti

VAN .
T 2 (H—O)SQOH

a(6) = (68"

kde g, je horni a—kvantil rozdéleni F'(n,v).
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Kapitola 7

Filtrace, predikce a interpolace

V této kapitole uvedeme zakladni vysledky linearni filtrace. Protoze tlohy filtrace, predikce
a interpolace (téz vyrovnavani - smoothing) jsou v teorii fizeni vétsinou formulovany pro
casové fady, budeme pozadovat, aby navrzené algoritmy mély rekurzivni (sekvenéni) charak-
ter.

7.1 Rekurzivni odhadovani

Nejprve ukazeme modifikace nékterych metod odhadovani tak, aby bylo mozné zpracovavat
méfend data rekurzivné. Pfitom dospéjeme k dulezitému pojmu bélici filtr (whitening
filter).

Rekurzivni vypocet vybérové stiedni hodnoty

Zakladni statistikou pfi odhadovani veliciny x na zékladé méfeni k hodnot y1,...,yx je
vybérovy prumeér

i
Uk =4 > i (7.1)
i—1

Chceme-li po zméfeni dalsi hodnoty yi aktualizovat hodnotu g na hodnotu iy, neni
tieba provadet cely vypocet (7.1), ale plati
1 k1

Yen = m 1:21 Yi

1

k
= 717 Zyi+yk+1>
k+1 <z’=1

1
= —(ky .
Pl (k U + Yrn)
Aktualizaci je tedy mozno provadét rekurzivné jako

k 1

U = —7 —_— 7.2
Yrept k+1yk+k+1yk+1 (7.2)

209
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_ 1
Yk + ki—i—lykﬂlk

s pocatecni podminkou gy = 0, kde

Uk |k = Ykt — Uk
je chyba predikce méfeni yiy na zdkladé zndmych dat {y1,...,yx}. O

Vyslednd rovnice pro aktualizaci odpovida svoji strukturou linearnimu ¢asové promeén-
nému systému. Je vidét, ze vliv novych méfeni na vybérovy prumér s ¢asem klesi. Uvidime,
ze podobné vlastnosti budou mit i dalsi rekurzivni metody.

Rekurzivni vypocet vybérového rozptylu
Dalsi casto uzivanou statistikou je vybérovy rozptyl

2=

k
> (i —)* (7.3)
i=1

el e

Aktualizaci 5% na s% 11 1ze popsat

1 k1
2 R
Sk = k1 i:l(yl Urt1)
1 k1 )
= — > (i — k) + Uk — Y1)
k+1 =
ko 1 SN2 o —\2
= arik + m(ykﬂ Uk)” — Uk — Ui)”
Podle ptredchoziho piikladu upravime posledni ¢len

1
S a2t 2
(Yerr — k) it 1)2 (Yerr — k)
a dostaneme koneény vztah

k k _
St = k+18% + (k+1)2(yk+1 — r)° (7.4)

1 k
2 -2 2
= S _— _— f— — S
k+/€—|—1 <k+1(yk+1 k) k>,
opét s pocatecni podminkou s3 = 0.
Podobnymi postupy lze odvodit rekurzivni vztahy pro nékteré dalsi statistiky.

Dale se budeme zabyvat vztahy pro sekvenéni ML odhad. Nejprve uvazujme jednodussi
piipad nezavislych chyb méfeni. Uvazujme méfeni neznamé deterministické veli¢iny @

Y = Ck:c + ey, (75)
kde
~ 2 2
ex NN(O,dlag [01,...,an}> .
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Rovnici (7.5)) 1ze psat maticové
T

n c €1
T
Yk (& €k

ML odhad pro k£ méfeni bude mit kovarian¢ni matici chyb odhadu podle

Py = (CIR;'Cy) (7.6)
a vlastni odhad bude

Zyk = PaCL R, 'y, (7.7)

Nyni popiseme aktualizaci téchto veli¢in po zméfeni hodnoty yxy1. Model méfeni mizeme
psat jako

[ ] C e
Y _ Tk T + k
| Yk | Clet €t

kde

i €kl ] 0 Okt

Kovarianéni matice chyb odhadu tedy bude

“1
Pirn = (C;?:F+1R1;+11 Ck+1)

_(fe ' [rR o ] ' [a ]|
Chn 0 ok Chn

1
T p—1 CkJrlc%—‘rl
Okt

neboli

-1

p _ [ p Chi1Chi 78

il = | Fzp + o7 : (7.8)
+

Pouzijeme-li lemmatu o inverzi matice (6.24)), dostaneme

-1
T 2 T
Piry = Pzp — Pzrepn (Ck+1P5:ka+1 + 0k+1) Cir1 Pk
K nalezeni rekurze pro odhad upravme (7.7) v ¢ase k+1

~ T —1
Tukn = PanCrpoR Yen

T -1
= Pspn (:;k B S Yi
Ciopt 0 O Ykt

- Cl1
= Pin (Cng Yy + ;yk-i—l) .
Okn
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Podle (7.6 vsak

T p—1 —1
Ck Rk Y = Pik: LNLE

a tedy
~ 1A Cit+1
TyLkH = PikJrle;k Tyik + o2 Y1 -
k1

Konecné podle ([7.8)

crachy \
1 _ -1 k1 Clep1
Py = <P£k+1 T T2 :
kL
Pouzitim tohoto vztahu dojdeme ke konecné formeé rekurze
~ A P Chtl T =
TyvikH = Tk + 5ck+lo_T Yt — Cpu®mik ) » (7'9)
kL

kde opét
Tret1 ke = Yk — Chy ok

je chyba predikce méfeni ygy1. Po¢ateéni podminka rekurzi a
Pi=0 a @yo=0

popisuje nulovou apriorni informaci o odhadované veli¢iné .

Porovname-li vztahy pro jednorazovy a rekurzivni ML odhad, zjistime, ze kromé moz-
nosti zpracovavat data sekvenéné jsme dospéli k vypocetné vyhodnému schématu, které
nevyzaduje zadné invertovani matice, ale pouze skalarni déleni. Je-li k dispozici apriorni
informace o veli¢iné x, inicializaci rekurze

P%ol =P, a Zyo= My
dospéjeme k rekurzivnimu MS estimatoru. Rekurzivni vztahy pro ML a MS estimétor jsou
jinak totozné.

Nyni se vratme zpét k rekurzivnimu ML estimatoru v pifpadé zdvislych chyb méfeni.
Rekurze a byly odvozeny za predpokladu diagondlni matice R. Je-li tato matice
pozitivné (semi)definitni pro vSechna k, lze nezavislosti chyb jednotlivych méfeni dosdhnout
vhodnou filtraci dat.

Uvazujme LD faktorizaci kovarian¢ni matice Sumu Ry,
LyDyLi = Ry,

kde Lj je monickd dolni trojihelnikovd matice (tj. s jednotkovou diagondlou) a Dy je
diagonalni matice s nezapornymi prvky na diagonale. Oznac¢me

Fp,=L."

Vzhledem k definici matice Ly tato inverze vzdy existuje a F', je rovnéz dolni trojihelnikova
matice. Vyndsobime-li rovnici popisujici méfeni matici F'y, dostaneme

Fyy, = F,.Crx + Frey,
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neboli
Ypr = Cri + exp,

kde indexem F' jsou oznacené filtrované veli¢iny

Yo = Fryy
Cw. = F.Cy
€Ep — erk'

Kovarianéni matice filtrovaného Sumu
Ry, = €& {eergk}
= & {ererng;‘g}
= Fi€ {eergk} FT
= F.R,F!
a vyuzitim LD faktorizace a definice matice F'j, dostaneme
Ry = Dy,.

Kovarianéni matice filtrovaného Sumu je tedy diagondlni a protoze filtrovany Sum je bily,
nazyvé se filtr F'y, bélici filtr (whitening filter). Ozna¢me déle jednotlivé prvky matice F'y,

1

fa 1
Fp=| f3a1 f2 1

fl;l fre fra ..o 1

Pak pro filtrované veli¢iny plati
k-1
Yok = Yk + Z T iYh—i-
i=1
Radky matice Fj, tedy definuji posloupnost ¢asové proménnych linedrnich filtria. Z dolni
trojihelnikové struktury matice F'i plyne, Ze tyto filtry jsou kauzalni.
Matice R mé casto pasovou strukturu. Lze-li napiiklad Sum méfeni popsat jako MA
proces v ustdleném stavu (tj. zac¢inajici v ¢ase —o0)

n
€k = Vg + Z CiVk—,

=1
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kde v je bily Sum, bude mit kovarianéni matice Sumu strukturu

g T1T ... Tp 0
T To
r
R, = "
Tn
o T1
| O Tm ... T1 To |

s hodnotami r; danymi vztahem

n—
T, = Z CjCj_H',
J=0

pficemz poklddame co = 1 (zkuste odvodit!). Potom posloupnost filtri fj;, vzniklych na
zakladé faktorizace této matice, konverguje k linearnimu filtru

(o]
Yok = Uk + D fileis
i=1
jehoz vlastnosti jsou dany spektralni faktorizaci prislusného MA procesu. Rozmyslete si, jak
lze vyhodné tuto posloupnost filtri pocéitat rekurentné.

7.2 Wieneruv filtr

7.2.1 Formulace problému

Piedpokladejme, ze x(t) je nezndmd ndhodné posloupnost, y(t) je méfend posloupnost a
chceme odhadovat hodnoty posloupnosti x(t) na zdkladé méfeni y(t) linedrnim, obecné
¢asové proménnym filtrem F'. Pfedpokladejme déle, Zze zndme autokovarianéni a vzdjemné
kovarianéni funkce téchto posloupnosti a ze k uréeni hodnoty odhadu Z(t) mame k dispozici
data {y(to),...,y(T)}, kde tg je pocateéni a T koncovy cas méfeni. Odhad Z(¢) linedrnim
filtrem 1ze obecné popsat jako

T
z(t) =Y F(t,7)y(7). (7.10)
T=to

Filtr F, ktery realizuje LMS odhad veli¢iny x(t), se nazyvd Wieneruv filtr. Pfitom je
vhodné rozlisovat tii zakladni piipady:
- pro T' < t hovoiime o 1loze optimalni predikce
- pro T' =t hovoiime o 1loze optimalni filtrace
- pro T' > t hovoiime o 1loze optimalni interpolace.

K nalezeni optiméalniho filtru, ktery bude realizovat jednu ze t¥i vyse uvedenych tloh,
je tfeba minimalizovat kritérium

JLMS =tr P@(t), (711)
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kde
Pi(t) = £ {(a(t) — &(t)) (x(t) - (1)) "}

Podle principu ortogonality vSak je toto kritérium minimalni, je-li chyba odhadu ortogonélni
k hodnotam dat (viz odstavec 6.2 o LMS odhadech), tj. plati-li

T
& { (az(t) -y F(t,T)y(T)) yT(V)} =0 (7.12)

pro v = tg,..., 7. Tim jsme ziskali diskrétni tvar nestacionarni Wiener-Hopfovy
rovnice

T
e{ay’ (v} =¢ { 3 F(t,T)y(T)yT(V)} . v=ty,...,T,

T=to
neboli
T
Poy(t,v) = > F(t,7)Py,(t,v), v=tgy,...,T. (7.13)
T=to

Tento LMS filtr je v piipadé normélniho rozdéleni obou veli¢in téz MS optimalni a vede
tedy na podminénou stfedni hodnotu & {x(t)|y(to),...,y(T)}.

Je-1i Wiener - Hopfova rovnice splnéna, muzeme na zikladé ortogonality chyby odhadu
a dat dokoncit vypocet kovarianéni matice chyby odhadu

T
P;(t) = £ { (ac(t) — Z F(t,T)y(T)) :cT(t)} (7.14)

= Pu(tt) — ZFtT P,.(7,1).

T=tg

Pfejdéme nyni k ¢asové invariantnimu Wienerovu filtru. Jsou-li oba procesy x(t) a y(t)
staciondrni a pocate¢ni ¢as méfeni tg — —oo, bude Wieneruv filtr rovnéz staciondrni a
muzeme ho popsat ve tvaru

F(t,7)=F(t—rT).
Dostaneme tak stacionarni verzi diskrétni Wiener-Hopfovy rovnice

P, (t—v)= Z F(t—1)Pyy(r—v), v=-o00,...,T,

T=—00

kterou lze upravou séitacich indext prevést na jednodussi tvar

Z F(r)Py(r—v), 7=t-T,...,00. (7.15)
v=t-T
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Rovnice pro kovarianéni matici chyby odhadu, ktera je ve stacionarnim piipadé konstantni,
bude

P: = P (0)— ZTj F(t — 1)Pyo(r —t) (7.16)
= Pmﬁ(o)_ Z F(T)ng(T)v
T=t-T

nebot Py, (—7) = ng(T) (ukazte! ). Resenf Wiener-Hopfovy rovnice velmi tizce souvisi se
spektralnimi vlastnostmi signali. Ukazeme feSeni ve dvou piipadech.

7.2.2 Reseni W-H rovnice pro tdlohu interpolace s nekoneénym zpozdé-
nim

V tomto odstavci budeme piedpoklddat, ze k odhadu hodnoty x(t) méme k dispozici
vSechna data y(7), 7 = —o0,...,00. Tato tloha se nazyva interpolace s nekoneénym
zpozdénim (infinite lag smoothing). Jeji vyznam je spiSe teoreticky - jeji feseni ma velmi
jednoduchou interpretaci a umoznuje porovnat vysledek optimalniho nekauzalniho reSeni a
feSeni s omezujicim pozadavkem na kauzalitu filtru.

Wiener - Hopfova rovnice a rovnice pro kovarianéni matici odhadu budou

P, (t) = Z F(T)Py,(t—T)

T=—00

T=—00

Aplikaci oboustranné Z-transformace dostaneme

S Pyt = S Y () TPy, t—r)e )

t=—0o0 t=—00 T=—00
00 o)
= Z F(r)z™" Z Pyy(t)z*t,
T=—00 t=—o0

coz jsou vyrazy pro spektralni hustoty a prenos
Suy(2) = F(2)Syy(2). (7.17)
Optimalni filtr tedy bude

F(2) = 8,,(2)S;(2). (7.18)

K nalezeni kovarianéni matice chyby pouzijeme nésledujici obrat. Oznacme

P(t) = Py, (t) — i F(r)PL, (7).

T=—00

Potom ziejmé Pz = P(0). Na funkci P(t) nyni muzeme uzit oboustrannou Z-transformaci
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a dostaneme
P(z) = S32(2) — F(2)Syz(2).
Pouzitim ([7.18) dostaneme

P(2) = 8.0(2) — Sy ()5, (2)Syal2). (7.19)

vy
nebo v ¢asové oblasti

1 v
P; = P(0) = 5
o

Vsimnéte si podobnosti tohoto vysledku a vztahu pro LMS estimétor (6.10)).

[Sa (€)= Sy (57) 8, (8T8 (7 | o (7.20)

Priklad (Interpolace s nekoneénym zpozdénim pro systém 1.Fadu)

Uvazujme skalarni systém
z(t+1) = ax(t)+v(t)
y(t) = x(t)+e(d),

kde v ~ N(0,02) a e ~ N(0,02) jsou nezavislé bilé sumy. Z-transformaci téchto rovnic

dostaneme pfenos

1
22 ] gy [v@ ] 7ma V[
lma]“G()[da] X [e@>¥
a tedy
_ 1 1 T
Sre Say | _ z—a 0 oy 0 z7l—a 0
Sye Sy | LOE I VI _11 1
: Z—Q 0-12) z O-Z— a
_ (z — a)(z;l —a) (z — a2)(2*1 —a)
Uv Uv 0_2
| G-aG -0 G-akl-a

Odtud optimélni filtr s nekoneénym zpozdénim bude

Sy(2) _ &
Syy(2) o+ (z—a)(z"! —a)a’

flz) =

Tento vyraz lze upravit na tvar

B A1 —a?) B a\ a\
1(z) = (z—a)(z7l —a) _)\+z—a+z_1—a’

kde A, |a| < 1 jsou vhodné konstanty zévisejici na dynamice systému a a poméru o2 /o2
Dostaneme tedy nekauzalni interpolator se symetrickou impulsni charakteristikou

Ft) = xalt!,
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nebot vyraz a\/(z~! — a) zde interpretujeme jako nekauzalni ¢ast filtru

A
? =alz +a? 2+,
27—«
Pokuste se odvodit vztahy pro A a a. O

7.2.3 Reseni W-H rovnice pro tlohu kauzilni filtrace

V predchozi sekci jsme vidéli, ze predpoklad T — oo sice dovoluje jednoduSe odvodit
optimalni interpolator ve spektralni oblasti, ale ten je nekauzalni. Vysledky proto maji
velmi omezenou pouzitelnost. V tomto odstavci popiSeme postup nalezeni filtru, ktery
kromé pozadavku optimality vyhovuje téZ omezujicim pozadavkim kauzality. Tento filtr
je vhodny pro sekvenéni zpracovani dat mérenych v redlném case.

Uvazujme diskrétni staciondrni Wiener-Hopfovu rovnici (7.15) pro T = ¢, tj. problém
optimalni filtrace

P, (t) = i F(r)Py,(t—71), 7=0,...,00. (7.21)
7=0

Protoze tato rovnice plati pouze pro t > 0, nemuzeme v tomto piipadé piimocaie apliko-
vat oboustrannou Z-transformaci. Vsimnéme si vSak, ze rovnice bude mit trividlni feSeni
v piipadé, ze data y(t) budou mit charakter bilého Sumu, tedy pro

Pyy(t) = Pyy(o)é(t)'

Dostaneme totiz

P, (t) = Z F(1)P,,(0)6(t — 1)
=0

= F(t)Pyy(O)a

F(t) = P4 ()P, (0) pro t>0

=0 pro t<0° (7.22)

Predpoklad bélosti signalu y je samoziejmé velmi silnym omezenim a mohlo by se zdét,
ze TeSeni (7.22) je prakticky nezajimavé. Ma-li vSak méfeny signdl raciondlni spektralni
hustotu Sy, (2), mizeme tuto spektralni hustotu faktorizovat jako

Syy(2) = W_I(Z)W(Z_l)_T,

kde W ~1(2) je stabilni, minimalné fazovy filtr. Tedy i W (2) je stabilni a podle véty o real-
izaci (presnéji feceno pouzitim jeji inverze) pruchodem signalu y(t) filtrem W (z) dostaneme
bily Sum w(t) s kovarianéni matici

wa(t) = wa(O)(S(t) = I(S(t)

Posloupnost w(t) je inova¢ni posloupnost.

Puvodni dlohu nalézt filtr F' pro odhad Z(t) na zakladé posloupnosti y(t) (viz obr.
vlevo), kde F' vyhovuje rovnici ([7.21)), kterd je obtizné fesitelnd, jsme tedy transformovali
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na ulohu nalézt filtr F'yy pro odhad Z(t) na zakladé posloupnosti w(t) (viz obr. 7.1 vpravo),
kde F'y vyhovuje rovnici

9
wa(t):ZFW(T)wa(t_T), 7':0,...,007
=0

kterda ma jednoduché feseni

Fy(t) = Pgw() pro t>0
=0 pro t<0°

Zbyva tedy pouze urcit kovarianéni funkci P, (t), pfesnéji feceno jeji kauzalni ¢ast pro
t > 0. Protoze plati

w(z) = W(2)y(2),
bude spektralni hustota
Sew(z) = Sy ()W (z7h).

t x(t t w(t x(t
vy [ 20 wo [ ea [ ] e

Obrazek 7.1: Modifikace tilohy Wienerovy filtrace bélicim filtrem W (z)

Tato spektralni hustota je oboustrannou Z-transformaci kovarianéni funkce P, (t), takze
plati

Suw(2) =+ 4+ Pu(—2)22 4+ Py (—1) 24+ Py (0) + Py (1)2 7 4 Py (2) 2724 -
Tento rozvoj spektrélni hustoty muzeme rozdeélit na kauzalni (realizovatelnou) ¢ést
[Sew(2)]; = Paw(0) + Poy(1)z7 + Pou(2)2 % + -+
a nekauzalni ¢ast
[Saw(2)]_ =+ + Pyu(—2)2* + Pypop(—1)z .

Spektralni hustotu S,,(2), kterd je raciondlni funkcei proménné z, lze také interpretovat
z hlediska jednostranné Z-transformace. Obé tyto interpretace spolu souviseji tak, ze ro-
zlozime-li tuto spektralni hustotu vyse uvedenym zpusobem

Siw(z) = [Sww(z)]+ + [Szw(2)]_

pak kauzalni ¢dst [Sy.,(2)], obsahuje vSechny stabilni pdly a jeji relativni ad je nula, tj. jeji
rozvoj obsahuje ¢len odpovidajici mocniné 2° a ¢leny se zdpornymi mocninami z. Naproti
tomu nekauzalni ¢ast [Sy.,(z)]_ obsahuje nestabilni pdly a ma relativni fad nenulovy, tj.
obsahuje pouze ¢leny s kladnymi mocninami z. Stabilni pély pfitom interpretujeme jako pdly
generujici klesajici posloupnost v zapornych mocninach z, zatimco nestabilni poly
generujici nestabilni posloupnost v zapornych mocninach z (v jednostranné Z-transformaci)
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interpretujeme jako pdly generujici klesajici posloupnost v kladnych mocninach z, tj.
nekauzalni ¢dst impulsni charakteristiky (v oboustranné Z-transformaci). Porovnejte tuto
uvahu s vysledky piedchéazejiciho piikladu!

Optimalni filtr F'y tedy bude dan
_ T/ 1
Fy(2) = [Soy ()W (7))

a puvodné hledany filtr F', pracujici nad posloupnosti y, bude ddn sériovym spojenim
béliciho filtru a filtru F'y, tj. vztahem

F= [swy(z)WT’(z«*l)}+ W (2). (7.23)
Porovnédme-li tento vysledek s nekauzalnim filtrem ([7.18))

;yl (2) = Suy ()WL (YW (2),

F..(2) = Suy(2)S

je vzhledem k vlastnostem filtru W ziejmé, odkud je odstranéna slozka impulsni charak-
teristiky pusobici nekauzalitu filtru F',, (z).

K urceni kovarianéni matice chyby odhadu
P; = P,(0) - Y F(r)Pl, (1)
7=0
definujme opét
P(t> = P:vas(t) - Z F(T)P:{y(7_>
7=0

s vlastnosti

Potom
P(z) = Sea(2) — F(2)Sya(2)
a pouzitim dostaneme
P(:) = Su(2) = [Su()W ()], W(2)8e(2) (7.24)
= Su2(2) = [Szw(2)] 4 Swa(?).

Uvédomime-li si, Ze [Sy4(2)], odpovida v ¢asové oblasti kauzalni ¢dsti kovariancni funkce
P, (1) pro 7 > 0, odpovidd tomuto soucinu konvoluce

P(t) = Py (t) — Z Py (T)Poys(t — 1)
7=0
a odtud podle definice P(t)
P; = P(0) = P, (0) — i P, (7)PL (7). (7.25)
7=0

Pokud bychom stejnym postupem urcili kovarianéni matici chyby predikce pro nekauzalni
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filtr, dostali bychom transformaci vyrazu
P(2) = Sua(2) = Say(:)WT ()W (2)Sya(2)
vysledek

P;, =P(0) = Pyy(0) = Y Puu(r)PL(7).

T=—00

Odtud je vidét ztrata v dosazitelné kvalité odhadu zptisobend omezujici podminkou kauza-
lity filtru

-1
P;— Pz, = Y Pu(r)PL,(1).

T=—00

Protoze w je inovaéni posloupnost, obsahuje posloupnost {w(t+1),... } pravé tu informaci
o z(t), kterd neni obsazena v posloupnosti minulych hodnot { ..., y(t—1),y(¢)}.

Optimalni predikce

Optimélni prediktor ziskdme nyni jiz pomérné jednoduse aplikaci vysledkt ptedchoziho
odstavce. Predpoklddejme, ze méfime signal y(t) se zndmou spektralni hustotou Sy, (2) a
chceme predikovat na zékladé znamych hodnot méfeni az do ¢asu t jeho hodnotu v case
t + T}, kde T}, budeme nazyvat pocet kroku predikce. Definujme proces x(t) jako

x(t) =yt +1Tp). (7.26)
Optimalni prediktor pak je pravé odhad hodnoty tohoto procesu

z(t) =yt +1Tp).
Na zakladé plati pro potiebné spektrdlni hustoty vztahy

S.y(2) = 2178y, (2)

Saa(2) = ZTpSyy(Z)Z_TP = Syy(2).
Oznacme opét spektralni faktorizaci Sy, (2)
Sy(z) =W AW ()T
Optimalni prediktor pak podle bude dan vztahem

F = [W—l(z)W(z—l)—TszwT(z—l)]+W(z) (7.27)
= [W‘l(z)szLW(z).

K nalezeni kovarianéni matice chyby predikce uréime hodnotu funkce

P(2) = Suu(2) = |Say ()W (21| W(2)S ().
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Protoze

Suy(2) = 2178y (2) = W )W T (27

Sye(2) = z_TPSyy(z) = Z_TpW_l(Z)W_T(Z_l),
dostaneme
P(z) = Syu(2) — [szw—l(z)L W T (2

a tomuto souc¢inu odpovida konvoluce

P(t) = P, (t) — i P,(7)Pyu(t — 7).

T=T)

P(0) = P, (0)— i Py (T)Pyy(—7)

=T

= Py (0) - Z wa(T)Pgw(T)’
T=Tp

Protoze w je inovaéni posloupnost, plati téz

Pyy(o) = Zwa(T)PZ;w(T)
7=0

hodnoty P (t) jsou totozné s hodnotami impulsni charakteristiky), a tedy
Y

P; = ) Pyuu(r)Py(r) = Y Pyu(r)Py,(7)
=0

T=T)

Tp—1
= > Puu(n)Py,(n).
7=0

(7.28)

Tento vysledek je velice ndzorny - pro predikci hodnoty y(t+17},) neni dostupné praveé ta

informace, kterd je obsazena v posloupnosti {...,y(t),y(t+1),...

,y(t+1T,)}, ale zaroven

nen{ obsazena v posloupnosti {...,y(t—1),y(t)}. To je vSak pravé informace, obsazend
v hodnotach inovaci {w(t+1),..., w(t+7},)}. Odtud vzhledem k ortogonalité inovaci plyne

prave (7.28).

Priklad (optimdalni prediktor pro systém 1. fadu).

Najdeme prediktor pro signal

y(t) = ——ult),




7.3. KALMANUYV FILTR 293

kde v(t) je diskrétni bily sum s rozptylem o2. Spektralni hustota tohoto signalu ziejmé bude
&

(z—a)(z"! —a)

a bélici filtr bude mit prenos

Syy =

zZ—a

W(z) =

OvZ
Optimalni prediktor podle (7.27) bude

o2t 2 g

Z—a

F(z) = [

OyZ
+ v

zZ—a

= o0y {zTP +azl" 4T et }
+ oy2

Z—aQ

= Oy |:aTP _|_ an+1Z_1 + .
+ oy

_ S wrEoa

Z—a Oyz

_ T,
= a107

to znamena
i(t) = §(t+T,) = ary(t). (7.29)

Optimalni prediktor tedy odpovidd dynamice vyvoje stfedni hodnoty signalu. Chyba
predikce podle (7.28)) bude
2 1— 2Ty
Pi=02(1+a>+-+a*B ) = % (7.30)
—a
O

7.3 Kalmanuv filtr

V ptedchozim odstavci jsme fesili problém optimalni filtrace pro signély, jejichz vlastnosti
a vzéjemné vztahy byly charakterizovany autokovarianénimi funkcemi P, (t) a Py,(t) a
vzédjemnou kovarianéni funkcei P, (t). Tento popis je mozné chapat jako vnéjsi popis
zucastnénych signalia. Tato tloha byla vyfesena Wienerem a Kolmogorovem ve 40. letech.

V 60. letech se hlavni pozornost v teorii fizeni obrétila k vyuzivani vnit¥niho
(stavového) popisu. Podminkou fesitelnosti loh filtrace, predikce a interpolace, formulo-
vanych pomoci vnitinfho popisu systému, je moznost odhadovat stav systému na zakladé po-
zorovani vstupu a vystupt systému. V deterministické formulaci problému lze k odhadovéni
stavu sestrojit pozorovatel stavu. Ve stochastické formulaci problému lze dlohu odhadu
stavu formulovat ve smyslu optiméalniho LMS odhadu stavu a vysledny optimalni pozorova-
tel stavu se nazyva Kalmanuv filtr.
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7.3.1 Formulace problému

Uvazujme linearni stochasticky systém
x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) +v(t) (7.31)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t), (7.32)

kde matice A, B, C a D jsou znamé a v(t) a e(t) jsou nekorelované diskrétni bilé sumy
s kovarianéni matici (opét zndmou)

T
v(t) v(t) _ Q@ 0
(] [])-19 8] .
Zobecnéni tlohy pro korelované a barevné Sumy ukdzeme pozdéji. Rovnéz pocateéni stav
systému ((7.33|) popiseme po zavedeni pottebné symboliky.

Nasim cilem bude najit algoritmus generujici posloupnost linedrnich odhadu stavu Z(t)
a kovarian¢nich matic chyb odhadu

P(t) = & {(a(t) - 2(0)((t) - 3()"}
pricemz odhad stavu Z(t) v kazdém kroku minimalizuje kritérium
JLI\/IS(t) - tl“ P(t)

Prepokladejme, ze v kroku ¢ algoritmu zndme apriorni (tj. vyuzivajici data az do ¢asu
t—1, ale neberouci v ivahu data y(t)) odhad stavu x(t), jehoz podminénou stiedni hodnotu
budeme znacit

Z(t[t—1)

(pfitom prvni index oznacuje bézny ¢as a druhy index posledni métent, které je uzito k uréent
odhadu), a kovarianéni matici chyby odhadu stavu, kterou budeme znagcit

P(t|t—1).
Pocatecni stav systému je tedy charakterizovan stfedni hodnotou Z(0) = (0|—1) a kovar-
ianéni matici P(0) = P(0|—1).

Po zméfeni{ hodnoty vystupu y(t) chceme tyto hodnoty aktualizovat a ziskat aposteri-

orni (tj. zahrnujici méfeni y(¢)) odhad stavu

(t]t)
a prislusnou kovarianéni matici chyby odhadu

P(t|t).
Protoze méfeni y(t) bylo ziskdno pomoci linedrntho modelu (7.32)), jde vlastné o tlohu,

kterou jsme vyfesili v odstavci 6.2 vénovaném LMS odhadam.

Dale budeme chtit nalézt na zakladé aposteriorniho odhadu stavu Z(t|t) a kovarianéni
matice chyby odhadu P(t|t) v ¢ase t apriorni hodnoty téchto veli¢in Z(t+1|t) a P(t+1]t)
v case t+1. To je vSak opét jiz zndma tloha vyvoje stavu linedrniho stochastického systému
(pfesnéji feceno jeho prvnich dvou momentu), popsand v odstavci 5.1.
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Zakladni myslenka feSeni ulohy je tedy ziejma. Nyni tento postup budeme realizovat.

7.3.2 Kalmanuv filtr pro nekorelované sumy

Odvodime nyni podrobné Kalmantuv filtr realizujici LMS odhad stavu pro nekorelované
Sumy procesu a méfeni. Uvazujme linearni stochasticky systém popsany stavovou rovnici

prechodu (7.31)) a vystupni rovnici ([7.32)). Apriorni odhad stavu x(t) na zdkladé dat D,y =
{u(0),y(0),...,u(t—1),y(t—1)} necht je popsdn prvnimi dvéma momenty

& {@(t)| Dy} = B(tft—1)

& {(@(t) — 2(t}t—1))(@(t) — (1}t —1))"[Des } = P(t]t—1).

Zduraznéme jesté jednou, ze jde o podminéné stiedni hodnoty. Na zakladé méteni y(t),
daného vystupni rovnici (7.32)), chceme najit odhad Z(¢|t) minimalizujici kritérium

Juus(t) = tr P(t]t).
Podle je tento odhad dén (pro P, > 0)

B(t]t) = @ (t|t—1) + Poy (tlt—1) Py, (tlt—1) (y(t) — y(t|t-1)),
kde

y(t|t—1) = Cz(t|t—1) + Du(t)

je stfedni hodnota méfeni y(t) a Py (t|t—1) a Py, (t|t—1) jsou kovarian¢ni matice

Py (tlt—1) = € {(@(t) - 2(tt—1)(y(®) - §(t[t—1)" D }

Py (tt-1) = £ {(y(®) — §(tlt—1)(w (1) — 5t —1))7[Dea ).
Na zékladé (7.32)) jsou jejich hodnoty
P, (tlt—1) = P(tjt—1)C*

P, (tjt—1) = CP(t|t—1)CT + R.
Pritom pfedpokldddme P, (t|t—1) > 0 pro vSechna t. Oznac¢me dale

e(tlt—1) =y(t) —y(tt—1)
chybu predikce vystupu y(t¢). Potom pro odhad Z(t|t) dostaneme vztah

Z(t)t) = 2(t|t—1) + P(t|t—1)CT (CP(t|t—1)C’T + R>_1 e(t|t—1). (7.34)
Definujeme-li Kalmanovo zesileni datového kroku

L(t) = P(t-1)C" (CP(Ht-1)CT + R) (7.35)
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muzeme zjednodusit na

Z(t|t) = z(t|t—1) + L(t)e(t|t—1). (7.36)
Kovarianéni matice chyby odhadu je podle

P(t]t) = P(tt—1) — Py (tlt—1) Py (tt—1)Pyu(t]t—1),
coz je po dosazeni

P(tt) = P(t|t—1) - P(t}t-1)CT (CP(t|t-1)CT + R)_l CP(tt—1), (7.37)
nebo s vyuzitim Kalmanova zesileni

P(tt) = P(t|t—1) - L(t) (CP(t}t-1)CT + R) T (¢). (7.38)
Pouzitim lemmatu o inverzi matice 1ze pro R > 0 psat ve tvaru

Pty =P (t|t—1)+ CTR'C, (7.39)
ktery popisuje vyvoj matice presnosti. Z numerického hlediska je rovnéz uzite¢ny tvar

P(i|t) = (I - Z(1)C) P(tlt-1) (I - L()C) + LR (1) (7.40)

(pokuste se odvodit!).

Poznamka: K odvozeni vztahu pro datovy krok Kalmanova filtru je mozné téz pouzit
princip ortogonality. Pfedpokladame-li odhad ve tvaru

Z(tlt) = A1z (t[t—1) + A2y(t),

pak ([7.34)) plyne rovnéz z podminek ortogonality chyby odhadu k pouzitym datum

£ {[e(t) - Ai@(tt—1) — Asy()] y" (1)} = 0

&{(t) - Aiz(t]t—1) — Asy(1)] 2" (t|t-1)} = 0.
Od

K vypoctu apriornich hodnot odhadu «(t+1) pouzijeme stavovou rovnici ptechodu ([7.31).
Aplikaci operdtoru stiedni hodnoty na tuto rovnici dostaneme

x(t+1[t) = Az(t|t) + Bu(t). (7.41)
Pro chybu odhadu stavu dostaneme odectenim a

T(t+1|t) = Az(t|t) + v(t)
a odtud

P(t+1]t) = AP(t|t) AT + Q. (7.42)

Rovnice ([7.34) a ((7.37) popisuji tzv. datovy nebo téz filtraéni krok algoritmu, rovnice
(7.41]) a (7.42)) popisuji tzv. Casovy nebo predikéni krok algoritmu.
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Rozdéleni algoritmu na ¢asovy a datovy krok je vyhodné z hlediska pfesného porozuméni
problému. P#i praktickém pouziti a analyze vlastnosti Kalmanova filtru je mozné spojit
oba kroky v jedinou rovnici. Protoze pii standardnim zpusobu vzorkovani, definovaném
v odstavci 1.3., pouzivdme méfeni vystupu y(t) k urceni fizeni u(t+1), které je pti pouziti
stavové zpétné vazby funkci odhadu stavu Z(t+1[t), popiSseme zde vypocet Z(t+1[t) na
zékladé Z(t|t—1). Dosazenim do ([7.41) po tpravé dostaneme

Z(t+1t) = (A — AL(t)C)z(t|t—1) + (B — AL(t)D)u(t) + AL(t)y(t)

P(t+1]t) = AP(t|t—1)AT — AL(1) (CP(t|t-1)CT + R) L' () A" + Q.

V téchto rovnicich je vyhodné pouzit Kalmanovo zesileni

L(t) = AL(t) = AP(1}t~1)CT (CP(f}t-1)C" + R) . (7.43)
Potom dostaneme

Z(t+1[t) = (A — L(t)C)&(t|t—1) + (B — L(t)D)u(t) + L(t)y(t) (7.44)

P(t+1]t) = AP(t|t-1)AT - L(t) (CP(t[t—-1)C" + R) L" (1) + Q. (7.45)

Rovnice ((7.45) spolu s definici Kalmanova zesileni (7.43)) je znama Riccatiho rovnice.
Odectenim ((7.44) od ([7.31)) 1ze odvodit

z(t+1[t) = (A — L(t)C)x(t|t—1) + v — L(t)e
a odtud dostaneme alternativni tvar Riccatiho rovnice
P(t+1]t) = (A — L(t)C)P(t|t—1)(A — L(t)C)" + L(t)RL™ (t) + Q, (7.46)

vyhodny pro nékteré teoretické tivahy i z hlediska numerickych vlastnosti.

7.3.3 Kalmaniv filtr pro korelované Ssumy

V tomto odstavci odvodime rovnice Kalmanova filtru pro pfipad korelovanych sumu procesu
a méreni. Ukazeme zde bayesovsky pristup, tj. nalezeni MS odhadu, a modifikaci ulohy, ve-
douci na problém s nekorelovanymi Sumy, jez je vyznamna pro teoretickou analyzu. Nejprve
jeSté upfesnime pojem stav stochastického systému z bayesovského hlediska.

Stav systému je velic¢ina x(t) koneéné dimenze takova, ze

p(y@)]x(t), u(t), Dia) = p(y(t)|x(t), u(t)), (7.47)

tj. stav systému x(t) obsahuje veskerou informaci obsazenou v datech D,_;, kterd je potfebna
k predikci vystupu y(t). Tuto predikci pak muzeme urcit podle vztahu

p(y(®)|u(t), Dea) = /p(y(t)lw(t),u(t))p(m(t)\DH) da(t). (7.48)

Uvazujme opét systém ([7.31]), (7.32)), kde v(t) a e(t) jsou gaussovské diskrétni bilé Sumy,
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tentokrat s kovarianéni matici

o) ] [o) " Q S
{[m] ()-8 5] "

Ukézeme, jak je mozné vyvijet p.h.p. p ((t)|Dyy), kterou budeme nazyvat odhad stavu.
Pro aktualizaci odhadu stavu na zakladé nové ziskanych dat {w(t),y(t)}
p(x(t)|Dea) — p (x()|Dy)
coz je opét datovy nebo filtraéni krok odhadu stavu, plati

_ p (y(0)|(t), u(t)
PEOD) = ey P@ODa ) (750

p(y()|=(t), u(t))
p(y(®)|u(t), Dea)

kde jsme vyuzili predpokladanou vlastnost vstupu
p (2(t)[Dea, u(t)) = p («(t)[Dea) ,

kterou nazyvame piirozené podminky tizeni. K uzavieni rekurze je tieba jesté provést
prechod

p(x(t)|Dy) — p(z(t+1)|Dy),

p(x(t)|Dea),

coz je casovy nebo predikéni krok odhadu stavu. Ten lze popsat jako
p(@(t+ D)D) = [ p(@(t+D)l2(t), D) p(@®ID) da(b) (751)

kde soubor p.h.p.

p(x(t+1)|z(t), i) = p (x(t+1)]x(t), u(t), y(t)) (7.52)
popisuje vyvoj stavu. Piftomnost vystupu systému y(t) v p.h.p. (7.52) je nezbytnd prave
v pripadé korelovaného Sumu vystupni rovnice a stavové rovnice prechodu.

K existenci stavu systému je tedy potiebnda existence podminénych hustot pravdépo-
dobnosti

P (y()]x(t), u(t))

p(x(t+1)|z(t), u(t), y(1)),
spliwjicich podminky (7.47) a (7.52]) a vstupni signdl (reguldtor) spliiujici prirozené pod-
minky fizeni. Tyto p.h.p. jsou definovany pravé popisem systému ve stavovém prostoru.

Datovy a ¢asovy krok algoritmu lze opét spojit do jediného kroku
p(x(t+1)|x(t), u(t), y())p (y(t)|x(t), u(t
p(@(+1)D,) = / (@(t+1)|x(t), u(t), y(t)) p (y(t)|z(t), u(t))

p(y()|u(t), D) p(x(t)| D) da(t)
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p (x(t+1)7 y(t)‘u(t)a Dt—l)
py®)|u(t),Dea)

Tento vztah pouzijeme k odvozeni algoritmu.

(7.53)

Predpokladejme, ze
p(x(t)|Deq) =N (2(t|t—1), P(t|t—1)).

V tomto piipadé tedy Z(t|t—1) je podminéna stiedni hodnota stavu. Sdruzend hustota
pravdépodobnosti stavu x(t+1) a vystupu y(¢) bude

p( Y D)
_ N( 5:(f+1\t—1)]’[ APtt-1)AT +Q AP(tt—-1)CT + 8 )
ytlt—1) CP(tjt—1)AT + 8T CP(t[t-1)CT" + R
kde
Z(t+1t—1) = AZ(t|t—1) + Bu(t)

y(tlt—1) = Cz(t|t—1) + Du(t).

Odtud podle odstavce 6.3 pro parametry podminéného rozdéleni plati (pro P, > 0)

Baly = Ho + Puy Pyl (y— 1,
neboli
F(t+1t) = Az(t{t—1) + Bu(t) (7.54)
+ (4P(i-1)CT +8) (CPUt-DCT + R) " (y(t) - C&(1]t-1) - Du(1))
a pro podminénou kovarianéni matici
P, = Py — PyyP, Py,
neboli
P(t+1]t) = AP(tt—-1)AT +Q (7.55)
- (aP@-1CT + 8) (CPE-1)CT + R)71 (cP@t-1AT +57).

Struktura rovnic je tedy shodnd jako v pfipadé nekorelovanych §umit, pouze Kalmanovo
zesileni se zménilo na

L(t) = (AP(t]t-1)CT + §) (CP(i-1)C" + R) . (7.56)

Jinou moznosti, jak odvodit Kalmanuv filtr v piipadé korelovanych sumu, je provést
vhodnou transformaci rovnic systému (7.31), (7.32)). Jsou-li v(t) a e(t) diskrétni bilé sumy
s pozitivné definitn{ kovarian¢ni matici

AL L]} [# 2
et) || e(t) sT R |’
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pak po zméfeni vystupu y(t) nese hodnota Sumu
e(t) =y(t) — Cx(t) — Du(t)

jistou informaci o hodnoté sumu v(t). Jeho hodnotu muzeme pro R > 0 odhadnout jako
B(tlt) = 0+ SR (e(t) — 0),

kde jsme dosadili ¥(t[t—1) = 0 a e(t[t—1) = 0, s (opét pozitivné definitni — pro¢?) kovarianéni
matici

Qtlt)=Q' =Q—-SR™'s".
Z této uvahy plyne, ze transformaci stavové rovnice pfechodu do tvaru

x(t+1) = A'z(t) + B'u(t) + SR y(t) +v'(t), (7.57)
kde

A = A-SR'C

B' = B-SR'D.

dosdhneme blokové diagondlniho tvaru kovarianéni matice
Avm] [ I [@-sr's” 0] [@ o (7.5
e(t) || e(?) B 0 R| | 0 R| '

Protoze pfi ¢asovém kroku Kalmanova filtru je hodnota vystupu znam4, lze y(t) povazovat
za dalsi (deterministicky) vstup soustavy.

Pti dalsi analyze vlastnosti Kalmanova filtru tedy muzeme pro R > 0 bez Ujmy na
obecnosti predpokladat nekorelované Sumy méfeni.

7.3.4 Stochastické vlastnosti Kalmanova filtru

vvvvvv

tru. Pro zjednoduseni nebudeme brat v tvahu deterministicky vstup modelu, ktery tyto
vlastnosti neovliviiuje. Budeme tedy piedpokladat linedrni stochasticky systém ve tvaru
x(t+1) = Ax(t)+v(t)
y(t) = Cz(l) +e()
s nekorelovanymi bilymi Sumy.
Kalmanuv filtr jsme odvodili jako filtr poskytujici linearni odhad s nejmensi stiedni

kvadratickou chybou. Je-li navic sum gaussovsky, splyva tento nejlepsi linedrni odhad (LMS
odhad) s MS odhadem, tj. odhadem podminénou stiedni hodnotou.

Vsimnéme si nyni vlastnosti posloupnosti chyb predikce
e(tlt—1) = y(t) —y(tft—1).
Podle principu ortogonality plati
E{ly(t) —y(tlt—1)]1} = C E{[(t) — z(t[t-1)]1} = 0
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E{ly®) —ytt-D]y" (t—7)} =C E{[z(t) —2(t[t—1)]y" (t—7)} =0, 7=1,... .t
Navic téz

E{e(tlt-1)e" (t—1lt-7-1)} =C & {[a:(t) — Bt -1 [y(t—7) — @(t77|t7771)]T} = 0.

Posloupnost chyb predikce e(t|t — 1) je tedy bily Sum. Pouzitim vystupni rovnice
dostaneme

e(tlt=1) = y(t) —y(tt-1)
= Cl(x(t) —2(t|t—1)) + e(t),
a tedy
& {e(tlt-1)e" (t|t-1)|Dea | = CP(t]t-1)CT + R.
Faktorizujeme-li tuto pozitivné definitni matici na soucin
CP(tt-1)C" + R=T. ()T (1),
potom plati
e(t}t—1) = T(Hw (1),
kde posloupnost v(t) je bild a mé kovarianéni funkei
e{vpT(n)} = I8(t - 7),

tedy je to inova¢ni posloupnost procesu y(t). S pouzitim chyby predikce muzeme totiz
piepsat Kalmanuv filtr do tvaru
z(t+1|t) = Az(t|t—1)+ L(t)e(t|t—1)
y(t) = Cz(t|t—1) +e(t|t—1)
a nahrazenim chyb predikce inovacemi dostaneme
x(t+1t) = Az(t|t—1)+ L(t)T(t)v(t) (7.59)
y(t) = Cz(tft—1) +T()v(1),
coz je inovaéni model procesu y(t), tj. model, jehoz vstupem je bild posloupnost v(t),
popi. e(t|t—1), a vystupem proces y(t). Model (7.59) téz nazyvame tvarovaci filtr sSumu
y ().

Naopak vyjadiime-li z rovnic Kalmanova filtru hodnotu chyby predikce, dostaneme
model

x(t+1jt) = (A—L@t)C)x(t|t—1) + L(t)y(t)
e(tjt—1) = —Cz(t|t—1)+ y(t)
a po prepoctu chyby predikce na inovace

Z(t+1)t) = (A—L{)C)&(tlt—1)+ L(t)y(t) (7.60)
v(t) = T (O)C(tt—1) + T (H)y(t)
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model, jehoz vstupem je proces y(t) a vystupem bild posloupnost v(t), piipadné e(t|t—1),
coz je jiz znamy bélici filtr pro proces y(t).

Poznamenejme jesté, ze inovace jsou vlastné pouze ,,dekorelované“ chyby predikce. Tato
jejich vlastnost neni v mnoha piipadech podstatnd, a proto se Casto v literatuie tyto
dva pojmy presné nerozlisuji. Podstatny rozdil vSak je v tom, Ze kovariance inovaci je
v piipadé stacionarnich procest konstantni, zatimco kovariance chyb predikce, generovanych
Kalmanovym filtrem, je ¢asové proménnd, pokud filtr nedosahl ustaleného limitniho stavu.

V piipadé systému s jednim vystupem jsou oba pojmy totozné, pokud pfipustime, aby
inovace mély obecny rozptyl o2. Transformujeme-li v tomto pifpadé inovaéni model
pro limitni hodnotu zesileni L do pozorovatelného kanonického tvaru a polozime-li k; =

C; — Q;
—ai 1 0 c1 —ap
Z(t+1[t) = 1 Z(t[t—1) + 3 e(t) (7.61)
—Qpq 1 Cn—1 — Qp-1
—any 0 Cn — G,
yt) = [10 - 0]&t-1)+e),

kde &€ {e(t)?} = o2, dostaneme stavovou reprezentaci ARMA modelu

n n
y() + > ay(t—i) =e(t) + Y _ cie(t—i).
i=1 i=1
V tomto piipadé je vyhodnéjsi pouzit jako vstupni bilou posloupnost posloupnost chyb
predikce - pak plati, ze koeficient ¢y = 1.
Vidime tedy, ze pojmy Kalmanuv filtr, inovaéni model, bélici filtr a ARMA model spolu
velice izce souviseji. Tuto souvislost jesté upfesnime v sekci o frekvenénich vlastnostech
Kalmanova filtru.

7.3.5 Kalmaniv filtr pro barevny Sum

Dosud jsme piedpoklddali, Zze Sumy pusobici na soustavu — at korelované nebo nekorelo-
vané — byly bilé, tj. jejich spektrdlni hustota byla konstantni. V tomto odstavci ukdzeme,
jak lze postupovat v piipadé, kdy spektralni hustota Sumu procesu a/nebo Sumu méfeni
nen{ konstantni. Takové Sumy nazyvéame na zdkladé analogie z optiky barevné (jako bilé
svétlo vnimame svétlo, které obsahuje rovnomérné zastoupené vsSechny frekvence viditelné
¢asti spektra; naopak svétlo s nerovnomérnym zastoupenim jednotlivych frekvenci vnimame
jako barevné). Vyuzijeme piitom vysledky ptedchoziho odstavce, kde jsme ukdzali, jak
je mozné sestrojit tvarovaci filtr Sumu, ktery vytvoii z bilé posloupnosti posloupnost
s pozadovanymi spektralnimi vlastnostmi.

Kalmanuv filtr pro barevny Sum procesu

Ptredpoklddejme, ze potiebujeme odhadovat stav soustavy

x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) +v(t)
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y(t) = Cz(t) + Du(t) + e(t),

kde sum procesu neni bily. Spektralni hustotu sumu Sy, (z) muzeme faktorizovat a realizovat
tvarovaci filtr Sumu ve tvaru (|7.59))

T (t+1) = A,z,(t) + Byv'(t)
v(t) = Cyzy(t) + Dy (1),

kde v'(t) je bily sum s kovarianéni funkef I5(¢) a plati
T
Suo(z) = (Cv(zI — A,)'B, + Dv) (Cv(z_lI —A,)"'B, + Dv) .

Puvodni systém pak lze popsat jako systém buzeny bilym Sumem se stavem slozenym ze
stavu puvodniho systému a stavu tvarovaciho filtru sumu

B A C, x(t)
N 0 A, (1)

z(t)
) = | C OH%(@

Pro tento systém buzeny bilym Sumem s kovarianéni matici

0] [ve) 1" I 0
5“6@)1'[(3@)1 }:[o R]

sestrojime Kalmanuv filtr standardnim postupem. Vimnéte si v8ak, Ze musime odhadovat

B
0

x(t+1)

2, (t+1) *

u(t) +

+ Du(t) + e(t).

nejen stav soustavy, ale také stav tvarovaciho filtru Sumu.

Kalmanuyv filtr pro barevny Sum méfeni

Ptedpoklddejme, ze potiebujeme odhadovat stav soustavy
x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t)+v(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) + e(t),

kde sum méteni neni bily. Opét muzeme spektralni hustotu sumu Sc.(z) faktorizovat a
realizovat tvarovaci filtr Sumu

z(t+1) = Acze(t) + Bee'(t)
e(t) = Cezc(t)+ D€' (t),

kde €'(t) je bily sum s kovarianéni funkei I5(¢) a plati
T
See(2) = (Ce(sI = A)'B. + D.) (Co(>"'T = A)'B. + D.) .

Ptvodni systém pak lze popsat jako systém buzeny bilym Sumem se stavem slozenym ze
stavu puvodniho systému a stavu tvarovaciho filtru Sumu

l x(t+1) [A 0 ] l z(t)
we(t+1) 0 A || ze(t)

B

1 ]u(t)+
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yt) = [C Ce}[fe((tt))]+Du(t)+{0 De][:(t)].

Dostaneme tak opét systém buzeny bilym Sumem, ale se Sumem e€'(t) vyskytujicim se
v obou rovnicich. K sestrojeni Kalmanova filtru je tedy tieba vyuzit postup pro korelo-
vané Sumy popsany v odstavci 7.3.3. Opét musime odhadovat nejen stav soustavy, ale také
stav tvarovaciho filtru Sumu.

V piipadé barevného Sumu meéfeni je mozné v piipadé, Ze tvarovaci filtr Sumu ma
specidlni tvar, postupovat i jinym zpusobem, ktery nevede na zvySeni dimenze stavového
vektoru. Predpoklddejme, ze tvarovaci filtr Sumu lze upravit na tvar

T (t+1) = A.x.(t) + B.€e'(t)
e(t) = m(t).
Potom definujeme-li odvozené méieni jako
y'(t+1) = y(t+1) — Acy(t),
plati
y'(t+1) = Cz(t+1)+ Du(t+1) +e(t+1) — A, Cx(t) — A, Du(t) — Ace(t)
= (CA-A.C)x(t) + (CB—A.D)u(t) + Du(t+1) + Cv(t) + e(t+1) — Ace(t)
= (CA-A.C)x(t)+ (CB—A.D)u(t) + Du(t+1) + Cv(t) + B.€ ().
Pouzijeme-li puvodni stavovou rovnici prechodu a vystupni rovnici
y/(t+1) = (CA—A,C)z(t) + (CB—A.D)u(t) + Du(t+1) + Co(t) + B.e'(t),

kde méteni realizujeme jako rozdil y'(t+1) = y(t+1) — Acy(t), ziskdme opét systém
buzeny bilym Sumem. Sum procesu a Sum méieni je korelovany, a proto je tfeba k sestrojeni
Kalmanova filtru pouzit postup z odstavce 7.3.3.

Vyse uvedeny postup lze realizovat alternativné tak, ze tvarovaci filtry Sumu jsou buzeny
posloupnosti £(t). Ve tvarovacich filtrech jsou pak matice

D,=1, popi. D.=1
a posloupnosti v’ a € maji obecné kovarianéni matice Q' a R'. Je-li barevny jak Sum
procesu, tak Sum méfeni, je mozné pouzit kombinaci popsanych postupu.

Zatazenim tvarovaciho filtru Sumu do Kalmanova filtru mame moznost ovlivnit jeho
frekvenéni vlastnosti. Proto nékdy predpokladame, ze Sum je barevny, s cilem potlaéit
vliv poruch spiSe deterministického charakteru (napf. poruch typu skok nebo harmonickych
poruch) nebo ovlivnit frekvenéni vlastnosti pfenosu oteviené regulacni smycky, které tésné

souviseji s robustnosti regulatoru. Podrobnéji budeme tuto otazku diskutovat v odstavci
8.2.

7.3.6 Konvergence a stabilita Kalmanova filtru

Resen{ diferenéni Riccatiho rovnice (DRR) (7.45))

P(t+1]t) = AP(t|t-1)AT - L(t) (CTP(t[t—1)C + R) LT () + Q
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s Kalmanovym ziskem
L(t) = AP(tt—1)C" (CP(t|t-1)CT + R)_l
v mnoha pfipadech pro t — oo konverguje k limitni hodnoté
P = tlggo P(t+1]t). (7.62)

Jestlize feSeni konverguje, pak limitni feSeni (7.62) vyhovuje algebraické Riccatiho
rovnici (ARR)

P=APA" - L(C"PC+R)L" +Q, (7.63)
kde L je limitni hodnota Kalmanova zesileni

L= APC" (CPCT +R) . (7.64)
Limitni chovani Kalmanova filtru pak charakterizuje stavova matice prechodu

Ar=A-LC (7.65)
Pro praktické vyuziti Kalmanova filtru je nezbytné znat odpovéd na fadu klicovych otdzek,
predevsim

e jaké jsou podminky konvergence diferencéni Riccatiho rovnice, kolik je moznych lim-
itnich feseni a jak zaviseji na pocatecnich podminkach

e jaky je vztah mezi limitnimi feSenimi diferencni Riccatiho rovnice a feSenimi alge-
braické Riccatiho rovnice

e za jakych podminek je filtr odpovidajici limitnim hodnotdm kovarian¢ni matice sta-
bilni.

Protoze struktura feSeni je pomérné slozita, zavedeme nésledujici definici.

Definice 14 Redlné symetrické pozitivné semidefinitni reseni ARR nazveme stabilizujici
teseni, jestliZe odpovidajici stavovd matice md véechna vlastni ¢isla uvnitt jednotkové
kruznice.

Redlné symetrické pozitivné semidefinitni TeSeni ARR nazveme silné FeSeni, jestliZe
odpovidajici stavovd matice md vSechna vlastni ¢isla uvnitt jednotkové kruznice nebo
na jednotkové kruznici.

Déle budeme predpoklddat, ze kovarianéni matice @ > 0 a R > 0. Pak existuji matice T,
a I', takové, ze

Q=117 a2 R=rTI7

a matice I'. je invertovatelnd.

Vlastnosti feseni algebraické Riccatiho rovnice shrnuje tato véta (Goodwin a Sin, |[1984)).

Véta 15 (Vlastnosti feSeni ARR.) Necht dvojice (C, A) je detekovatelnd. Potom
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(i) Ezistuje jediné silné reseni ARR.

(ii) Je-li dvojice (A,T,) stabilizovatelnd, je silné TeSend jedingm pozitivné semidefinitnim
fesenim ARR.

(iii) Jestlize dvojice (A, Ty) nemd Zadny nedosaZitelny mdd na jednotkové kruznici, je silné
Tesent téZ stabilizujicim reSenim.

(iv) Jestlize dvojice (A,T'y) md néjaky nedosazitelny mod na jednotkové kruznici, pak ne-
existuje Zadné stabilizujici resend.

(v) Jestlize dvojice (A,T) md néjaky nedosazitelny maod uvniti jednotkové kruznice nebo
na jednotkové kruznici, pak silné feseni neni pozitivné definitni.

(vi) Jestlize dvojice (A,Ty,) md néjaky nedosazitelny mdd vné jednotkové kruznice, pak
kromé silného tesent existuji dalsi pozitivné semidefinitni reseni ARE.

Véta vyjmenovava ruzné varianty podminek pro existenci a jednoznaénost silného, pripadné
stabilizujictho feSeni ARR. Poskytuje voditko pro konstrukei filtru i v piipadech, kdy dvojice
(A,T',) neni stabilizovatelnd. Takové pfipady mohou v praktickych ulohéach filtrace nastat
- zvl4sté vyznamny je piipad kofenu na jednotkové kruznici, které mnohdy zavadime uméle
pouzivanim tzv. pfrirustkovych modelu.

Z bodu (4)-(7i7) této véty vyplyvaji postacujici podminky pro existenci a jednoznaénost
stabilizujictho feSeni, které sice nejsou nutné, ale jsou snadno ovéfitelné.

Véta 16 (Stabilizujici feSeni ARR - postacujici podminky.) Necht dvojice (C, A)
je pozorovatelnd a dvogice (A,T',) dosazitelnd. Pak existuje jediné pozitivné definitni resend
ARR, které je zdroven stabilizujicim resenim.

Zatimco vysledky zalozené na dosazitelnosti a pozorovatelnosti byly znamy jiz od 60. let,
obecnéjsi vysledky s oslabenymi pfedpoklady byly publikovany az v 70. a 80. letech.

Dalsi okruh otazek se tyka konvergence feSeni DRR k silnému, piipadné stabilizujicimu
feSeni ARR, a vlivu poéatecénich podminek. Konvergence je zaruc¢ena v nékolika piipadech.

Véta 17 (Konvergence DRR 1.) Necht dvojice (C, A) je detekovatelnd, necht dvojice
(A,T,) je stabilizovatelnd a necht P(0| — 1) > 0. Potom Feseni DRR konverguje k silnému
reSeni ARR, a to exponencidlné rychle.

Véta 18 (Konvergence DRR I1.) Necht dvojice (C, A) je detekovatelnd, necht dvojice
(A,T,) nemd Zddné nedosazitelné mddy na jednotkové kruinici a mecht P(0| — 1) > 0.
Potom teseni DRR konverguje k silnému reSeni ARR a to exponencidlné rychle.

Véta 19 (Konvergence DRR IIL.) Necht dvojice (C, A) je pozorovatelnd a pocdtecni
podminka Riccatiovy rovnice P(0| —1) > P. Potom posloupnost matic P(t|t—1) konverguje
k silnému reseni P.

Na rozdil od pfedchozich vét neni v tomto piripadé zarucena exponencidlni konvergence.

Tyto véty nebudeme piesné dokazovat, ale k pochopeni pusobicich mechanismu ukazeme
nékteré souvislosti. Protoze vlastnosti feSeni Riccatiho rovnice tzce souviseji s vlastnostmi
diskrétni Ljapunovovy rovnice, pfipomeneme nejprve nékteré jeji vlastnosti.
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Ljapunovova rovnice je linearni maticova rovnice ve tvaru
P=APA" +Q,
kde v8echny matice jsou ¢tvercové dimenze n. Oznacime-li sloupce matic P, Q

P:[plw"apn]) Q:[qla-”vqn]a

pak tuto rovnici lze rozepsat jako

py = anAp,+---+a,Ap, +q
Pn = @1 Apy -+ +anAp, +4qp,,
neboli
o) a1l ... apA j o2 q,
=] : A
P, antA ... apnA P, q,

Definujeme-li operator ,,pferovnani do vektoru“ v
b
v(P)=| :
Yo%
a vSimneme-li si, Ze matice v predchozi rovnici je pravé Kroneckeruv soutin A ® A, lze
Ljapunovovu rovnici pfepsat jako normalni linearni rovnici

v(P) = (A® A)v(P) +v(Q),
neboli
(I,2:—A® A)w(P)=vQ).

Tato rovnice mé pravé jedno feseni, neni-li matice (I,2 — A ® A) singuldrni, tj. nema-li
matice (A® A) zadné vlastni ¢islo rovno jedné. Protoze pro Kroneckeruv sou¢in matic plati,
ze vlastni cisla

MA® B) = {)\Ai)\B_jv i=1,...,n4, j=1,...,np},
dostaneme odtud podminku jednoznac¢nosti feSeni Ljapunovovy rovnice
Aaidaj # 1.

Tato podminka je automaticky splnéna, je-li matice A asymptoticky stabilni, tj. ma vSechna
vlastni ¢isla uvniti jednotkové kruznice.

Vsimnéme si dale, ze pro stabilni matici A lze feSeni psat ve tvaru fady

P=> ATr’(A"y,
=0
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kde Q = IT'TT. Je-li systém A, T' dosazitelny, pak linedrni kombinace matic T', AT, A’T, . ..
generuji cely prostor dimenze n, a proto je feSeni P pozitivné definitni.

Nyni se miizeme vratit k vlastnostem Riccatiovy rovnice. Podminka detekovatelnosti
dvojice C, A je pfirozend. Neni-li systém detekovatelny, existuje nestabilni moéd, ktery se
neprojevi na méfeném vystupu, a tudiz chyba odhadu & (¢|t—1) nemusi byt omezend. Naopak
je-li dvojice C, A detekovatelnd, existuje néjakd (neoptimalni) matice stavové injekce L’
takova, ze matice A — L'C je asymptoticky stabilni. Uvazujeme-li tento neoptimalni, ale
asymptoticky stabiln{ filtr

Tp(t+1) = (A-L'C)zL(t) + L'y(1),
jeho chyba odhadu bude
Zp(t+1) = (A - L'C)zL(t) +v(t) — L'e(t)
a odtud kovarianéni matice chyby odhadu bude
Pr(t+1) = (A-L'C)P.(t)(A- L'C)" + L'RL" + Q.

Protoze matice A — L'C je stabilni, ma tato Ljapunovova rovnice jednozna¢né omezené,
symetrické, pozitivné semidefinitni feseni Pp. Protoze vsak filtr L’ neni optimélni, plati
pro libovolnou symetrickou pozitivné semidefinitni poc¢éteéni podminku Pr(0) = P(0)
nerovnost

P(t) < PL(t).

Z je vidét, ze P(t) je symetrickd pozitivné semidefinitni matice. Nyni jsme ukdzali,
ze z predpokladu detekovatelnosti plyne, ze P(t) je navic omezend. Lze ukdzat, ze
pfi nulovych poé¢éatecnich podminkdch P(0) = 0 je posloupnost P(¢) monoténné ros-
touci. Je-li monoténné rostouci posloupnost zaroveii omezend, existuje jeji limita. To je
i pfipad dudlniho problému kvadraticky optimélniho fizeni v odstavci 2.4. P¥i nenulovych

vvvvvv

také oscilovat.

Souvislost stability Kalmanova filtru s dosazitelnosti dvojice (A, T',) je ponékud piekva-

v/

filtr neni nucen jeho neurcitost korigovat, a tim stabilizovat matici A — LC'. Ptesnéji je-li
dvojice (A, T,) dosazitelnd, podle PBH kritéria dosazitelnosti (Kailathl [1980) plati

hod [zI — A, T',] =n.
Tato plnd hodnost matice se nezméni pridanim sloupcu, takze téz
hod [zI — A, LT., T',] =n,

a piictenim I'; 1C ndsobku druhého sloupce k prvnimu sloupci, coz je elementérni tprava
neménici hodnost matice, dostaneme

hod [z:I - A+ LC, LT., T',] =n.
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Ukézali jsme tedy, ze rovnéz dvojice (A — LC, [LT., T',]) je dosazitelnd. S vyuzitim tohoto
vysledku muzeme pro libovolny asymptoticky stabilni filtr L psat Ljapunovovu rovnici

P, =(A-LC)P,(A-LC) +[LT,, T J[LT,, T,]7,

kterd mé jednozna¢né (v dusledku stability) pozitivné definitni (v dusledku dosazitelnosti)
reSeni. Protoze systém je detekovatelny, konverguje diferen¢ni Riccatiho rovnice a chyba
odhadu je zhora omezend chybou odhadu suboptimélniho filtru L. Proto je i matice A— LC
asymptoticky stabilni. PrepiSeme-li algebraickou Riccatiho rovnici stejnym zpusobem
jako Ljapunovovu rovnici

P=(A-LC)P(A-LC)" +[LT,, T,][LT,, T,)7,
ze stability A — LC vyplyva, ze jeji feSeni je jednoznaéné, a z dosazitelnosti dvojice (A +
LC,[LT,, T,]) vyplyvd, ze toto FeSeni je pozitivné definitni. To jsou vsak pravé zaveéry
uvedené véty.

Vsimnéte si, ze kovarian¢ni matice chyby odhadu stavu a Kalmanovo zesileni zaviseji
pouze na kovariancéni matici chyby odhadu v pfedchozim kroku a nezaviseji na datech.
V piipadé potieby tedy mohou byt napocitidny pfedem a mohou byt zkontrolovany jejich
vlastnosti (pozitivni definitnost a stabilita).

Vysledky tykajici se stability ARR mohou byt vyuzity i pro vySetfovani stability
Kalmanova filtru pro nelimitni hodnotu zesileni L(t). Lze k tomu vyuzit tzv. falenou al-

gebraickou Riccatiho rovnici (fake algebraic Riccati equation), kterou ziskdme piepsdnim
DRR do tvaru

P(tjt—1) = AP(t|t—1)A" — L(¢) (CTP(t|t—1)C + R) LT (t) +Q + P(t|t—1) — P(t+1]t).
Oznac¢ime-li
Q(t) =Q + P(t|t—1) — P(t+1]t),
pak stabilita matice A — L(t)g pro kazdé dané t vyzaduje kromé detekovatelnosti systému
téz dosazitelnost dvojice (A, T'y(t)), kde
Q) = Tu(OT, (1),
Tato dvojice bude dosazitelnd, bude-li (A, T',) dosazitelna a zéroven bude matice
P(tlt—1) — P(t+1]t) > 0,
tj. pozitivné definitni. Navic lze ukazat, ze feseni DRR ma vlastnost monotonicity, tj.
P(tlt—1) > P(t+1|t) = P(t+7|t+7—1) > P(t+7+1[t+7)

pro libovolné 7 > 1. Stability Kalmanova filtru v kazdém kroku a jeho konvergence tedy lze
dosahnout také vhodnou volbou pocdteéni podminky P(0) (viz tfeti varianta véty o kon-
vergenci).

Numericky robustni metody k nalezeni limitniho feseni Riccatiovy rovnice jsou totozné
s metodami feSeni Riccatiho rovnice odpovidajici problému kvadraticky optiméalniho fizeni
uvedenymi v kapitole 2.4. Hamiltonova matice pro problém optimalni filtrace ma pro nesin-
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gularni matici A a pozitivné definitni matici R tvar

AT+ CTR'cA'Q -CTR'cA™!

HF = _A—lQ A—l

(7.66)

7.3.7 Frekvencni vlastnosti Kalmanova filtru

Vlastnosti limitniho Kalmanova filtru, ktery je Casové invariantni, lze popsat rovnéz
ve frekvenc¢ni oblasti. Ukazeme, ze z limitniho feSeni Riccatiho rovnice plyne i feSeni
ulohy spektralni faktorizace a souvislost kovarianci Sumu s geometrickym mistem kofenu
Kalmanova filtru. Dalsi dulezitou vlastnosti Kalmanova filtru je moznost tvarovat jeho
frekvencni charakteristiku modelovdnim spektralnich vlastnosti Sumu. Naopak v tomto
odstavci vynechdme zajimavy teoreticky vysledek o ekvivalenci Kalmanova a Wienerova
filtru, ktery lze nalézt napi. v (Lewis, [1986b).

Souvislost Kalmanova filtru a spektralni faktorizace

Uvazujme limitni Kalmanuv filtr dany rovnici
z(t+1|t) = (A — LC)x(t|t—1) + Ly(t),

kde L je limitni hodnota Kalmanova zesileni (|7.64))
L=APC" (CPC" + R)_l

a P je feseni ARR
P=APAT _ L (CTPC + R) L™+ Q.

Je-li dvojice (C, A) detekovatelnd a dvojice (A, T',) dosazitelnd, pak takovy filtr existuje,
ARR m34 jediné pozitivné definitni feSeni a matice A — K C' je stabilni.

Vytkneme-li z vyrazu pro charakteristicky polynom uzaviené smycky stavové injekce
vyraz zI — A, dostaneme

Ay(z) = det(zI — A+ KC)
= det ((z:I-A)(I + (zI-A)"'KC))
= det(zI—A)det(I + (:2I-A)"'KC),
a vyuzijeme-li vlastnost determinantu
det(I+XY) =det(I+Y X),
dostaneme
Ay(z) = det(2I—A)det(I + C(2I—-A)"'L). (7.67)
Pfitom determinant det(zI—A) je charakteristicky polynom oteviené smycky

A(z) = det(zI—A). (7.68)
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K ziskani dalsiho vysledku pouzijeme identitu
P—APAT = 2I-A)P(z'T-A)" + AP(:'T-A)T + (2I1-A)PAT,
kterou lze dokazat pfimym vypoctem. Z algebraické Riccatiovy rovnice tak dostaneme
(:I-A)P(z'T-A)T + AP(>"'T-A)T + (:I-A)PAT + L (CTPC + R) L' = q.

Abychom na pravé strané rovnice ziskali vyraz pro spektralni hustotu signdlu y,
vynésobfme tuto rovnici zleva vyrazem C(zI —A)~!, zprava vyrazem (z~'I—A)~TC”
a pricteme k obéma strandm matici R. Tim dostaneme

CPCT + C(zI-A)'APCT + CPAT(:7'T-A)TCT
+ C(I-A)'L(cPCt + R)LT (> 'I-A)T"CT"+ R
= CzI-A)'Q:"'I-A)TCcT +R.

Vyuzijeme-li rovnosti
L(CPCT + R) = APCT,

kterd plyne piimo z definice Kalmanova zesileni, muzeme levou stranu faktorizovat a
dostaneme identitu

[C(:1-4)"'L+ 1) (CPCT + R) [C(="'T-A) 'L+ 1] (7.69)
=C(zI-A)'Q:="'1-A)TC” + R.

Ptipomeneme-li definici faktoru kovarianéni matice chyby predikce

cpPCT + R=T.TT,
pak spektralni hustotu

Syy(2) =CI-A)'Q(:="'I-A)TCT + R (7.70)
muzeme psat také ve tvaru

Sy(x) = W W), (7.71)
kde

Wl(z) = [C(zI-A) 'L+ 1| T, (7.72)
coz je pravé pienos tvarovaciho filtru

x(t+1|t) = Az(t|t—1)+ LT.v(t)

y(t) = Cz(t|t—1) +Tw(t).

Vratime-li se nyni k vysledku , muzeme pro det Wﬁl(z) psét

detW~'(2) = det|C(2I~A)"'L+1I|detT. (7.73)

Acl(z)
A(z)

det I';.
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Pro bélici filtr potom plati

A(z)
Ag(z)det T,

Tento vysledek ale odpovida piesné prenosu béliciho filtru ([7.60))

det W (2) = (7.74)

Z(t+1)t) = (A—LC)&(tt—1)+ Ly(t)
v(t) = T 'Cz(tlt—1) + T 1y(t),

nebot jeho pienos
W(z) = [I-C(:I - A+ KC)'L| T
je s pouzitim lemmatu o inverzi matice (6.24)) prave
B Pt
W(z) = [I+C(zI-A)7'L] T

Protoze limitni Kalmanuv filtr (charakteristicky polynom A.(z)) je stabilni, je rovnéz
bélici filtr stabilni a tvarovaci filtr minimélné fazovy. Je-li navic tvarovaci filtr
(7.73) (charakteristicky polynom A(z)) stabilni, pak bélici filtr (7.74]) je minimélné fazovy.
Vyfeseni ARR pro stabilni tvarovaci filtr Sumu je tedy ekvivalentni tloze najit spektralni
faktorizaci tohoto Sumu s minimélni fazi.

Chang-Letovova rovnice a geometrické misto kofenu

Oznacime-li pfenos mezi vstupem v’ s jednotkovou kovarianéni matici a vystupem y stocha-
stického systému

z(t+1) = Az(t)+T,v'(t)
y(t) = Cz(t) +e(t)

jako
G(z) =C(zI — A)™'T,,
muzeme identitu ([7.69) s vyuzitim vztahu (7.67) upravit na

_det(G(2)GT (7Y + R)A(2)A(z )
B det(CPCT + R) ’

Aa(2)Aa(z"") (7.75)
coz je tzv. Chang—Letovova rovnice. Jeji vyznam je v tom, ze umoznuje pro systémy s jednim
vystupem piimo nalézt pély limitniho Kalmanova filtru, takze neni tfeba hledat feseni ARR.
Pienos G(z) je pro systémy s jednim vystupem mozné psat jako

cladj (zI — A)T,  b"(z)
det(zI — A)  a(z)’

G(z) =

kde b”(z) je fadkovy vektor a a(z) = A(z) charakteristicky polynom. Rovnici (7.75)) pak
muzeme psat jako
b'(2)b(z1) + Ra(2)a(z71)

Acl(z)Acl(z_l) = CTPCT+R

(7.76)
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a k urceni pélu limitniho Kalmanova filtru A, (z) je tfeba urcit kofeny vyrazu
b' (2)b(2") + Ra(2)a(z71),

které jsou symetrické viiéi jednotkové kruznici, a vybrat z nich stabilni kofeny, tj. kofeny
uvnitt jednotkové kruznice. Jmenovatel ¢! Pc+ R je pfitom pouze normalizacni konstanta.
Tuto tlohu nazyvame faktorizace polynomu a jejim vyfeSenim pievedeme (pro po-
zorovatelné systémy) tlohu nalezeni Kalmanova filtru na tlohu umisténi péla (pole place-
ment), kterd muze byt snadno vyfeSena napiiklad pouzitim Ackermannova vzorce nebo
vyTeSenim piislusné diofantické rovnice. Vztah je tedy dulezitym styénym bodem
mezi stavovym a polynomialnim piistupem k feseni problému optimalni filtrace.

Pély Kalmanova filtru, tj. kofeny rovnice , jsou pro pozorovatelné systémy, kdy
nedojde ke kraceni nul a pdli, totozné s nulovymi body vyrazu

b’ (2)b(z1) 1

—— " L 14 —G()GT (). 7.77

Ra(z)a(z71) R (2)G7(=7) ( )
Chceme-li vysettit zavislost polohy péli Kalmanova filtru na poméru sumu procesu a sumu
méfeni, muzeme vyuzit podobnosti tohoto vyrazu se vztahem pouzivanym v klasické metodé
geometrického mista korena

1+ K Gol(z).

Je zndmo, Ze pii zméné zesileni K se pohybuji pély uzaviené smyéky od pola oteviené
smycky k nuldm oteviené smycky (je tfeba uvazovat i nuly v nekoneénu). Proto pély
p; Kalmanova filtru se pii zméné hodnoty 1/R od nuly do nekoneéna budou pohybovat od
stabilnich péli soucinu G(2)GT (271) k jeho stabilnim nuldm. Pfi vyhodnocovani tohoto
geometrického mista kofenu je dulezité si uvédomit, ze nestabilni pfevracené hodnoty téchto
1/p; se pohybuji po trajektoriich symetrickych vzhledem k jednotkové kruznici. Pro pél nebo
nulu lezici na jednotkové kruznici je tfeba tyto symetrické trajektorie uvazovat, abychom
ziskali jejich spravné nasobnosti, které jsou rozhodujici pro urceni asymptot trajektorii
z pélu nebo nuly vychazejicich.

7.4 Interpolace

Nejveétsi vyhoda Kalmanova filtru spociva v sekvenénim vyvoji stfedni hodnoty stavu a
jeho kovarianéni matice na zdkladé méfrenych dat. Proto je Kalmanuv filtr vhodny napf.
pro zpétnovazebni fizeni zpétnou vazbou od stavu, kdy neméfitelny stav je nahrazen jeho
odhadem. Existuji ale situace, kdy mame k dispozici mnozinu vstupnich a vystupnich dat
zméfrenych na urcitém intervalu a na zakladé téchto dat hledame odhad stavu na stejném
intervalu.

Takovému zpusobu odhadovéni fikdme interpolace (vyrovndvani). Odhad stavu v dis-
krétnim ¢ase ¢ neni zalozen pouze na minulych datech, ale i na datech budoucich, ziskanych
v case 7 > t. Odhad zalozeny na vétsi mnoziné dat bude lepsi nez odhad zalozeny pouze na
minulych méfenich.

Uvazujme linedrn{ diskrétni systém

x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + v(t) (7.78)
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y(t) = Cax(t) + Du(t) + e(t), (7.79)

kde matice A, B, C a D jsou znamé a v(t) a e(t) jsou nekorelované diskrétni bilé sumy
s kovarianéni matici (opét zndmou)

o) ] [o) 1" Q 0
([ ] [z0T}-12 3] -

Piedpokladdme, ze zndme vstupni posloupnost u(0), (1), - -, w(N) a vystupni posloupnost
y(0),y(1),---,y(N) na casovém intervalu ¢t € [0, N]. Nasim cilem je na zdkladé dat a
zndmého modelu provést odhad posloupnosti stavu x(0), z(0+1),-- -, x(N).

Kalmanuv filtr vyuziva k sekvenénimu odhadu pouze starda data. K ziskani interpolo-
vaného odhadu je tfeba tuto informaci slozit s informaci obsazenou v datech budoucich.
Ukazeme, ze Kalmanuv filtr mizeme vyvijet také v obraceném sméru ¢asu a interpolaci je
tak mozno efektivné realizovat pfimym a zpétnym béhem Kalmanova filtru.

Piimy béh Kalmanova filtru byl popsan v pfedchozich odstavcich. Nyni popiSeme jeho
zpétny béh. Nejprve je tfeba upravit stavovou rovnici stochastického systému. Existuje-li
inverze matice A, pro pocitdni v obraceném sméru ¢asu plati

z(t) = Alz(t+1)— A Bu(t) — A (1) (7.81)
y(t) = Cx(t) + e(t).

Oznacenim odhadu stavu pfi zpétném béehu Z°(¢|7) (s hornim indexem b) budeme rozumét
podminénou stfedni hodnotu

i(t) =& {m(t)|u(7_)7 y(T)7 ’LL(’T + 1)a y(T + 1)7 e 7u(N)7 y(N)} :
Je to tedy odhad stavu v case t zalozeny na datech od ¢asu 7 do konce intervalu odhadovani.
V tom je rozdil proti pfimému béhu.
Zpétny beh se sklada opét z datového (filtracéniho) kroku a ¢asového (predikéniho) kroku.
Datovy krok je popsdn zndmym vztahem pro podminénou stiedni hodnotu

2 (t)t) = 2°(tt+1)+P8,CT(CP’,CT+R,) (y(t)—Cz°(t|t+1)) (7.82)
R’ (t|t) = R’, — R, C"(CR.,C" + R.) 'CR!

X

kde
R), =R, (t|t+1).
Predikéni krok vychdzi z modelu. Podle ((7.83) plati

#(t—1t) = AL@ ) — Bu(t —1)) (7.83)

R (t—1]t) = A YR: (t)t)+ R,)AT. (7.84)

Ziskali jsme tedy vztahy pro zpétny béh Kalmanova filtru. Zbyva vytesit problém, jak slozit
oba béhy dohromady. To je mozné provést jednoduse, jsou-li oba odhady nezavislé.

Zpétny odhad je nezavisly na piimém béhu pouze tehdy, jestlize pocateéni odhad pro

zpétny béh je nezavisly na odhadu pfi piimém béhu ve stejném ¢ase. Proto zvolime

(RL,(N))™' =0 a &"(N)=0
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(na pocdtku zpétného béhu nemame zadnou informaci). Pfitom je vyhodnéjsi misto ko-
varianéni matice vyvijet v Case tzv. informaéni matici S(¢|7), kterd je rovna inverzi

podminéné kovarianéni matice S(t|7) = [P5(t/7)]~'. Zavedeme také novou proménnou
z(t|7) podle vztahu
2(t|r) = S(t|r) @b (t|7). (7.85)

Nyni odvodime filtra¢ni krok pro nové zavedené proménné. Informaéni matice bude
S(tlt) = [Py, (t1t)] ! = [P}, - P2,CT(CP},C" + R,)"'CP, ],

kde P’ = P® (t|t4+1). Pouzijeme-li lemmatu o inverzi matice (6.24), je informacni matice
rovna

S(t|t) = S(t|t—-1) + CTR.;'C. (7.86)
Z dostaneme
zb(t|t) = @°(t|t+1) + L(t)(y(t) — CZ°(t|t+1)), (7.87)

kde L(t) je Kalmanuv zisk pro zpétny béh. Pomoci jednoduchych tprav muzeme ziskat
jednodussi vztah pro Kalmanuv zisk

Lit) = P .CcT(cP’,CcT+R.)™!
= P cticpt,ct+R.) 'R.R!
= pt.ctccpP,Cct+R,)YR.+CP:.CT —CP’,CTR.!
- [P}, C"-P),C"(CP;,C" +R.)"'CP},C"IR,"
= [P, — P’ CcT(CP’ (t|t+1)CT + R.)"'CP’ (t|t+1)|CTR.!
= P (t)C"R;,

kde P’, = P%_ (t|t + 1). Nédsobenim (7.87) informacni matici dostaneme
Stz (tlt) = Snab(t|t+1) + CTR y(t) — CTR;'CZ°(t|t+1)
= S(tt+1)@°(t[t+1) + CT R 'y(t).
7 ptedchoziho vztahu plyne datovy krok
2(tt) = 2(t|t+1) + CTR1y(1). (7.88)
Filtra¢ni (datovy) krok je popsan vztahy a .

Nyni odvodime ¢asovy krok (zpétnou predikci). Zaéneme s kovarianéni matici. Z ([7.83))
plyne
S(t—1]t) = [PL(t—1p)]"
AT[PL(t|t) + R,] T A
AT[S7I(tt)+ R, 1A
AT[S(t]t) — St (R, + S(t])) ' S(t]1)]A
= AT(S(t]t) — Ly(1)S(t[t)) A,

kde jsme ve ¢tvrtém kroku pouzili lemmatu o inverzi matice (6.24]). Casovy krok pro in-
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formacni matici je
S(t—1Jt) = AT(I — L,(1))S(t|t)A, (7.89)
kde pomocna matice Ly(t) je rovna
Ly(t) = SEI(S(t) + (Ru) ™17
Pro vyvoj stredni hodnoty plati podle

Z(t—1t) = S(t—1)E°(t—1[t)

S(t —1[t) A~ @ (t]t) — Bu(t)]
( )
( )

= S(t— 1) A ST (#t)2(t|t) — Bu(t)]
= S(t—1t)A7 ST (t|t)[Z(t|t) — S(t[t) Bu(t)]
a nakonec
2(t —1)t) = AT(I — L,(t))[2(t]t) — S(t[t)Bu(t)], (7.90)

kde jsme pouzili ([7.89).

Nyni zndme podminény odhad @/ (¢|t), PI_(t|t) pro pimy filtr a podminény odhad
Z°(t|t), P, (t|t) mnebo Z(t|t), S(t|t) pro zpétny filtr a zbyva ukazat, jak slozit oba
odhady dohromady.

Problém odhadu nezndmé proménné x na zakladé dvou nezdvislych méfeni y,; a y,
za predpokladu. ze nemame Zidnou apriorni informaci o x, ale zndme stfedni hodnotu a
kovarianci ¥y, a y,, jsme jiz vyfesili v odstavci 6.5. Strucné zopakujeme tento vysledek.
Model méfeni lze popsat jako

y=Cx+e, (7.91)

al e[t 2]

Protoze nemame zadnou apriornf znalost o @, zvolime pu, = 0 a (R,;)~! = 0. Nemizeme
ale pouzit obvyklé vztahy pro podminéné stfedni hodnoty a kovariance, protoze R, — oo.
Uzijeme opét lemma o maticové inverzi (6.24]) a dostaneme

kde

pP,, = [C'R;'CI™!
z = [CTR;'C]'CTR. 'y,
ktery po dosazeni za C a pii nezavislych méfenich je roven
Py = [(Rsl)_l + (R€2)_1]_1 (7.92)
& = [(Ra)™ + (Re2) 7 [(Re) 'y + (Re2) ys)-

Nyni muzeme pouzit model ([7.91) na FeSeni naSeho problému interpolace pomoci



7.4. INTERPOLACE 247

piimého a zpétného odhadu. Apriorni odhady jsou

y:[ ! (t)t) ;sz[ 0] | ng;x(tyt) 0

20 (t]t+1) 0 0 PO(t|t+1)
Uvédomme si, ze jsme pouzili Z°(t|t+1) a ne Z°(t|t), aby odhady byly opravdu nezavislé.

Z (7.92)) a (7.93) okamzité plyne

1 . (7.93)

Poo(t) = [(PL(t) ™ + (PL(tt+1) '] =
= [(PL(tl)"" + S(tt+1)]
B(t) = [(PL(t]) ™" + S+ D] (PL(e]) " @/ (¢tlt) + Z(tft+1)].

Pouzili jsme zde zjednodusené znaceni P, (t) = P (t|N) a Z(t) = Z(t|N). Jsou to tedy
odhady zalozené na celé mnoziné dat.
Predchozi vztah muzeme jesté modifikovat, abychom piimo vidéli, jak interpolace zlepsi

odhad. Pouzitim lemmatu o maticové inverzi (6.24) dostaneme pro kovarianéni matici

Pou(t) = PL(t]t) — L(t) PL(¢]t), (7.94)
kde pomocna matice L4(t) je rovna

Ly(t) = PL (t[t)S(t]t + 1)[I + PL (t[t)S(t]t + 1) L.
S pouzitim Lg(t) je podminénd stfedni hodnota

(1) = &/ (t[t) + [Paa(t)2(t]t + 1) — Lo(t)@’ (t]1)] (7.95)

Pro interpolaci tedy potfebujeme tii filtry. Piimy Kalmanuv filtr, jehoz veli¢iny jsme
oznacovali s indexem f, zpétny filtr popsany (7.88]), (7.86]) a (7.90]), (7.89)) a nakonec filtr
popsany vztahy (7.94)) a (7.95)), ktery realizuje skladani informace z dopredného a zpétného
béhu.

Elegantni modifikace pravé popsaného algoritmu je uvedena v (Lewis, [1986b). Vysledny
filtr vyzaduje pouze jeden piimy a jeden zpétny béh Kalmanova filtru a slozeni obou béhu
jiz neni tfeba. Uvedeme zde pouze vysledky.

Nejprve je tieba provést normalni piimy béh Kalmanova filtru. Jeho vysledkem je fil-
trovany odhad Z(t[t) a P..(t|t) a predikovany odhad Z(t+1|t) a P, (t+1|t). Vyhlazovani
je provedeno zpétnym béhem filtru

x(t) = z(tht)+Ft)[zt+1) —2(t+1|t)] (7.96)
Pyy(t) = Pup(tlt) = F(O)[Puo(t+1]t) — Puo(t + 1)]F7(2),

kde zisk filtru je roven
F(t) - me(t‘t)AT[Pacx(t_'_1“)]71'

Pocatecni podminky zpétného filtru jsou rovny koncovym podminkam piimého filtru.
Vsimnéme si, ze pro zpétny filtr (7.96) nejsou potiebnd zadnd data. Vsechna potiebnd
informace je obsazena v predikovaném a filtrovaném odhadu.
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7.5 Rozsiteny Kalmanuv filtr

V tomto skriptu se témét vyhradné zabyvame linedrnimi modely. Pfesto se na tomto misté
zminime o vyznamné metodé k odhadovani stavu nelinearnich stochastickych systémai,
nazvané rozsiteny Kalmanuv filtr (extended Kalman filter). Rozsifeny Kalmanuv filtr
je dobrou ilustraci, jak 1ze nékteré myslenky linedrni teorie aplikovat pomeérné tispésné i na
nelinearni problémy.

Problém nelinearni filtrace jsme v podstaté vytesili v odstavci 7.3.3, kde jsme nalezli
funkciondlni rekurze pro datovy a casovy krok filtrace, zalozené na obecnych
modelech vyvoje stavu a méfeni ve tvaru podminénych hustot pravdépodobnosti. Prak-
tickd pouzitelnost téchto rekurzi je vSak omezena na piipady, kdy funkciondlni rekurze
lze nahradit algebraickymi rekurzemi (jako v piipadé Kalmanova filtru pro linearni model
a normalni rozdéleni sumu), nebo na velmi jednoduché obecné tlohy, kdy lze zicastnéné
p.h.p. vhodnym zpusobem aproximovat (napiiklad tabulkou) a realizovat popsané operace
podminiovani a vypo¢tu margindlnich p.h.p. numericky.

Misto globalni aproximace je vSak pomérné jednoduché aproximovat tyto operace lokalné
na zakladé linearizovaného modelu systému v okoli vhodné zvoleného bodu. To je zakladni
myslenka rozsifeného Kalmanova filtru.

Predpokladejme nelinearni diskrétni stochasticky systém
w(t+1) = f(x(),u(t),v(t)) (7.97)
y(t) = g(x(t),u(t) e(t)),

kde v(t) a e(t) jsou bilé posloupnosti s kovarianéni matici

v) ] (o]l _[@ o
Alzo] [z -[2 2] .

Ozna¢me standardnim zpusobem apriorni odhad stavu v Case ¢ jako &(t|t—1), kovarianéni
matici chyby odhadu jako P(t|t—1) a linearizujme vystupni rovnici v okoli nejlepsiho dos-
tupného odhadu, to je v tomto piipadé apriornich hodnot Z(t|t—1), u(t) a e(t|t—1) = 0.
Dostaneme

y(t) = g (Z(t[t—1),u(t),0) + C(t) (z(t) — z(t[t—1)) + Tc(t)e(?), (7.99)
kde matice
Jg (x,u,e)
C — bl
(t) oz x=2(t|t-1), u=u(t), e=0

=& (t|t-1), u=u(t), e=0

Nyni muzeme jednoduse najit datovy krok Kalmanova filtru pro linearizovany model.
Kalmanovo zesileni bude

L(t) = P(t|t-1)CT () (CHP(|t-1)CT (1) + re(t)RreT(t))_1 : (7.100)
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korekce stfedni hodnoty stavu

T(t|t) =2(t|t—1) + L(t) (y(t) — g ((t|t—1),u(t),0)) (7.101)
a korekce kovarianéni matice chyby odhadu

P(t|t) = P(t|t—1) — L(t) (C(t)P(t|t—1)CT(t) + I‘e(t)RFZ’(t)) LT(t). (7.102)

Tim je ukoncen popis filtra¢niho kroku algoritmu. Predikéni krok algoritmu je pro odhad
stFfedni hodnoty stavu dén piimo stavovou rovnici prechodu (|7.97)

F(t+1]t) = f (B(t]), u(t),0). (7.103)

K vypoctu kovarianéni matice P(t+1|t) opét rovnici (7.97)) linearizujeme v okoli nejlepsiho
dostupného odhadu, kterym je tentokréat jiz aktualizovany aposteriorni odhad Z(t|t), a
dostaneme

z(t+1) ~ f(2(t)t), u(t),0) + A(t) (z(t) — 2(t[t)) + Tu(t)v(t), (7.104)
kde matice
of (x,u,v)
At) = )
Q oz e=2(t|t), u=u(t), v=0

Odtud pak pro vyvoj kovarianéni matice chyby odhadu plyne
P(t+1]t) = A(t)P(t[t)AT(t) + T, (t)QTL(¢). (7.105)

Vzhledem k zavislosti matic ziskanych linearizaci na datech je také kovarianéni matice chyby

Tim je ukonéen predikéni krok algoritmu. V piipadé korelovanych sumt procesu a méfeni
muzeme vyuzit statistické zavislosti téchto Sumu stejnym zplisobem jako v odstavci 7.3.3 a
v predikénim kroku algoritmu pak pouzit hodnotu wv(t|t).

Protoze rozsifeny Kalmanuv filtr je pouze lokélni linedrni aproximaci, muze dojit k jeho
divergenci. Proto je t¥eba pfi jeho pouziti jisté opatrnosti. Casto pouzivanym opatfenim
pii aplikacich rozsifeného Kalmanova filtru je pouziti fiktivniho Sumu procesu, ktery brani
piilis rychlému poklesu kovarianéni matice chyb odhadu, a tim udrzuje dostateéné velké
Kalmanovo zesileni, a tedy i schopnost filtru reagovat na chyby predikce vystupu. Dalsi
podrobnosti o divergenci Kalmanova filtru lze najit v (Lewis, |1986b).

Ukéazeme déle, jak muze byt rozsifeny Kalmanuv filtr pouzit k odhadu stavu linedrniho
systému s nezndmymi parametry. Podrobnéjsi diskuzi o pouziti rozsiteného Kalmanova
filtru k adaptivni filtraci stavu systému s nezndmymi parametry lze nalézt v (Goodwin a
Sin, 1984]).
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Priklad (Odhad stavu a parametru systému 1. fadu).
Uvazujme systém 1. fadu

z(t+1) = ax(t)+v(t)
y(t) = ca(t) +e(t),

kde a a c jsou nezndmé parametry a v, e bilé sumy s rozptyly o2, 02. Zavedeme-li rozsiFeny
stav

x1(t) x(t)
w(t) = | z2(t) | = | alt) |,
z3(1) c(t)

x1(t+1) = xo(t)x1(t) +v(t)
xo(t+1) = x9(t)
x3(t+1) = x3(t)

y(t) = x3(t)ar(t) +e(t).

Odtud matice C(t), T'c(t) ve filtra¢nim kroku algoritmu budou
) =z 0 ) |,
T.(t)=1
a matice A(t), I'y(t) v predikénim kroku algoritmu
zo(t) a1(t) 0O

0
0 0 1

Tyto matice pak pouzijeme v (7.100) az ([7.105). Vyzkousejte konvergenci rozsifeného
Kalmanova filtru pro ruzné volby pocate¢nich podminek P(1]0) a Z(1|0)!




Kapitola 8

Kvadraticky optimalni zpétna
vazba od vystupu

V kapitole 2 jsme ukazali, ze kvadraticky optimalni reguldtor mize byt realizovan zpétnou
vazbou od stavu systému. V piipadé, ze vSechny potiebné stavové veli¢iny nejsou méfitelné,
ale systém je pozorovatelny, muzeme k jejich odhadu pouzit pozorovatel stavu. Pokud
tento pozorovatel stavu navrhneme tak, aby minimalizoval stfedni kvadratickou chybu
odhadu stavu, nazyvame takovy optimalni pozorovatel stavu Kalmanuv filtr. Navrhem a
vlastnostmi Kalmanova filtru jsme se podrobné zabyvali v kapitole 7.3.

Je znidmo (viz napf. skriptum (Stecha a Havlena, 1993)), ze pii pouziti metody
umisténi pélu lze dynamické vlastnosti stavového reguldtoru a pozorovatele stavu navrhnout
nezavisle a plati tzv. separa¢ni princip. Ukazeme, Ze podobné vlastnosti plati i v pripadé
kvadraticky optimélniho fizeni a kvadraticky optimélniho odhadu stavu linearniho stocha-
stického systému, buzeného gaussovskym Sumem (tzv. LQG problém). K feseni tohoto
problému lze zobecnit metodu dynamického programovéani, popsanou v odstavci 2.3, na
tzv. stochastické dynamické programovani. Hlavni myslenky tohoto postupu ukazeme
v nasledujicim odstavci.

Optimalizace kvadratického kritéria jakosti regulace neni ve vétsiné pripadu koneé¢nym
cilem navrhu; je spiSe prostiedkem, jak nalézt reguldtor s piiznivymi vlastnostmi (viz napf.
frekvencni vlastnosti LQ reguldtoru v odstavci 2.5 nebo frekvenéni vlastnosti Kalmanova
filtru v odstavci 7.3.7). Vyuzivame napiiklad toho, ze kvadraticky optimélni reguldtory sta-
bilizuji fizenou soustavu a navic maji na zdkladé (2.95)) zaru¢enou amplitudovou bezpeénost
(12.98)

\ 1+ k:T(ejWTSI—A)_lb‘ >,

tj. jejich frekvenéni charakteristika se vyhybéa kruznici se stfedem v kritickém bodé —1 4 05
a polomérem =, z ¢ehoz plynou i piiznivé vlastnosti z hlediska robustnosti (viz odstavec 2.5).
Lze ukazat, ze vSechny stabilizujici regulatory s touto vlastnosti jsou pravé vSechny kvadrat-
icky optimdlni reguldtory, parametrizované pozitivné semidefinitnimi maticemi kritéria.

Tyto vlastnosti vSak mohou byt ztraceny, nahradime-li zpétnou vazbu od stavu
systému zpétnou vazbou od vystupu systému a vyuzivame odhadu stavu generovaného po-
zorovatelem. Vhodnym ndvrhem Kalmanova filtru vsak lze dosdhnout (alepon édsteéného)

251
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obnoveni téchto priznivych vlastnosti prenosové funkce oteviené smycky. Tato metoda
navrhu se nazyvéa loop transfer recovery nebo téz LTR. Jinou metodou jak tvarovat
prenos oteviené smycky pfi zachovani vlastnosti uzaviené smycky je vyuziti zpétné vazby
od rezidui, tj. chyb predikce Kalmanova filtru y(t) — y(t[t—1). Prestoze tyto metody jsou
stale do zna¢né miry zalozeny na inzenyrském citu a metodé zkousSek a omyli, vyznamné
roz§ifuji pouzitelnost rozsahlych teoretickych vysledktu v oblasti kvadraticky optimalniho
tizeni pii praktickych aplikacich, a proto jim budeme vénovat zbyvajici ¢ast této kapitoly.

8.1 Uloha LQG regulatoru

V tomto odstavci ukdzeme hlavni myslenky odvozeni tzv. separa¢niho principu (v lit-
erature nazyvaného téz certainty equivalence principle). Predpoklddejme, Ze Fizeny
systém je popsan modelem
x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + v(t) (8.1)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) + e(t)
s po¢éatecnim stavem x(0), ktery je normélné rozdélenou ndhodnou veli¢inou s danou stfedni

hodnotou Z(0) a kovarian¢ni matici P, (0). Vstup systému w(t) muze v kazdém okamziku
zaviset na znamych datech

Dy = {U(O),y(O),...,u(t—l),y(t—l)} (82)
a v(t), e(t) jsou stacionarni bilé posloupnosti s kovarianénimi maticemi Q,, a R..

Budeme-li hledat fizeni minimalizujici kritérium

N—-1
J =2 (N)QN)2(N) + Y {2 (1)Q(0)z(t) + ul () R(tu()} (8.3)
t=0

zjistime, ze hodnota kritéria je vlivem ptisobicich sumt ndhodnou veli¢inou. Proto je tieba
prejit k minimalizaci jeho stfedni hodnoty

J=¢& {a:T(N)Q(N)a:(N) + i {ch(t)Q(t)a:(t) + uT(t)R(t)u(t)}} . (8.4)
t=0

Uvazujme nejprve jednodussi piipad kvadraticky optimélniho Fizeni stochastického sys-
tému, jehoz stav je méfitelny. Systém je tedy popsan rovnici

x(t+1) = Az(t) + Bu(t) + v(t) (8.5)

s pocatecnim stavem x(0), ktery je normalné rozdélenou ndhodnou veli¢inou s danou stredn{
hodnotou Z(0) a kovarianéni matici P,(0). Sum procesu v(t) je stacionarni bila posloupnost
s kovarian¢ni matici Q,,. Pfipustna strategie rizeni je takovd, ze pro vypocet vstupu systému
u(t) v ¢ase t lze vyuzit informaci o stavu systému x(t) v ¢ase t. Pfitom chceme najit takovy
zékon Fizeni, ktery minimalizuje kritérium (8.4)).

Definujme ztratovou funkci

Via(t),uf 1) = e{aT(N)QN)z(N) + (8.6)
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N—-1
+ {wT(k)Q(k)w(k) + uT(k:)R(k)u(k)}},
k=t

Pro optimalni hodnotu ztratové funkce pak plati rekurze

V*(x(t),t) = gl(ltr)lg {£"()Q(t)x(t) + u () R(t)u(t) + V*(w(t+1),t+1)|u(t), z(t)} . (8.7)

V case t = N dostaneme
V¥(x(N),N) = zl(N)Q(N)x(N) = z/(N)P(N)x(N). (8.8)

V case t = N—1 plati

V¥(x(N-1),N-1) = min

Jnin E{wT(N—l)Q(N—l)a:(N—l) + (8.9)

+ul(N-1)R(N—1)u(N—1) +
+ 2T(N)P(N)a(N) (N -1), ac(N—l)}.

K vyéisleni této stiedni hodnoty lze pouzit ndsledujici ivahu: necht € = & + &, kde Z =
E{x}. Potom ziejmé £ {x} = 0 a kovarian¢ni matice  bude rovna

cov{z}=¢€ {ﬁ:T} - P,
Stfedn{ hodnota kvadratické formy 27 Q pak je
e{a"Qe} = £{@+3)Q@+a)}
= ¢ {:ETQ:E} +E {:T:TQ:E}
= 27Qz+¢{na"Qz}
= 3'Qa+¢{n a3’ Q)
= 27Qz +tr P,Q.

Stredni hodnotu kvadratické formy tedy muzeme vyjadrit pomoci kvadratické formy stredni
hodnoty a stopy sou¢inu kovarianéni matice a matice kvadratické formy. Na zdkladé tohoto
vysledku a skute¢nosti, ze pro zndmé matice systému plati

E{x(t+1)|z(t), u(t)} = Ax(t) + Bu(t)
a pro kovarianéni matici
cov{w(t+1)|z(t), ut)} = Q,,
Ize psét jako
V¥ x(N-1),N—1) = 1(rnin)(wT(N—l)Q(N—l)w(N—l)—l— (8.10)

u(N—1

+ u(N-1)R(N-1
+ (Axz(N-1)+ Bu

w(N—1)+

)
(N-1)TP(N)(Az(N—-1) + Bu(N—1)) +
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botr QUP(N))

Prvni ¢ast tohoto vyrazu je totoznd s vyrazem, ktery minimalizujeme pti hledani kvadraticky
optimélniho fizeni pro deterministicky systém. Zbyvajici ¢ast vyrazu tr Q,P(N) popisuje
zvétseni hodnoty kritéria vlivem Sumu procesu. Protoze tento piirustek nezavisi na hodnoté
tizeni, neovlivni minimalizaci této kvadratické formy ani optimalni zédkon fizeni. Provedeme-
li podobnou tvahu pro libovolné ¢, dostaneme

N
Vi(@(t),t) = 2" (t)Pt)z(t) + > tr Q,P(k), (8.11)
k=t+1

kde matice P(t) je Fesenim Riccatiho rovnice s poc¢atecni podminkou P(N) = Q(N), kterou
bychom odvodili indukci stejné jako v odstavci 2.3. Optimalni zakon Fizeni je tedy shodny
s deterministickym zakonem Fizeni a optimalni hodnota kritéria je pak

N
J* =V*(2(0),0) = 2" (0)P(0)x(0) + > _tr Q,P(t), (8.12)
t=1

kde druhy ¢len popisuje zvétseni hodnoty kritéria zpusobené piitomnosti nepredikovatelné
slozky stavu vlivem Sumu v(t).

Nyni se vratme k ptivodnimu problému, kdy stav systému neni pifmo méfitelny. Pouzi-
jeme-li k rekonstrukei stavu systému x(t) na zdkladé dostupnych dat D,; Kalmanova filtru,
dostaneme pro odhad stavu rovnici (viz odstavec 7.3)

Z(t+1)t) = Az(t|t—1) + Bu(t) + L(t)e(t|t—1), (8.13)
kde L(t) je optimalni zesileni Kalmanova filtru a
e(tlt=1) = y(t) —y(t[t-1)

je chyba predikce vystupu. Je zndmo, ze posloupnost e(t|t —1) je bild a mé kovarianéni
matici

Q. (t|t—1) = cov {e(t[t—1)} = cov {CZ(t|t—1) + e(t)} = CP,(t|t—1)CT + R, (8.14)
kde

F(tlt—1) = z(t) — 2(t|t—1)

Py(t|t—1) = cov {w(t)|Dia} = £ {@(t|t—1)@(t]t—1)"|Dea | .

Protoze stav Kalmanova filtru Z(¢|t — 1) je dostupny, matice P, (t|t —1) je vzhledem k
optimalité Kalmanova filtru minimalni kovarianéni matici chyby odhadu stavu a plati

a(t) = B(tt—1) + 2(t|t—1), (8.15)

lze ptfevést ilohu s méfenim vystupu na tlohu s pfimou zpétnou vazbou od stavu pro
systém popsany rovnici (8.13|) buzeny bilym Sumem s kovarianéni matici (8.14). Pro stfedni
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hodnotu kvadratické formy =7(¢)Qx(t) Ize totiz na zdkladé (8.15]) psat

e{a(t)Qz(t)} = " (tlt—1)QB(t[t—1) + tr Po(t|t—1)Q. (8.16)
Pro optiméalni hodnotu ztratové funkce plati rekurze
V*(t) = m(ltr)lé’ {wT(t)Q(t):n(t) +uT(t)R(t)u(t) + V*(t+1)|u(t), DH} . (8.17)

Vsimneéte si rozdilu mezi touto rovnici a (8.7)).

Uvazujme nyni optimalni hodnotu ztratové funkce v ¢ase t = N. Dostaneme

VH(N) =

£ {2"(N)QN)a(N)[Dxs | (8.18)
2/ (N|N-1)Q(N)Z(N|N—1) + tr P,(N|N—1)Q(N).

V case t = N —1 bude platit

VH(N-1)

= u{r&iﬂ)g{w (N-1)Q(N-1)x(N-1) + (8.19)

+uT(N-1)R(N—-1)u(N—1) +

+ & {mT(N)Q(N)a:(N)ﬂ)N1}‘DN2,u(N—1)}

= {r]{[ig)(:?T(N—lN—2)Q(N—1)£(N—1|N—2)+
+u'(N-1)R(N—-1)u(N—-1) +
+ (AZ(N—1|N—2) + Bu(N—1))" P(N)(AZ(N—1|N—2) + Bu(N—1))
+tr P,(N-1|N-2)Q(N—1) +
+tr LIN-1)Q.(N-1)LT(N—-1)P(N) +

+tr Pm(N|N—1)Q(N)>.

Prvni ¢ést tohoto vyrazu je opét totoznd s vyrazem, ktery minimalizujeme pii hledéni
kvadraticky optimélniho fizeni pro deterministicky systém a ktery vede na jeden krok
diferenc¢ni Riccatiho rovnice. Stopy matic ve zbyvajici ¢asti vyrazu popisuji zvétseni hodnoty
kritéria vlivem nepfesné znalosti stavu procesu a Sumu procesu. Protoze v8ak opét tento
prirustek nezavisi na hodnoté fizeni, neovlivni minimalizaci této kvadratické formy ani op-

timalni zdkon It

zeni. Opakovanim tohoto postupu dostaneme pro obecny ¢as ¢t optiméalni

hodnotu kritéria

Vi) =

_l’_

Z(tlt—1)P)Z(t]t—1) + (8.20)
N

> tr L(k)Q. (k)L (k)P(k) +

k=t+1

N—1

> _tr Po(klk—=1)Q(k),

k=t
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kde vyraz

N
> tr L(k)Q (k)L (k)P (k)

k=t+1

popisuje zhorseni dosazitelné kvality regulace vlivem stochastické slozky systému (Sumu
procesu € v rovnici (8.13)) a vyraz

N—1

" tr Po(kk—1)Q(k)

k=t
popisuje zhorSeni dosazitelné kvality regulace vlivem pouziti odhadu stavu misto jeho pii-
mého méreni. Tato slozka je minimalni pravé pro odhad Kalmanovym filtrem, ktery mini-
malizuje hodnotu

tr P,(klk—1)Q
pro libovolnou matici Q. Optimalni hodnota kritéria bude

J* =V*&(0/-1),0) = &7 (0|-1)P(0)&(0|—1) + (8.21)

N
+ > o tr LOQ.(LT () P(t) +
t=1

N-1
+ ) tr Po(tt—1)Q(t).
t=0

Tyto vysledky muzeme shrnout takto. Kvadraticky optimalni fizeni vyuzivajici pouze
meéfeni vystupu lze nalézt v nasledujicich krocich:

1. uréime optimélni odhad stavu Z(¢|t —1), minimalizujici stfedni kvadratickou chybu
odhadu a vyuzivajici dostupnych dat D, ;. Tento odhad lze najit Kalmanovym filtrem
se zesilenim L(t) a ma kovarian¢éni matici chyby odhadu P,(t|t —1). Posloupnost
téchto kovarianénich matic a zesileni najdeme feSenim Riccatiho diferen¢ni rovnice
pro problém optimalni filtrace.

2. uréime kvadraticky optimalni zékon fizeni u(t) = — K (t)x(t), minimalizujici kritérium
pro deterministicky systém, ziskany zanedbanim stochastické slozky v mod-
elu (8.1)). Posloupnost téchto zesileni najdeme na zakladé feseni Riccatiho diferenéni
rovnice pro problém optiméalniho fizeni.

3. aplikujeme nalezeny zakon fizeni, pficemz nezndmy stav @(¢) nahradime jeho op-
timalnim odhadem Z(t|t—1).

Poznamenejme, ze vzhledem ke zvolenému indexovani veli¢in (viz odstavec 1.3) mé Fizeny
systém obecné nenulovou piimou vazbu mezi vstupem a vystupem, tj. matice D # 0. Proto
ve zpétnovazebni vétvi reguldtoru musi byt alesponi jednokrokové zpozdéni. Toto zpozdéni
se projevuje pravé ve vyuziti odhadu Z(t|t—1) vyuzivajictho méreného vystupu y(t—1) k
vypoctu fizeni w(t).

Abychom ziskali Casové invariantni filtr a ¢asové invariantni zdkon fizeni, budeme
prodluzovat horizont optimalizace N — oo. V dusledku ptsobicich poruch vSak jsou obé
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kvadratické formy v kritériu (8.4) trvale nenulové a hodnota tohoto kritéria roste pro ros-
touci NV nade vSechny meze. Proto je pfi uvazovani nekoneé¢ného horizontu optimalizace
vhodné pouzit modifikované kritérium

N—oo

N—1
J = lim %5 {mT(N)Q(N)m(N) +> {:cT(t)Q:n(t) + uT(t)Ru(t)}} . (8.22)
t=0

Pokud vysledny ¢asové invariantni regula¢ni obvod bude stabilni, budou pro ¢ — oo posloup-
nost stavu i vstupu staciondrni ergodické posloupnosti (viz odstavec 5.2) a minimalizace
kritéria (8.22]) bude ekvivalentni minimalizaci stfedni hodnoty kvadratické formy

&{"(t)Qz(t) + v’ (t) Ru(t) }

pro stacionarni ndhodné procesy x a u. Zduraznéme jesté jednou, ze k ziskani ustaleného
Kalmanova filtru je tfeba prodluzovat pocatecni ¢as méfeni vystupu tg — —oo a k ziskani
ustaleného zesileni optimalniho regulatoru je tieba prodluzovat koncovy ¢as horizontu op-
timalizace N — +oc.

u(t)
++ B d C
2(t)
| A
Y D
- tlt—1)
| — L

u(t)
4+ B O d (91 C
&(tt—1)
| — A [
W D
| Pozorovatel
i ~K |- i
Stavovy requldator

Obrézek 8.1: LQG regulator
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Regulaéni obvod s limitnim zesilenim kvadraticky optimalniho regulatoru K a limitnim
zesilenim Kalmanova filtru L je na obr. Tento obvod je popsdn rovnicemi

x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) +v(t) (8.23)
y(t) = Cx(t) + Du(t) +e(t)
x(t+1t) = Az(t|t—1)+ Bu(t) + Le(t|t—1)
y(tlt—1) = Cz(t|t—1) + Du(t)
u(t) = —Kz(t|t—1)
ett-1) = y(t)— Gtl-1).

Popiseme-li tento obvod v transformovanych stavovych soutadnicich x(t) a &(t[t—1), kde
Z(t|t—1) = x(t) — z(t|t—1),
dostaneme rovnici dynamiky

x(t+1)
x(t+1|t)

A-BK BK x(t)
0 A-LC || &(t)t-1)

v(t) ] . (8.24)

Ze struktury slozené matice dynamiky stavu je vidét, ze opét plati separacni princip
a vlastni ¢isla uzaviené smycky jsou dény vlastnimi ¢isly matice A — BK kvadraticky
optimalniho reguldtoru a vlastnimi ¢isly matice A — LC Kalmanova filtru.

8.2 VIliv pozorovatele na vlastnosti regulatoru

V tomto odstavci se budeme zabyvat moznou ztratou robustnosti, ke které muze dojit
zavedenim pozorovatele stavu do regula¢ni smycky, a moznosti jejiho (alespon caste¢ného)
obnoveni.

8.2.1 Metoda LTR

Uvazujme regulaéni obvod na obr. bez ptisobeni ndhodnych vstupt v a e. Uspotaddame-li
tento obvod podle obr. dostaneme standardni schéma s jednotkovou zpétnou vazbou.
Velicina ve zpétnovazebni vétvi bude pro pozorovatelny a stabilizovatelny systém, stabilni
pozorovatel stavu a stabilizujici stavovu zpétnou vazbu pro ¢ — oo

u(t) = -Kz(t|t—1) — wu(t)=—-Kz(t).
Ptenos oteviené smycky rozpojené v bodé A bude potom
Go(2) = —K(zI — A)"'B, (8.25)

coz je pravé pienos oteviené smycCky stavového regulatoru s primym méfenim stavu. V
odstavci 2.5 jsme ukézali, Ze pro tento pfenos plati v jednorozmérném piipadé

|11+ Gu(z)| >y, 0<y<1. (8.26)

Tento prenos oteviené smycky vSak neni ani pfenosem oteviené smycky rozpojené na vstupu
tizeného systému v bodé B, ani prenosem oteviené smycky rozpojené na vystupu fizeného
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w'(t) y(t
O Rizeng | Y e(tht-D 5] | ul)

A | B systém C Pozorovatel vy .

! ‘ stavu reguldtor | |

A D j

Obrazek 8.2: Regula¢ni smycka s pozorovatelem stavu

systému v bodé C. Rozpojime-li regula¢ni smycku na vstupu soustavy v bodé B, dostaneme
prenos oteviené smycky

'(z)=[-K(zI — A+ BK + LC) 'L][C(zI — A)'B + D], (8.27)

ol

kde

R(z)=-K(:I —-A+BK +LC) 'L (8.28)
je ptenos mezi body C' a B, tj. pfenos regulatoru, a

S(z)=C(zI-A)"'B+D (8.29)

je pfenos mezi body B a C, tj. prenos i{zené soustavy. Pienos oteviené smycky G7,(z) muze
byt podstatné odlisny od pienosu G (z).

Podminka (8.26) muze byt na zdkladé kruhového kritéria (viz odstavec 2.5) interpre-
tovana tak, ze uzaviend regula¢ni smycka zustane stabilni, je-li do regula¢ni smycky vlozena
libovolnd (i ¢asové proménnd) nelinearita ®(.) vyhovujici omezen{

1 1
u>®(u) > ——u. (8.30)
L=y

U
- T 14y
Takovou nelinearitu nazyvame sektorova nelinearita. Pro v — 1, coz je limitni hodnota
(dosahovand pro spojity kvadraticky optimélni reguldtor), potom
oo > D(u) > %u

Pokud tuto nelinearitu vlozime do smycky v bodé A, bude na zdkladé (8.26) regulaéni
obvod stabilni i v pfipadé pouziti pozorovatele stavu. V realném regula¢nim obvodu vsak je
nelinearita vlozena do obvodu na vstupu fizené soustavy, tj. v bodé B, kde podminka
neni splnéna. Pomérné jednoduchym fesenim by bylo vlozeni modelu této nelinearity na
vstup pozorovatele stavu do bodu D. Problém vsak je v tom, Ze nelinearita ®(u) obvykle neni
presné zndma a navic muze reprezentovat i nepiesnou znalost modelu fizeného systému. Lze
vSak postupovat jinym zpusobem, ktery jeji znalost nevyzaduje: vliv pfemisténi nelinearity
z ,,piiznivého“ bodu A do ,,nepfiznivého“ bodu B nebude vyznamny, jestlize omezime
vliv vazby prochazejici bodem D na pfenos oteviené smycky. Tato vazba pfivadi na vstup
pozorovatele stavu akéni velicinu u a jeji vliv bude omezen, bude-li odhad stavu podstatné
vic zdviset na privedeném vystupu soustavy y nez na vstupu w. Toho vsak 1ze dosdhnout
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jednoduse tak, ze k Sumu procesu v pfridame fiktivni slozku, ktera by vznikla pfi¢tenim
jistého Sumu k akéni veliciné. Kovarianéni matice takto modifikovaného sumu bude

Q, =Q,+0’BBT. (8.31)

Tento Sum pro o — oo bude eliminovat vliv vstupu « na odhad stavu Z. Lze ukdzat, Ze pro
pozorovatelny a stabilizovatelny systém s minimalni fazi plati
lim [-K(z2I—A+BK+L,C) 'L,][C(:I—-A)"'B+D] = K(z2I - A)"'B, (8.32)
g—00
kde L, je zesileni Kalmanova filtru pro modifikovanou matici Sumu procesu (8.31)). Tak lze
dosédhnout obnoveni puvodnich vlastnosti oteviené smycky reguldtoru s primym meéfenim
stavu.

Dalsich ,,stupnu volnosti“ pfi tvarovani frekvenéni charakteristiky oteviené smycky lze
dosahnout volbou frekvenéné zévislého fiktivniho Sumu. Model soustavy je pak tieba rozsitit
o tvarovaci filtr Sumu.

Vysledny Kalmantv filtr jiz nebude optimalni z hlediska puvodniho umu, ale zaruéi lepsi
frekvenc¢ni vlastnosti oteviené regulacéni smycky. Tento postup je proto vhodny i pro navrh
deterministickych regulatoru, kde kovarianéni matice Sumu (pfipadné i jeho frekvenéni vlast-
nosti) a vahové matice kvadratického kritéria optimality chdpeme hlavné jako ndstroje,
kterymi inzenyr ladi vlastnosti reguldtoru. Omezeni metody LTR jsou pomérné ziejma z
jejl motivace.

8.2.2 Zpétna vazba od rezidui

Zakladni myslenkou schématu v pfedchozim odstavci byla skute¢nost, ze pro t — oo je fizeni
rovno u(t) = —Kx(t). Ukdzeme zde jiny zpusob, jak tuto vlastnost zachovat a pfitom mit
moznost ovlivnit pfenos oteviené smycky.

u'(t . t
® Rizeny y(®) Z(t|t—1) ) u(t)
r A | B| systém C Pozorovatel Stavovy
‘ stavu regulator
D g(tlt—1)

Obrazek 8.3: Regula¢ni smy¢ka se zpétnou vazbou od rezidui

Uvazujme schéma podle obr. Nebudeme-li uvazovat pusobeni Sumu, pak pro ¢ — oo
posloupnost rezidui

e(t|t—1) — 0.
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Pfiddnim nulového signdlu, filtrovaného libovolnym stabilnim filtrem G.(z), zfejmé
neovlivnime vlastnosti regula¢ntho obvodu na obr. vlastnosti obvodu vsak budou
ovlivnény, jakmile tato posloupnost nebude identicky rovna nule.

Uréime-li prenos oteviené smycky nebo pfenos regulatoru, tj. pfenos mezi body C a
B, zjistime, ze na pienosu filtru G.(z) zavisi. Lze ukézat (viz napf. (Anderson a Moore,
1990)), ze pro schéma reguldtoru podle obr. kde zesileni K a L jsou takova, ze matice
A — BK a A — LC jsou stabilni, ziskdme parametrizaci stabilnimi filtry rezidui G.(z)
pravé vSechny stabilizujici regulatory s danym pfenosem mezi vnéjsim vstupem systému
u'(t) a vystupem y(t). Tak jsme alternativnim zpusobem dospéli k parametrizaci vsech
stabilizujicich reguldtoru, popsané v odstavci 4.2.3.

Volbou filtru G¢(z) muzeme napiiklad minimalizovat rozdil mezi prenosem oteviené

smycky stavového regulatoru s primym méfenim stavu a stavového reguldtoru s po-
zorovatelem stavu. Tento postup se nazyva v literatufe ,,sensitivity recovery “.
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Identifikace dynamickych systému
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Kapitola 9

Stochastické metody identifikace

V této kapitole se budeme zabyvat odhadovanim parametru linedrnich stochastickych sys-
tému. Budeme pfitom vyuzivat prevazné bayesovského piistupu. Nejvyznamné;jsi reference
pro tuto kapitolu jsou (Box a Tiao, |1973), (Peterkal |1981a)) a (Peterka, |1986).

9.1 Model dynamického systému

Nez budeme aplikovat vysledky odstavce 6.6 k identifikaci parametr dynamickych systémn,
upfesnime nejprve pojem model dynamického systému.

u(t)

—1 S

y(1)

x, 0

Obrazek 9.1: Dynamicky systém

9.1.1 Souvislost tilohy modelovani a tizeni

Motivaci ilohy identifikace parametru systému je obvykle iiloha nalezeni optimalniho Fizeni.
Pozadavky na model systému pak z této ulohy vyplyvaji. Uvazujme dynamicky systém se
vstupem wu(t) a vystupem y(¢) podle obr. Ozna¢me Dy, ; (pocatecni index tg = 1
budeme obvykle vynechdvat) mnozinu vstupnich a vystupnich dat

Dto,t = {u(t0)7 y(t0)> s 7u(t>7 y(t)} :

Predpokladejme, Zze zndme historii systému D, a nasim ukolem je nalézt optimdlni fizeni
minimalizujici na horizontu konecné délky T' kritérium ve tvaru

T =E{J (Drgp1to11) |Dio } -

K nalezeni optimdalniho zdkona fizeni je tedy tfeba urcit rozdéleni pravdépodobnosti
P (Dt torr| Do) -

265
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Pouzitim Fetézového pravidla (6.28]) dostaneme

P (Dioirtorr| Do) = p(ylto+T)|u(to+T), Depr—1) - p (w(to+T)|[Degsr—1) -

p(y(to+1)|u(to+1),Dy,) . p(u(to+1)|Dy,) -

Soubor podminénych hustot pravdépodobnosti

p (y(7)|u(r), Dra) (9-1)

pro 7 = tog+1,...,tg+ T popisuje zavislost vystupu systému v ¢ase 7 na historii systému
a vstupu systému v ¢ase 7; tento soubor p.h.p. nazveme model systému. Model systému
je tedy mozno interpretovat jako prediktor hodnoty vystupu na zakladé znamé historie
systému a soucasného vstupu systému. Soubor podminénych hustot pravdépodobnosti

p (u(7)|Dr1)

popisuje zavislost vstupu systému v ¢ase 7 na historii systému. Tato zavislost je definovana
zdkonem Fizeni (vSimnéte si informaéniho zpozdéni v zdkonu fizeni).

9.1.2 Struktura a parametry modelu

Aby byl model systému (9.1)) prakticky pouzitelny, je tfeba, aby tento soubor p.h.p. byl
parametrizovan pomoci koneéného poctu parametri. Identifikovany model systému pak je
charakterizovan dvojici p.h.p.

p(y(7)|u(7), Dra) ZAgp(y(T)\U(T)aDT—1,9) p(8lu(r),Dr) db,

kde p (y(7)|u(7), Dr—1, 0) definuje strukturu modelu a p (8|u(7), D) popisuje neurcitost
parametru, odpovidajicich této strukture.

Nyni ukézeme, jak lze pfi zndmé struktufe modelu aktualizovat znalost parametri
podminénou daty D,

p(8Dra)
na zékladé nové ziskanych dat {u(7),y(7)}. Ztejmé D, = D,y U {u(7),y(7)} a plati

(). Do, 8) p(6lu(r). Do)
PO = WOu(r). D 0) p Blu(r). Drs) d0 ©-2)
_ p (y(7)|u(r), Dr1,0) p(6]Dr)
o p (P ul(). Drr.8) p(O]Dr) d

Druhd rovnost plati pouze za predpokladu

p(8lu(7), Dra) = p(6|Dra) (9-3)

ktery se nazyvéa prirozené podminky fFizeni (Peterka, 1981al). Tento pfedpoklad nelze
odvodit z vlastnosti dynamickych systému a musi byt postulovan jako axiom. Interpretace

podminky (9.3)) je dvoji:
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— Rovnost (9.3)) i1k, ze samotna operace vygenerovani vstupu do soustavy (bez zmérent
odpovidajictho vystupu) nezméni subjektivni predstavu o neurcitosti parametru. Ten-
to pozadavek je splnén, je-li vstup do soustavy generovan nejvyse na zakladé znalosti
dat DT—l'

— Protoze
p (B](7), Drt) p(u(r)[Dr1) = p (u(r)|8, Drs) p (6] Dry)
plyne z rovnéz rovnost
p(u(7)|60,Dra1) = p (u(7)[Dra) (9.4)

tj. jsou—li parametry urcovany pouze na zakladé znalosti dat D,_;, pak vSechna znalost
o parametrech je zprostfedkovana daty D,.

Dosud pouzivand parametrizace popisuje systém s neznamymi, avsak konstantnimi
parametry (Casové invariantni systém). Obecné systém muze byt ¢asové promeénny, a tedy

p(y(7)|u(r), Dra) = /Q p(y(T)|u(r), Dra,6(7)) p(8(7)|u(r), Dra) dO(7).
[
Potom k aktualizaci rozdéleni parametru na zakladé dat potfebujeme kromé vztahu (9.2)),
ktery popisuje piechod
p(8(7)[Dra) — p(0(7)[D-),
nazyvany datovy, objektivni nebo téz filtra¢ni krok algoritmu, popsat také ptechod

p(8(7)|Dr) — p(8(7+1)|D7),

nazyvany casovy, subjektivni nebo téz predikéni krok algoritmu. Tento krok muze byt
bayesovsky popsan jako

p(8(t+1)|Dr) Z/QGP(O(TH)I@(T),DT) p(0(7)|D-) dO(r), (9-5)

kde soubor p.h.p. p(6(7+41)|0(7),D-) je stochasticky model vyvoje parametru.

9.1.3 Prehled pouzivanych struktur linearnich modeli

V tomto odstavci budeme konkretizovat pojem struktura modelu dynamického systé-
mu, pod kterym chdpeme soubor p.h.p.

p(y(7)|u(r), Pra,0).

Ukazeme, jak tato abstraktni definice souvisi s nasimi dosavadnimi poznatky o linearnich
stochastickych systémech. Obecné je model vzdy pouhou aproximaci vlastnosti redlného
objektu. V tomto odstavci bude nas piistup ponékud odlisSny: budeme piepokladat, ze data
jsou vygenerovana piesné definovanym modelem (linedrnim stochastickym systémem) a
budeme vysetfovat, jaky model je schopen ptesné popsat vlastnosti pouzitého generatoru
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dat. Vyjdeme z linearniho ¢asové invariantniho stavového modelu
x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) +v(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) + e(t),

kde v(t) a e(t) jsou bilé posloupnosti s kovarianéni matici

T
v ] [e0 ] _[e o
e(t) || e(t) |10 R’
Tento popis definuje dvé dulezité a v podstaté nezavislé vlastnosti, a to

e prenos deterministické ¢dsti modelu
G(z)=C(2I - A 'B+ D,
e spektralni hustotu ndhodné slozky modelu
Sy (2)=C(zI -A)'Q(:="'T-A)TCT +R.

K tplnému popisu vlastnosti vystupu systému bychom jesté potifebovali znat popis rozdéleni
vstupnich sumu p(v) a p(e).

Faktorizaci spektralni hustoty
Syy(2) = H(z)H" (z7)

dospéjeme k obecné struktufe vnéjstho popisu (input-ouput model) linedrniho stocha-
stického systému

y(t) = G(d)u(t) + H(d)e(t), (9.6)
kde d = 2! je operator zpozdéni,
G(d) = Go+ Gid + God* + - -
je matice impulsnich charakteristik deterministického pfenosu a
H(d)=1I+ Hd+ Hsd®+ -
je matice impulsnich charakteristik tvarovacitho filtru sumu. Sum e(t) v tomto modelu

pfitom neni totozny se stejné oznacenym Sumem stavového modelu.

Pro tcely identifikace jsme strukturu modelu definovali jako podminénou hustotu prav-
dépodobnosti veli¢iny y(t) na zékladé dostupnych dat Dy a parametru 6. Teorie linearnich
stochastickych systému naopak pracuje s modelem ve tvaru ,,generatoru dat“ zalozeném
na deterministickém vstupu a (hypotetické) bilé posloupnosti vstupniho sumu. Model ve
tvaru ,,generatoru dat“ je vsak s modelem ve tvaru prediktoru ekvivalentni. Model
muzeme totiz vzdy transformovat do tvaru prediktoru. Vime, ze tvarovaci filtr Sumu ziskany
spektralnf faktorizaci je stabilni a ma minimalni fazi. Inverzni filtr H~1(d) je tedy rovnéz
stabilni. Na zdkladé méritelnych dat y(t) muzeme tedy urcit posloupnost e(t) jako

e(t) = H™'(d)(y(t) — G(d)u(t)).
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Budouci hodnotu vystupu y(¢) pak muzeme rozlozit na

y(t) = y(tft—1) +e(t), (9.7)
kde e(t) je vzhledem k bélosti sumu nepredikovatelnd slozka vystupu a hodnota

G(tlt—1) = H ()G (d)u(t) + (I - H™'(d)) y(t) (9.8)

je jednoznaéné urc¢ena minulymi hodnotami vystupu a hodnotami vstupu systému. Tim jsme
pirevedli model do tvaru prediktoru. Chceme-li zduraznit, Ze predikovand hodnota
zavisi na parametrech prenosu deterministické a stochastické slozky systému, pouzivame
znaceni

y(tt—1) =y(tlt-1,0).
Vzhledem k (9.7)) pak plati

p(y(@)|u(t), D, 0) = pe(y(t) — y(t[t—1,8)), (9.9)
kde pe( . ) je hustota pravdépodobnosti sumu e(t). Pokud plati standardni predpoklad

E{e(t)} =0,
je y(t|t—1,0) stiedni hodnotou vystupu.

Ziskand obecna struktura prediktoru vS8ak stale jesté neni prakticky pouzitelna

k identifikaci, nebof nesplituje pozadavek parametrizace koneénym poctem parametr.
Vime vsak, ze vhodnou parametrizaci impulsnich charakteristik linedrnich systému je jejich

vyjadfeni ve tvaru podilu polynomu v operatoru d. Toho nyni vyuzijeme k odvozeni moznych
struktur modela ve tvaru ,,generatoru dat* a jim odpovidajicich modelu ve tvaru

prediktoru .

ARX model

Uvazujme nejprve linedrni diferenéni rovnici doplnénou stochastickym nebo chybovym cle-
nem

y(t) +ary(t—1)+- -+ an,y(t—nq) = bou(t) +bru(t—1) +- - - + by, u(t—nyp) + e(t).(9.10)

Vsimnéte si, ze na zédkladé dohody o vzorkovéani spojitych dynamickych systému muze vstup
u(t) pfimo ovlivnit hodnotu vystupu y(t). V této konvenci se literatura casto 1isi.

Model (9.10) nazyvame model s chybou rovnice nebo téz ARX model na zakladé
jeho slozek (AutoRegressive model with eXternal input). Definujeme-li polynomy

ald)=1+ad+ -+ ap,d"

b(d)=by+byd+---+ bnbdnb,
lze ARX model popsat vztahy
a(d)y(t) = b(d)u(t) + e(?), (9.11)
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nebo téz

b(d) 1

t) = —= u(t — e(t). 9.12
vt = oy ulD)+ o el (912)
Zpozdéni n, a np nazyvame strukturni parametry modelu. Jestlize dynamicky systém
popsany modelem (9.10) mé pevné a predem zndmé dopravni zpozdéni Ty, 1ze misto

pouziti nulovych hodnot parametru b, ..., br, pouzit téz modelu ve tvaru
b(d) 1
t) = —= u(t—T, — e(?). 1
) = o ut=Ta) + o el (9.13)

Parametr Ty je pak dalsim strukturnim parametrem ARX modelu.

Je vidét, ze zatimco pienos deterministické ¢asti systému miuze byt zvolen libovolné,
tvarovaci filtr ndhodné slozky je AR proces a je implicitné definovan jako jmenovatel prenosu
deterministické ¢asti modelu. Pfes toto strukturni omezeni je ARX model velmi vyznamny,
nebot (pravé v dusledku tohoto omezeni) predikovand stiedni hodnota vystupu g(¢|t—1)
je linearni funkci méfitelnych dat. K odhadu parametri tohoto modelu proto muzeme
pouzit linearni regresi.

Prepiseme model do tvaru

g(t|t—1) Zazy —1i +Zbu —1) (9.14)
neboli
gtlt—1) = (1 — a(d))y(t) + b(d)ut). (9.15)
Definujeme-li vektor parametri
0 = [a1,a,...,an,,00,b1,. .. bn, "
a vektor dat neboli regresor
2(t) = [y(t—1),y(t—2),...,y(t—na),ut),ut—1),...,u(t—n)]%,

pak zavislost predikované stfedni hodnoty vystupu na parametrech lze vyjadtit kompaktnim
zpusobem jako

G(tlt—1) = 21 (t)8 = 67 2(¢). (9.16)

ARMAX model

Zésadnim nedostatkem ARX modelu jsou jeho omezené moznosti modelovéni stochastické
slozky. Tento nedostatek vsak 1ze jednoduse odstranit popisem chyby rovnice ve tvaru MA
procesu

y(t) + ary(t=1) + - + an,y(t—na) = (9.17)
= bou(t) + bhyu(t—1)+ -+ bp,u(t—mnp)
+ e(t)+ce(t—=1)4 -+ cpe(t—ne).
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Tento model nazyvime ARMAX model na zdkladé jeho slozek (AutoRegressive Moving
Average model with eXternal input). Definujeme-li polynom

cld)y=1+c1d+ -+ ¢, d",
lze ARMAX model popsat vztahy

a(d)y(t) = b(d)u(t) + c(d)e(t), 9.18)
nebo t67

y(t) = 2((?) ult) + ;((?) e(t). 9.19)
Chceme-li explicitné popsat vliv dopravniho zpozdén, pouzijeme tvar

y(t) = Z((fz)) u(t — Ty) + ZEZ)) e(t). (9.20)

ARMAX model je ekvivalentni popisu linedarniho stochastického systému v pozorovatelném
kanonickém tvaru a dovoluje nezavisle specifikovat vlastnosti deterministické i stochastické
slozky modelu. ARMAX model je proto standardnim modelem pouzivanym v fadé aplikaci.

Oznag¢ime-li v modelu Citatele a jmenovatele jednotlivych slozek

0=
. bh(z)
H(Z) - ah(z)7

potom lze tento model psat ve tvaru

_bdand) | (@)
V0 = e @an@ " T ay(@an(d)

tj. jako ARMAX model s parametry

e(t),

a=agap, , b="0bgay, c=agby.
Jsou-li vhodné zvoleny strukturni parametry (fddy) ng, np a ne, pak polynomy a(d), b(d) a
c(d) nemaji (jako trojice) spoleény délitel, polynomy a(d), b(d) a a(d), c¢(d) (po dvojicich)
vSak spole¢né délitele mit mohou. Z hlediska poctu identifikovanych parametri tedy neni
ARMAX model minimalni.

Pievedeme-li rovnici ((9.18) do tvaru prediktoru, dostaneme pouzitim obecného vysledku

vztah
a(d)

90 = 3 oy MO+ 0= ) v (921)
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neboli

g(tlt=1) = b(d)u(t) + [1 — a(d)] y(t) + [c(d) = 1] (y(t) —§(t[t=1)).
Definujeme-li opét chybu predikce jako

e(tlt—1) = y(t) — g(tlt—1),
lze pro vektor parametru

0 =lai,az,...,an,,b00,b1,...,by,,c1,C2,... ,cnc]T
a regresor

2(t) = [y(t—=1),...,y(t—ng),u(t), ..., u(t—ny),e(t—1[t—2),... , e(t—nc|t—n.—1)]"

opét vyjadiit zavislost predikované stiedni hodnoty vystupu na parametrech kompaktnim
zpusobem jako

g(tlt—1) = 21(t)0 = 67 2(¢).

V tomto piipadé vSak jiz nejde o linedrn{ regresi, nebot ¢ast vektoru dat e(t—1|t—2),...
zavisi na hodnotéch parametru 6. Tuto zavislost, kterou pro zduraznéni zavislosti regresoru
na parametrech muzeme psat také ve tvaru

jtlt—1) = 2'(t,0)0 = 67 2(,9),

nazyvame pseudolinearni regrese. Vzhledem k vypocetni jednoduchosti v piipadé
rekurzivniho vypoctu je tato priblizna metoda velmi ¢asto pouzivana; analyza jejich vlast-
nosti je vSak podstatné komplikovanéjsi nez v piipadé linedrni regrese . Pii pouziti
pseudolinedrni regrese k identifikaci ARMAX modelu je v literatufe doporucovano téz
pouziti aposteriornich chyb predikce e(¢|t) v regresoru.

Ptesné rekurzivni odhadovani parametri ARMAX modelu bayesovskym piistupem neni
mozné. Je viak mozné presné odhadovat parametry a; a b; pro znamé hodnoty parametru
¢; (Peterkal 1981b). Pro zndmé parametry ¢; je téz mozné odhadovat soucasné parametry
i stavy linedrniho stochastického systému v pozorovatelném kanonickém tvaru, ktery je
ekvivalentni ARMAX systému (Havlena, [1993al), tj. realizovat adaptivni Kalmanuv filtr.

Model s chybou vystupu

V mnoha piipadech Ize vztah mezi vstupem a vystupem popsat linedrni diferenéni rovnici
a jedinym zdrojem stochastické slozky je chyba méfeni, kterd ma charakter bilého Sumu.
Pak dostaneme popis systému

z(t) +az(t—1)+ -+ an,z(t—ny) = bou(t) +bru(t—1) + - + by, u(t—n4)(9.22)
y(t) = x(t) +e@).

Tento model nazyvame model s chybou vystupu. Zapiseme-li tento model pomoci poly-
nomu a(d), b(d)

y(t) = —= u(t) + e(t), (9.23)
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neboli
a(d)y(t) = b(d)u(t) + a(d)e(t), (9.24)
vidime, Zze je (ve staciondrnim piipadé) ekvivalentni ARMAX modelu s parametry ¢(d) =

a(d). Z rovnice prediktoru

G(tlt—1) = ZEZ; u(t) (9.25)

dostaneme
a(d)g(tlt—1) = b(d)u(t),
neboli
J(tlt—1) = b(d)u(t) + [1 — a(d)]y(t|t—1). (9.26)
Predikovanou stfedni hodnotu vystupu lze tedy opét psat ve tvaru pseudolinearni regrese
g(t[t—1) = 27(t,0)0 = 67 2(t,0),
kde vektor parametru je
0 = [a1,a9,...,an,,bo,b1,... ,bnb]T
a regresor

z(t) = [g(t—1]t=2),...,9(t—ng|t—ngs—1),u(t),u(t—1),... ,u(t—nb)]T.

Polohové a piiristkové modely

V mnoha praktickych situacich nelze stochastickou slozku modelu povazovat za stacionarni
bily Sum, ale ma charakter driftu, ktery lze modelovat jako nahodnou prochazku

t

v(t) =v(t—1) +e(t) = Z e(r), (9.27)

T=—00

to jest posloupnost, jejiz prirtistky jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny
s nulovou stfedni hodnotou, tj. bily Sum. Pouzitim této stochastické slozky (formélné)
napiiklad v ARX modelu dostaneme

y(t)+ary(t—1)+- - +an,y(t—ng) = bou(t) + byu(t—1) +- - - 4 by, u(t—np) +v(t).(9.28)

Odecteme-li od této rovnice rovnici popisujici vystup v case t—1, dostaneme ARX model
pracujici na pifrustcich dat

Ay(t) + alAy(t_l) + -+ anaAy(t_na) (9'29)
= boAu(t) + biAu(t—1) + - + by, Au(t—nyp) + (1),

kde Ax(t) = z(t) — x(t—1). Prediktor pak bude mit tvar
g(tlt—1) =y(t — 1) + (1 — a(d))Ay(t) + b(d)Au(t), (9.30)
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tj. referenéni hodnotou pro predikei je predchozi hodnota vystupu. Stejnym zpusobem lze
transformovat i dalsi popsané modely.

Modely popisujici dynamiku ptirastka vystupu na zdkladé prirtstka vstupu nazyvame
prirastkové nebo inkrementalni modely. Standardni dosud popisované modely nazyvame
modely polohové. V polohovych modelech je tieba obecné uvazovat i absolutni ¢len, ktery
se v piirustkovém modelu vyrusi.

9.2 Identifikace parametra linearniho regresniho modelu

V predchozim odstavci jsme dospéli k obecné struktuie modelu popisujici predikovanou
stfedni hodnotu vystupu ve formé linearni (popi. pseudolinedrni) regrese

y(t) = g(t|t—1) +e(t) = 27 (t)0 + e(t).

Ptedstavme si nyni, Ze jsme provedli méfeni vstupnich a vystupnich dat D, a chceme na
zékladé téchto dat ucinit racionélni zavéry o hodnoté parametrii 6, piipadné o2. P¥ipomeii-
me, ze klasicka statistika v této situaci hledd zobrazeni

Dt - b\tv

které poskytuje v néjakém smyslu nejlepsi bodovy odhad neznamych parametru. Tato
zobrazeni odpovidaji jednotlivym metoddam odhadu; pfehled nékterych klasickych metod
byl uveden v kapitole 6.

Rozumnym piistupem k nalezeni takovych zobrazeni je vyhodnotit chyby predikce,
odpovidajici jednotlivym hodnotdm parametru (¢, ), a nejlepsi odhad 6; pak ur¢it mini-
malizaci vhodné zvoleného kritéria ve tvaru

. ' 14
0, ¢ Arg n%lng {t;l7(6(7', 0))}

Tim dostdvame Sirokou tiidu metod, nazyvanych prediction error methods (PEM) a
podrobné analyzovanych v (Ljung, 1987). Typickym predstavitelem této tiidy je metoda
nejmensich ¢tverci, kdy

¢
brc hrg e {13 1m0 g ).
—

tj. odhad parametri minimalizuje vazeny soucet ¢tvercu chyb predikce. PEM metody rovnéz
tzce souviseji s metodou maximalni vérohodnosti (viz poznamka v odstavci 6.5.).

Bayesovsky pfistup naopak povazuje neznamé parametry rovnéz za nahodné veli¢iny
(viz souvislost neurcitosti a pravdépodobnosti, odstavec 6.6.1) a vyuzivd data k vypoctu
(nikoli odhadu) podminéné hustoty pravdépodobnosti téchto parametru. Tato p.h.p. dédva
uzivateli iplnou informaci o parametrech, kterd je v danych datech obsazena. Jako bodovy
odhad (pokud je nezbytny) pak lze vzit napiiklad maximum této aposteriorni p.h.p. (tzv.
MAP odhad) nebo podminénou stfedni hodnotu (coz je vlastné MS odhad). Pro symetricka
unimodalni (tj. s jedinym lokdlnim maximem) rozdéleni jsou tyto dva odhady totozné.

V piistim odstavci ukdzeme, jak lze aplikovat tento piistup na linedrni regresni model
v piipadé normélniho rozdéleni chyb predikce. Uvidime, ze vysledky (ve smyslu bodového
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MAP odhadu) jsou ekvivalentni rekurzivni metodé nejmensich étverctu. Tento vysledek
je hlubsim zduvodnénim této numericky atraktivni, ale jinak v podstaté ad hoc zvolené
metody.

Poznamenejme jesté, ze kromé klasickych a bayesovskych statistickych pfistupu existuje
rada jinych raciondlnich postupu k uréeni odhadu ve smyslu uvedeného zobrazeni. Je mozné
napf. minimalizovat ,,vzdalenost* mezi empirickou h.p. pozorovanych dat p(Z;), kde (pro
linedrni regresni model)

2 ={ly(r), 2N, 7 =1,....1},

a empirickou hustotou pravdépodobnosti dat generovanych danou strukturou a parametry
modelu p(Z4(0)), kde

200) = {[z"(10, 2 (1)}, 7 =1,....t}.

Rozdilnost dvou hustot pravdépodobnosti ve smyslu teorie informace lze mérit tzv. Kull-
back-Leiblerovou vzdélenosti (mirou divergence)

t)s At9 = t) 10 713&275) t
D). p2(0) = [ p(Z)log 20 02

Potom
at € Arg IrleinD(p(Zt),p(Z:,’t(Q))).

Protoze tato ,,vzdédlenost“ je zdroven zaporné vzatou vzdjemnou entropii p(Z;) vzhledem

k p(Zt(e))
S(p(Zt),p(ﬁt(G))) = —D(P(Zt)7p(2t(9))),

lze tento odhad interpretovat také ve smyslu maximalizace entropie zméienych dat vzhledem
k datam generovanych modelem. Tento piistup pouzil (Akaike, 1981) k nalezeni znamého
Akaikova informaéniho kritéria (AIC)

- 1 [¢ .
0; ¢ Arg min - 7gll(e(T,H))—i—dlm@ )

které bere v tivahu také slozitost modelu a muze tak slouzit i k vybéru vhodné struktury
modelu.

9.2.1 Jednorazova identifikace

Pod pojmem jednorazova identifikace mame na mysli jednorazové zpracovani celého souboru
naméfenych dat D ;. Vysledkem této identifikace je podminénd hustota parametri, kterou
jsme pro pfipad zndmého i nezndmého rozptylu chyb odvodili pro piipad normélniho
rozdéleni téchto chyb v odstavci 6.6.4. Budeme aplikovat tyto obecné vysledky na ARX
model dynamického systému.

Ukézali jsme, ze v piipadé ARX modelu jsou predikované stiedni hodnoty vystupu
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dynamického systému
g(rlr—=1), 71=1,...,t

linedrni funkei zndmych dat z(7) a n nezndmych parametru 6 a ze méfené hodnoty vystupu
jsou dany jako

y(r) = zT(T)H +e(r), T=1,...,1,

kde hodnoty Sumu jsou nekorelované veli¢iny. Nyni pfedpokladejme navic, ze tyto hodnoty
jsou normalné rozdélené

e(t) ~ N(0,0?),
kde o2 je konstantni, rovnéz nezndma veli¢ina. Definujeme-li vektor méfeni vystupu
T
y=[y(1),y(2),...,y@]"

matici dat

a vektor chyb
e=[e(1),e(2),...,e®)]",
lze tuto situaci popsat kompaktnim zpusobem jako
y=20+e. (9.31)
V odstavci 6.6.4 jsme ukézali, Zze sdruzena aposteriorni p.h.p. parametru 6 a o, bude

vs? 1

—503 5520~ 60)'P1(6 - é)}

p(0,0.| Dy) U;(Hl) e{

Tuto p.h.p. lze psat také ve tvaru souc¢inu podminéné hustota pravdépodobnosti 6
pro dané o,

ktera ma normaélni rozdéleni
p(0loc, D) = N'(8, 02 P),

kde podminénd stfedni hodnota parametru je (neni-li pouzita zddnd apriorni informace)
6=(2"2)"'2z"y

a podminénd normovand kovarianéni matice chyby odhadu parametru

pP=(z"z)",
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a marginalni hustoty pravdépodobnosti o,

1/82

2 vs? )" ~(+1) 202
p(O’e|Dt):m 5 O e Ve,

kde vyraz
vs’ = (y—9)" (y—9)

. e . . y o . o 2, o
je rezidudlni soucet ¢tvercii a v =t —n je pocet stupiiti volnosti. Veli¢ina 2% md rozdélend

chi—kvadrat s v stupni volnosti. Pro odhad rozptylu Sumu odtud dostaneme
2 =e{a?D,} =5
Marginalni rozdéleni parametri 6 je

(rn)/2

p(0| Dy)

vs?

_ P T(wtn)/2) [ (0-8)"P'(6-0)]
T (ws)"2T(v/2)T(1/2)"

coz je n—rozmérné Studentovo rozdéleni s v stupni volnosti
p(0| Dy) =ty (5, s*P, V) .

Pokud prvky matice dat Z jsou nekorelované s hodnotami e(7), je podminénd stfedni hod-
nota 6 nevychylenym odhadem parametru 6. Plati totiz

£{010} =£{(2"2)'2"(z0 + e)l0} = 0.

Tento zavér je z hlediska identifikace dynamickych systémt znaéné omezujici: nevychyleny
odhad parametru ziskdme pouze pro modely s koneénou impulsni charakteristikou (FIR)

y(t) = Zb: biu(t—1) + e(t)
i=1

se Sumem nezavislym na hodnotdch vstupu. Pro ARX modely obsahuje matice dat hodnoty
méfeni y(t) a tento predpoklad tedy nenf splnén.

9.2.2 Rekurzivni identifikace konstantnich parametra

Vysledky piedchoziho odstavce nyni vyuzijeme k odvozeni rekurzivnich vztaht pro p.h.p.
p(0,0¢|y). Plyne z nich totiz, Ze tato p.h.p. se reprodukuje pii aplikaci Bayesova vzorce, lze
tuto funkciondlni rekurzi popsat pomoci algebraické rekurze pro parametry tohoto rozdélent
5, P, s? a v, popi. t. Tuto rekurzi nyni odvodime.

Budeme realizovat postup popsany vztahem . Pod pojmem parametry pouzivanym
v tomto koncepénim feSeni nyni budeme chapat dvojici ,,parametry ARX modelu 8¢
(parametry v uzsim smyslu) a ,,parametr rozdéleni sumu o2“. Na zdkladé vysledki jed-
norazového odhadu ptredpoklddejme, ze apriorni znalost téchto parametri na zakladé dat
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D; 1 je popsana p.h.p.
_V(t—l)SQ(t—l)
p(0,0¢|D1) UQ(V(H}H) e 202
1 ~ N
———(0—0(t—-1))"P(t—1)""(6 — 6(t—1))

-n, 20

o, e e

Pro aktualizaci této p.h.p. plati (9.2) (pro zjednoduseni vynechdvdme vypocty vsech nor-
malizacnich koeficientii nezévislych na 6 a o2), tj.

p(0,0¢|Dy) o p(y(t)]0,0¢,u(t), Di1) p (0, 0¢[Dea) -

Pottebnd p.h.p. vystupu y(t) je na zdkladé modelu normaln{
P (y(1)]0, 0c, u(t), Dia) = N (4(t), 07),

kde
4(t) = 21(t)8.

Tato hustota pravdépodobnosti tedy bude

p (y(t)|6, 0c, u(t), De 1) U,le_@(y(t) - ZT(t)0)2.

Uvédomte si, ze veli¢ina @ vyskytujici se v podmince je v této p.h.p. zndma, a tedy jedinym
zdrojem neurcitosti vystupu je Sum e(t). Dosazenim téchto p.h.p. do vztahu ({9.2)) dostaneme
(opét s vynechdnim normaliza¢nich konstant)

_vBs*()
p(0,0.|Dy) O—;(”(t}ﬂ)e 202
1 .
0O P 000
| s 0l — 00) (4(1) — =7(1)0)
v(t—1)s%(t—1)
o (/1)) . 202
1 A ~
50 0= 1) P 0 0-1)

e

Porovnanim téchto vyrazu, které jako funkce nezndmych parametri @ a o. museji byt
totozné, dostaneme dalsi dvé podminky: prvni z nich je

v(it)+n=v(t-1)+n+1,
coz plyne z porovnani exponentu o, a druha

v(t)s2(t) + (0 — 01) " P1t)" (0 - 0(t)) = v(t—1)s*(t—1) (9.32)
+(y(t) = 2'(£)0)* + (0 — 0(t—1)) " P(t—1)"" (0 — B(t—1)),
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coz plyne z porovnani exponentu exponencidlni funkce. Upravami tohoto vyrazu dospéjeme
k rekurzivnim vztahtim pro statistiky uvazovaného rozdéleni, které lze snadno dokézat
dosazenim do (9.32), a to pro normalizovanou kovarianéni matici chyby odhadu

Pt) "t =Pt-1)"" + 2T(t)2(1), (9.33)
neboli (pouzitim lemmatu o inverzi matice ((6.24]))

P(t—1)z(t)21(t)P(t—1)
14+ 2T(t)P(t—1)=z(t)

P(t)=P(t—1) — (9.34)

a pro stfedni hodnotu parametru
0(t) = 0(t—1)+ P()z(t)(y(t) — 27 (1)8(t—1)) (9.35)

P(t—1)z(t) (y(t) — 25(£)0(t—1)).

= 0(t—1)+ 1+ 2T P(t—1)z(t)

Tyto dveé statistiky plné popisuji p.h.p. parametri 8 pro dané o, a jejich vyvoj je totozny
s vysledky zndmymi jako rekurzivni metoda nejmensich ¢tvercii. Zavedeme-li znaceni

e(tlt—1) = y(t) — 27(1)8(t—1) (9.36)

C(t) = 21 () P(t—1)=(t), (9.37)
muzeme tyto vztahy psat ve tvaru

P(t—1)z(t)21(t)P(t—1)
1+ ()

P(t) = P(t—1) — (9.38)

P(t—1)z(t)

1+ (1)

Pro statistiky popisujici marginaln{ p.h.p. rozptylu o. dostaneme pro pocet stupnu vol-
nosti

0(t) = 6(t—1) + e(tlt—1). (9.39)

v(t)=v(t—1)+1 (9.40)
a pro rezidudlni soucet Ctvercu
_ T D+ 1))2
V(#)$2() = v(t—1)s2(t—1) + (f/TZT(t) ggf_(t1)zl()2) . (9.41)

Plati téz
6{5(t|t—1)2‘ o} = o2(1+<()).

Odtud je vidét souvislost posledni uvedené statistiky s odhadem rozptylu Sumu. Z vlastnosti
rozdéleni x? plyne

62(t) = £{ 0?2

e

D;} = 5(1)
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D) = V(t)2—2 A1),

Na zékladé vysledku jednordzového odhadovéani dédle vime, Ze pocet stupni volnosti

2
cov { o,

v=t—n.

Proto pfi inicializaci rekurzivniho algoritmu s2(0) uréuje apriorni informaci o rozptylu sumu,
zatimco hodnota v uréuje vdhu této apriorni informace, nebot ji mizeme pfifadit fiktivn{
pocet vzorku dat, na jejichz zdkladé byla tato informace ziskédna (viz diskuze o informa-
tivnich apriornich h.p. v odstavci 6.6.2). Interpretace pocateénfho nastaveni vektoru 6(0)
je ziejmé, pii nastavovani pocatecnich hodnot kovarian¢éni matice P(0) je opét tieba si
uvédomit, ze tato kovarianéni matice je normalizovand a ze absolutni hodnoty kovarianci

jsou zhruba s2(0) P(0).

9.2.3 Sledovani ¢asové proménnych parametru

Vysledky predchoziho odstavce jsou zalozeny v podstaté pouze na datovém kroku algoritmu
. V piipadé, ze se parametry v ¢ase vyvijeji, je tfeba provést jesté casovy krok algo-
ritmu koncepéné popsany rovnici . Model vyvoje parametru vystupujici v ovsem
v mnoha piipadech neni dostupny, a proto tplné bayesovské feSeni nelze najit. Ukdzeme
zde, ze hlavni vlastnosti aktualizace p.h.p. z hlediska sledovéani ¢asové proménnych
parametru je zvySeni neurcitosti apriorni (predikéni) p.h.p. v dalsim kroku vuéi aposte-
riorni p.h.p. Na zakladé této vlastnosti ukazeme nékteré heuristické piistupy, zvysujici
v casovém kroku algoritmu neurcitost parametri. Tyto postupy se nazyvaji zapominani.

Predpokladejme opét, ze apriorni znalost hodnot parametri v case ¢ na zakladé dat Dy
je popsana p.h.p.

(=18 (tt=1)

p(O(t),0e(t)| D) oc o U ¢ 202
i(49 —O(tlt—1)TP(t|t—1)"1(0 — B(t|t—1))

o 9,2
ene 20

g,

Zopakujeme zde v podstaté datovy krok uvedeny v predchozi sekci, povSimnéte si vSak
rozdilu ve znaceni, ktery odrazi skutec¢nost, ze pracujeme s ¢asové proménnymi parametry.
Pro datovy krok aktualizace této p.h.p. plati (9.2)

p(6(t),00(t)|Dr) o< p (y(1)|0(1), oe(t), u(t), Dea) p (0(1), 0c(t)|De1) -
Potiebna p.h.p. vystupu y(t) je
p(y(1)10(1), 0c(t), u(t), Dea) = N (27(1)0(1), 02 (1)),

neboli




9.2. IDENTIFIKACE PARAMETRU LINEARNIHO REGRESNIHO MODELU 281

Dosazenim téchto p.h.p. do vztahu dostaneme
w(t)s*(t])
p(O(t),0()Dy) o oI (@) e 206(0)
(8(t) — B(¢[t) " P(t]t)~*(6(t) — B(¢]1))

(y(t) = 2" (H)8))" (y(t) — ="()6(1))

v(tt=1)s*(tt—1)
o W) (4 ¢ 202(t)

—O0(th—1)T -1 A
o (t)e 502 O(1) — OUlt=1)" P(tlti=1)7(6(t) — 6(tft—1))

e

a porovnanim téchto vyrazu, které jako funkce neznamych parametra 6(t) a o.(t) musi byt
totozné, dostaneme podminky

v(tlt)+ n=v(t|t—1)+n+1

v(t]t)s(t]t) + (8(t) — O(t[t)) " P(t[t) "' (6(t) — O(t[t)) = w(t|t—1)s>(t]t—1)
+ (y(t) — 2"(0)0(1)* + (0(t) — B(t[t 1)) P(t[t—1) 7" (6(¢) — O(t[t —1)).

Upravami tohoto vyrazu dospéjeme opét k rekurzivnim vztahum pro statistiky uvazovaného
rozdéleni. Pro normalizovanou kovarian¢ni matici chyby odhadu plati

P(tlt)™! = P(t|t—1)"1 + 21(t) 2(t),
neboli (pouzitim lemmatu o inverzi matice (6.24]))

P(t|t—1)z(t)2T(t)P(t|t—1)

P(tt) = P(t|t—1) — L+ Ci=1) , (9.42)
kde

C(tt—1) = 2T() P(t|t—1)z(2). (9.43)
Pro potieby dalsiho vykladu definujme jesté aposteriorni hodnotu

C(t)t) = 2T(t) P(t|t)z(t). (9.44)
Déle dostaneme pro stfedni hodnotu parametrua

0(t|t) = O(t|t—1) + mé(t\t—l)), (9.45)
kde

e(tlt—1) = y(t) — 27()8(t—1). (9.46)

Pro statistiky popisujici margindlni p.h.p. rozptylu o.(t) dostaneme pro pocet stupnu vol-
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nosti
v(tlt) =v(tlt—1) +1 (9.47)
a pro rezidualni soucet ¢tvercu
2(t[t—1)
V(t[t)s2(t]t) = v(tlt—1)s2(t|t—1) + —— L 9.48
(t]t)s™(t[t) = v(t[t—1)s"(t[t—1) TFCi=1) (9.48)

Vsimnéte si, e korekce odhadu parametr 6(¢|t) novymi daty {z7(t), y(t)} je déna
Kalmanovym zesilenim

_ P(tt-1)z(1)
K(t) = 1+ ¢t t—1)"

které je imérné normalizované kovarianéni matici odhadu parametra P(¢| t—1). Je-li systém
dostatecné buzen, takze pro néjaké o > 0 plati

P(t|t—1)" Z ) > atl,

je kovarianéni matice chyby odhadu shora omezend
1
P(tjt—-1) < —1I
at

a pro omezend data klesa toto zesileni s ¢asem k nule. V1iv novych dat na odhad parametri
klesa. Porovnejte tento vysledek se vztahem pro rekurzivni odhad stfedni hodnoty (7.2).
Schopnost sledovat casové proménné parametry tedy vyzaduje, aby prvky kovarianéni
matice nebyly ‘piilis malé’.

Podivejme se nyni na ¢asovy krok koncepéniho feseni (9.5))
p(O(+)D) = [ p(8(r+DI6(7), D) p(O(ID:) d6(7). (9.49)
0

kde vyvoj parametru v ¢ase je popsan p.h.p. p (0(7+1)|0(7), D.). Pfedpoklddejme, ze odhad
p (0(7)|D;) zkonvergoval do jediného bodu, tj.

p(8(7)|D;) = 8(8(7) — 6(7|7)).

Potom apriorni odhad je

p(0(r+1)|6(7), D;) = p (6(r+1)|8(r|7), D, )

a m4 pravé neuréitost popsanou touto p.h.p. Obecné tedy konvoluce (9.49) popisuje prave
zvySovani neurcitosti parametrti v case, které téz nazyvdme zapomindni, nebot
potlacuje vliv starsich dat na soucasné hodnoty odhadu.
Obvykle se pouzivaji dva piistupy: prvni moznosti je predpoklddat, ze ¢asové zmény
(drift) parametri mohou byt popsdny modelem
0(t+1) =0(t) + v(t), (9.50)

kde v(t) ~ N (0; 02V (t)). Z rovnice (9.50)) pak plyne rovnice ¢asového vyvoje kovarianén{
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matice parametru
P(t+1|t) = P(t|t) + V(). (9.51)

Nebudou-li vlastni &isla této matice opét omezovana v piistich datovych krocich algoritmu
(19.45) (napt. pfi nedostateéném vybuzeni systému), vede na jejich linedrni rust; proto
se zapominani indukované modelem vyvoje parametru ((9.48]) nazyva linearni zapominéani.
Kovarianéni matice V (t) pfitom muze obsahovat apriorni informaci o moznych smé-
rech zmén parametrt. Tento piistup neresi problém sledovani casové proménného
rozptylu Sumu.

Druhou moznosti je zvySovat neuré¢itost parametru (vznikajici jejich ¢asovym vyvojem)
pifmo. Vysledkem konvoluce je ,,zplosténi“ nebo ,,rozptyleni“ vysledné p.h.p. Tohoto
ucinku lze dosdhnout i piimo (i kdyz bez moznosti ovliviiovat jeho velikost nezdvisle v jed-
notlivych smérech) umocnénim p.h.p. koeficientem ¢ € (0, 1]

p(8(t+1)|Dr) o< p?(O(¢)|Dr) -

Tento postup nazyvame exponencidlni zapominani a koeficient ¢ obvykle nazyvame
faktor zapominani.

Analyzujme nyni vliv exponencidlniho zapomindni na aposteriorni p.h.p.
v(t|t)s*(t]t)
p(O®),0.0)D) o o) e 2040 (9.52)
1

~

(0(t) - 6(t]t))" P(tlt) " (0(t) - O(]t))

Porovname-li parametry na obou stranach imérnosti

p(0(t+1),00(t+1)[Dy) ox p?(O(t), 0c (V) De)lgr)=o(t11), oo (t)=0e(t11) (9.53)
(tento zépis pouzivame proto, Ze rozliSujeme p.h.p. v ¢ase pouze jejich argumenty),
dostaneme

w18 (411t
o WA (41 1) ¢ 202(t+1) (9.54)

- - ) T _1 5
o (4 1)e 2ag(t+1)(9(t+1) O(t+1t)) " P(t+1]t) 1 (O(t+1) — O(t+1]t))

RAGDERUDL
o os (1) e 202(E41)
1

- - ) T 1 A
yonopy 1) ZoEETD) OO~ OENNPUEN (8t 1)~ BtHD)

Porovnanim odpovidajicich si ¢lent této imérnosti na obou stranach (obé strany museji byt
jako funkce @(t+1) a oc(t+1) ekvivalentni) dostaneme vztahy pro ¢asovy krok algoritmu
v pripadé exponencialniho zapominani

Pt+1]t) = ;P(t|t), (9.55)



284 KAPITOLA 9. STOCHASTICKE METODY IDENTIFIKACE

O(t+1[t) = O(t]t), (9.56)
v(t+1t) +n+1=¢ (v(t|t) + n+ 1), (9.57)
v(t+1)t) s (t+1t) = ¢ v(t]t)s*(t[t). (9.58)

Vsimnéte si, ze zapomindni zvysuje neurcitost p.h.p. parametri ndsobenim jejich kovar-
ianéni matice faktorem 1/p > 1 a neméni stfedni hodnotu p.h.p. parametru. Nejsou-li
v tomto piipadé vlastni ¢isla této matice opét omezovana v datovém kroku algoritmu, vede
(19.55) na jejich exponencidlni rust.

Déle zapominani snizuje efektivni pocet dat pouzity pro odhad o2(t), nebot bez za-
pominédni vyraz v +n =t. Z plyne pro ustdleny efektivni pocet vzorki t.; vztah

tef = So(tef+1)7

a tedy
b= (9.59)
ef = 1_ (p' .
Protoze zaroven by meélo platit v,y = t.;y —n > 0, vidime, Ze rozumny rozsah faktoru

zapominani je napf. pro n = 5 zhruba ¢ € (0.8, 1), ¢emuz odpovida t.; > 5. Umérné
efektivinimu poctu dat je také modifikovan rezidudlni soucet ctvercu (9.58]). Pro odhad
parametru o2(t) plati

)2
M&ﬁ(u). (9.60)

Pro t > n jsou tyto odhady totozné, pro relativné malé hodnoty ¢ je apriorni odhad &2 (¢+
1|t) > 62(t|t). Vidime téz, ze rozumné chovani odhadu 62 vyzaduje (pt—n—1) > 0.

FAt+1]t) =

Zahrnuti apriorni informace pii zapomindni exponencialniho typu lze dosdhnout vyuzi-
tim tzv. alternativni p.h.p. p,( . ), zapomindni pak lze popsat multiplikativni smési p.h.p.

p(O(t+1),0:(t+1)[Dy) o< p?(O(t),0e()|De)lgry=o(tr1), oo (t)y=oe(tr1) (9.61)
pa #(0(t+1),0c(t+1)|Dy) .
Tento piistup je podrobné analyzovan v (Kulhavy, 1987).

V praxi se casto pouzivaji vztahy zahrnujici oba kroky algoritmu. V piipadé expo-
nencialniho zapominani muzeme pro odhad parametru a vyvoj kovarianéni matice dostat

na zdkladé (9.42)), (9.45) a (9.55)) bud rovnice
P(t|t—1)z(t)

O(t+1[t) = O(t]t—1 tlt—1 9.62

(1411 = Baf—1) + T elei=1) (9.62)
a

1 P(tlt—1)z(t)2(t)P(t|t—1)

P(t+1)t) = — | P(t|t—1) — , 9.63

(t-+117) @( (t1-1) e T (9.63)
které popisuji rekurzi na apriornich (predikovanych) hodnotéch, nebo

~ — P(t—1t—1)z(¢

B(tlt) = B(t—11—1) + DUZHE=D=W gy (9.64)

@+ C(tt-1)
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o+ COE-1) 269

které popisuji rekurzi na aposteriornich (filtrovanych) hodnotéach.

P(tlt) = (’10 (P(t1|t1) _ P(t—1|t—1)z(t)zT(t)P(t—1|t_1)) |

9.2.4 Omezené zapominani

Jestlize neni identifikovany systém dostateéné vybuzen, muze pii vyvoji kovarianéni matice
podle nebo (9.55) dochézet k neustalému snizovani mnozstvi akumulované infor-
mace o parametrech (povazované za zastaralou), aniz je tato informace nahrazovana infor-
maci novou. Tento jev se v literatufe nazyvéa covariance wind—up. Jadrem problému je
moznost neomezeného rustu nékterych vlastnich ¢isel, tedy ,,pruméru“ kovarianéni matice
v nékterych smérech béhem faze nedostate¢ného vybuzeni soustavy a ndsledna extrémni
citlivost odhadu parametri na piipadné vybuzeni soustavy v téchto smérech.

K odstranéni tohoto jevu se pouziva rada heuristickych i hloubéji zduvodnénych metod.
Jednoduchym opatienim je pouziti exponencidlniho zapominani s proménnym faktorem
zapomindani, ktery je volen tak, aby stopa kovarianéni matice byla udrzovdna kon-
stantni. Protoze stopa matice je souc¢tem jejich vlastnich ¢isel, je timto jednoduchym
opatfenim omezeno nejvétsi vlastni ¢islo matice P(t+1[t).

Jinym opatfenim je udrzovani konstantniho informaéniho obsahu kovarianéni mat-
ice. Tento postup navrzeny v (Fortescue a dalsi, 1981) vede rovnéz na ¢asové proménny
koeficient exponencialniho zapominani

e2(tjt—1)
1+ C(tt—1)
Tato volba ma pomérné snadno interpretovatelny tucinek. Dojde-li ke zméné parametru,

vzroste chyba predikce a klesne docasné faktor zapominani. Po korekci parametru se faktor
zapomindni vrati k hodnoté blizké jedné.

pt)=1—« (9.66)

Podrobné analyza algoritmu exponencialniho zapominédni z hlediska riistu vlastnich ¢isel
kovarian¢ni matice P je analyzovan v (Kulhavy, |1987), kde je také navrzeno odstranéni
tohoto jevu vhodnym omezenim exponencidlniho zapominani. Omezime-li se nyni na vyvoj
p-h.p. parametru 6, lze exponencidlni zapominani povazovat za specidlni piipad linearniho
zapomindni, odpovidajici volbé kovariancni matice

V() = (; - 1) P(|b). (9.67)
Plati totiz
P(t+1]t) = ;P(t| 1 = P(tt) + (; - 1) P(|b). (9.68)

Omezime se proto v nasledujicim vykladu na odvozeni omezeného linedrniho zapominéni.
Vysledek pro exponencidlni zapominani pak dostaneme na zakladé (9.67)).

Zakladni myslenkou omezeného zapominéni je zapominat v predikénim kroku algoritmu
(19.51)) pouze tu informaci, kterd byla modifikovana daty ve filtracnim kroku (9.45)). Vsim-
néme si, ze ve filtraénim kroku (9.45) dochazi ke zméné hodnoty vyrazu z7(¢)@(t|t—1), coz
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je projekce neuréitosti vektoru parametrit O(¢|¢—1) na smér dat z(¢). Tato neuréitost je
redukovdna souéinitelem (1 + ¢(¢|t—1))~!, nebot

2T P(t| t—1)z(t)
1+t t—1)

Naopak pro sméry P-ortogonalni na data x(t) Lp z(t), to je takové, ze plati

cov { 2(1)8(1)| Di} = 2T ()Pt D)2(t) =

xl(t)P(t|t—1)z(t) = 0,

neni projekce neurcitosti parametru na tyto vektory (t) filtraénim krokem algoritmu
ovlivnéna, protoze

cov { a:T(t)B(t)‘ Di} = ()Pt )a(t) = 2 () P(t[t—1)a(t).

Omezenim zapominani proto umoznime v predikénim kroku algoritmu zvySovat neurcitost
parametru podle neomezeného modelu (9.51)) pouze ve sméru z(t), takze bude platit

ZP(+1t)z(t) = 210 Pt[t)z(t) + 21 () V(1) z(t) (9.69)
= () + (1),
kde jsme oznacili
Gw(t) = 2" )V (t)=(D), (9.70)
zatimco pro vechny sméry x(t) L p z(t) zvySeni neurcitosti nepfipustime a tedy bude platit
zT()P(t+1|t)x(t) = T (t)P(t| t)x(t). (9.71)
Splnéni téchto podminek dosdhneme volbou ,,omezené kovarianéni matice* Vo (t]t) (¢asové

indexovani naznac¢uje zavislost této matice na datech z(t)) ve tvaru

t
Vo(t|t) = g”( ) P(t|t)z(t)zT(t)P(t| t).
¢3(t[1)
Pfimym vypoctem se lze jednoduse piresvédcit, ze tato omezend kovarianéni matice vyhovuje

podminkdm a (9.71) Vyuzitim vztahu
_ P(t|t—1)z(t)

P(t|t)z(t) = ———= = K(t
dostaneme vztah pro tuto omezenou kovarianéni matici
() o1
Vol(tlt) = K(t K*(t). 9.72
(1) = K(0) 57 K1) (972

Predikéni krok algoritmu (9.51)) s takto modifikovanou kovarianéni matici V,(¢| t) nazveme
omezené linearni zapominani

P(t+1]t) = P(t|t) + Vo (t] 1), (9.73)

Jeho vyhodnou vlastnosti je i efektivnéjsi numerickd implementace, nebotf matice V,(t|t)
mé jednotkovou hodnost.

Ukéazeme nyni aplikaci tohoto postupu na exponencialni zapominani. Protoze podle
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Vi) = ——£P(l).

plati
Gult) = () (9.74)
a tedy
CoLecy) L 1y
Volt]t) = K()—Ggr K0 = K(0)_ 5K ().

Spojenim (9.42) s (9.73), kde omezend kovarianéni matice je ddna piedchozim vzta-
hem, dostaneme vztah pro aktualizaci kovarianéni matice s omezenym exponencidlnim za-
pominanim

P(e1t) = Pl + K (1) K )
B P(t|t—1)z(t)2T(t)P(t|t—1)
= Plit-1) - 14 ¢(tt—-1)
N 1—¢ Ptlt—1)z(t)21t)P(t|t—1)
@q(t[t—1) 1+ ¢(tt=1)
= P(tjt—1)— SOC(iZszf) =
P(tlt—1)z(t)2(t)P(t|t—1)
1+ ¢(tt—1) ’
kde jsme vyuzili skutecnosti, ze
_ C(te=1)
C(tft) = THe—1)

Po tpravé dostaneme vysledny vztah

P(tlt—1)z(t)2T(t)P(t|t—1)

P(t+1)t) = P(t|t—1) — o)+ =1 , (9.75)
kde koeficient
Oé(t) _ ()O(l—i_C(t’t_l)) —1 (976)

¢(tt —1)
Ize podle lemmatu o inverzi matic (6.24)) interpretovat jako vahu dyady z(t)z’(¢) pti aktu-
alizaci kovarian¢ni matice

P(t+1[t)~ = P(t|t—1)"1 + a(t)2()27(2).

Z (9.76) je vidét, ze pro ¢ < 1/(1 + () je a < 0, a tedy neurcitost roste, zatimco pro
©>1/(14¢) je @ >0, a tedy neurcitost klesa.

Zajimava je také souvislost omezeného linedarniho zapominani indukovaného modelem
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s omezenym exponencidlnim zapominanim. Protoze zapomindni modifikuje kovar-
ian¢ni matici v jediném smeéru, lze je interpretovat z obou hledisek. Podle (9.74) je omezené
linearni zapominani ekvivalentni s omezenym exponencidlnim zapomindnim s proménnym
faktorem zapominani

_
o(t) = OGEA0k (9.77)

Vsimnéte si, ze tento faktor zapominani je fizen jak apriorni informaci, tak daty. Pro
sméry, ve kterych jsou otekdvany zmény parametri, a tedy

G(t) >0,

je faktor zapomindni ¢(t) < 1. Naopak pro sméry, ve kterych zmény parametrua ocekavany
nejsou, a tedy

G(t) =0,

se faktor zapomindni blizi jedné p(t) = 1, tj. nezapomina se.

9.2.5 Implementace algoritmu nejmensich ctverct

V predchozich odstavcich jsme odvodili rekurentni vztahy pro statistiky sdruzené p.h.p.
velicin @ a o2, a to jak pro datovy krok, tak pro ¢asovy krok, ktery je v piipadé casové
proménnych parametri netrividlni. Nyni ukdzeme jednu z vyhodnych implementaci obou
téchto kroku, kterd kromé efektivnosti mé i dobré numerické vlastnosti.

Pro datovy krok algoritmu plati vztahy f , tj. oznacime-li rozptyl vystupu
C(tlt—1) = 2T P(tlt—1)= (1),
chybu predikce vystupu
e(t)t—1) = y(t) — 27(£)0(t| t—1)
a Kalmanovo zesileni (které v tomto pfipadé neni matice, ale vektor)

_ P(tt-1)z(1)
k(t) = 1+ ¢(tt—1)"

dostaneme pro stfedni hodnotu parametru
0(t|t) = O(t|t—1) + k(t)E(t|t—1)),
pro kovarianéni matici parametra

P(t|t—1)z(t)2T(t)P(t|t—1)

P(tt) = P(t|t—1) — T C=T) ,

pro pocet stupinu volnosti

V(tlt) = v(tlt—1) + 1
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a pro rezidudlni soucet Ctvercu
e2(t|t—1)
1+ C(tt—1)

Predpokladejme nyni, ze kovarianéni matice chyby odhadu je déna svymi LD-faktory ve
tvaru

v(t]t)s2(tt) = v(tlt—1)s*(t|t—1) +

P(tlt—1) = L(t|t—1)D(t|t—1) LT (t[t—1) = ‘d(t!t—l);LT(tlt—l) , (9.78)

kde L(t[t—1) je monickd dolni trojihelnikovd matice a D(t|t—1) = diag [d(t|t—1)] je
diagonalni matice s nezapornymi prvky na diagondle. Sdruzenou kovarianéni matici vystupu
y(t) a parametru O(t|t—1) lze psat ve tvaru

1 1 0...0
| l d(t/t—1) ] ) [ LTt 1)z(t) LT (tt—1) ] | (9.79)
Pfeved'me nyn{ tuto matici vhodnou ortogonélni transformaci zpét na horni trojihelnikovou
matici. Lze pouzit naptiklad algoritmus dyadové redukce, uvedeny v odstavci 6.4.3, pro
t1=1,7=n+1,...,2, ¢imz budeme postupné pomoci prvniho fadku matice nulovat zdola
nahoru prvky prvniho sloupce matice a generovat zprava doleva nenulové prvky v prvnim
fadku matice podle schématu

100 --- 00 1 0 0 0 z 1 =z =« T

zx 1 =z -+ x x z 1 x T T 0 1 = T T

z 0 1 -+ =z «x T 1 T 0 1 T T
— . —> e —>

T 1 =« T 1 =z 0 1 =z

| T 1 | O 1 ] | 0 1 ]

Vyslednou faktorizovanou sdruzenou kovarianéni matici rozdélime na bloky odpovidajici
vystupu a parametrum. Podle vysledki odstavce 6.4.2 bude mit tato matice strukturu

dy 1 ELt)

) 9.80
l d(t|t) ] ’ l 0 LTt || (9.80)
takze v prvnim rddku dostaneme piimo hodnotu Kalmanova zesileni k(t), ve vektoru d
hodnotu rozptylu vystupu

dy =1+ C(t|t—1) (9.81)
a ve zbylych fadcich aktualizovanou kovarianéni matici
P(t|t) = L(t|t)D(t|t) L7 (t]t) = ’d(t|t);LT(t|t) \ . (9.82)

K provedeni datového kroku algoritmu tedy po triangularizaci matice (9.79) zbyva urcit
aktualizovanou stfedni hodnotu parametru

O(t|t) = O(t|t—1) + k(t)e(t|t—1), (9.83)
pocet stupiniu volnosti

V(t[t) = v(tlt—1) + 1 (9.84)
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a rezidudlni soucet ¢tvercu
e2(tjt—1)

v(t|t)s(t]t) = v(t|t—1)s>(t|t—1) + I

(9.85)
Efektivni numericka implementace datového kroku algoritmu tedy spo¢iva v sestaveni mat-
ice , jejim prevedeni posloupnosti dyadickych redukci na tvar a ve vycisleni ak-
tualizovanych statistik (9.83]), (9.84) a (9.85)). V (9.85)) provadime déleni veli¢inou d, > 1,
takze je-li dobfe oSetfen algoritmus dyadické redukce, je vysledny algoritmus dostatecné
robustni i pro ,,on line“ pouziti v realném ¢ase.

V piipadé konstantnich parametri je ¢asovy krok algoritmu trividlni, nebot

P(t+1]t) = P(t|t),
O(t+1[t) = O(t]t),

v(t+1|t) = v(t|t)

v(t+1[t)s2(t+1t) = v(t|t)s>(t|t).

V piipadé ¢asové proménnych parametru je ¢asovy krok definovan pouzitou metodou za-
pomindni. VSimneme si nékolika metod.

Exponencialni zapominani

V pripadé exponencidlniho zapominani je casovy krok algoritmu popsan vztahy (9.55)—
(19.58]). Potfebnou modifikaci kovarian¢ni matice chyby odhadu

1
P(t+1|t) = —P(t|t)
2
dosdhneme ve faktorizovaném tvaru zménou diagonaly rozkladu
1
d(t+1|t) = ;d(t|t), (9.86)

ostatni vztahy se neméni.

Linearni zapominani

V piipadeé linedrniho zapominani je vyvoj kovarianéni matice chyby odhadu popsan vztahem
(19.51))

P(t+1[t) = P(tt) + V(¢).

Predpoklddejme, Ze i kovarianéni matice driftu parametru je dédna ve faktorizovaném tvaru
jako

V() = L()Du () L(t) = | du(®); L) |
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Korekci kovarianéni matice pak lze zapsat ve faktorizovaném tvaru jako
d(t|t L7 (t|t
W) | LU ] (9.87)
dy(t) L,(t)
Vlastni realizace zapominani znamend obnovit vhodnou ortogonélni transformaci trojihel-

nikovy tvar faktoru L(t+1|t). Linedrni zapomindni tedy vyzaduje v ¢asovém kroku trans-
formaci n tddkt matice L, (t), coz je vypocetné pomérné narotné operace.

‘d(t+1|t); L7 (t+1]t) | =

Omezené zapominani

Casovy krok algoritmu se pii omezeném exponencidlnim zapominani lisi v aktualizaci ko-

varianéni matice chyby odhadu, kde z (9.73) plyne

_ (1- ©)dy
P(t+1[t) = P(t|t) + mIc(t)lcT(t).

Tento vztah lze ve faktorizovaném tvaru psat jako

d(tt)
{ A=@)dy | [ L,:T(é’;) ] ‘ (9.88)

p(dy — 1)
Zapominani tedy realizujeme transformaci matice ve vyrazu na pravé strané této rovnice
na horni trojihelnikovou matici. V piipadé omezeného linedrntho zapominani je postup
obdobny, pouze vaha posledniho fadku se zméni na

‘d(t—|—1|t);LT(t—|—1|t) ‘ =

d(t[t)
|d(t+10; LT+ = | | GO | ; [ L]:T((i’;) ] (9.89)
(4, - 17

Omezené zapominani je tedy vyhodné nejen z hlediska bezpecnosti algoritmu, ale - zvlastée
v piipadé linedrniho zapominéani - i jeho rychlosti.

9.2.6 Konvergence metody nejmensich étverci a navrh identifikaéniho
experimentu

V tomto odstavci ukdzeme, jakym zpusobem lze pfistupovat k feSeni otdzky konvergence
metody nejmensich ¢tvercl. Uvidime, ze podminka konvergence souvisi s vlastnimi ¢isly
matice Z7Z. Tato vlastni ¢isla jsou tedy dulezitym indikétorem sprévnosti navrzeného
identifika¢niho experimentu.

V tomto odstavci budeme piredpokladat, ze pouzitd data jsou deterministickd a byla
vygenerovana na zakladé ,,spravné“ hodnoty parametria 8* jako

y(t) = 27(t)0*. (9.90)
Pro odhad hodnoty parametru plati (9.39)

P(t—1)z(t)

O(t) =0(t—1) + )

e(tlt—1),
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kde
e(tt—1) = y(t) — 2" (H)0(t—1),

((t) = 27O P(t—1)=(t)

P(t—1)z(t)z1(t)P(t—1)
1+ (1)

P(t)=P(t-1)—
Pro chybu odhadu
0(t) = 6* — 8(¢)

dostaneme podle rovnice pro vyvoj odhadu parametra

~ ~ P(t—1)z(t)21(t) ~

0t) = 6(t—1)— e o(t—1)
B P(t—1)z(t)21(t) 5
= (I— T+ c0) )0(1&—1).

Vyraz v zadvorce muzeme psat jako

P(t—1)z(t)z"(t) Pit-1zt)zI(t)P(t-1)\ _
1+C(b) = <P(t_1) - 1+ )P Lt—1)
= PP '(t-1)

I —

a pomoci této upravy dostaneme

0(t) = P(t)P~1(t—1)0(t—1). (9.91)
Uvazujme nyni Ljapunovovu funkci ve tvaru kvadratické formy

V() =0 ()P L1)6(1), (9.92)

kde P(t)atedy i P~1(t) je pozitivné definitni matice. Bude-li tato Ljapunovova funkce neros-
touci, bude chyba odhadu Ljapunovsky stabilni. Poé¢itejme proto jeji ptirustek v kazdém
kroku identifikace. Dostaneme

V() - V(t-1) = 8 OP Y81 — 8 (t—1)P~L(t—1)8(t—1)
= 0' WP\ (t) (PP (t-1)8(t-1)) — 8 (t-1) P~} (t-1)8(1—1)
— 0P (t-1)8(t—1) — 8 (t—1) P (t—1)8(t—1)
= (6t - 6(t-1))" P (t-1)8(t-1)

Nyni s pouzitim (9.91]) dostaneme
0(t) — 0(t—1) = (P(t)P‘l(t—l) - I) o(t—1)

a po dosazeni a transponovani, které pro symetrické matice neni tfeba znacit, ale méni
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poradi jejich nasobeni
V() - V(1) = 0 (t—1) (P‘l(t—l)P(t) _I) P l(t-1)8(t—1)

P(t—1)z(t)21(t)P(t—1) 7
1+¢(t) B

)
- T(t—l)me(t—l).

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze Ljapunovova funkce
V(t)-V(t-1) <0,

tj. je nerostouci. Z hlediska ljapunovské teorie stability je tedy chyba odhadu ljapunovsky
stabilni, a tedy omezena. Dale vime, ze plati

P7lt) = Pl (t—1) + z(t)2T(1).
Proto také pro nejmensi vlastni ¢islo matice presnosti plati
Amin (P7H®)) = Amin (P1(E-1)).

Aby chyba odhadu konvergovala k nule, staci, aby platilo

t
im Ay (P~1(1)) = Tim A <z::1z(r)zT(T)> = 0. (9.93)
Je-1i totiz funkce
~ 2
vo=lal.,

omezend, pak pro nejmensi vlastni ¢islo Apin (Pfl(t)) plati

80 2 2o (P71 0) 000

a tedy z (9.93) plyne
lim 0(t) = 0. (9.94)

2

)

Podmince (9.93) fikdme podminka dostateéného vybuzeni systému (sufficient excita-
tion condition). Zaroven tato tvaha ukazuje, Ze vlastni ¢isla matice S°t_; z(7)2”(7) jsou
dilezitym indikatorem, zda zvolend data byla vhodnd k vybuzeni systému z hlediska iden-
tifikace.

V piipadé sledovani ¢asové proménnych dat, kdy kovarianéni matice je nejen ,,stlacova-
na“ daty, ale také ,,expandovana“ zapominanim, je nutné zajistit k zajisténi omezené chyby
odhadu dostatecné vybuzeni systému ve vSech ¢asovych intervalech. Odpovidajici podminka
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existence intervalu 7T}, takového, ze existuji ¢isla a1 a ao takova, ze

t+Tp
arl > > z(1)2"(7) > aol, (9.95)
T=t

se nazyvd podminka trvalého vybuzeni systému (persistent excitation condition). Tato
podminka implikuje platnost podminky dostateéného vybuzeni. Jestlize plati podminka
trvalého vybuzeni pro konstantni parametry, lze ukazat, ze chyba odhadu konverguje
k nule rychlosti 1/t (Goodwin a Sin, |1984).
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