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Předmluva

Skriptum ,,Moderńı teorie ř́ızeńı“ je určeno posluchač̊um stejnojmenného předmětu ve 4.
ročńıku oboru ,,Technická kybernetika“. Skriptum je zpracováno podrobněji, než odpov́ıdá
odpřednášené látce, takže některé části mohou být užitečné i posluchač̊um volitelných
předmět̊u ,,Odhadováńı a filtrace“ a ,,Adaptivńı systémy“, př́ıpadně mohou student̊um
poskytnout jistou orientaci při rozhodováńı o výběru těchto předměnt̊u.

Pojem ,,moderńı teorie ř́ızeńı“ vznikl v 60. letech k odlǐseńı př́ıstupu založeném
na stavovém popisu systémů od ,,klasické teorie“, vycházej́ıćı téměř výhradně z popisu
vněǰśıho. V současné době se oba př́ıstupy (stavový a přenosový) silně proĺınaj́ı. Charak-
teristickou vlastnost́ı ,,moderńı“ teorie ř́ızeńı však z̊ustává využ́ıváńı matematických
model̊u k popisu ř́ızených proces̊u. Je-li přesně specifikován model, inženýrskou úlohu
návrhu regulátoru lze formulovat jako úlohu optimalizačńı. Mı́sto př́ımého nastavováńı kon-
stant regulátoru tedy inženýr nastavuje parametry kritéria optimality a př́ıpadná omezeńı.
Tento př́ıstup je výhodný v tom, že některé vlastnosti źıskaných řešeńı (např. stabilita při
kvadraticky optimálńım ř́ızeńı) jsou zajǐstěny implicitně. Spoléháńı na přesný model s sebou
přináš́ı i některé nedostatky moderńı teorie ř́ızeńı, které motivuj́ı nové směry výzkumu tzv.
robustńıch metod, které dovoluj́ı zahrnout do formukace problému i neurčitost matem-
atického modelu.

Př́ıstup k návrhu regulačńıch obvod̊u založený na matematickém modelu též umožňuje
rozsáhlé využit́ı prostředk̊u CAD, jako je např́ıklad MATLAB. Jejich efektivńı využ́ıváńı pro
řešeńı reálných problémů vyžaduje, aby inženýr byl schopen matematicky formulovat
technický problém a technicky interpretovat źıskané řešeńı.

Z uvedených d̊uvod̊u se moderńı teorie ř́ızeńı stává jednou z discipĺın aplikované matem-
atiky. Přestože jsou ve skriptu některé závěry formulovány ve formě vět, d̊uraz neńı kladen
na prováděńı formálńıch d̊ukaz̊u, ale na pochopeńı hlavńıch myšlenek a souvislost́ı a na
źıskáńı inženýrského citu, který je nezbytný při aplikaci. Z tohoto d̊uvodu je také zd̊urazněna
souvislost moderńıch výsledk̊u s klasickými př́ıstupy, předevš́ım frekvenčńımi a metodou ge-
ometrického mı́sta kořen̊u.

Při studiu tohoto skripta se předpokládá znalost základ̊u lineárńı teorie systémů
v rozsahu skripta (Štecha a Havlena, 1993), znalost základńıch partíı lineárńı algebry, prav-
děpodobnosti a stochastických proces̊u. Pro zájemce o hlubš́ı poznáńı moderńı teorie ř́ızeńı
je uveden přehled vhodné literatury k daľśımu studiu.

Nezbytnou podmı́nkou porozuměńı a źıskáńı inženýrského citu je samostatné experimen-
továńı a řešeńı konkrétńıch úloh syntézy v laboratoř́ıch. Vzhledem k numerické náročnosti
většiny postup̊u je velmi užitečná dobrá znalost MATLABu, s jehož využit́ım autoři při
řešeńı úloh implicitně poč́ıtaj́ı.

Významná část tohoto skripta vznikla během pobytu autor̊u na Dipartimento di Sistemi
et Informatica, Universitad de Firenze, uskutečněného v rámci projektu TEMPUS JEP
0886/92 ,,Higher Education in Control Engineering“ v srpnu a zář́ı 1993.

Autoři by též rádi poděkovali Prof. Ing. Vladimı́ru Kučerovi, DrSc., a Ing. Miroslavu
Kárnému, DrSc., za řadu podnětných připomı́nek.

Vladimı́r Havlena, Jan Štecha
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I Úvod 1
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3.2.1 Časově optimálńı diskrétńı ovládáńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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3.4 Sjednoceńı algebraického př́ıstupu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
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6.4 Numerické metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
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Kapitola 1

Řı́zeńı dynamických systémů

1.1 Obecné zásady ř́ızeńı dynamických systémů

Řı́zeńı a rozhodováńı

Každý z nás mnohokrát denně dělá v nejr̊uzněǰśıch situaćıch r̊uzná rozhodnut́ı. Jsou to
rozhodováńı typu kam p̊ujdu, co udělám, co udělám nyńı a co později a podobně. Jistě
plat́ı, že úspěch člověka podstatnou měrou záviśı na jeho správných rozhodnut́ıch, zvláště
v kĺıčových situaćıch.

Abychom se rozhodovali správně, vytvář́ıme si, vědomě či nevědomě, ve své mysli
modely situaćı a podle nich váž́ıme d̊usledky r̊uzných variant, které máme při
rozhodováńı k dispozici. Rozhodneme se samozřejmě pro tu variantu, jej́ıž d̊usledek je
pro nás nejpř́ıznivěǰśı. Skutečný d̊usledek našeho rozhodnut́ı poznáme ale až později, při
rozhodováńı možné d̊usledky odhadujeme (predikujeme) pouze pomoćı modelu dané situ-
ace. Model si tedy vytvář́ıme za účelem predikce budoućıch d̊usledk̊u našich možných
rozhodnut́ı. Č́ım lepš́ı model situace si vytvoř́ıme, t́ım, po zvážeńı všech d̊usledk̊u, máme
lepš́ı možnost vybrat si dobrou variantu pro naše rozhodnut́ı.

Naše rozhodnut́ı záviśı tedy na tom, jak věrný model situace jsme si schopni vytvořit.
Při tom se samozřejmě uplatňuje naše zkušenost, intuice a vědomosti. Často si model situace
vytvář́ıme při rozhovoru s přáteli a porovnáváme jejich názor (jejich model situace a jeho
hodnoceńı) s názorem svým. Naše rozhodnut́ı záviśı také na tom, jaké kritérium pro
vážeńı r̊uzných d̊usledk̊u si vybereme. Ani to neńı mnohdy věc jednoduchá. Při hodnoceńı
rozhodnut́ı provedených v minulosti a jejich skutečných d̊usledk̊u si často uvědomujeme,
jak nevhodné kritérium jsme si v minulosti zvolili.

Při rozhodováńı se někdy uplatňuje časové omezeńı. V dané situaci je třeba se rychle
rozhodnout, ale pro správné rozhodnut́ı je třeba vytvořit dobrý model situace, což vyžaduje
určitý čas. Nutnost rychlého rozhodnut́ı stoj́ı v př́ımém protikladu k časově náročnému pro-
cesu vytvářeńı modelu dané situace. Při tom se uplatňuje také složitost rozhodovaćıho
algoritmu, kterou je také třeba někdy omezit. Proto se často pod tlakem času muśıme
rozhodovat podle velmi zjednodušených model̊u dané situace, které zahrnuj́ı pouze nejpod-
statněǰśı jevy.

Naopak nejsme-li při rozhodováńı v časové t́ısni, často provád́ıme r̊uzné testy, abychom
lépe porozuměli rozhodovaćı situaci. Tak na př́ıklad nakouṕıme vzorek zbož́ı, abychom poz-
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4 KAPITOLA 1. ŘÍZENÍ DYNAMICKÝCH SYSTÉMŮ

nali jeho kvalitu; partnera podrob́ıme r̊uzným zkouškám, abychom lépe poznali jeho povahu
a podobně.

Diskrétńı ř́ızeńı dynamických systémů je vlastně posloupnost rozhodováńı o
volbě velikosti ř́ıdićı veličiny v r̊uzných časových okamžićıch. Proto při ř́ızeńı dynamických
systémů postupujeme principiálně stejným zp̊usobem jako při volbě našich rozhodnut́ı v
nejr̊uzněǰśıch životńıch situaćıch.

Dynamický systém

Ř́ızeńım p̊usob́ıme na reálný svět. Tu část reality, kterou ř́ıd́ıme, nazýváme objekt. Aby-
chom nějaký objekt dobře ř́ıdili, je třeba si vytvořit dobrý model objektu. To znamená,
že na objektu si definujeme systém. Dynamický systém si vytvář́ıme pro predikci chováńı
objektu v budoucnosti. Existuj́ı v podstatě dva zp̊usoby tvorby systému na daném objektu
či procesu, a to analytický a experimentálńı.

Při prvńım zp̊usobu využ́ıváme r̊uzné fyzikálńı, biologické, ekonomické a jiné zákonitosti
a na jejich základě hledáme vztahy mezi veličinami, které nás zaj́ımaj́ı. Tomuto zp̊usobu
vytvářeńı modelu objektu se ř́ıká matematicko - fyzikálńı analýza. Dynamický systém
vzniklý na základě matematicko-fyzikálńı analýzy je často složitý, a proto abychom ho mohli
použ́ıt, je nezbytné ho zjednodušit. V tom je daľśı úskaĺı. Ve vztaźıch mezi veličinami se
vyskytuj́ı r̊uzné konstanty, jejichž velikost se mnohdy určuje obt́ıžně.

Druhý zp̊usob tvorby systému je založen na měřeńı provedeném na skutečném objektu,
rozboru změřených dat a t́ım určeńı vztah̊u mezi veličinami. Tomuto zp̊usobu vytvářeńı
modelu objektu se ř́ıká experimentálńı identifikace. Systém si při tomto zp̊usobu před-
stavujeme jako černou skř́ıňku (black box). Při tomto zp̊usobu tvorby modelu je třeba
vźıt v úvahu to, že měřeńı má vždy omezenou přesnost, a proto je model objektu vzniklý
t́ımto zp̊usobem velmi často stochastický systém.

Samozřejmě nejlepš́ı cesta je kombinace analytického a experimentálńıho zp̊usobu tvorby
systému. Pomoćı analytického př́ıstupu urč́ıme např́ıklad strukturu systému. Potom při
experimentálńı identifikaci přistupujeme k systému jako k šedé skř́ıňce (gray box), o které
již máme částečné znalosti z analytického rozboru.

Modelem situace nebo objektu je tedy systém, a protože budeme sledovat časový pr̊uběh
veličin, bude se jednat o dynamický systém. Systém je znázorněn na obr. 1.1.
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Obrázek 1.1: Systém

Soubor všech veličin, které produkuje systém, se nazývá stav systému, znač́ıme ho x.
Stav systému je velmi d̊uležitý pojem, který budeme v textu dále upřesňovat.
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Veličiny, které na systém p̊usob́ı z okoĺı a jsou na systému nezávislé, nazýváme vstupńı
veličiny. Tyto veličiny rozdělujeme na dvě skupiny. Jedna skupina vstupńıch veličin jsou
takové veličiny, které můžeme měnit podle potřeby. Ty nazýváme ř́ıdićı veličiny systému
a znač́ıme je u. Ř́ıdićı veličiny systému se také nazývaj́ı akčńı veličiny. Druhou skupinou
vstupńıch veličin jsou takové veličiny, které p̊usob́ı na systém nezávisle na nás a nemáme
možnost je měnit. Takové veličiny nazýváme poruchové veličiny a znač́ıme je v. Pro
účely ř́ızeńı je třeba ještě poruchové veličiny rozdělit na poruchové veličiny měřitelné a
neměřitelné.

Veličiny, které produkuje systém a které měř́ıme, nazýváme výstupńı veličiny systé-
mu. Veličiny, které chceme ř́ıdit nebo regulovat, nazýváme regulované veličiny a znač́ıme
je y. Výstupńı veličiny systému nemuśı být totožné s veličinami regulovanými.

Požadavky kladené na ř́ızeńı

Teorie automatického ř́ızeńı zkoumá metody jak p̊usobit na systém, jak ho ř́ıdit, aby se
ř́ızený systém choval podle našich požadavk̊u. Požadavky kladené na ř́ızeńı mohou být
r̊uzné.

• Kompenzace vlivu poruchových veličin (Disturbance Rejection)
Na systém vždy p̊usob́ı celá řada poruchových veličin, jejichž vliv na regulovanou
veličinu je mnohdy nežádoućı. Někdy je poruchová veličina měřitelná a potom lze jej́ı
vliv kompenzovat účinně t́ım zp̊usobem, že signál od měřitelné poruchy zpracujeme v
ř́ıdićım členu. Tak lze někdy vliv poruchy kompenzovat beze zbytku. Pokud se t́ımto
zp̊usobem porucha na výstupu systému v̊ubec neprojev́ı (ř́ıdićı člen jej́ı vliv úplně
kompenzuje), pak ř́ıkáme, že ř́ızený systém je invariantńı vzhledem k poruše.

• Problém regulátoru (Regulator Problem)
Dynamické vlastnosti samotného systému jsou někdy nevyhovuj́ıćı (např́ıklad systém
je nestabilńı) a účelem ř́ızeńı je navrhnout takovou stukturu ř́ızeńı, aby celý systém
měl potom vyhovuj́ıćı dynamické vlastnosti. Často chceme t́ımto zp̊usobem systém
stabilizovat.

• Problém sledováńı (Tracking Problem)
Někdy požadujeme, aby výstupńı veličina co nejvěrněji sledovala nějaký pr̊uběh určený
referenčńı veličinou w, chceme tedy, aby byla co nejmenš́ı takzvaná regulačńı
odchylka e, která je rozd́ılem mezi požadovanou veličinou a skutečným výstupem ze
systému (čili e = w− y). Často je nutné respektovat r̊uzná omezeńı na velikost ř́ıdićı
veličiny u či omezeńı na velikost celkové ř́ıdićı energie.

• Optimálńı ř́ızeńı (Optimal Control)
V moderńı teorii ř́ızeńı jsou všechny požadavky na ř́ızeńı shrnuty do kritéria kval-
ity ř́ızeńı a problém ř́ızeńı je převeden na optimalizačńı problém minimalizace
kritéria kvality ř́ızeńı. Při tomto př́ıstupu k řešeńı problému ř́ızeńı existuj́ı dva zásadńı
problémy. Prvńım problémem je vhodná volba kritéria kvality ř́ızeńı, která by zahrnula
všechny naše požadavky na kvalitu ř́ızeńı. Druhým problémem je řešitelnost takto for-
mulovaného optimalizačńıho problému. Nejv́ıce použ́ıvaným kritériem kvality ř́ızeńı je
kvadratické kritérium, které pro lineárńı systémy vede na lineárńı zákon ř́ızeńı.
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Obrázek 1.2: Ř́ızeńı systému ovládáńım

Ovládáńı a regulace

Ř́ıdit systém znamená vhodně zvolit časový pr̊uběh ř́ıdićı veličiny u. Ř́ızeńı systému můžeme
v podstatě realizovat dvoj́ım zp̊usobem: ovládáńım (Open Loop Control) a regulaćı (Feed-
back Control).

Při př́ımovazebńım ř́ızeńı neboli ovládáńı generujeme předem určený pr̊uběh ř́ıdićı
veličiny u ve struktuře ř́ızeńı podle obr. 1.2. Zař́ızeńı, které při ovládáńı generuje pr̊uběh
ř́ıdićı veličiny, nazýváme generátor ř́ıdićı veličiny nebo také př́ımovazebńı regulátor.
Při ovládáńı generátor ř́ıdićı veličiny nevyuž́ıvá žádnou informaci o tom, jaký je skutečný
výstup systému. Ovládáńı je tedy ř́ızeńı bez zpětné informace o skutečném výsledku ř́ızeńı.
Je zřejmé, že ovládáńı lze použ́ıt pouze u dobře poznaných objekt̊u. Při ř́ızeńı ovládáńım
celá naše strategie ř́ızeńı muśı být naprogramována v generátoru ř́ıdićı veličiny před
začátkem ř́ızeńı.
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Obrázek 1.3: Ř́ızeńı systému regulaćı

Druhý zp̊usob ř́ızeńı je zpětnovazebńı ř́ızeńı, kterému ř́ıkáme regulace. Při tomto
zp̊usobu ř́ızeńı ř́ıdićı člen (regulátor) využ́ıvá informace o výsledku ř́ızeńı (pr̊uběhu reg-
ulované veličiny y). Při ř́ızeńı regulaćı existuje zpětná vazba z výstupu systému na jeho
vstup, viz obr. 1.3. Pokud regulátor R zpracovává regulačńı odchylku e, ř́ıkáme tomuto
zp̊usobu ř́ızeńı odchylková regulace, viz obr. 1.3.

Výhody a nevýhody r̊uzných struktur ř́ızeńı

Je d̊uležité si uvědomit výhody a nevýhody obou zp̊usob̊u ř́ızeńı. Proto dále porovnáme
vlastnosti př́ımovazebńıho ř́ızeńı (ovládáńı) a zpětnovazebńıho ř́ızeńı (regulace) z r̊uzných
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hledisek. Půjde nám o kvalitativńı porovnáńı těchto dvou zásadně odlǐsných zp̊usob̊u ř́ızeńı z
hlediska stability, optimality, kompenzace poruch a citlivosti či robustnosti struktury ř́ızeńı
při změně parametr̊u systému.

• Stabilita
Je-li ř́ızený systém S nestabilńı, nelze ho ovládáńım stabilizovat, nebot’ seriová kombi-
nace systémů je nestabilńı, je-li nestabilńı kterýkoliv subsystém. Naopak zpětnovazeb-
ńım ř́ızeńım lze nestabilńı systém stabilizovat vždy, pokud jeho nestabilita neńı skrytá,
to znamená, že se projev́ı na výstupu a je ovlivnitelná vstupem. Zpětnou vazbou lze
vždy stabilizovat systém, který je stabilizovatelný a rekonstruovatelný. V tom je velká
výhoda zpětnovazebńıho ř́ızeńı.

Je třeba si ale uvědomit, že pokud je samotný systém stabilńı, nemůžeme při jeho
ř́ızeńı ovládáńım stabilitu ztratit, pokud generátor ř́ıdićı veličiny je sám stabilńı.
Naopak nevhodným zpětnovazebńım ř́ızeńım můžeme destabilizovat i stabilńı systém.

• Optimalita
Optimálńı ř́ızeńı dosahujeme vhodným výběrem ř́ıdićı veličiny u ř́ızeného systému.
Přitom je v zásadě lhostejné, jakým zp̊usobem budeme optimálńı pr̊uběh ř́ıdićı veličiny
realizovat. Z tohoto hlediska je př́ımovazebńı ř́ızeńı a zpětnovazebńı ř́ızeńı rovno-
cenné. Naopak, při zpětnovazebńım ř́ızeńı je třeba vždy prvořadě zaručit stabilitu
zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu, a proto je při zpětnovazebńım ř́ızeńı někdy
nutno slevit z optimality na úkor stability. Proto z hlediska optimality je ř́ızeńı ovládá-
ńım nejlepš́ı zp̊usob ř́ızeńı. Protože při ovládáńı nejsme schopni odstranit př́ıpadnou
nestabilitu systému, je tuto strukturu ř́ızeńı možno použ́ıt pouze pro stabilńı systém.

Tato úvaha plat́ı ale pouze při přesném modelu a deterministickém systému. Při
stochastickém modelu je zpětnovazebńı ř́ızeńı jediná možná struktura ř́ızeńı.

• Kompenzace poruch
Chceme-li kompenzovat vliv neměřitelných poruchových veličin, pak je zpětnovazebńı
ř́ızeńı jediná možná struktura ř́ızeńı, která kompenzaci neměřitelných poruch umožńı.
Při ř́ızeńı ovládáńım se ř́ıdićı člen nedozv́ı o p̊usobeńı poruchy. Teprve zpětnovazebńı
struktura dodá ř́ıdićımu členu informaci o p̊usobeńı poruchy. Z hlediska kompenzace
neměřitelných poruch je tedy volba optimálńı struktury ř́ızeńı jednoznačná.

• Citlivost a robustnost
Je zřejmé, že model objektu neńı nikdy úplně věrný. Proto je nutné zkoumat změny
vlastnost́ı systému při změně jeho parametr̊u nebo jeho struktury. Tyto problémy
řeš́ı citlivostńı analýza systému, která zkoumá změny vlastnost́ı systému při in-
finitezimálně malých změnách jeho dynamických vlastnost́ı. Robustnost naopak an-
alyzuje vlastnosti systému při větš́ıch, ale omezených změnách dynamických vlast-
nost́ı systému. Je zřejmé, že při ovládáńı se veškeré změny vlastnost́ı systému plně
projev́ı na jeho výstupu. Při ovládáńı nemáme možnost změny vlastnost́ı systému
kompenzovat. Při zpětnovazebńım ř́ızeńı je možno navrhnout ř́ıdićı systém tak, aby
podstatným zp̊usobem kompenzoval změnu vlastnost́ı ř́ızeného systému. Přitom plat́ı
omezeńı, že kompenzaci nelze provést v celém kmitočtovém rozsahu. I zde plat́ı zásada
,,něco za něco“ - v určité oblasti kmitočt̊u jsme schopni citlivost na změnu vlastnost́ı
systému potlačit na úkor toho, že v jiné oblasti kmitočt̊u citlivost při zpětnovazebńım
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ř́ızeńı zhorš́ıme. Přesto z hlediska robustnosti a citlivosti je zpětnovazebńı ř́ızeńı jediná
vhodná struktura ř́ızeńı.

Shrneme-li předchoźı závěry, pak při jakýchkoli nepřesnostech, šumech měřeńı nebo
změnách parametr̊u systému a podobně je zpětnovazebńı struktura ř́ızeńı jediná použitelná
struktura ř́ızeńı.
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Obrázek 1.4: Ř́ızeńı systému se dvěma stupni volnosti

Abychom využili výhod obou struktur ř́ızeńı, použ́ıváme strukturu ř́ızeńı se dvěma
stupni volnosti podle na obr. 1.4. Regulátor má odlǐsnou zpětnovazebńı a př́ımovazebńı
část. Přitom je tento regulátor realizován jako systém se dvěma vstupy a jedńım výstupem.
Neńı tedy realizován jako dva samostatné bloky, jak by se na prvńı pohled mohlo zdát z obr.
1.4. Kdyby se tento regulátor zrealizoval chybně jako dva samostatné bloky, pak bychom
museli zaručit stabilitu př́ımovazebńı části regulátoru, což neńı při správné realizaci nutné.
Struktura ř́ızeńı se dvěma stupni volnosti podle obr. 1.4 je nejobecněǰśı strukturou ř́ızeńı.

Meze ř́ızeńı

Syntéza ř́ızeńı systému je složitý problém, na který neńı možno dát jednoznačný návod.
Ze základńıho kurzu teorie systémů v́ıme, že stavovou zpětnou vazbou (stavovým

regulátorem) můžeme libovolně měnit dynamické vlastnosti dosažitelného systému. Jediné
omezeńı je při násobných pólech, kde indexy dosažitelnosti omezuj́ı rozměr invariantńıch
polynomů.

Pokud neńı stav systému měřitelný, můžeme stavovou veličinu pozorovatelného systému
zrekonstruovat pozorovatelem stavu. Pro pozorovatelný systém můžeme stavovou in-
jekćı zajistit libovolnou dynamiku pozorovatele. Také zde omezuj́ı indexy pozorovatelnosti
rozměry invariantńıch polynomů při násobných pólech pozorovatele.

Spojeńım stavového regulátoru a pozorovatele źıskáme zpětnovazebńı systém, jehož dy-
namické vlastnosti jsou sjednoceńım vlastnost́ı stavového regulátoru a pozorovatele stavu.
Plat́ı zde takzvaný separačńı princip. Použit́ım rekonstruovaného stavu z pozorovatele
ale můžeme ztratit některé př́ıznivé vlastnosti stavového regulátoru - zmenš́ı se robustnost
při změně parametr̊u.
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Přitom některé vlastnosti systému nemůžeme změnit žádným zp̊usobem a někdy stoj́ı
naše požadavky na ř́ızeńı př́ımo proti sobě. Žádnou strukturou ř́ızeńı nelze zmenšit relativńı
řád systému a odstranit jeho nestabilńı nuly.

Relativńı řád systému je určen rozd́ılem stupň̊u polynomů jmenovatele a čitatele jeho
přenosu. U diskrétńıch systémů je relativńı řád systému roven počtu krok̊u zpožděńı jeho
reakce na vstupńı signál. Žádnou strukturou ř́ızeńı nelze zmenšit relativńı řád systému.

Nestabilńı nuly v přenosu systému nelze žádnou strukturou ř́ızeńı odstranit bez ztráty
stability. Systém s nestabilńımi nulami nazýváme systémem s neminimálńı fáźı. Nesta-
bilńı nuly systému muśı z̊ustat v přenosu ř́ızeńı. S nestabilńımi nulami systému se můžeme
pouze smı́̌rit, nic jiného nám nezbývá. To je zaj́ımavé omezeńı možnost́ı ř́ızeńı, nebot’ nesta-
bilńı systém můžeme při velmi slabých omezeńıch stabilizovat zpětnovazebńım ř́ızeńım, ale
neminimálně fázový systém nelze žádným zp̊usobem změnit na systém s minimálńı fáźı.

1.2 Zpětnovazebńı ř́ızeńı

V této sekci ukážeme některé vlastnosti zpětnovazebńıho obvodu. Budeme se zabývat reakćı
regulačńıho obvodu na r̊uzné vstupńı signály a také budeme analyzovat toleranci regulačńıho
obvodu na neurčitosti v ř́ızeném systému. Ukážeme, že syntéza regulačńıho obvodu je často
kompromisem mezi protich̊udnými požadavky na vlastnosti regulačńıho obvodu.

1.2.1 Přenosové a frekvenčńı vlastnosti

Uvažujme tedy zpětnovazebńı regulačńı obvod podle obr. 1.5. Vstupem regulačńıho ob-
vodu je kromě ř́ıdićı veličiny W také porucha V p̊usob́ıćı na výstupu systému a šum N
měřeńı regulované veličiny. Přenosová matice ř́ızeného systému je rovna S a ř́ıdićıho systému
(regulátoru) je rovna R.
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Obrázek 1.5: Standardńı zpětnovazebńı struktura

Přenosová matice rozpojeného regulačńıho obvodu je SR, nebo RS podle toho,
jestli regulačńı obvod rozpoj́ıme na výstupu systému nebo na vstupu systému. Uvědomme
si, že vlivem záporné zpětné vazby je přenos mezi vstupem a výstupem v mı́stě rozpojeńı
ve skutečnosti roven −SR, nebo −RS.

Matice zpětné diference regulačńıho obvodu je definována jako relativńı rozd́ıl
signál̊u na vstupu a výstupu rozpojeného regulačńıho obvodu. V našem př́ıpadě je matice
zpětné diference rovna (I + SR), př́ıpadně (I + RS).
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Inverze matice zpětné diference je citlivostńı operátor S = (I +SR)−1. Je zřejmé, že
bychom měli rozlǐsovat výstupńı citlivostńı operátor (I +SR)−1 a vstupńı citlivostńı
operátor (I + RS)−1. V literatuře se zavád́ı také doplňkový citlivostńı operátor T =
SR(I + SR)−1. Zřejmě plat́ı T = I − S.

Pokud je zpětnovazebńı regulačńı obvod stabilńı, pak má následuj́ıćı vlastnosti, které
jsou určeny jeho přenosovými maticemi mezi r̊uznými veličinami regulačńıho obvodu a jeho
vlastnostmi při změně parametr̊u systému.

• Přenosové vlastnosti. Obraz výstupu, regulačńı odchylky a akčńı veličiny při p̊u-
sobeńı ř́ızeńı, poruchy a šumu měřeńı jsou po řadě rovny

Y = SR(I + SR)−1(W −N) + (I + SR)−1V , (1.1)
E = W − Y = (I + SR)−1(W − V ) + SR(I + SR)−1N ,

U = R(I + SR)−1(W − V −N).

• Citlivost zpětnovazebńıho obvodu při změně dynamických vlastnost́ı systému je
určena následuj́ıćım vztahem

Scl = (I + S′R)−1Sol, (1.2)

kde Scl a Sol jsou po řadě citlivostńı matice zpětnovazebńıho obvodu (closed loop) a
citlivostńı matice nominálně ekvivalentńıho př́ımovazebńıho obvodu (open loop), při
změně dynamických vlastnost́ı systému S′ = S + ∆S.

Rovnice (1.1) až (1.2) ukazuj́ı hlavńı výhody, které má zpětnovazebńı struktura ř́ızeńı.
Regulačńı odchylka E při p̊usobeńı ř́ızeńı W a poruchy V může být libovolně malá za
předpokladu, že je malý citlivostńı operátor S = (I + SR)−1, který je roven inverzi matice
zpětné diference.

Podobně z (1.2) plyne, že citlivost zpětnovazebńıho obvodu se zlepšuje za stejných
podmı́nek jako v předchoźım př́ıpadě, pokud se přenosová matice S′ př́ılǐs nelǐśı od
nominálńı přenosové matice systému S.

Uvedené podmı́nky jsou zřejmé pro jednorozměrový zpětnovazebńı regulačńı obvod. Zde
požadujeme, aby skalárńı komplexńı funkce [1 + S(jω)R(jω)]−1 měla malou amplitudu. To
znamená, že zpětná diference [1 + S(jω)R(jω)], která je rovna jej́ı inverzi, muśı mı́t velkou
amplitudu. Tuto velkou amplitudu požadujeme pro takové frekvence, v nichž lež́ı frekvenčńı
spektrum ř́ıdićı veličiny W a poruchy V a na nichž je také podstatná změna přenosu systému
∆S(jω).

Proto pro jednorozměrové systémy jsou požadavky na dobré chováńı zpětnovazebńıho
obvodu vyjádřeny ve frekvenčńı oblasti následuj́ıćı nerovnost́ı

f(ω) ≤ |1 + S(jω)R(jω)|, ∀ω ≤ ω0, (1.3)

kde f(ω) je kladná, ,, dostatečně velká“ funkce a ω0 ohraničuje aktivńı frekvenčńı rozsah.
Tento požadavek můžeme v mnoharozměrovém regulačńım obvodu vyjádřit podobně,

když zvoĺıme spektrálńı normu jako mı́ru velikosti matice. Účelnost spektrálńı normy matice
vysvětĺıme následuj́ıćı úvahou. Pro skalárńı veličinu a a vektor x plat́ı ||ax|| = |a|||x||. To
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znamená, že norma vektoru ax je rovna normě vektoru x násobené absolutńı hodnotou
ześıleńı a. Pro matice je ,, ześıleńı“ směrově závislé. Plat́ı totiž

||Ax|| ∈ [σ(A)|x| , σ(A)|x|],

kde σ(A) je minimálńı a σ(A) je maximálńı singulárńı č́ıslo matice A. Singulárńı č́ısla
matice A jsou rovna

σi(A) = λi(AT A)
1
2 ,

kde λi(.) jsou vlastńı č́ısla matice. Minimálńı a maximálńı singulárńı č́ısla se také nazývaj́ı
základńı ześıleńı (principal gains).

Potom požadavek ekvivalentńı požadavku (1.3) pro jednorozměrové systémy je v mno-
harozměrovém př́ıpadě

f(ω) ≤ σ[I + S(jω)R(jω)], ∀ω ≤ ω0, (1.4)

kde f(ω) je opět kladná, ,, dostatečně velká“ funkce a ω0 ohraničuje aktivńı frekvenčńı
rozsah. Předchoźı vztah je podmı́nka kvality mnoharozměrového zpětnovazebńıho
regulačńıho obvodu ve frekvenčńı oblasti. Tato podmı́nka muśı být splněna pro
frekvenčńı rozsah, v němž lež́ı frekvenčńı spektrum ř́ıdićı veličiny W , poruchy V a v němž
nastává změna přenosu systému ∆S(jω).

Podmı́nka (1.4) na matici zpětné diference (I+SR) vyjadřuje obecně známý požadavek:
Dobré vlastnosti zpětnovazebńıho obvodu vyžaduj́ı velké ześıleńı ve zpětnovazebńı smyčce,
neboli jak se také ř́ıká hodně ,, utaženou smyčku“. Samozřejmě přitom muśıme zachovat
stabilitu zpětnovazebńıho obvodu, což je často požadavek, který je v př́ımém protikladu k
požadavku velkého ześıleńı ve zpětnovazebńı smyčce. Požadavek velkého ześıleńı ve smyčce
je ještě v́ıce zřejmý z nerovnosti

σ[S(jω)R(jω)]− 1 ≤ σ[I + S(jω)R(jω)] ≤ σ[S(jω)R(jω)] + 1. (1.5)

Odtud plyne, že velikost matice zpětné diference můžeme aproximovat ześıleńım v rozpojené
smyčce σ[S(jω)R(jω)], pokud je toto ześıleńı podstatně větš́ı než jedna.

Požadavek velkého ześıleńı ve zpětnovazebńı smyčce je také v protikladu k požadavku re-
dukce šumu N , vznikaj́ıćıho při měřeńı regulované veličiny. Velké σ[S(jω)R(jω)] na velkém
frekvenčńım rozsahu zp̊usob́ı, že šum měřeńı projde na výstup s nezměněnou amplitudou.
To je zřejmé z následuj́ıćıho vztahu

Y = −S(jω)R(jω)(I + S(jω)R(jω))−1N ≈ −N , (1.6)

který plat́ı, pokud minimálńı singulárńı č́ıslo rozpojeného regulačńıho obvodu je větš́ı než
jedna na frekvenćıch, ve kterých lež́ı frekvenčńı spektrum šumu měřeńı. Šum měřeńı omezuje
proto frekvenčńı rozsah regulačńıho obvodu.

Stejná pot́ıž vznikne při velkých ześıleńıch ve smyčce s velikost́ı akčńı veličiny U . To je
zřejmé z následuj́ıćıho vztahu

U = R(jω)(I + S(jω)R(jω))−1(W − V −N) ≈ S−1(jω)(W − V −N), (1.7)

kde pro jednoduchost předpokládáme, že přenosová matice S je čtvercová a invertovatelná.
Z předchoźıho vztahu plyne, že vliv ř́ızeńı, poruchy i šumu měřeńı na akčńı veličinu U se
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zesiluje, pokud jejich frekvenčńı rozsah podstatně přesáhne frekvenčńı rozsah systému, to
je takový obor frekvenćı ω, pro které σ[S(jω)] � 1, nebot’ potom

σ[S−1(jω)] =
1

σ[S(jω)]
� 1. (1.8)

Se všemi těmito protikladnými požadavky se vyrovná syntéza lineárńıch systémů podle
kvadratických kritéríı kvality ř́ızeńı (LQG syntéza), nebot’ v kvadratickém kritériu můžeme
vyjádřit své požadavky na kvalitu ř́ızeńı, kompenzaci poruch i šumu měřeńı a omezenou
amplitudu vstupńı veličiny systému.

Daľśı podstatné omezeńı na ześıleńı ve smyčce vyplyne z požadavk̊u na toleranci reg-
ulačńıho obvodu na neurčitost v přenosu systému. Tomuto problému budeme věnovat
následuj́ıćı sekci.

1.2.2 Zpětnovazebńı ř́ızeńı při neurčitosti v popisu systému

Nejprve je třeba popsat neurčitosti v ř́ızeném systému. Jistě plat́ı, že systém nikdy
nepopisuje úplně věrně vlastnosti reálného objektu. Proto je účelné nominálńı model,
reprezentovaný např́ıklad přenosovou matićı systému, doplnit nějakým modelem neurčitost́ı.

Strukturované a nestrukturované neurčitosti

Pokud urč́ıme rozsah neurčitost́ı v parametrech systému, pak mluv́ıme o strukturovaných
neurčitostech. Při strukturovaných neurčitostech je struktura systému pevná a neurčitosti
jsou pouze v parametrech systému. Strukturované neurčitosti vzniknou při nepřesné znalosti
fyzikálńıch parametr̊u reálného objektu.

Nestrukturované neurčitosti jsou neurčitosti v celé přenosové matici systému, při-
čemž je bĺıže nestrukturujeme. Z r̊uzných typ̊u nestrukturovaných neurčitost́ı si zde uvedeme
aditivńı a multiplikativńı nestrukturované neurčitosti.

• Aditivńı nestrukturovaná neurčitost je vyjádřena ve tvaru

S′(jω) = S(jω) + ∆Sa(jω), (1.9)

kde S(jω) je nominálńı přenosová matice systému a S′(jω) je perturbovaná mat-
ice systému. Aditivńı neurčitost ∆Sa(jω) v přenosové matici S(jω) je amplitudově
omezena

σ[∆Sa(jω)] < fa(ω) (1.10)

pro všechny nezáporné frekvence ω a kde fa(ω) je nezáporná funkce, frekvenčně
závislá, která určuje okoĺı nominálńıho modelu S(jω). Tato nestrukturovaná ne-
určitost může vzniknout r̊uzným zp̊usobem, např́ıklad změnou parametr̊u systému,
zanedbanou dynamikou, nelinearitami v systému, aproximaćı systému s rozloženými
parametry, systémem se soustředěnými parametry a řadou daľśıch nespecifikovaných
jev̊u.
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• Multiplikativńı nestrukturovaná neurčitost je vyjádřena ve tvaru

S′(jω) = [I + ∆Sm(jω)]S(jω), (1.11)

kde multiplikativńı neurčitost ∆Sm(jω) v přenosové matici S(jω) je omezena

σ[∆Sm(jω)] < fm(ω) (1.12)

pro všechny nezáporné frekvence ω a kde fm(ω) je nezáporná funkce, která určuje
relativńı okoĺı nominálńıho modelu S(jω). Tato neurčitost vzniká ze stejných př́ıčin
jako aditivńı neurčitost.

Existuj́ı i jiné modely nestrukturovaných neurčitost́ı, dále však budeme použ́ıvat pouze
multiplikativńı nestrukturovanou neurčitost (1.11). Źıskáńı modelu neurčitosti podle (1.11)
a (1.12) může být složitý problém, zvláště v mnoharozměrovém př́ıpadě. Je zřejmé, že
každou strukturovanou neurčitost můžeme vyjádřit také jako nestrukturovanou neurčitost,
ale obráceně to nelze provést.

Poznámka: Nestrukturovanou multiplikativńı neurčitost můžeme v jednorozměrovém
př́ıpadě vyjádřit ve tvaru

S′(jω)
S(jω)

− 1 = ∆Sm(jω).

V tomto př́ıpadě můžeme frekvenčńı přenos Sm(jω) považovat za pevnou váhovou funkci
popisuj́ıćı meze neurčitosti. Proměnná stabilńı přenosová funkce |∆| ≤ 1 je v podstatě
měř́ıtkový faktor velikosti změn a reprezentuje také změnu fáze. V jednorozměrovém př́ıpadě
je tedy neurčitost omezena |Sm(jω)| = fm(ω) > 0, |∆| ≤ 1. 2

Př́ıklad: Nominálńı přenos systému je roven S(s) =
K

(1 + s)3
. Přitom zanedbáváme

dopravńı zpožděńı, které lež́ı v intervalu 0 ≤ Td ≤ 0.1. Nalezněte váhovou funkci Sm(jω),
která umožńı uvedenou neurčitost popsat jako multiplikativńı neurčitost. Ukažte, že pro ni
plat́ı

|ejωTd − 1| = |Sm(jω)|; 0 ≤ Td ≤ 0.1.

Ověřte, že vyhovuj́ıćı váhová funkce je Sm(jω) =
0.21s

0.1s + 1
. Uvažujte stejnou soustavu s

proměnným ześıleńım K v rozsahu 5 ≤ K ≤ 10. 2

Dále budeme předpokládat, že systém S′ z̊ustane ryźı a má stejný počet nestabilńıch pól̊u
jako nominálńı model S. Přitom jejich poloha nemuśı být totožná. Model známe obvykle
dosti přesně na ńızkých frekvenćıch, na vysokých frekvenćıch naše nejistota o přesnosti
modelu roste. Proto nezáporná funkce fm(ω) je na malých frekvenćıch podstatně menš́ı než
1 a pro velké frekvence může být i větš́ı než jedna.

Nyńı budeme analyzovat vliv multiplikativńı neurčitosti na vlastnosti zpětnovazebńıho
obvodu.

Zpětnovazebńı ř́ızeńı a neurčitost

Při návrhu ř́ıdićıho systému R při nestrukturované neurčitosti v ř́ızeném systému S je třeba
splnit tři přirozené požadavky:
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• Ř́ıdićı systém R muśı zajistit stabilitu nominálńıho zpětnovazebńıho regulačńıho ob-
vodu. Potom je stabilńı přenosová matice SR[I + SR]−1.

• Zpětnovazebńı systém muśı být také stabilńı při všech možných nestrukturovaných
změnách ř́ızeného systému. To znamená, že přenosová matice S′R[I + S′R]−1 muśı
být stabilńı při všech možných S′ podle (1.11).

• kvalita ř́ızeńı muśı být zaručena pro všechny možné S′ podle (1.11) a (1.12).

Tyto požadavky budeme nyńı formulovat ve frekvenčńı oblasti. Uvid́ıme, že povedou na
omezeńı nominálńı přenosové matice SR rozpojeného regulačńıho obvodu.

Nyquistovo kritérium stability

Frekvenčńı podmı́nky stability mnoharozměrového zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu
jsou určeny mnoharozměrovou formou Nyquistova kritéria stability.

Podle Nyquistova kritéria stability pro jednorozměrové systémy je zpětnova-
zebńı regulačńı obvod stabilńı, pokud Nyquistova křivka ob́ıhá bod (−1, j0) v záporném
směru tolikrát, kolik má rozpojený regulačńı obvod nestabilńıch pól̊u. Připomı́náme, že
Nyquistova křivka je zobrazeńı S(s)R(s), kde komplexńı proměnná s ob́ıhá hranici nesta-
bilńı oblasti v záporném smyslu (to je ve směru pohybu hodinových ruček). Pro spojité
systémy lež́ı komplexńı proměnná s na tak zvané D-křivce. Nyquistova křivka je v podstatě
určena frekvenčńı charakteristikou rozpojeného regulačńıho obvodu. Přitom je třeba zaručit,
aby na hranici oblasti neležel žádný pól a samotná frekvenčńı charakteristika rozpojeného
regulačńıho obvodu nesmı́ procházet kritickým bodem (−1, j0).

Nyquistovo kritérium stability pro mnoharozměrové systémy je formulováno
podobným zp̊usobem. Mnoharozměrový zpětnovazebńı regulačńı obvod je stabilńı právě
tehdy, když Nyquistova křivka det(I + S(s)R(s)) neprocháźı počátkem souřadnic a ob́ıhá
počátek souřadnic v záporném směru tolikrát, kolik má rozpojený mnoharozměrový reg-
ulačńı obvod nestabilńıch pól̊u.

Odvozeńı Nyquistova kritéria stability pro mnoharozměrové systémy opět vycháźı z
věty o argumentu. V jednorozměrovém př́ıpadě jsme vyšetřovali Nyquistovu křivku výrazu
1+S(s)R(s), nebo pouze výrazu S(s)R(s), při počátku posunutém do bodu (−1, j0), což je
totéž. V čitateli výrazu 1+S(s)R(s) je charakteristický polynom zpětnovazebńıho obvodu a
v jeho jmenovateli je samozřejmě charakteristický polynom rozpojeného regulačńıho obvodu.

V mnoharozměrovém př́ıpadě je situace obdobná. V čitateli výrazu det(I +S(s)R(s)) je
charakteristický polynom uzavřeného mnoharozměrového regulačńıho obvodu a v jeho jmen-
ovateli je charakteristický polynom rozpojeného mnoharozměrového regulačńıho obvodu.
Daľśı postup je stejný jako v jednorozměrovém př́ıpadě. V mnoharozměrovém Nyquistovu
kritériu pouze nelze posouvat počátek souřadnic do bodu (−1, j0).

Podmı́nky zachováńı stability při neurčitosti

Podmı́nky pro robustńı stabilitu odvod́ıme nejprve pro jednorozměrový regulačńı obvod.
Pro jednoduchost budeme nejprve předpokládat, že nominálńı rozpojený regulačńı obvod
je stabilńı. Potom nominálńı uzavřený regulačńı obvod je také stabilńı, když Nyquistova
křivka S(jω)R(jω) neobkličuje bod (−1, j0).
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Nyquistova křivka přenosu S′(jω)R(jω) při respektováńı neurčitosti neobkličuje také
bod (−1, j0), když vzdálenost |S(jω)R(jω) − S′(jω)R(jω)| mezi body frekvenčńı charak-
teristiky S(jω)R(jω) a S′(jω)R(jω) je menš́ı než vzdálenost |S(jω)R(jω) + 1| bodu
S(jω)R(jω) od bodu (−1, j0). Potom se neměńı počet oběh̊u Nyquistovy křivky při re-
spektováńı neurčitosti a regulačńı obvod z̊ustane stabilńı i při neurčitosti. Pak tedy

|S′(jω)R(jω)− S(jω)R(jω)| < |S(jω)R(jω) + 1|, ∀ω,

neboli∣∣∣∣∣S′(jω)R(jω)− S(jω)R(jω)
S(jω)R(jω)

∣∣∣∣∣.
∣∣∣∣∣ S(jω)R(jω)
S(jω)R(jω) + 1

∣∣∣∣∣ < 1, ∀ω.

Po dosazeńı za S′(jω) = (1 + ∆Sm(jω))S(jω) dostaneme

|∆Sm(jω)|.
∣∣∣∣∣ S(jω)R(jω)
S(jω)R(jω) + 1

∣∣∣∣∣ < 1, ∀ω.

neboli∣∣∣∣∣ S(jω)R(jω)
S(jω)R(jω) + 1

∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣ 1
∆Sm(jω)

∣∣∣∣∣ < 1
fm(ω)

, ∀ω.

Neńı-li nominálńı regulačńı obvod stabilńı, pak předchoźı podmı́nky plat́ı i v tomto př́ıpadě,
pokud ovšem neurčitost neměńı počet nestabilńıch pól̊u. Při respektováńı neurčitosti se
předchoźı postačuj́ıćı podmı́nky staly podmı́nkami nutnými a postačuj́ıćımi, protože jejich
nesplněńım lze nalézt přenos S′(jω), který destabilizuje regulačńı obvod.

Zavedeńım doplňkového citlivostńıho operátoru T můžeme podmı́nku robustńı stability
v jednorozměrovém př́ıpadě vyjádřit ve tvaru

fm(ω) |T | < 1, ∀ω.

Abychom zajistili stabilitu mnoharozměrového zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu i při
nestrukturovaných změnách přenosové matice systému, je nutno zaručit, aby počet oběh̊u
Nyquistovy křivky výrazu det(I + S′(s)R(s)) byl stejný jako počet oběh̊u výrazu det(I +
S(s)R(s)), pro všechny S′(s) omezené podle (1.12). Připomı́náme, že dle předpokladu je
počet nestabilńıch pól̊u S′(s) vždy stejný jako počet nestabilńıch pól̊u nominálńıho systému
S(s). Předchoźı podmı́nka bude splněna právě tehdy, když det(I + S′(s)R(s)) z̊ustane
nenulový, když se přenosová matice S(s) spojitě měńı na S′(s). To vede na podmı́nku

0 < σ
[
I + [I + ε∆Sm(s)]S(s)R(s)

]
pro všechny 0 ≤ ε ≤ 1, s lež́ıćı na hranici oblasti stability a ∆Sm(s) takové, že splňuje
(1.12). Po úpravě předchoźıho výrazu dostaneme nakonec podmı́nku

σ
[
S(jω)R(jω)(I + S(jω)R(jω))−1

]
<

1
fm(ω)

, (1.13)

pro 0 ≤ ω ≤ ∞.
T́ım je omezen frekvenčńı pr̊uběh maximálńıho singulárńıho č́ısla přenosové matice

ř́ızeńı. Pokud je neurčitost velká (fm(ω) � 1), dostaneme z (1.13) omezeńı na amplitudu
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frekvenčńıho přenosu rozpojeného obvodu

σ[S(jω)R(jω)] <
1

fm(ω)
, (1.14)

pro takové frekvence ω, pro které fm(ω) � 1.
Předchoźı podmı́nka je vlastně zobecněńı požadavku pro jednorozměrové systémy: ze-

śıleńı ve smyčce muśı být malé, kdykoliv nestrukturovaná neurčitost je velká. Předchoźı
podmı́nka také plyne z takzvané věty o malém ześıleńı (Small gain theorem):

Aby zpětnovazebńı regulačńı obvod byl stabilńı, stač́ı, aby byla splněna nerovnost

|S(jω)R(jω)| < 1 pro 0 ≤ ω < ∞.

Přitom se v této postačuj́ıćı podmı́nce předpokládá, že systém i regulátor jsou sta-
bilńı. Obdobně pro mnoharozměrové systémy je postačuj́ıćı podmı́nka stability mno-
harozměrového regulačńıho obvodu

σ[S(jω)]σ[R(jω)] < 1 (1.15)

pro 0 ≤ ω < ∞ a stabilńı systém i regulátor.
Předchoźı podmı́nky jsou zřejmé z Nyquistova kritéria stability. Pokud je ześıleńı ve

smyčce menš́ı než jedna, nemůže Nyquistova křivka obkĺıčit bod (−1, j0), a pokud je rozpo-
jený regulačńı obvod stabilńı, bude stabilńı i uzavřený regulačńı obvod.

Podmı́nka stability (1.13), resp. (1.14) při nestrukturované neurčitosti je nutná a
postačuj́ıćı. Neńı tedy zbytečně konzervativńı, jak by se mohlo na prvńı pohled zdát. Pokud
ji nesplńıme, lze nalézt př́ıpustnou přenosovou matici systému, která destabilizuje uzavřený
regulačńı obvod.

Podmı́nky na kvalitu ř́ızeńı při neurčitosti

Opět budeme nejprve diskutovat uvedené podmı́nky pro jednorozměrový regulačńı obvod.
Pro jeho stabilitu byl d̊uležitý bod (−1, j0) a počet jeho obkĺıčeńı Nyquistovou křivkou
rozpojeného regulačńıho obvodu. Bod (−1, j0) má velký význam i pro kvalitu regulačńıho
obvodu. Požadavky na dobré frekvenčńı vlastnosti byly vyjádřeny vztahem f(ω) ≤ |1 +
S(jω)R(jω)| pro f(ω) dostatečně velkou kladnou funkci na aktivńım rozsahu kmitočt̊u
ω ≤ ω0 - viz (1.3). To znamená, že frekvenčńı charakteristika rozpojeného regulačńıho
obvodu v aktivńım pásmu kmitočt̊u ω ≤ ω0 lež́ı mimo kruh se středem v bodě (−1, j0) a
poloměrem f(ω). Požadavek na kvalitu nominálńıho systému můžeme vyjádřit podle (1.3)
ve tvaru f(ω) |S| ≤ 1, ω ≤ ω0, kde S je citlivostńı operátor.

Tyto vlastnosti muśıme zachovat i při neurčitosti. Připomeňme si, že podmı́nky robustńı
stability jsou fm(jω) |T | ≤ 1 na celém rozsahu kmitočt̊u, kde T je doplňkový citlivostńı
operátor. Při multiplikativńı neurčitosti se citlivostńı operátor S změńı na S ′, kde

S ′ = 1
1 + (1 + ∆Sm(jω))S(jω)R(jω)

=
S

1 + ∆Sm(jω) T
.

Je možno ukázat, že v jednorozměrovém př́ıpadě jsou nutné a postačuj́ıćı podmı́nky kvality
ř́ızeńı při neurčitosti

f(jω) |S|+ fm(jω) |T | ≤ 1.
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Frekvenčńı podmı́nky na kvalitu ř́ızeńı v mnoharozměrovém př́ıpadě byly uvedeny v
(1.4). V našem př́ıpadě při neurčitosti budou tyto podmı́nky vyjádřeny ve tvaru

f(ω) ≤ σ[I + (I + ∆Sm(jω))S(jω)R(jω)], ∀ω ≤ ω0, (1.16)

kde ∆Sm(jω) je multiplikativńı neurčitost omezená (1.12), f(ω) je kladná funkce ,,
dostatečně velká“ (velikost této funkce v podstatě zajǐst’uje kvalitu ř́ızeńı) a ω0 ohraničuje
aktivńı frekvenčńı rozsah.

Úpravou předchoźıho výrazu dostaneme postačuj́ıćı podmı́nku pro zajǐstěńı kvality reg-
ulace při neurčitosti ve tvaru

f(ω)
1− fm(ω)

≤ σ[S(jω)R(jω)]. (1.17)

Předchoźı nerovnost muśı být splněna pro takové ω, pro které je fm(ω) < 1 a nejmenš́ı
singulárńı č́ıslo σ[S(jω)R(jω)] � 1.

Předchoźı vztah je opět zobecněńı známého pravidla pro jednorozměrové systémy: pokud
existuj́ı nějaké nestrukturované neurčitosti, pak nominálńı ześıleńı ve smyčce muśı být
dostatečně velké, aby zpětnovazebńı obvod byl schopen neurčitosti kompenzovat.

Podmı́nky stability a kvality ř́ızeńı pro mnoharozměrové systémy jsou obdobné jako pro
jednorozměrové systémy s t́ım, že mı́sto klasických amplitudových frekvenčńıch charakter-
istik použ́ıváme frekvenčńı pr̊uběhy singulárńıch č́ısel. Singulárńı č́ısla nahrazuj́ı v mno-
harozměrovém př́ıpadě absolutńı hodnoty. Vzhledem k tomu, že plat́ı

||Ax|| ∈ [σ(A)||x|| , σ(A)||x||],

muśıme volit minimálńı singulárńı č́ıslo, pokud je nerovnost typu σ > (. . .), a naopak
maximálńı singulárńı č́ıslo v př́ıpadě nerovnosti typu σ < (. . .).

Podmı́nky robustńı stability jsou obvykle zaručeny na vyšš́ıch frekvenćıch, kde je sin-
gulárńı č́ıslo rozpojeného obvodu σ[S(jω)R(jω)] dostatečně malé. Naopak kvalita je zaruče-
na obvykle na ńızkých frekvenćıch, kde singulárńı č́ıslo σ[S(jω)R(jω)] rozpojeného obvodu
je dostatečně velké. Kolem mezńı frekvence ωc (crossover frequency), kde σ[SR] ≈ 1 a
také σ[SR] ≈ 1, je kvalita i robustńı stabilita špatná. Kolem této mezńı frekvence je třeba
vyšetřovat sklon pr̊uběhu σ[S(jω)R(jω)] a také σ[S(jω)R(jω)], což odpov́ıdá vyšetřeńı
fázových charakteristik v jednorozměrovém př́ıpadě.

Protože se v daľśıch kapitolách skripta budeme převážně zabývat problematikou dis-
krétńıho ř́ızeńı, věnujeme následuj́ıćı dvě sekce diskretizaci spojitého systému a analýze
diskrétńıho regulačńıho obvodu.

1.3 Diskretizace spojitého systému

Při diskrétńım ř́ızeńı spojitého systému obvykle zařazujeme na jeho vstup č́ıslico-analogový
převodńık a na jeho výstup převodńık analogo-č́ıslicový. Tyto převodńıky tvoř́ı interface
mezi spojitým procesem a diskrétńım ř́ıdićım členem realizovaném nejčastěji č́ıslicovým
poč́ıtačem. Spojitý systém spolu s převodńıky je na obr. 1.6.

Připojeńım převodńık̊u na vstup a výstup spojitého systému jsme vytvořili diskrétńı
systém - provedli jsme diskretizaci spojitého systému. Uvedeme proto souvislost vnitř-
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����� ���	��
 ����

�������������������� � �!#"

$ � �&%�' �! �&()�* �+��� � �!�"

, , , ,
-/.1032 -/.5462 7�.5482 79.1032

: .<;=2

Obrázek 1.6: Spojitý systém spolu se vstupńım i výstupńım převodńıkem

ńıch a vněǰśıch popis̊u p̊uvodńıho spojitého systému a diskrétńıho systému vzniklého jeho
diskretizaćı.

1.3.1 Diskretizace vnitřńıch popis̊u

Lineárńı spojitý systém je popsán stavovou rovnićı

ẋ(t) = Acx(t) + Bcu(t) (1.18)
y(t) = Ccx(t) + Dcu(t),

jej́ıž řešeńı je

x(t) = eAc(t− t0)x(t0) + eAct
∫ t

t0
e−AcτBcu(τ)dτ,

kde x(t0) je počátečńı stav systému v čase t0 a eAct je stavová matice přechodu spojitého
systému.

Převodńık analogo-č́ıslicový (A/D převodńık) vyb́ırá periodicky vzorky výstupńı veličiny
y(t) spojitého systému. Proto se analogo-č́ıslicový převodńık také nazývá vzorkovaćı člen
nebo vzorkovač. Na výstupu tohoto převodńıku je tedy posloupnost y(k) a plat́ı

y(k) = y(t)
∣∣∣
t=kTs

,

kde Ts je perioda vzorkováńı převodńıku.
Na vstupu převodńıku D/A je diskrétńı posloupnost u(k) a na jeho výstupu je analogový

signál u(t), který vstupuje do spojitého systému. Převodńık D/A provád́ı ,, tvarováńı“
vstupńı posloupnosti a proto se nazývá také tvarovač nebo tvarovaćı člen.

Převodńık D/A, na jehož výstupu je po částech konstantńı signál, se nazývá také
tvarovač nultého řádu. Jeho výstup je tedy

u(t) = u(k) pro kTs ≤ t < (k+1)Ts.

Předpokládejme nejprve, že oba převodńıky pracuj́ı se stejnou periodou vzorkováńı a syn-
chronně a vstupńı převodńık je tvarovač nultého řádu.
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Řešeńı stavové rovnice (1.18) v čase t = kTs je rovno

x((k+1)Ts) = eAcTsx(kTs) + eAcTs

∫ (k+1)Ts

kTs

e−Acτ dτBcu(kTs)

y(kTs) = Ccx(kTs) + Dcu(kTs).

Nahrad́ıme-li nyńı čas t = kTs diskrétńım časem k, maj́ı předchoźı stavové rovnice tvar

x(k+1) = eAcTsx(k) +
∫ Ts

0
eAcτ dτBcu(k) (1.19)

y(k) = Ccx(k) + Dcu(k)

To je vnitřńı popis (stavové rovnice) diskrétńıho systému, který vznikl diskretizaćı spojitého
systému. Spojitý systém určený maticemi (Ac, Bc, Cc, Dc) jsme pomoćı vstupńıho a
výstupńıho převodńıku převedli na ekvivalentńı diskrétńı systém určený maticemi (A, B,
C, D), kde

A = eAct, B =
∫ Ts

0
eAcτ dτBc. (1.20)

Matice A ekvivalentńıho diskrétńıho systému je rovna stavové matici přechodu spojitého
systému pro t = Ts. Můžeme ji poč́ıtat numericky či analyticky podle vztahu

A = L−1
{
(sI −Ac)−1

}
t=Ts

= I + AcTs +
A2

cT
2
s

2!
+ · · ·+ Ai

cT
i
s

i!
+ · · · . (1.21)

Podobně matici B můžeme poč́ıtat podle vztahu

B = L
{

(sI −Ac)−1Bc
1
s

}
t=Ts

=

(
ITs +

AcT
2
s

2!
+ · · ·+ Ai

cT
i+1
s

(i + 1)!
+ · · ·

)
Bc. (1.22)

Nemáme-li velké nároky na přesnost výpočtu matic A a B, můžeme v předchoźıch rozvoj́ıch
uvažovat pouze členy prvńıho řádu. Pak přibližně plat́ı

A =̇ I + AcTs, B =̇ BcTs.

Předchoźı přibližné vztahy dostaneme také náhradou derivace prvńı dopřednou diferenćı
ve stavových rovnićıch spojitého systému. Předchoźı přibližné vztahy lze použ́ıt při malých
periodách vzorkováńı ve srovnáńı s dynamickými vlastnostmi systému.

1.3.2 Diskretizace vněǰśıch popis̊u

Uvažujme opět spojitý systém s převodńıky na vstupu i výstupu podle obr. 1.6. Vněǰśı
popis spojitého systému je určen jeho přenosem S(s) ( při jedné vstupńı i výstupńı veličině).
Diskrétńı systém vzniklý spojeńım převodńık̊u a spojitého systému podle obr. 1.6. bude mı́t
vněǰśı popis opět určený jeho přenosem S(z), který souviśı s přenosem spojitého systému
S(s) a záviśı též na vlastnostech převodńık̊u.

Nejprve se budeme zabývat vněǰśım popisem diskretizovaného systému při tvarovaćım
členu nultého řádu.

Obecně plat́ı, že impulsńı posloupnost g(k) = Z−1{G(z)} diskrétńıho systému s přeno-
sem G(z) je rovna odezvě diskrétńıho systému na posloupnost u(k) = δ(k), (čili u(k) = 0 pro
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všechna k 6= 0 a u(0) = 1). Podle obr. 1.6 můžeme odezvu diskrétńıho systému, vzniklého
diskretizaćı spojitého systému, snadno určit následuj́ıćım postupem.

Je-li u(k) = δ(k), pak na výstupu č́ıslico-analogového převodńıku (tvarovaćıho členu
nultého řádu) je jednotkový puls o délce trváńı rovné periodě vzorkováńı, čili u(t) = 1(t)−
1(t − Ts). Odezva spojitého systému na jednotkový skok je přechodová funkce, která je
rovna

∫ t
0 g(τ)dτ , kde g(t) je impulsńı funkce spojitého systému.

Výstup y(t) spojitého systému, je-li vstupem u(t) = 1(t)− 1(t− Ts), je tedy roven

y(t) =
∫ t

0
g(τ)dτ −

∫ t

0
g(τ − Ts)dτ =

∫ t

t−Ts

g(τ)dτ.

Výstupem analogo-č́ıslicového převodńıku bude potom posloupnost

gd(k) = y(t) pro t = kTs,

vzniklá vzorkováńım výstupu ze spojitého systému. Odtud plyne, že impulsńı posloupnost
diskretizovaného systému je rovna

gd(k) =
∫ kTs

(k−1)Ts

g(τ)dτ. (1.23)

Jednotlivé členy impulsńı posloupnosti gd(k) diskretizaćı vzniklého diskrétńıho systému
źıskáme podle předchoźıho vztahu integraćı impulsńı posloupnosti g(t) spojitého systému
přes celou předchoźı periodu vzorkováńı. Z obraz impulsńı posloupnosti gd(k) je roven
diskrétńımu přenosu S(z).

Nyńı se budeme zabývat vněǰśım popisem diskrétńıho systému vzniklého diskretizaćı
spojitého systému při libovolném tvarovaćım členu na vstupu spojitého systému.

Nejprve vyjádř́ıme vstupńı posloupnost u(k) ve tvaru

u∗(t) =
∞∑
−∞

u(k)δ(t− kTs), (1.24)

kde δ(t − kTs) je Dirac̊uv impuls v čase t = kTs. Signál u∗(t) je výstupem im-
pulsńıho modulátoru, který posloupnost́ı u(k) moduluje posloupnost Diracových impuls̊u
a vytvář́ı tak analogový signál u∗(t) podle předchoźıho vztahu. Tento impulsńı modulátor
ve skutečnosti neexistuje, umožňuje nám ale provést daľśı úvahy.

Vlastńı tvarovaćı člen tvaruje výstupńı signál z impulsńıho modulátoru. Protože vstupńı
i výstupńı signál z vlastńıho tvarovaćıho členu je analogový signál, je tvarovaćı člen spojitý
systém, a pokud je lineárńı, pak jeho přenos označ́ıme H(s). Tvarovaćı člen nultého řádu má

impulsńı funkci h0(t) = 1(t)−1(t−Ts), a proto jeho přenos je roven H0(s) =
1
s
(1− e−sTs).

Výstupńı signál ze spojitého systému je roven konvoluci impulsńı funkce g(t) spojitého
systému, impulsńı funkce h(t) tvarovače a vstupńıho signálu u∗(t) z impulsńıho modulátoru

y(t) = g(t) ∗ h(t) ∗ u∗(t) =
∫ ∞

0
u∗(τ)

∫ ∞

0
h(ν)g(t− τ − ν)dνdτ. (1.25)
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Po dosazeńı za u∗(t) z (1.24) dostaneme

y(t) =
∞∑
−∞

u(k)
∫ ∞

0
h(ν)g(t− kTs − ν)dν.

Z výstupńıho signálu y(t) spojitého systému vytvář́ı analogo-č́ıslicový převodńık posloup-
nost y(k), pro kterou plat́ı y(k) = y(t), pro t = kTs. Podle předchoźıho vztahu tedy pro
výstupńı posloupnost y(i) plat́ı

y(i) =
∞∑
−∞

u(k)
∫ ∞

0
h(ν)g(iTs − kTs − ν)dν. (1.26)

Z-obraz této posloupnosti je

Y (z) =
∞∑
i=0

y(i)z−i

a po dosazeńı

Y (z) =
∞∑
i=0

∞∑
k=0

u(k)
∫ ∞

0
h(ν)g((i− k)Ts − ν)dνz−i.

Po změně sumačńı proměnné i− k = j dostaneme

Y (z) =
∞∑

k=0

u(k)z−k
∞∑

j=0

∫ ∞

0
h(ν)g(jTs − ν)dνz−j . (1.27)

Předchoźı vztah řeš́ı náš problém souvislosti vněǰśıch popis̊u spojitého systému a jeho
diskretizaćı vzniklého systému diskrétńıho. Označ́ıme U(z) =

∑∞
k=0 u(k)z−k obraz vstupńı

diskrétńı posloupnosti. Dále označ́ıme gc(t) impulsńı funkci celé spojité části, pak

gc(t) =
∫ ∞

0
g(t− τ)h(τ)dτ = L−1{S(s)H(s)}. (1.28)

Z (1.27) plyne

Y (z) = Z{S(s)H(s)}U(z), (1.29)

kde výraz Z{S(s)H(s)} chápeme tak, že provedeme nejprve součin přenos̊u spojitého sys-
tému a tvarovače S(s)H(s), provedeme zpětnou transformaci tohoto součinu a podle (1.29)
dostaneme impulsńı funkci gc(t) celé spojité části. Nyńı za spojitý čas t dosad́ıme kTs a
z impulsńı funkce gc(t) spojité části dostaneme posloupnost gd(k) = gc(t) pro t = kTs.
Konečně Z-obraz posloupnosti gd(k) je hledaný výraz Z{S(s)H(s)}.

Přenos diskrétńıho systému S(z) vzniklého diskretizaćı spojitého systému podle obr. 1.6
je tedy roven

S(z) = Z{S(s)H(s)}. (1.30)

Předchoźı vztah plat́ı pro libovolný tvarovaćı člen (libovolný D/A převodńık) popsaný
přenosem H(s) . Pro tvarovaćı člen nultého řádu plat́ı

S(z) = Z{S(s)H0(s)} = Z
{

1
s
(1− e−sTs)S(s)

}
= (1− z−1)Z

{
S(s)

1
s

}
, (1.31)
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nebot’ dopravńı zpožděńı o celou periodu vzorkováńı se diskretizaćı změńı na zpožděńı o
jeden krok, čili Z

{
e−sTsG(s)

}
= z−1G(z). Přenos diskrétńıho systému můžeme také určit

z jeho vnitřńıho popisu. Plat́ı

S(z) = C(zI −A)−1B + D.

Pokud nemáme velké nároky na přesnost diskrétńıho popisu, můžeme použ́ıt přibližné
metody převodu spojitého popisu na diskrétńı. Tyto metody vycházej́ı z přibližných metod
integrace diferenciálńıch rovnic spojitého systému.

Použijeme-li nejjednodušš́ı obdélńıkovou metodu integrace, pak

S(z) = S(s)
∣∣∣
s =

1
Ts

(z − 1)
.

Diskrétńı přenos S(z) źıskáme tedy podle předchoźıho výrazu tak, že do přenosu spojitého
systému dosad́ıme za komplexńı proměnnou s výraz 1

Ts
(z − 1).

Použijeme-li lichoběžńıkovou metodu přibližné integrace, dostaneme následuj́ıćı vztah
pro převod spojitého systému na systém diskrétńı

S(z) = S(s)
∣∣∣
s =

2
Ts

z − 1
z + 1

,

nazývaný též bilineárńı transformace. Bilineárńı transformace transformuje mez sta-
bility spojitých systémů, kterou je imaginárńı osa, na mez stability diskrétńıch systémů,
kterou je jednotková kružnice. Bilineárńı transformace se použ́ıvá při vyšetřováńı stabil-
ity diskrétńıch systémů spojitými kritérii a také při určováńı frekvenčńıch charakteristik
diskrétńıch systémů.

1.3.3 Nesynchronńı vzorkováńı vstupu a výstupu

Při diskrétńım ř́ızeńı spojitého systému často nepracuj́ı převodńıky D/A a A/D synchronně.
Budeme předpokládat, že výstupńı převodńık A/D provád́ı vzorkováńı výstupńıho signálu o
čas εTs později, kde 0 ≤ ε < 1. Převodńık A/D vzorkuje tedy výstup systému y(t) v časech
(k + ε)Ts, kde ε ∈ [0, 1) je relativńı posunut́ı vzorkováńı výstupu vzhledem k vzorkováńı
vstupńıho signálu - viz obr. 1.7.

Nesynchronńı vzorkováńı - souvislost vnitřńıch popis̊u

Vzorkováńı stavu nebudeme posouvat, a proto matice A a B budou stejné jako při syn-
chronńım vzorkováńı. Výstup systému je však vzorkován v čase t = (k + ε)Ts, a proto

y((k + ε)Ts) = Ccx(k + ε)Ts + Dcu((k + ε)Ts) = Ccx(k + ε)Ts + Dcu(k).

Posledńı úprava plyne z toho, že během periody vzorkováńı je vstupńı signál u(t) konstantńı.
Stav x((k + ε)Ts) je roven

x((k + ε)Ts) = eAcTsεx(kTs) +
∫ εTs

0
eAcτ dτBcu(k).
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Obrázek 1.7: Nesynchronńı vzorkováńı vstupu a výstupu

Po dosazeńı je výstup y((k + ε)Ts) roven

y((k + ε)Ts) = Cce
AcTsεx(kTs) +

(
Cc

∫ εTs

0
eAcτ dτBc + Dc

)
u(k).

Spojitý čas t nahrad́ıme diskrétńım časem k a výstupńı posloupnost y(k) je podle předcho-
źıho vztahu rovna

y(k) = Cce
AcTsεx(k) +

(
Cc

∫ εTs

0
eAcτ dτBc + Dc

)
u(k). (1.32)

Předchoźı vztah je výstupńı rovnice ekvivalentńıho diskrétńıho systému při nesynchronńım
vzorkováńı. Matice Aε, Bε, Cε, Dε ekvivalentńıho diskrétńıho systému při nesynchronńım
vzorkováńı dle obr. 1.7 jsou tedy

Aε = A = eAcTs , (1.33)

Bε = B =
∫ Ts

0
eAcτ dτBc,

Cε = CeAcTsε,

Dε = D + C

∫ εTs

0
eAcτ dτBc.

Nesynchronńı vzorkováńı - souvislost vněǰśıch popis̊u

Pro vněǰśı popisy budeme opět předpokládat, že systém má jedinou vstupńı i výstupńı
veličinu. Výstup y(t) vzorkujeme v čase t = (k + ε)Ts. Proto plat́ı

y(t) = y((k + ε)Ts) = y(k, ε, Ts).
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T́ım jsme źıskali posloupnost y(k, ε, Ts), která má relativńı posunut́ı ε a periodu vzorkováńı
Ts jako parametr. Z transformaci této posloupnosti provedeme podle vztahu

Z{y(k, ε, Ts)} = Y (z, ε) =
∞∑

k=0

y(k, ε, Ts)z−k. (1.34)

Obraz, který jsme označili Y (z, ε), je závislý na parametru ε. Předchoźı vztah definuje tak
zvanou modifikovanou Z transformaci. Předchoźı vztah můžeme schematicky zapsat ve
tvaru

Y (z, ε) = Zε{y(t)}, nebo také Y (z, ε) = Zε{Y (s)}, (1.35)

kde Y (s) = L{y(t)}.
Obdobným postupem jako v předchoźım odstavci odvod́ıme diskrétńı přenos spojitého

systému při nesynchronńım vzorkováńı vstupńıch a výstupńıch převodńık̊u. Plat́ı

S(z, ε) = Zε{S(s)H(s)},

kde S(s) je přenos spojitého systému a H(s) je přenos tvarovaćıho členu. Pro tvarovaćı člen
nultého řádu, to je H = H0, plat́ı pro převod vztah

S(z, ε) = (1− z−1)Zε

{
S(s)

1
s

}
. (1.36)

Přenos S(z, ε) můžeme źıskat také z vnitřńıho popisu systému (Aε, Bε, Cε, Dε). Plat́ı

S(z, ε) = Cε(zI −Aε)−1Bε + Dε. (1.37)

Nesynchronńı vzorkováńı pro ε → 1

Někdy budeme provádět diskretizaci pro mezńı př́ıpad, když ε → 1. Toto mezńı posunut́ı
vzorkováńı výstupu systému využijeme v následuj́ıćı sekci při rozboru činnosti zpětnova-
zebńıho diskrétńıho ř́ıdićıho systému a uvažováńı doby výpočtu akčńıho zásahu. Odvod́ıme
proto souvislost vněǰśıch a vnitřńıch popis̊u pro ε = 0 a vněǰśıch a vnitřńıch popis̊u pro
ε → 1. Plat́ı

S(z, 0) = C(zI −A)−1B + D, (1.38)
S(z, 1) = C1(zI −A1)−1B1 + D1,

kde matice A1, B1, C1, D1 jsou rovny Aε, Bε, Cε, Dε pro ε → 1. Plat́ı tedy

A1 = A, B1 = B, C1 = CeAcTs = CA, (1.39)

D1 = D + C

∫ Ts

0
eAcτ dτBc = CB + D.

Po dosazeńı dostaneme

S(z, 1) = CA(zI −A)−1B + CB + D.

Předchoźı vztah můžeme upravit dosazeńım

(zI −A)−1 = z−1I + z−2A + · · ·+ z−i−1Ai + · · · .
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Potom dostaneme

S(z, 1) = z
[
C(zI −A)−1B

]
+ D. (1.40)

Z předchoźıho porovnáńım s (1.38) plyne, že př́ımá vazba mezi vstupem a výstupem systému
je v přenosové matici S(z, 1) nezměněna a ryze dynamická část je násobena z. Je-li přenos
S(z) (pro ε = 0) ve tvaru

S(z) =
b(z)
a(z)

=
bnzn + bn−1z

n−1 + · · ·+ b0

zn + an−1zn−1 + · · ·+ a0
,

odděĺıme př́ımou vazbu mezi vstupem a výstupem a dostaneme

S(z) = bn +
b̄(z)
a(z)

= D + C(zI −A)−1B,

kde b̄i = bi − bnai. Přenos S(z, 1) je potom roven

S(z, 1) = bn + z
b̄(z)
a(z)

, (1.41)

neboli

S(z, 1) = zS(z) + bn(1− z). (1.42)

Předchoźı vztah ukazuje souvislost vněǰśıho diskrétńıho popisu S(z) při synchronńım
vzorkováńı a diskrétńıho popisu S(z, 1) pro ε → 1, což je vlastně také ,, synchronńı
vzorkováńı“, ale s posunut́ım o celou periodu vzorkováńı. Ryze dynamická část se násob́ı z
a př́ımá vazba mezi vstupem a výstupem je beze změny. Často je v přenosu S(z) koeficient
bn = 0. To nastane tehdy, když p̊uvodńı spojitý systém je př́ısně ryźı. Potom je souvislost
přenos̊u při diskretizaci jednoduchá a je rovna

S(z, 1) = zS(z) = z
b(z)
a(z)

pro bn = 0.

1.4 Diskrétńı regulačńı obvod

1.4.1 Realizovatelný zákon ř́ızeńı

Blokové schéma č́ıslicového regulačńıho obvodu je na obr. 1.8. Výstupem spojitého ř́ızeného
systému S je analogový signál (regulovaná veličina) y(t). Tento signál se analogo-č́ıslicovým
převodńıkem vzorkuje a vzorkovaný signál (posloupnost) y(k) vstupuje do ř́ıdićıho členu R.

V ř́ıdićım členu (regulátoru) R doba výpočtu akčńıho zásahu u(t) ze změřených hodnot
regulované veličiny y a žádané veličiny w může být krátká vzhledem k periodě vzorkováńı,
je však vždy nenulová. Přitom ř́ıdićı systém může realizovat pouze kauzálńı zpětnovazebńı
zákon ř́ızeńı. To znamená, že akčńı zásah u(t) realizovaný za D/A převodńıkem ve spojitém
čase kTs ≤ t < (k+1)Ts může být vypočtený z regulované veličiny y změřené v čase t < kTs

a zpracované převodńıkem A/D.
Abychom respektovali konečnou dobu výpočtu akčńıho zásahu u, je třeba zavést nesyn-

chronńı vzorkováńı vstupu a výstupu ř́ızeného systému. Na obr. 1.9 je uvedeno indexováńı
všech veličin regulačńıho obvodu.
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Obrázek 1.8: Č́ıslicové ř́ızeńı spojitého systému

Časový interval Tc = (1 − ε)Ts (viz obr. 1.9) muśı být vždy větš́ı než doba výpočtu
akčńıho zásahu v každém kroku. Časový interval Tc záviśı na operačńı rychlosti ř́ıdićıho
členu a složitosti algoritmu ř́ızeńı.

Pro výpočet akčńıho zásahu u(k) v čase t = kTs je možno využ́ıt hodnoty regulované
veličiny y(k−1), y(k−2), . . ., a také ř́ıdićı veličiny w(k), w(k−1), w(k−2), · · · . Požadavek
znalosti ř́ıdićı veličiny w(k) je přirozený, nebot’ ř́ızeńı u(k) navrhujeme tak, aby se výstup
y(k) → w(k). Pro určeńı akčńıho zásahu u(k) nelze tedy použ́ıt hodnotu regulované veličiny
y(k), nebot’ ji změř́ıme až později. Tento poznatek je pro realizovatelný zákon ř́ızeńı pod-
statný.

V některých př́ıpadech (na př́ıklad při programovém ř́ızeńı) můžeme využ́ıt pro výpočet
akčńıho zásahu u(k) i budoućı hodnoty ř́ıdićı veličiny w, to je i hodnoty w(k+1), . . ..

Proto je realizovatelný zákon ř́ızeńı popsán vztahem

u(k) = f(y(k−1), y(k−2), · · · , w(k), w(k−1), · · ·).

Pokud je předchoźı diferenčńı rovnice lineárńı, pak ji můžeme zapsat ve tvaru

u(k) = −p1u(k−1)− p2u(k−2)− · · · − pnu(k−n)− (1.43)
−q0y(k−1)− g1y(k−2)− · · · − qny(k−n−1) +
+r0w(k) + r1w(k−1) + · · ·+ rnw(k−n),

kde pi, qi a ri jsou volitelné konstanty lineárńıho ř́ıdićıho systému (č́ıslicového regulátoru).
Z-transformaćı předchoźı diferenčńı rovnice odvod́ıme přenos č́ıslicového regulátoru.
Zavedeme polynomy

p(z−1) = 1 + p1z
−1 + · · ·+ pnz−n, (1.44)

q(z−1) = q0 + q1z
−1 + · · ·+ qnz−n,

r(z−1) = r0 + r1z
−1 + · · ·+ rnz−n.

Obraz výstupu ř́ıdićıho členu je potom roven

U(z) = −q(z−1)
p(z−1)

z−1Y (z) +
r(z−1)
p(z−1)

W (z). (1.45)

Ř́ıdićı systém je diskrétńı systém se dvěma vstupy Y a W a jedńım výstupem U . Označme
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Obrázek 1.9: Realizovatelný zákon ř́ızeńı

R1(z) a R2(z) přenosy mezi jednotlivými vstupy a výstupem, pak

R1(z−1) = − U(z)
z−1Y (z)

=
q(z−1)
p(z−1)

, (1.46)

R2(z−1) =
U(z)
W (z)

=
r(z−1)
p(z−1)

.

Povšimněme si, že podle (1.45) je vždy ve zpětnovazebńı větvi zpožděńı jeden krok. Toto
zpožděńı je zp̊usobeno konečnou dobou výpočtu akčńıho zásahu a nelze ho žádným zp̊uso-
bem odstranit. Toto zpožděńı neńı tedy uměle realizováno v regulátoru nebo v systému. Z
hlediska teorie je lhostejné, zda toto zpožděńı přidáme formálně k ř́ıdićımu členu (regulátoru
R), či k ř́ızenému systému S.

Při formálńı práci s přenosy neńı třeba se obávat, že vlivem zpožděńı v regulátoru
ztráćıme zbytečně jeden krok. Při zavedeném indexováńı veličin podle obr. 1.9 zpracovává
ř́ıdićı člen ihned nejaktuálněǰśı informaci o výstupu ř́ızeného systému.

Často ř́ıd́ıme regulačńı odchylkou e(k) = w(k)−y(k−1). Ř́ıdićı systém má potom pouze
jeden blok a plat́ı

U(z) = R(z−1)E(z).

Při ř́ızeńı regulačńı odchylkou jsou bloky R1(z−1) a R2(z−1) až na znaménko totožné.
Je-li doba výpočtu Tc akčńıho zásahu zanedbatelná vzhledem k periodě vzorkováńı Ts,

pak přenos systému uvažujeme pro ε → 1, nebot’ potom doba výpočtu akčńıho zásahu se
bĺıž́ı nule, Tc = (1 − ε)Ts → 0. Synchronńı vzorkováńı (to je vzorkováńı při Tc = 0) se v
regulačńım obvodu projev́ı tak, že popisy ř́ızeného systému uvažujeme pro ε = 1. Uvědomme
si d̊ukladně tento zdánlivý paradox.
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Při tomto zp̊usobu indexováńı diskrétńıch veličin v regulačńım obvodu má vždy ř́ıdićı
člen ve zpětnovazebńı větvi zpožděńı alespoň jeden krok a naopak ř́ızený systém je bez
zpožděńı (pokud v p̊uvodńım spojitém ř́ızeném systému neńı dopravńı zpožděńı).

Při syntéze ř́ıdićıho systému jsme tedy omezeni t́ım, že zpětnovazebńı část regulátoru
muśı mı́t zpožděńı alespoň jeden krok. Tuto formálńı závadu - ř́ıdićı systém (to je systém,
který navrhujeme) muśı mı́t zpožděńı a naopak daný ř́ızený systém je bez zpožděńı - můžeme
obej́ıt následuj́ıćım zp̊usobem

• Urč́ıme vnitřńı či vněǰśı popis ř́ızeného systému (regulované soustavy) pro zvolené
nesynchronńı vzorkováńı vstupu a výstupu, které záviśı na době výpočtu Tc akčńıho
zásahu. T́ım dostaneme diskrétńı popis ř́ızeného systému, který je často bez zpožděńı.

• Jeden krok zpožděńı, které muśı mı́t realizovatelný zákon ř́ızeńı, formálně přidáme do
regulované soustavy a ř́ıdićı člen navrhujeme potom bez zpožděńı. Syntézu ř́ıdićıho
členu můžeme tedy provádět bez omezeńı (samozřejmě ř́ıdićı zákon muśı být kauzálńı).

• Zpožděńı, které jsme formálně přidali k regulované soustavě, vrát́ıme po provedené
syntéze regulátoru zpět do zpětnovazebńı větve ř́ıdićıho členu, viz obr. 1.10.

1.4.2 Přenosy v regulačńım obvodu

Uvažujme zpětnovazebńı regulačńı obvod podle obr. 1.8. Urč́ıme modifikovaný Z obraz
posloupnosti y(k, ν, Ts) = y((k+ν)Ts), vzniklé vzorkováńım výstupu y(t) spojitého ř́ızeného
systému v čase t = (k+ν)Ts. Modifikačńı faktor ν zde je proto, že výstup je analogový signál.
Pro 0 ≤ ν < 1 popisuje posloupnost y(k, ν, Ts) výstup y(t) ve všech časových okamžićıch.
Modifikovaný obraz výstupu je roven

Y (z, ν) = S(z, ν)U(z), (1.47)

kde výstup ř́ıdićıho systému je roven (viz obr. 1.10)

U(z) = −z−1R1(z)Y (z, ε) + R2(z)W (z). (1.48)

Modifikačńı faktor ε závisi na době výpočtu Tc akčńıho zásahu. Připomeňme, že Tc =
(1− ε)Ts, a proto můžeme modifikačńı faktor ε vyjádřit jako

ε = 1− Tc

Ts
. (1.49)

Dosazeńım (1.48) do (1.47) dostaneme

Y (z, ν) = S(z, ν)(−z−1R1(z)Y (z, ε) + R2(z)W (z)).

Pro ν = ε plyne z předchoźı rovnice

Y (z, ε) =
S(z, ε)R2(z)

1 + S(z, ε)z−1R1(z)
W (z). (1.50)

Z (1.47) plyne

Y (z, ν)
Y (z, ε)

=
S(z, ν)
S(z, ε)

.
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Proto z (1.50) plyne

Y (z, ν) =
S(z, ν)R2(z)

1 + S(z, ε)z−1R1(z)
W (z) = Gw(z, ν)W (z). (1.51)

Přenos

Gw(z, ν) =
Y (z, ν)
W (z)

=
S(z, ν)R2(z)

1 + S(z, ε)z−1R1(z)
(1.52)

nazýváme modifikovaný přenos ř́ızeńı.
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Obrázek 1.10: Realizovatelný regulačńı obvod

Poznámka: Uvědomme si znovu, že modifikačńı faktor ε = 1 − Tc

Ts
ve jmenovateli

přenosu ř́ızeńı je určen dobou výpočtu akčńıho zásahu. Naopak modifikačńı faktor ν váže
diskrétńı čas k se spojitým časem t vztahem t = (k + ν)Ts. 2

Označme přenosy ř́ızeného systému

Y (z, ν)
U(z)

= S(z, ν) =
bν(z−1)
a(z−1)

,

Y (z)
U(z)

= S(z, 0) = S(z) =
b(z−1)
a(z−1)

,

kde a(z−1), b(z−1), bν(z−1) jsou polynomy v z−1. Po dosazeńı za přenosy R1 a R2 z (1.46)
je přenos ř́ızeńı roven

Gw(z, ν) =
bν(z−1)r(z−1)

a(z−1)p(z−1) + bε(z−1)z−1q(z−1)
.

Obraz odchylky e(k) = w(k)− y(k) je roven

E(z, ε) = W (z)− Y (z) = W (z)−Gw(z, ε)W (z) = (1−Gw(z, ε))W (z),

a tud́ıž přenos odchylky je roven

Ge(z, ε) =
E(z)
W (z)

=
1 + (z−1R1(z)−R2(z))S(z, ε)

1 + z−1R1(z)S(z, ε)
=
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a(z−1)p(z−1) + bε(z−1)
(
z−1q(z−1)− r(z−1)

)
a(z−1)p(z−1) + bε(z−1)z−1q(z−1)

.

Ř́ıd́ıme-li regulačńı odchylkou, je zpětnovazebńı i př́ımovazebńı část regulátoru totožná (až
na znaménko ve zpětnovazebńı větvi), a proto přenos odchylky je v tomto př́ıpadě roven

Ge(z, ε) =
a(z−1)p(z−1) + bε(z−1)(z−1 − 1)q(z−1)

a(z−1)p(z−1) + bε(z−1)z−1q(z−1)
. (1.53)

Zřejmě plat́ı

Ge(z, ε) + Gw(z, ε) = 1. (1.54)

1.4.3 Frekvenčńı charakteristiky diskrétńıho regulačńıho obvodu

V diskrétńım regulačńım obvodě pracuje ř́ıdićı systém (regulátor) diskrétńım zp̊usobem.
Ř́ızený systém jsme dosud při uvažováńı převodńık̊u na jeho vstupu i výstupu popisovali
také diskrétńım zp̊usobem. Je však třeba si uvědomit, že ř́ızený systém je často spojitý
systém a jeho výstupem je analogový signál, a tud́ıž nás zaj́ımá pr̊uběh výstupu nejen v
okamžićıch vzorkováńı.

Proto je zaj́ımavý ,, spojitý“ pohled na č́ıslicový regulačńı obvod. Abychom to mohli
provést, překresĺıme si regulačńı obvod tak, že převodńıky A/D i D/A umı́st́ıme před a za
diskrétńı ř́ıdićı systém - viz obr. 1.11.
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Obrázek 1.11: Blokové schéma diskrétńıho ř́ızeńı spojitého systému

Poznámka: Je třeba si uvědomit, že uvažujeme-li regulačńı obvod podle obr. 1.11, je
tento regulačńı obvod nestacionárńı. Jeho odezva se lǐśı podle toho, jak je vstupńı signál
w(t) synchronizovaný s periodou vzorkováńı. Nestacionarita se projev́ı pouze na frekvenćıch,
které jsou násobkem Nyquistovy frekvence. Protože nás ale zaj́ımá frekvenčńı rozsah 0 ≤
ω ≤ ωs/2, nepřipadá toto omezeńı v úvahu. 2

Vlastnosti všech člen̊u regulačńıho obvodu jsme již podrobně diskutovali. Stručně je
zopakujeme pro daľśı úvahy.

Převodńık A/D je vzorkovaćı člen, který provád́ı vzorkováńı regulačńı odchylky e(t).
Jeho výstup je

e∗(t) =
∞∑

k=0

e(t)δ(t− kTs), (1.55)
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což je posloupnost Diracových impuls̊u modulovaná velikost́ı odchylky e(t) v časových
okamžićıch t = kTs. Při tomto zp̊usobu vzorkováńı (impulsńı modulaci) je spektrum E∗(jω)
výstupńıho signálu vzorkovače

E∗(jω) =
1
Ts

∞∑
k=−∞

E(j(ω − kωs)), (1.56)

kde ωs je vzorkovaćı frekvence a E(jω) je spektrum vstupńıho signálu vzorkovače. Je-li
spektrum signálu e(t) omezené, pak plat́ı věta o vzorkováńı. Pro základńı frekvence ω <
ωs/2 má vzorkovaćı člen ześıleńı 1/Ts. Parazitńı spektra můžeme zanedbat, pokud jsou
filtrována ř́ızeným systémem, který je ve většině př́ıpad̊u dolnofrekvenčńı propust’. Daľśı
naše úvahy budou tedy platit pouze pro frekvence ω < ωs/2. Mezńı frekvence ωs/2 = ωN

se nazývá Nyquistova frekvence.
Poznámka: Výstup převodńıku A/D je ve skutečnosti č́ıslicový - je to posloupnost č́ısel
e(k). Při ,, spojitém“ pohledu na č́ıslicový regulačńı obvod mı́sto posloupnosti e(k) uvažu-
jeme signál e∗(t) definovaný (1.55), vzniklý impulsńı modulaćı.
Podobně je tomu i na výstupu regulátoru R, kde mı́sto posloupnosti u(k) uvažujeme signál

u∗(t) =
∞∑

k=0

u(k)δ(t− kTs). Výstup č́ıslicové (diskrétńı) části regulačńıho obvodu - akčńı

veličina u(t) - je touto impulsńı modulaćı nezměněn. 2

Diskrétńı regulátor má přenos R(z). Jeho frekvenčńı přenos označ́ıme R(jω) a plat́ı

R(jω) = R(z)
∣∣∣
z = ejωTs

= R(z−1)
∣∣∣
z−1 = e−jωTs

. (1.57)

Předchoźı vztah názorně plyne z této úvahy. Je-li e∗(t) = δ(t), pak výstup regulátoru R je
roven

u∗(t) = r0δ(t) + r1δ(t− Ts) + r2δ(t− 2Ts) + · · · , (1.58)

kde ri jsou hodnoty impulsńı posloupnosti regulátoru. Plat́ı tedy

R(z−1) =
q(z−1)
p(z−1)

= r0 + r1z
−1 + r2z

−2 + · · · . (1.59)

Laplace̊uv obraz rovnice (1.58) je roven

U∗(s) = r0 + r1e
−sTs + r2e

−2sTs + · · · .

Přenos regulátoru v diskrétńı Laplaceově transformaci je roven

R∗(s) =
U∗(s)
E∗(s)

= r0 + r1e
−sTs + r2e

−2sTs + · · · . (1.60)

Porovnáńım (1.59) a (1.60) plyne pro s = jω vztah (1.57).
Daľśım členem v regulačńım obvodu je D/A převodńık - tvarovaćı člen. Uvažujeme-li

tvarovaćı člen nultého řádu, je jeho frekvenčńı přenos roven

H0(jω) =
1
jω

(
1− e−jωTs

)
. (1.61)

Konečně frekvenčńı přenos spojitého systému je S(jω). Z předchoźıch úvah plyne, že
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frekvenčńı přenos rozpojeného diskrétńıho regulačńıho obvodu je roven

Gol(jω) =
1
Ts

S(jω)H0(jω)R(z)
∣∣∣
z = ejωTs

. (1.62)

Předchoźı vztah určuje frekvenčńı charakteristiku rozpojeného diskrétńıho regulačńıho
obvodu. Přitom je třeba stále mı́t na paměti existenci postranńıch pásem vzniklých
vzorkováńım spojitého signálu regulačńı odchylky. To znamená, že předchoźı vztah
pro frekvenčńı charakteristiku rozpojeného regulačńıho obvodu je použitelný pouze pro
ω <

ωs

2
=

π

Ts
.

Známe-li frekvenčńı charakteristiku rozpojeného regulačńıho obvodu, můžeme použ́ıvat
pojmy jako je amplitudová a fázová bezpečnost, š́ı̌rka pásma, stabilita podle Nyquista,
frekvenčńı citlivostńı funkce a podobně. Podle frekvenčńıch metod můžeme volit strukturu a
parametry regulátoru tak, abychom splnili požadavky na pr̊uběh frekvenčńı charakteristiky
rozpojeného či uzavřeného diskrétńıho regulačńıho obvodu.
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Deterministické metody ř́ızeńı
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Kapitola 2

Kvadraticky optimálńı ř́ızeńı

2.1 Formulace problému

Charakteristickým rysem ,,moderńı“ teorie ř́ızeńı je, že úloha návrhu regulátoru je for-
mulována jako optimalizačńı problém. Zat́ımco při klasických metodách návrhu se k źıskáńı
stabilńıho přenosu uzavřené regulačńı smyčky s požadovanou š́ı̌rkou pásma a dostatečnou
amplitudovou a fázovou bezpečnost́ı nastavovaly př́ımo parametry regulátoru, moderńı
metody obvykle splňuj́ı řadu základńıch požadavk̊u implicitně (např. stabilitu) a nav́ıc
vedou na v jistém smyslu nejlepš́ı regulátor. Inženýrským nástrojem k laděńı regulátoru je
pak nastavováńı parametr̊u optimalizačńıho kritéria.

Typickými př́ıklady kritéríı jsou např́ıklad

J1 =
N−1∑
t=0

1 , x(N) = xf ,

jehož optimalizaćı dosáhneme přechodu z libovolného počátečńıho stavu x(0) do žádaného
koncového stavu xf v minimálńım čase (počtu krok̊u), kritérium

J2 =
N−1∑
t=0

|u(t) | , x(N) = xf ,

jehož optimalizaćı dosáhneme přechodu z libovolného počátečńıho stavu x(0) do žádaného
stavu xf s minimálńı ,,spotřebou paliva“, která je úměrná amplitudě ř́ıdićıho vstupu, nebo
kritérium

J3 =
N−1∑
t=0

uT(t)Ru(t) , x(N) = xf ,

jehož optimalizaćı dosáhneme přechodu z libovolného počátečńıho stavu x(0) do žádaného
stavu xf s minimálńı vynaloženou energíı, která je úměrná kvadratické funkci amplitudy
ř́ıdićıho vstupu. Neńı-li koncový stav pevně specifikován, ale chceme dosáhnout kompromisu
mezi vynaloženou energíı ř́ızeńı a zároveň kompenzovat odchylky stavu systému od jeho

35
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nulové (popř. referenčńı) hodnoty, dostaneme kvadratické kritérium ve tvaru

J =
1
2
xT (N)Q(N)x(N) +

1
2

N−1∑
t=0

{
xT (t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t)

}
,

kde posloupnost matic R(t) váž́ı vynaloženou energii ř́ızeńı a posloupnost matic Q(t) váž́ı
odchylky stavu od nulové hodnoty.

Podobně chceme-li, aby výstup ř́ızeného systému sledoval danou referenčńı trajektorii
r(t) a dosáhnout přitom kompromisu mezi vynaloženou ř́ıdićı energíı a kvalitou sledováńı
referenčńı hodnoty, je vhodné použ́ıt kvadratické kritérium ve tvaru

J =
1
2
xT (N)Q(N)x(N) +

1
2

N−1∑
t=0

{
(y(t)−r(t))T Qy(t)(y(t)−r(t)) + uT(t)R(t)u(t)

}
,

kde posloupnost matic R(t) váž́ı vynaloženou energii ř́ızeńı a posloupnost matic Qy(t) váž́ı
odchylky výstupu od referenčńı hodnoty.

Zat́ımco vlastńı optimalizace je sṕı̌se záležitost́ı matematickou, kritérium optimality voĺı
inženýr, který navrhuje regulátor, tak, aby co nejlépe reprezentovalo požadované vlastnosti
regulátoru; zároveň však je třeba formulovat kritérium tak, aby optimalizačńı úloha byla
řešitelná v rozumném čase, regulátor byl snadno implementovatelný a aby bylo možno garan-
tovat vlastnosti regulátoru významné z hlediska praktického použit́ı (stabilita, robustnost
apod.).

V teorii ř́ızeńı je velmi často použ́ıvané kvadratické kritérium. Vede k tomu řada d̊uvod̊u;
uved’me např́ıklad skutečnost, že:

- úlohy kvadratické optimalizace jsou poměrně snadno řešitelné

- řadu optimalizačńıch kritéríı lze v okoĺı jejich minima aproximovat kvadratickou funkćı

- pro soustavu linearizovanou v okoĺı daného pracovńıho bodu je optimálńı regulátor
rovněž lineárńı a lze ho realizovat stavovou zpětnou vazbou

- pro nekonečný horizont optimalizace lze naj́ıt časově invariantńı regulátor, který sta-
bilizuje (za známých podmı́nek) ř́ızenou soustavu

- tento časově invariantńı regulátor má př́ıznivé vlastnosti z hlediska robustnosti
(zvláště ve spojitém př́ıpadě).

V této kapitole problematiku kvadraticky optimálńıch regulátor̊u pro lineárńı systémy,
nazývané též LQ (linear quadratic) regulátory, podrobně rozebereme. Budeme přitom roz-
lǐsovat dvě základńı úlohy. Úloha kvadraticky optimálńı regulace řeš́ı problém op-
timálńıho přechodu z daného stavu x0 do počátku. Lze ji interpretovat např. jako úlohu
optimálńı kompenzace poruch, jejichž p̊usobeńım byl stav systému vychýlen z požadované
nulové (referenčńı) hodnoty. Obecněǰśı úlohou je úloha kvadraticky optimálńıho sle-
dováńı, kdy požadujeme, aby výstup soustavy sledoval požadovanou (nenulovou) referenčńı
trajektorii. V obou př́ıpadech budeme nejprve předpokládat, že stav ř́ızeného systému je
plně měřitelný.

Nejprve odvod́ıme nutné podmı́nky optimality, jejichž splněńı vede na řešeńı tzv. dvou-
bodového okrajového problému, a ukážeme alternativńı zp̊usob řešeńı úlohy metodou
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dynamického programováńı. Dále ukážeme některé významné vlastnosti LQ optimálńıch
regulátor̊u a některé výpočetńı metody použitelné pro návrh regulátoru. Nakonec se budeme
věnovat úloze optimálńıho sledováńı a ukážeme některé modifikace optimálńıho regulátoru,
zvyšuj́ıćı jeho praktickou využitelnost.

Jestliže stav ř́ızeného systému neńı dostupný, je třeba ho vhodným zp̊usobem rekon-
struovat. Řešeńı úlohy kvadraticky optimálńı regulace využ́ıvaj́ıćı pouze zpětné vazby od
výstupu ř́ızené soustavy ukážeme v kapitole 8.

2.2 Dvoubodový okrajový problém

Uvažujme diskrétńı dynamický systém popsaný diferenčńı rovnićı

x(t+1) = f(x(t),u(t), t) , t = 0, . . . , N−1 (2.1)

s počátečńı podmı́nkou x(0) = x0. Budeme hledat ř́ızeńı u(0), . . . ,u(N−1), které minimal-
izuje ztrátovou funkci (kritérium optimality) ve tvaru

J = Φ(x(N)) +
N−1∑
t=0

L(x(t),u(t), t), (2.2)

kde N nazýváme horizont optimalizace.
Z hlediska matematického programováńı jde o problém minimalizace kritéria (2.2)

s N omezuj́ıćımi podmı́nkami typu rovnosti (2.1). Tuto tř́ıdu úloh lze řešit použit́ım La-
grangeových multiplikátor̊u λ(t). Definujme rozš́ı̌rené kritérium

J = Φ(x(N)) +
N−1∑
t=0

{
L(x(t),u(t), t) + λT(t+1)

(
f(x(t),u(t), t)− x(t+1)

)}
. (2.3)

Definujeme-li dále skalárńı posloupnost

H(x(t),u(t), t) = L(x(t),u(t), t) + λT(t+1)f(x(t),u(t), t), (2.4)

kde t = 0, . . . , N−1, lze rozš́ı̌rené kritérium zapsat ve tvaru

J = Φ(x(N))− λT (N)x(N) + H(x(0),u(0), 0) + (2.5)

+
N−1∑
t=1

{
H(x(t),u(t), t)− λT(t)x(t)

}
.

Pro zjednodušeńı budeme dále použ́ıvat stručný zápis

H(t) = H(x(t),u(t), t),
L(t) = L(x(t),u(t), t),
f(t) = f(x(t),u(t), t)

a podobně i pro daľśı použité funkce.
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Je-li funkce J diferencovatelná vzhledem k proměnným x(t) a u(t), lze př́ır̊ustek kritéria
J podél dané trajektorie stavu a ř́ızeńı určit jako

dJ =

[
∂Φ(N)
∂x(N)

T

− λT (N)

]
dx(N) +

∂H(0)
∂x(0)

T

dx(0) +
∂H(0)
∂u(0)

T

du(0) + (2.6)

+
N−1∑
t=1

{[
∂H(t)
∂x(t)

T

− λT(t)

]
dx(t) +

∂H(t)
∂u(t)

T

du(t)

}
.

Přitom pro vektor (vektor bez transpozice považujeme vždy za sloupcový vektor)

x =

 x1
...

xn


a skalárńı funkci vektorového argumentu g(x) definujeme derivaci této funkce podle vek-
torového argumentu (gradient funkce g) jako vektor

∂g

∂x
=


∂g

∂x1
...

∂g

∂xn


a př́ır̊ustek této funkce pak je

dg(x) =
∂g(x)
∂x

T

dx =
∂g

∂x1
dx1 + · · · +

∂g

∂xn
dxn.

Je-li funkce g(x,y) definována jako

g(x,y) = yT Ax,

potom jej́ı derivace jsou

∂g

∂x
= AT y

a
∂g

∂y
= Ax.

Pro vektorovou funkci vektorového argumentu f(x) definujeme derivaci této funkce podle
vektorového argumentu jako matici

∂f

∂x
=


∂f1

∂x

T

...
∂fm

∂x

T

 =


∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xn
...

...
∂fm

∂x1
· · · ∂fm

∂xn

 .

Tuto matici nazýváme Jacobiho matice.
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Diferenciálńı změny dx(t) zp̊usobené diferenciálńımi změnami du(t) mohou být určeny
na základě (2.1) jako

dx(t+1) =
∂f(t)
∂x(t)

dx(t) +
∂f(t)
∂u(t)

du(t),

uvažováńı jejich vlivu se však můžeme vyhnout, zvoĺıme-li hodnoty Lagrangeových mul-
tiplikátor̊u tak, aby př́ır̊ustky dx(t) rozš́ı̌rené kritérium neovlivňovaly. Formálně lze tuto
podmı́nku formulovat tak, že požadujeme ∂J/∂x(t) = 0. Dostaneme tak podmı́nky

∂H(t)
∂x(t)

− λ(t) = 0 , t = 1, . . . , N−1, (2.7)

∂Φ(N)
∂x(N)

− λ(N) = 0

a odtud na základě definice funkćı H(t) (2.4) plynou diferenčńı rovnice

λ(t) =
∂L(t)
∂x(t)

+
∂f(t)
∂x(t)

λ(t+1) , t = 0, . . . , N−1 (2.8)

s koncovou podmı́nkou

λ(N) =
∂Φ(N)
∂x(N)

. (2.9)

Př́ır̊ustek kritéria (2.6) pro takto určené Lagrangeovy multiplikátory pak bude mı́t hodnotu

dJ =
N−1∑
t=0

∂H(t)
∂u(t)

T

du(t), (2.10)

nebot’ pro pevně danou počátečńı podmı́nku x(0) je rovněž dx(0) = 0. Výraz ∂H(t)/∂u(t)
lze interpretovat jako gradient kritéria J vzhledem k posloupnosti ř́ızeńı u(t) s respek-
továńım omezeńı daných rovnicemi systému (2.1). Nutnou podmı́nkou optimality ř́ızeńı
u∗(t) je, aby př́ır̊ustek kritéria (2.10) byl v okoĺı optimálńı trajektorie vstupu u∗(t) nulový
pro libovolné du(t). To znamená, že posloupnost u∗(t) muśı být stacionárńım bodem
kritéria J . Muśı tedy platit

∂H(t)
∂u(t)

= 0 , t = 0, . . . , N−1. (2.11)

Shrneme-li dosavadńı úvahy, pak k nalezeńı stacionárńıho bodu kritéria je třeba nalézt řešeńı
soustavy diferenčńıch rovnic

x(t+1) =
∂H(t)

∂λ(t+1)
= f(x(t),u(t), t) , (2.12)

λ(t) =
∂H(t)
∂x(t)

=
∂L(t)
∂x(t)

+
∂f(t)
∂x(t)

λ(t+1) , t = 0, . . . , N−1,

s okrajovými podmı́nkami

x(0) = x0, (2.13)

λ(N) =
∂Φ(N)
∂x(N)
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a ř́ızeńım u∗(t) splňuj́ıćım

∂H(t)
∂u(t)

=
∂L

∂u(t)
+

∂f(t)
∂u(t)

λ(t+1) = 0. (2.14)

Protože okrajové podmı́nky (2.13) jsou rozdělené do dvou časových bod̊u, počátečńı pod-
mı́nky pro x jsou dány v čase t = 0 a počátečńı podmı́nky pro λ jsou dány v čase t = N ,
nazýváme tento problém dvoubodový okrajový problém (two-point boundary-value
problem). Všimněte si dále, že rovnice (2.12) jsou vzájemně provázány prostřednictv́ım
ř́ızeńı u(t), které je dáno rovnićı (2.14). Řešeńı tohoto problému je proto – až na speciálńı
př́ıpady, mezi které patř́ı též problém kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı – velmi obt́ıžné.

Rovnice (2.12)–(2.14) popisuj́ı pouze nutné podmı́nky extrému kritéria pro posloup-
nost u∗(t). Aby kritérium nabývalo pro posloupnost u∗(t) lokálńıho minima, je třeba určit
př́ır̊ustek kritéria d2J , tj. včetně člen̊u druhého řádu. Protože u∗(t) je stacionárńı bod, je
př́ır̊ustek daný členy 1. řádu nulový a plat́ı

d2J =
1
2
dxT (N)

∂2Φ
∂x(N)∂x(N)

dx(N) (2.15)

+
1
2

N−1∑
t=0

[
dxT(t) duT(t)

]  ∂2H(t)
∂x(t)∂x(t)

∂2H(t)
∂x(t)∂u(t)

∂2H(t)
∂u(t)∂x(t)

∂2H(t)
∂u(t)∂u(t)

[ dx(t)
du(t)

]
,

kde matice druhých derivaćı je definována jako

∂2H(t)
∂x∂u

=
∂

∂u

(
∂H(t)

∂x

)
.

Hodnoty př́ır̊ustk̊u dx(t) zp̊usobené změnami du(t) jsou dány podle (2.1) diferenciálńı
rovnićı

dx(t+1) =
∂f(t)
∂x(t)

dx(t) +
∂f(t)
∂u(t)

du(t) (2.16)

s počátečńı podmı́nkou dx(0) = 0. Postačuj́ıćı podmı́nkou (druhého řádu) pro minimum
kritéria (2.2) pak je d2Jf (du) ≥ 0 – viz např. (Bryson a Ho, 1975), kde symbolem d2Jf

označujeme př́ır̊ustek kritéria s respektováńım omezeńı (2.16).
Nyńı budeme aplikovat tyto výsledky na problém optimálńıho ř́ızeńı lineárńıho systému

s kvadratickým kritériem optimality. Uvažujme lineárńı diskrétńı časově proměnný systém
popsaný stavovou rovnićı

x(t+1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.17)

s počátečńım stavem x(0) = x0 a kvadratické kritérium optimality

J =
1
2
xT (N)Q(N)x(N) +

1
2

N−1∑
t=0

{
xT (t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t)

}
, (2.18)

kde Q(t), t = 0, . . . , N je posloupnost pozitivně semidefinitńıch matic a R(t), t = 0, . . . , N−1
je posloupnost pozitivně definitńıch matic.
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Posloupnost funkćı H(t) bude podle (2.4) dána

H(t) =
1
2
xT(t)Q(t)x(t) +

1
2
uT(t)R(t)u(t) + λT (t+1)(A(t)x(t) + B(t)u(t)). (2.19)

Aby posloupnost u∗(t) vedla na stacionárńı bod kritéria (2.18) s omezeńım (2.17), muśı
podle (2.12)–(2.14) platit

x(t+1) =
∂H(t)

∂λ(t+1)
= A(t)x(t) + B(t)u(t) , x(0) = x0, (2.20)

λ(t) =
∂H(t)
∂x(t)

= Q(t)x(t) + AT (t)λ(t+1) , λ(N) = Q(N)x(N), (2.21)

0 =
∂H(t)
∂u(t)

= R(t)u(t) + BT(t)λ(t+1). (2.22)

Z rovnice (2.22) dostaneme

u(t) = −R−1(t)BT(t)λ(t+1), (2.23)

kde inverze matice R(t) existuje vzhledem k předpokladu, že matice R(t) jsou pozi-
tivně definitńı. Dosazeńım tohoto ř́ızeńı do (2.20) a (2.21) dostaneme výslednou soustavu
lineárńıch diferenčńıch rovnic

x(t+1) = A(t)x(t)−B(t)R−1(t)BT (t)λ(t+1) , x(0) = x0 (2.24)
λ(t) = Q(t)x(t) + AT (t)λ(t+1) , λ(N) = Q(N)x(N).

Tuto soustavu můžeme zapsat maticově jako[
x(t+1)

λ(t)

]
=

[
A(t) −B(t)R−1(t)BT (t)
Q(t) AT(t)

] [
x(t)

λ(t+1)

]
. (2.25)

Řešeńı tohoto dvoubodového okrajového problému pak umožňuje určit optimálńı ř́ıdićı
posloupnost (2.23). Soustavu (2.24) můžeme též zapsat ve tvaru[

I B(t)R−1(t)BT (t)
0 AT (t)

] [
x(t+1)
λ(t+1)

]
=

[
A(t) 0
−Q(t) I

] [
x(t)
λ(t)

]
(2.26)

a pro matici A(t) regulárńı, což za předpokladu, že diskrétńı systém vznikl vzorkováńım
spojitého systému (bez dopravńıho zpožděńı), plat́ı vždy,[

x(t)
λ(t)

]
=

[
A(t) 0
−Q(t) I

]−1 [
I B(t)R−1(t)BT (t)
0 AT (t)

] [
x(t+1)
λ(t+1)

]
, (2.27)

neboli[
x(t)
λ(t)

]
=

[
A−1(t) A−1(t)B(t)R−1(t)BT (t)

Q(t)A−1(t) AT (t) + Q(t)A−1(t)B(t)R−1(t)BT (t)

] [
x(t+1)
λ(t+1)

]
. (2.28)

Tato soustava se již vyv́ıj́ı celá zpět v čase. Do rovnice (2.27) lze také snadno zahrnout
počátečńı podmı́nku rovnice (2.21)

λ(N) = Q(N)x(N),
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nebot’ v čase t = N−1 lze psát[
x(N−1)
λ(N−1)

]
=

[
A(N−1) 0
−Q(N−1) I

]−1

(2.29)[
I B(N−1)R−1(N−1)BT (N−1)
0 AT (N−1)

] [
I

Q(N)

]
x(N).

Odtud je vidět, že pro regulárńı matice A(t) lze v každém časovém okamžiku vyjádřit vektor
Lagrangeových multiplikátor̊u λ(t) ve tvaru

λ(t) = P (t)x(t),

kde P (t) je vhodná matice. Zjistili jsme tedy, že stav systému a vektor Lagrangeových
multiplikátor̊u (nazývaný též kostav nebo stav adjungovaného systému) jsou na sobě
lineárně závislé. Této vlastnosti lze využ́ıt k řešeńı dvoubodového okrajového problému
(tzv. backward sweep method). Předpokládejme, že λ(t) = P (t)x(t). Potom (2.22) lze psát
jako

0 = R(t)u(t) + BT(t)P (t+1)x(t+1) (2.30)
= R(t)u(t) + BT(t)P (t+1)(A(t)x(t) + B(t)u(t))

=
[
R(t) + BT (t)P (t+1)B(t)

]
u(t) + BT (t)P (t+1)A(t)x(t).

Z (2.30) dostaneme pro ř́ızeńı u(t) vztah

u(t) = −
[
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT (t)P (t+1)A(t)x(t) (2.31)

= −K(t)x(t).

Regularita matice R(t)+BT(t)P (t+1)B(t) plyne z regularity matice R(t). Tato podmı́nka
je však zbytečně omezuj́ıćı a mı́sto požadavku regularity matice R(t) stač́ı nadále předpo-
kládat, že je splněna slabš́ı podmı́nka, kterou je regularita matice R(t)+BT(t)P (t+1)B(t).

Kvadraticky optimálńı ř́ızeńı tedy vede na zákon ř́ızeńı ve tvaru časově proměnné zpětné
vazby od stavu systému se ześıleńım

K(t) =
[
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT (t)P (t+1)A(t). (2.32)

Dosazeńım tohoto zákona ř́ızeńı do rovnice (2.21) dostaneme

P (t)x(t) = Q(t)x(t) + AT (t)P (t+1)A(t)x(t) + AT (t)P (t+1)B(t)u(t)
= Q(t)x(t) + AT (t)P (t+1)A(t)x(t)−

− AT (t)P (t+1)B(t)
[
R(t)+BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT (t)P (t+1)A(t)x(t).

Tato podmı́nka bude splněna pro libovolný stav x(t), jestliže posloupnost matic P (t) bude
vyhovovat maticové diferenčńı rovnici

P (t) = AT(t)P (t+1)A(t) + Q(t)− (2.33)

− AT (t)P (t+1)B(t)
[
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT(t)P (t+1)A(t)
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s koncovou podmı́nkou

P (N) = Q(N), (2.34)

která plyne z koncové podmı́nky rovnice (2.21). Rovnici (2.33) nazýváme Riccatiho
diferenčńı rovnice.

Riccatiho diferenčńı rovnici lze též upravit na tvar

P (t) = (A(t)−B(t)K(t))T P (t+1)(A(t)−B(t)K(t))+KT(t)R(t)K(t)+Q(t)(2.35)

(ukažte!), kde matice P (t) je dána (je-li matice P (t+1) symetrická a pozitivně semidefinitńı)
součtem symetrických pozitivně semidefinitńıch matic. Plyne odtud d̊uležitá vlastnost řešeńı
Riccatiho rovnice, že pro počátečńı podmı́nku Q(N) = QT (N) ≥ 0 jsou všechny matice
P (t) rovněž symetrické a pozitivně semidefinitńı. Z tohoto hlediska je rovnice (2.35)
pro výpočet vhodněǰśı než (2.33), kde může doj́ıt ke ztrátě pozitivńı semidefinitnosti matice
P (t) vlivem numerických chyb při odč́ıtáńı.

Posloupnost krok̊u při hledáńı optimálńıho ř́ızeńı je tedy následuj́ıćı: nejprve řeš́ıme
zpětně v čase Riccatiho rovnici, tj. začneme počátečńı podmı́nkou (2.34) a pokračujeme
pro čas t = N−1, N−2, . . . , 0. Źıskáme posloupnost matic P (t), kterou ulož́ıme. Posloupnost
optimálńıho ř́ızeńı je dána podle (2.31) časově proměnnou zpětnou vazbou od stavu se
ześıleńım (2.33). Protože dimenze vektoru ř́ızeńı je většinou menš́ı než dimenze vektoru
stavu, je výhodněǰśı při řešeńı Riccatiho rovnice napoč́ıtat př́ımo koeficienty stavové zpětné
vazby (2.33) a ukládat posloupnost K(t) mı́sto posloupnosti P (t).

Řešeńı Riccatiho diferenčńı rovnice lze źıskat rovněž na základě rovnic (2.27) a (2.29).
Předpokládejme, že matice X(t), Y (t) jsou řešeńım diferenčńı rovnice (2.27), tj. plat́ı[

A(t) 0
−Q(t) I

] [
X(t)
Y (t)

]
=

[
I B(t)R−1(t)BT (t)
0 AT (t)

] [
X(t+1)
Y (t+1)

]
(2.36)

s koncovou podmı́nkou[
X(N)
Y (N)

]
=

[
In

Q(N)

]
. (2.37)

Potom pro libovolný koncový stav x(N) plat́ı ve zpětnovazebńım obvodu

x(t) = X(t)x(N), (2.38)
λ(t) = Y (t)x(N).

Protože zároveň pro libovolný koncový stav x(N) plat́ı

λ(t) = Y (t)x(N) = P (t)X(t)x(N),

dostaneme tak (pro X(t) regulárńı) řešeńı Riccatiho rovnice ve tvaru

P (t) = Y (t)X−1(t).

Řešeńı Riccatiho diferenciálńı rovnice, což je kvadratická maticová diferenčńı rovnice, lze
tedy určit z řešeńı lineárńı maticové diferenčńı rovnice (2.36). Tento výsledek použijeme
později k nalezeńı ustáleného řešeńı Riccatiho rovnice v př́ıpadě optimalizace na nekonečném
horizontu.
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Ukázali jsme, že optimálńı ř́ıdićı posloupnost vyhovuj́ıćı nutným podmı́nkám optimality,
tj. podmı́nkám prvńıho řádu, lze nalézt pomoćı řešeńı Riccatiho rovnice. Ukážeme nyńı též
postačuj́ıćı podmı́nky optimality, tj. podmı́nky druhého řádu. Pro obecné kritérium jsme
odvodili př́ır̊ustek kritéria d2J (2.15). V př́ıpadě kvadratického kritéria (2.18) dostaneme

d2J =
1
2
dxT (N)Q(N)dx(N) + (2.39)

+
1
2

N−1∑
t=0

[
dxT(t) duT(t)

] [ Q(t) 0
0 R(t)

] [
dx(t)
du(t)

]

s omezeńım plynoućım z (2.17)

dx(t+1) = A(t) dx(t) + B(t) du(t) (2.40)

s počátečńı podmı́nkou dx(0) = 0. Všimneme-li si, že plat́ı

1
2

N−1∑
t=0

{
xT (t+1)P (t+1)x(t+1)− xT (t)P (t)x(t)

}
=

=
1
2
xT (N)P (N)x(N)− 1

2
xT (0)P (0)x(0),

můžeme kritérium (2.18) upravit přičteńım levé a odečteńım pravé strany této rovnosti a
využit́ım počátečńı podmı́nky Riccatiho rovnice P (N) = Q(N) na tvar

J =
1
2
xT (0)P (0)x(0) +

+
1
2

N−1∑
t=0

{
xT (t+1)P (t+1)x(t+1) + xT (t)(Q(t)− P (t))x(t) + uT (t)R(t)u(t)

}
.

Dosad́ıme-li nyńı za x(t+1) podle (2.17), dostaneme

J =
1
2
xT (0)P (0)x(0) +

+
1
2

N−1∑
t=0

{
xT (t)(AT(t)P (t+1)A(t) + Q(t)− P (t))x(t) +

+ xT (t)AT(t)P (t+1)B(t)u(t) +
+ uT (t)BT(t)P (t+1)A(t)x(t) +

+ uT (t)(BT(t)P (t+1)B(t) + R(t))u(t)
}
.

Nahrad́ıme-li nyńı prvńı člen sumace podle Riccatiho rovnice

AT(t)P (t+1)A(t) + Q(t)− P (t) =

= AT (t)P (t+1)B(t)
[
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT(t)P (t+1)A(t),

dostaneme po úpravě výraz pro kritérium optimality ve tvaru

J =
1
2
xT (0)P (0)x(0) + (2.41)
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+
1
2

N−1∑
t=0

∥∥∥∥u(t)+
[
R(t)+BT(t)P (t+1)B(t)

]−1

BT(t)P (t+1)A(t)x(t)
∥∥∥∥2

R(t)+BT(t)P (t+1)B(t)

,

kde výrazem

‖x ‖2
P = xT Px

znač́ıme čtverec normy vektoru s matićı P . Odtud je vidět, že voĺıme-li ř́ızeńı podle op-
timálńıho zákona ř́ızeńı (2.31), je optimálńı hodnota kritéria

J =
1
2
xT (0)P (0)x(0). (2.42)

Protože předchoźı úvahu můžeme provést i pro libovolný počátečńı čas t0, dospěli jsme
tak k zaj́ımavé interpretaci matice P (t0) jako jádra kvadratické formy, určuj́ıćı optimálńı
hodnotu kvadratického kritéria.

Nyńı tento výsledek využijeme k dokončeńı odvozeńı postačuj́ıćıch podmı́nek optimality.
Protože výraz pro př́ır̊ustek kritéria d2J (2.39) a omezeńı (2.40) maj́ı pro lineárńı systém
a kvadratické kritérium shodný tvar s rovnicemi p̊uvodńıho kritéria a systému, lze vztah
(2.39) upravit na základě (2.41) na tvar

d2J =
1
2
dxT (0)P (0)dx(0) + (2.43)

+
1
2

N−1∑
t=0

∥∥∥∥ du(t)+
[
R(t)+BT(t)P (t+1)B(t)

]−1

BT(t)P (t+1)A(t)dx(t)
∥∥∥∥2

R(t)+BT(t)P (t+1)B(t)

.

Tento př́ır̊ustek kritéria nabývá svého minima, je-li při perturbaci počátečńıho stavu dx(0)
posloupnost př́ır̊ustk̊u ř́ızeńı určena jako

du(t) = −
[
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT(t)P (t+1)A(t)dx(t).

Uvažujeme-li nyńı optimálńı trajektorii x∗(t), danou počátečńım stavem x0 a optimálńı
ř́ıdićı posloupnost́ı u∗(t), plyne z počátečńı podmı́nky dx(0) = 0 pro pozitivně definitńı
matice

R(t) + BT(t)P (t+1)B(t) > 0, (2.44)

že rovněž du(0) = 0, odtud z (2.40) rovněž dx(1) = 0 a postupně du(t) = 0, dx(t+1) = 0
pro všechna t = 0, . . . , N−1. Proto pro dx(0) = 0 je za předpokladu (2.44) pro libovolná
du(t) 6= 0 př́ır̊ustek kritéria

dJ = 0 , d2J > 0, (2.45)

což je právě postačuj́ıćı podmı́nka pro minimum kritéria.
Shrneme-li výsledky tohoto odstavce, pak ř́ızeńı lineárńıho systému (2.17) minimalizuj́ıćı

kritérium (2.18) je dáno stavovou zpětnou vazbou (2.32). Posloupnost časově proměnných
ześıleńı K(t) je dána (2.31) a záviśı na posloupnosti matic P (t), daných za předpokladu,
že R(t) + BT(t)P (t + 1)B(t) > 0 pro všechna t, řešeńım Riccatiho diferenčńı rovnice
(2.33) s počátečńı podmı́nkou (2.34). Přitom obě posloupnosti lze napoč́ıtat předem, nebot’
nezávisej́ı na počátečńı hodnotě stavu systému x0. Postačuj́ıćı podmı́nkou pro minimum
pak je nerovnost (2.44) a může být rovněž ověřena předem.
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2.3 Dynamické programováńı

Úlohu kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı lze řešit alternativńım zp̊usobem použit́ım tzv. dy-
namického programováńı. Tato metoda je založená na myšlence, nazývané obvykle prin-
cip optimality. Předpokládejme, že pro každý počátečńı čas t0 je definována ztrátová
funkce

V (x(t0),uN−1
t0 , t0) , kde uN−1

t0 = {u(t0), . . . ,u(N−1)} ,

která je aditivńı, tj. celková ztráta je součtem ztrát v jednotlivých podintervalech hori-
zontu optimality. Budeme hledat ř́ızeńı, které tuto ztrátovou funkci minimalizuje. Princip
optimality předpokládá, že optimálńı ř́ızeńı je určeno posloupnost́ı funkćı stavu ř́ızeného
systému a ukazuje, že tato posloupnost funkćı nezáviśı na předchoźı historii systému. Lze
jej formulovat takto :

Věta 1 (Princip optimality.) Předpokládejme, že u( . ) je optimálńı ř́ıdićı posloupnost
na horizontu t = 0, 1, . . . , N−1 a že do času t byla aplikována posloupnost ř́ızeńı u(0), u(1),
. . . , u(t−1), která přivedla soustavu do stavu x(t). Potom také zbývaj́ıćı hodnoty ř́ızeńı
u(t),. . . ,u(N−1) musej́ı být optimálńı ř́ıdićı posloupnost́ı ve smyslu minimalizace ztrátové
funkce V (x(t),uN−1

t , t).

Princip optimality je př́ımým d̊usledkem aditivity ztrátové funkce: pokud by totiž
posloupnost u(t), . . . ,u(N−1) nebyla optimálńı ve smyslu minimalizace zvolené ztrátové
funkce V (x(t),uN−1

t , t), potom by existovala posloupnost ř́ızeńı v(t), . . . ,v(N−1) minimal-
izuj́ıćı tuto ztrátovou funkci a platilo by

V (x(t),vN−1
t , t) ≤ V (x(t),uN−1

t , t).

Označ́ıme-li V t−1
0 hodnotu ztrátové funkce na horizontu t = 0, 1, . . . , t−1, pak pro celkovou

ztrátu na horizontu t = 0, 1, . . . , N−1 bude vzhledem k aditivitě ztrátové funkce platit

V (x(0),uN−1
0 , 0) = V t−1

0 + V (x(t),uN−1
t , t)

≥ V t−1
0 + V (x(t),vN−1

t , t),

tj. posloupnost

{u(0),u(1), . . . ,u(t−1),v(t),v(t+1), . . . ,v(N−1)}

by vedla na menš́ı hodnotu ztrátové funkce, a proto by posloupnost u( . ) nebyla optimálńı
ř́ıdićı posloupnost́ı na celém horizontu t = 0, 1, . . . , N −1. Poznamenejme, že podobnou
úvahu lze provést i pro ztrátovou funkci, která má multiplikativńı charakter.

Uvažujme opět diskrétńı dynamický systém popsaný diferenciálńı rovnićı

x(t+1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.46)

s počátečńım stavem x(0) = x0. Definujme ztrátovou funkci ve tvaru

V (x(t0),uN−1
t0 , t0) =

1
2
xT (N)Q(N)x(N) + (2.47)
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+
N−1∑
t=t0

1
2

[
xT(t) uT(t)

] [ Q(t) S(t)
ST(t) R(t)

] [
x(t)
u(t)

]

a kritérium optimality

J = V (x(0),uN−1
0 , 0). (2.48)

Toto kritérium jsme vzhledem ke kritériu (2.18) rozš́ı̌rili o členy S(t) váž́ıćı součiny stavu
a vstupu. Budeme předpokládat, že složená matice kritéria je pozitivně semidefinitńı,
z čehož plyne, že matice Q(t), R(t) a rovněž matice Q(t) − S(t)R−1(t)ST(t) jsou poz-
itivně semidefinitńı matice (proč ?). Označ́ıme-li optimálńı hodnotu ztrátové funkce pro
stav x(t) v čase t

V ∗(x(t), t) = min
u( . )

V (x(t),uN−1
t , t), (2.49)

pak princip optimality lze formálně zapsat rovnićı

V ∗(x(t), t) = min
u(t)

{1
2

[
xT(t) uT(t)

] [ Q(t) S(t)
ST(t) R(t)

] [
x(t)
u(t)

]
+ (2.50)

+ V ∗(x(t+1), t+1)
}

= min
u(t)

{1
2

[
xT(t) uT(t)

] [ Q(t) S(t)
ST(t) R(t)

] [
x(t)
u(t)

]
+

+ V ∗(A(t)x(t) + B(t)u(t), t+1)
}

a v čase t = N plat́ı

V ∗(x(N), N) =
1
2
xT (N)Q(N)x(N). (2.51)

Na základě výsledk̊u předchoźıho odstavce v́ıme, že optimálńı hodnotu ztrátové funkce
můžeme odhadnout ve tvaru kvadratické formy i v ostatńıch časových okamžićıch, takže
budeme předpokládat

V ∗(x(t), t) =
1
2
xT(t)P (t)x(t). (2.52)

Tento předpoklad nyńı dokážeme indukćı. Podle (2.51) v čase t = N plat́ı

P (N) = Q(N). (2.53)

Předpokládejme dále, že v čase t+1 plat́ı

V ∗(x(t+1), t+1) =
1
2
xT(t+1)P (t+1)x(t+1).

Potom rovnici (2.50), popisuj́ıćı jeden krok algoritmu dynamického programováńı, můžeme
psát jako

V ∗(x(t), t) = min
u(t)

{
1
2

[
xT(t) uT(t)

] [ Q(t) S(t)
ST(t) R(t)

] [
x(t)
u(t)

]
+ (2.54)

+
1
2
(A(t)x(t) + B(t)u(t))T P (t+1)(A(t)x(t) + B(t)u(t))

}
=
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= min
u(t)

{
1
2

[ xT(t) uT(t) ]
[

Q(t) + AT(t)P (t+1)A(t) S(t) + AT(t)P (t+1)B(t)
ST(t) + BT(t)P (t+1)A(t) R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

] [
x(t)
u(t)

]}
.

Optimálńı ř́ızeńı u∗(t) tedy lze źıskat v každém kroku minimalizaćı kvadratické funkce
(2.54). Efektivńım zp̊usobem, jak takovou minimalizaci provádět, je tzv. doplněńı na
úplný čtverec. Uvažujme kvadratickou formu

q(u) =
1
2

(
uT Au + uT b + bT u + c

)
,

kde A je symetrická pozitivně definitńı matice. Tuto kvadratickou formu budeme cht́ıt
minimalizovat vzhledem k u. Kvadratickou formu můžeme upravit na tvar

2q(u) =
(
u + A−1b

)T
A
(
u + A−1b

)
+ c− bT A−1b,

kterému ř́ıkáme doplněńı na úplný čtverec. Kvadratická forma je nyńı rozdělena na dvě části,
z nichž prvńı část je vzhledem k tomu, že matice A je pozitivně definitńı, vždy nezáporná,
a druhá část nezáviśı na hodnotě u. Minimum této kvadratické formy tedy bude dosaženo
pro u + A−1b = 0, nebot’ prvńı člen nemůže nabývat záporné hodnoty. Dostaneme tak
optimálńı hodnotu u

u∗ = −A−1b. (2.55)

Optimálńı (minimálńı) hodnota kvadratické formy pak bude

q∗ = q(u∗) =
1
2

(
c− bT A−1b

)
. (2.56)

Použijeme-li tento postup k minimalizaci kvadratické formy (2.54), můžeme tuto kvadrat-
ickou formu upravit na tvar

2q(u(t)) =
[
u(t) +

(
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

)−1(
ST(t) + BT(t)P (t+1)A(t)

)
x(t)

]T
(
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

)[
u(t) +

(
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

)−1(
ST(t) + BT(t)P (t+1)A(t)

)
x(t)

]
+ xT(t)

[
Q(t) + AT(t)P (t+1)A(t)−

(
S(t) + AT(t)P (t+1)B(t)

)
(
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

)−1(
ST(t) + BT(t)P (t+1)A(t)

)]
xT(t), (2.57)

a proto ztrátová funkce V (x(t),uN−1
t , t) nabývá minima pro

u∗(t) = −(R(t) + BT(t)P (t+1)B(t))−1(ST(t) + BT(t)P (t+1)A(t))x(t) (2.58)

a optimálńı hodnota ztrátové funkce je kvadratickou funkćı stavu

V ∗(x(t), t) =
1
2
xT(t)P (t)x(t), (2.59)

kde matice P (t) je dána podle (2.57)

P (t) = AT(t)P (t+1)A(t) + Q(t)− (2.60)
− (S(t) + AT(t)P (t+1)B(t))(R(t) + BT(t)P (t+1)B(t))−1

(ST(t) + BT(t)P (t+1)A(t)).
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T́ım jsme dospěli opět k Riccatiho diferenčńı rovnici, která pro S(t) = 0 je ekvivalentńı
s výsledkem (2.33). Nav́ıc jsme jiným zp̊usobem ukázali, že kvadratická forma stavu (2.59)
má význam optimálńı hodnoty ztrátové funkce a je (pro úlohu optimálńı regulace) závislá
pouze na počátečńım stavu ř́ızeného systému.

Poznamenejme ještě, že úlohu s nenulovými váhami S lze pro R > 0 jednoduchou
úpravou transformovat na úlohu s nulovými váhami S. Doplńıme-li kvadratické formy
v kritériu (2.47) na úplný čtverec, dostaneme

xT Qx + xT Su + uT ST x + uT Ru = (u + R−1ST x)T R(u + R−1ST x) + (2.61)
+ xT (Q− SR−1ST )x.

Definujeme-li nyńı novou ř́ıdićı proměnnou

u′(t) = u(t) + R−1(t)ST(t)x(t), (2.62)

pak řešeńı optimalizačńı úlohy s kritériem (2.47) pro systém popsaný stavovou rovnićı (2.46)
je na základě transformace kritéria (2.61) ekvivalentńı s řešeńım optimalizačńı úlohy pro
systém, jehož stavové rovnice můžeme psát ve tvaru

x(t+1) = (A(t)−B(t)R−1(t)ST(t))x(t) + B(t)u′(t), (2.63)

tj. matice systému jsou modifikovány na

A′(t) = A(t)−B(t)R−1(t)ST(t) (2.64)
B′(t) = B(t).

Matice kritéria (2.61) pak jsou modifikovány na

Q′(t) = Q(t)− S(t)R−1(t)ST(t) (2.65)
R′(t) = R(t)
S′(t) = 0.

Z předpokladu pozitivńı semidefinitnosti složené matice kritéria plyne pozitivńı semidefinit-
nost matice Q′(t). Proto můžeme při analýze vlastnost́ı Riccatiho rovnice bez újmy na
obecnosti předpokládat, že matice S(t) = 0.

2.4 Ustálené řešeńı Riccatiho rovnice

2.4.1 Vlastnosti ustáleného řešeńı Riccatiho rovnice

Ukázali jsme, že pro lineárńı časově proměnný diskrétńı systém

x(t+1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.66)

s počátečńım stavem x(0) = x0 má optimálńı ř́ızeńı minimalizuj́ıćı kritérium (2.18) tvar
časově proměnné stavové zpětné vazby

u(t) = −K(t)x(t), (2.67)
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kde optimálńı ześıleńı (nazývané též Kalmanovo ześıleńı)

K(t) =
[
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT (t)P (t+1)A(t) (2.68)

urč́ıme na základě matice P (t), kterou źıskáme řešeńım Riccatiho rovnice

P (t) = AT(t)P (t+1)A(t) + Q(t)− (2.69)

− AT (t)P (t+1)B(t)
[
R(t) + BT(t)P (t+1)B(t)

]−1
BT(t)P (t+1)A(t)

s koncovou podmı́nkou

P (N) = Q(N).

Předpokládejme nadále, že ř́ızený systém je časově invariantńı, tj. popsaný stavovou rovnićı

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) (2.70)

a rovněž matice kritéria jsou konstantńı (až na Q(N), které může být odlǐsné). Protože
posloupnost matic ześıleńı K(t) je časově proměnná, je výsledný zpětnovazebńı systém

x(t+1) = (A−BK(t))x(t) (2.71)

rovněž časově proměnný. Vlastnosti takového zpětnovazebńıho regulátoru je poměrně ob-
t́ıžné vyšetřovat a nav́ıc je k jeho implementaci potřebné uložit do paměti poč́ıtače celou
posloupnost matic K(t). Proto je d̊uležité zjistit, zda je možné časově proměnný kvadraticky
optimálńı regulátor nahradit regulátorem suboptimálńım, ale časově invariantńım.

Pozorováńım pr̊uběhu řešeńı Riccatiho rovnice zjist́ıme, že v mnoha př́ıpadech se řešeńı
P (t) pro rostoućı N−t bĺıž́ı jisté ustálené hodnotě P . Této ustálené hodnotě matice P pak
odpov́ıdá též ustálená hodnota ześıleńı

K =
[
R + BT PB

]−1
BT PA. (2.72)

Rovněž matice uzavřené regulačńı smyčky

x(t+1) = (A−BK)x(t) (2.73)

pak je konstantńı.
V odstavci 2.2 jsme ukázali, že pro kritérium optimality lze odvodit vztah (2.41).

Použit́ım vztahu (2.68) lze tento výraz upravit na tvar

J =
1
2
xT (0)P (0)x(0) + (2.74)

+
1
2

N−1∑
t=0

xT(t)
[
(A−BK(t))T P (t+1)(A−BK(t)) + KT(t)RK(t) + Q− P (t)

]
x(t).

Je-li ześıleńı určeno podle vztahu (2.68), je jádro kvadratických forem v (2.74) nulové a
hodnota kritéria je dána jako

J =
1
2
xT (0)P (0)x(0).
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V opačném př́ıpadě neńı ześıleńı optimálńı, jádro kvadratických forem v (2.74) je pozitivně
semidefinitńı (proč ?) a výsledná hodnota kritéria je větš́ı než optimálńı hodnota.

Předpokládejme nyńı, že prodlužujeme horizont optimalizace, tj. N →∞. Minimalizu-
jeme tedy kritérium

J =
1
2

∞∑
t=0

{
xT (t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t)

}
, (2.75)

kde váha koncového stavu je nulová. Jestliže posloupnost matic P (t) konverguje, pak pro
limitńı hodnotu

P = P (t) = P (t+1)

bude platit vztah

P = AT PA−AT PB
[
R + BT PB

]−1
BT PA + Q, (2.76)

který nazýváme algebraická Riccatiho rovnice. Je zřejmé, že každé limitńı řešeńı
diferenčńı Riccatiho rovnice muśı vyhovovat algebraické Riccatiho rovnici. Protože však
algebraická Riccatiho rovnice je maticová kvadratická rovnice, může mı́t obecně i daľśı
řešeńı, která nemusej́ı být symetrická a/nebo pozitivně semidefinitńı a nemohou tedy být
źıskána jako limitńı řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice. Proto se nyńı pokuśıme odpovědět
na následuj́ıćı otázky:

- za jakých podmı́nek existuje omezené ustálené řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice
(2.69) ?

- kdy je toto ustálené řešeńı nezávislé na volbě počátečńı podmı́nky diferenčńı Riccatiho
rovnice (2.70) ?

- kdy je matice uzavřené regulačńı smyčky odpov́ıdaj́ıćı limitńımu řešeńı diferenčńı
Riccatiho rovnice stabilńı ?

K formulaci odpověd́ı je vhodné nejprve definovat fiktivńı výstup ř́ızené soustavy

y(t) = CQx(t),

kde matice CQ je dána vztahem

CT
QCQ = Q. (2.77)

Základńı vlastnosti limitńıho řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice pak popisuj́ı nasleduj́ıćı
dvě věty.

Věta 2 (Existence limitńıho řešeńı.) Necht’ je dvojice (A,B) stabilizovatelná. Potom
pro počátečńı podmı́nku P (N) = 0 existuje pro N−t →∞ omezené limitńı řešeńı diferenčńı
Riccatiho rovnice P . Toto řešeńı je zároveň symetrickým pozitivně semidefinitńım řešeńım
algebraické Riccatiho rovnice.

Připomeňme, že systém je stabilizovatelný, jestliže všechny jeho nestabilńı módy jsou
dosažitelné. Postačuj́ıćı podmı́nkou pro stabilizovatelnost je tedy dosažitelnost systému (tj.
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dosažitelnost všech mód̊u systému), kterou lze jednoduše ověřit pomoćı matice dosažitel-
nosti.

Pro P (N) = 0 konverguje řešeńı Riccatiho rovnice monotónně, pro P (N) > 0 je řešeńı
Riccatiho rovnice nadále omezené, ale může oscilovat.

Souvislost mezi omezenost́ı limitńıho řešeńı a stabilizovatelnost́ı systému je celkem přiro-
zená: je-li některý nestabilńı mód systému nedosažitelný, pak nemůže být stabilizován zave-
deńım zpětné vazby od stavu systému a limitńı hodnota kritéria nebude pro některé volby
počátečńı podmı́nky P (N) (které zp̊usob́ı, že se tento nestabilńı mód projev́ı v kritériu)
omezená.

Jestliže je systém stabilizovatelný, pak naopak k dosažeńı stabilńı matice uzavřené
smyčky je třeba regulátor vhodnou volbou kritéria ,,donutit“, aby všechny nestabilńı módy
stabilizoval. Nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro stabilitu matice uzavřené smyčky shrnuje
tato věta:

Věta 3 (Stabilita uzavřené smyčky.) Necht’ CT
QCQ = Q ≥ 0, Q(N) ≥ 0 a R >

0. Potom dvojice (A,B) je stabilizovatelná a dvojice (CQ,A) je pozorovatelná právě
tehdy, když existuje pozitivně definitńı limitńı řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice, které je
zároveň jediným symetrickým pozitivně definitńım řešeńım algebraické Riccatiho rovnice a
odpov́ıdaj́ıćı matice uzavřené smyčky A−BK je asymptoticky stabilńı.

Základńı myšlenky d̊ukazu obou uvedených vět lze nalézt (pro řešeńı duálńıho problému
optimálńı filtrace) v kapitole 7.3.

Tato věta zaručuje existenci ześıleńı, pro které je matice A − BK asymptoticky sta-
bilńı. Optimálńı ř́ızeńı tedy převede libovolný počátečńı stav x(0) pro t → ∞ do počátku,
a protože hodnota kritéria je omezená a matice R > 0, je rovněž energie tohoto ř́ızeńı
omezená. K dosažeńı těchto vlastnost́ı optimálńıho ř́ızeńı stač́ı, aby též matice Q > 0.
Potom totiž má matice CQ plnou hodnost a dvojice (CQ,A) je vždy pozorovatelná.

Jestliže naopak dvojice (CQ,A) neńı pozorovatelná, pak existuje nepozorovatelný mód
této fiktivńı soustavy. Je-li tento mód soustavy, který neovlivňuje hodnotu kritéria, nesta-
bilńı, pak matice A−BK bude rovněž tento mód obsahovat a z̊ustane tedy nestabilńı. Je-li
naopak tento mód soustavy stabilńı, pak i tento mód matice A − BK bude stabilńı. Na
základě těchto úvah lze předpoklady uvedené věty oslabit na požadavek detekovatelnosti
dvojice (CQ,A). Limitńı řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice je však potom pouze pozitivně
semidefinitńı.

Nalezeńım kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı tedy můžeme za předpoklad̊u výše uvedené
věty stabilizovat libovolnou (v́ıcerozměrovou) soustavu. Všechny stabilizuj́ıćı regulátory,
které takto můžeme źıskat, jsou parametrizovány maticemi kritéria Q a R. Konkrétńı
volba těchto matic pak umožňuje ,,laděńı“ regulátoru z hlediska požadovaných vlastnost́ı
(přechodové a frekvenčńı charakteristiky, š́ı̌rka pásma, omezeńı vstupńıch veličin atp.).
Z inženýrského hlediska je proto kvadraticky optimálńı ř́ızeńı významné t́ım, že implic-
itně zajǐst’uje stabilitu regulačńıho obvodu a navrhovatel se může soustředit na dosažeńı
požadovaných vlastnost́ı systému.
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2.4.2 Metody výpočtu ustáleného řešeńı Riccatiho rovnice

Nejjednodušš́ı metodou nalezeńı limitńıho řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice je jej́ı it-
eračńı výpočet. Rychlost iteraćı můžeme zvýšit tak, že mı́sto řešeńı diferenčńı Riccatiho
rovnice řeš́ıme př́ımo problém minimalizace kritéria (2.74) na nekonečném horizontu za
předpokladu, že matice zpětné vazby K(t) je na celém horizontu optimalizace konstantńı.
K určeńı hodnoty kritéria tedy v každém kroku řeš́ıme Ljapunovovu rovnici a volbou K
hodnotu kritéria minimalizujeme. T́ımto postupem lze odvodit diskrétńı analogii tzv. Klein-
mannova algoritmu pro výpočet limitńıho řešeńı P , který lze popsat následuj́ıćımi kroky:

(i) zvoĺıme matici K(0) takovou, že matice A−BK(0) je stabilńı.

(ii) pro i = 0, 1, . . . urč́ıme matici P (i), která je řešeńım Ljapunovovy rovnice

(
A−BK(i)

)T
P (i)

(
A−BK(i)

)
− P (i) = −K(i)T RK(i) −Q.

(iii) urč́ıme ześıleńı

K(i+1) =
[
R + BT P (i)B

]−1
BT P (i)A

a pokračujeme bodem (ii) pro daľśı iteraci i = i+1.

Potom plat́ı P (i+1) ≥ P (i) a lim P (i) = P . Tento algoritmus má kvadratickou rychlost
konvergence, tj.∥∥∥P (i+1) − P

∥∥∥ ≤ c
∥∥∥P (i) − P

∥∥∥2
,

ale jeho nevýhodou je potřeba inicializace matićı, která vede na stabilńı matici uzavřené
regulačńı smyčky.

Existuje též možnost analytického řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice, která - kromě
ilustrace daľśıch zaj́ımavých vlastnost́ı Riccatiho rovnice - vede i na efektivńı možnost určeńı
limitńıho řešeńı.

Ukázali jsme, že pokud je A nesingulárńı, lze řešeńı problému kvadraticky optimálńıho
ř́ızeńı nalézt na základě řešeńı soustavy (2.28), kterou lze psát ve tvaru[

x(t)
λ(t)

]
= H

[
x(t+1)
λ(t+1)

]
, (2.78)

kde

H =

[
A−1 A−1BR−1BT

QA−1 AT + QA−1BR−1BT

]
(2.79)

je tzv. diskrétńı Hamiltonova matice. Řešeńı Riccatiho rovnice pak je určeno vlastńımi
č́ısly a vlastńımi vektory Hamiltonovy matice takto: označme

J =

[
0 I
−I 0

]
. (2.80)
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Pro inverzi této matice plat́ı

J−1 = −J . (2.81)

Př́ımým dosazeńım lze ukázat, že Hamiltonova matice vyhovuje rovnici

HT JH = J . (2.82)

Matice s touto vlastnost́ı nazýváme symplektické matice. Na základě (2.82) lze nalézt
jednoduchý vztah pro inverzi matice H. Pokud tato inverze existuje, plat́ı

HT J = JH−1

a odtud

H−1 = −JHT J .

Dostaneme tak inverzi Hamiltonovy matice

H−1 =

[
A+A−1BR−1BT A−T Q −BR−1BT A−T

−A−T Q A−T

]
, (2.83)

kde A−T = (A−1)T a vzhledem k symetrii QT = Q a RT = R. Daľśı významnou vlastnost́ı
matice H je skutečnost, že je-li λ nenulové vlastńı č́ıslo matice H, je také 1/λ vlastńım
č́ıslem této matice. Abychom tuto vlastnost ukázali, předpokládejme, že λ je vlastńı č́ıslo a
v = [vT

1 ,vT
2 ]T vlastńı vektor matice H. Podle definice tedy plat́ı[

A−1 A−1BR−1BT

QA−1 AT + QA−1BR−1BT

] [
v1

v2

]
= λ

[
v1

v2

]
.

Tuto soustavu rovnic můžeme přerovnat na tvar[
AT +QA−1BR−1BT −QA−1

−A−1BR−1BT A−1

] [
v2

−v1

]
= λ

[
v2

−v1

]
,

kde matice na levé straně rovnice je právě transponovaná inverze Hamiltonovy matice H−T .
Z této rovnice plyne, že λ je rovněž vlastńım č́ıslem matice H−T , a tedy i vlastńım č́ıslem
matice H−1. Odtud plyne, že 1/λ je vlastńım č́ıslem matice H, což jsme chtěli ukázat.

Vlastńı č́ısla matice H tedy tvoř́ı dvojice {λi, 1/λi} a můžeme je tedy uspořádat do
diagonálńı matice

Λ =

[
Λ0

Λ−1
0

]
,

kde matice Λ0 obsahuje na diagonále nestabilńı vlastńı č́ısla |λi | > 1 a matice Λ−1
0 ob-

sahuje naopak pouze stabilńı vlastńı č́ısla |λi | < 1. Pro takto definovanou matici Λ existuje
regulárńı matice W tvořená (po sloupćıch) odpov́ıdaj́ıćımi vlastńımi vektory matice H
taková, že plat́ı

W−1HW = Λ.
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Použijeme-li tuto matici W k transformaci proměnných v diferenčńı rovnici (2.78)[
x(t)
λ(t)

]
= W

[
z(t)
µ(t)

]
=

[
W 11 W 12

W 21 W 22

] [
z(t)
µ(t)

]
,

potom rovnice (2.78) v transformovaných souřadnićıch bude

W

[
z(t)
µ(t)

]
= HW

[
z(t+1)
µ(t+1)

]
,

a tedy[
z(t)
µ(t)

]
= W−1HW

[
z(t+1)
µ(t+1)

]
= Λ

[
z(t+1)
µ(t+1)

]
. (2.84)

Řešeńı této rovnice s diagonálńı matićı Λ urč́ıme snadno jako[
z(t)
µ(t)

]
=

[
Λ(N−t)

0

Λ−(N−t)
0

] [
z(N)
µ(N)

]
. (2.85)

Protože matice Λ(N−t)
0 pro rostoućı N−t diverguje, přeṕı̌seme rovnici (2.85) na tvar[

z(N)
µ(t)

]
=

[
Λ−(N−t)

0

Λ−(N−t)
0

] [
z(t)
µ(N)

]
. (2.86)

Koncové podmı́nky netransformované rovnice

λ(N) = P (N)x(N)

dostaneme podle (2.78) jako

W 21z(N) + W 22µ(N) = P (N)(W 11z(N) + W 21µ(N))

a odtud plyne

µ(N) = Tz(N), (2.87)

kde transformačńı matice T je dána vztahem

T = −(W 22 − P (N)W 12)
−1(W 21 − P (N)W 11). (2.88)

Podle (2.86) plat́ı

µ(t) = Λ−(N−t)
0 µ(N)

= Λ−(N−t)
0 Tz(N)

= Λ−(N−t)
0 TΛ−(N−t)

0 z(t),

a tedy pro všechna t = 0, 1, . . . plat́ı

µ(t) = T (t)z(t), (2.89)

kde trasformačńı matice je

T (t) = Λ−(N−t)
0 TΛ−(N−t)

0 . (2.90)
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Našli jsme tedy analytické vztahy pro řešeńı rovnice (2.78) v transformovaných souřadnićıch
a z nich jsme odvodili matici popisuj́ıćı jejich vzájemný vztah. V netransformovaných
souřadnićıch popisuje tento vztah právě matice P (t), která je hledaným řešeńım Riccatiho
rovnice. Proto toto řešeńı lze źıskat zpětnou transformaćı (2.90). Podle (2.86) můžeme vztah

λ(t) = P (N)x(t)

přepsat jako

W 21z(t) + W 22µ(t) = P (t)(W 11z(t) + W 21µ(t))

a odtud dosazeńım (2.89) dostaneme

(W 21 + W 22T (t))z(t) = P (t)(W 11 + W 21T (t))z(t).

Tato rovnost muśı platit pro všechny počátečńı podmı́nky, a tedy i pro všechny trajektorie
z(t). Muśı tedy platit též

W 21 + W 22T (t) = P (t)(W 11 + W 21T (t))

a odtud plyne hledaný vztah

P (t) = (W 21 + W 22T (t))(W 11 + W 21T (t))−1. (2.91)

Analytické řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice pro libovolnou koncovou podmı́nku P (N) =
Q(N) je tedy dáno rovnicemi (2.88), (2.90) a (2.91).

Významnou vlastnost́ı tohoto řešeńı je, že pro N−t →∞ plat́ı pro nestabilńı matici Λ0

lim
N−t→∞

Λ−(N−t)
0 = 0,

a tedy také

lim
N−t→∞

T (t) = 0.

Jestliže tedy existuje limitńı řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice, pak toto řešeńı můžeme
źıskat jako

P = lim
T (t)→0

(W 21 + W 22T (t))(W 11 + W 21T (t))−1 = W 21W
−1
11 . (2.92)

K źıskáńı limitńıho řešeńı Riccatiho rovnice tedy stač́ı nalézt vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı
nestabilńım vlastńım č́ısl̊um matice H, které tvoř́ı matici

W− =

[
W 11

W 21

]
.

Tento postup lze zobecnit i na systémy se singulárńı matićı A (např. pro systémy s do-
pravńım zpožděńım), kde mı́sto s vlastńımi č́ısly matice H pracujeme se zobecněnými
vlastńımi č́ısly tzv. maticové tužky (matrix pencil) (Pappas a daľśı, 1980). Pro dvojici
matic v rovnici (2.26) jsou tato zobecněná vlastńı č́ısla definována vztahem

det

([
I B(t)R−1(t)BT (t)
0 AT (t)

]
− λ

[
A(t) 0
−Q(t) I

])
= 0.
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Všimněte si, že je-li některá z těchto matic regulárńı, lze tento vztah převést na standardńı
definici vlastńıho č́ısla matice. Tento postup též nahrazuje výpočet transformace do Jor-
danova kanonického tvaru, který je numericky málo robustńı, výpočtem zobecněné Schurovy
QZ faktorizace, která má podstatně lepš́ı numerické vlastnosti.

2.5 Frekvenčńı vlastnosti LQ regulátoru

Klasické metody návrhu zpětnovazebńıch obvod̊u specifikuj́ı žádané vlastnosti regulačńıho
obvodu pomoćı jeho frekvenčńı charakteristiky (š́ı̌rka pásma, amplitudová a fázová bezpeč-
nost) nebo polohy pól̊u uzavřené regulačńı smyčky (absolutńı a relativńı tlumeńı). Vlastnosti
limitńıho kvadraticky optimálńıho regulátoru, který je časově invariantńı, lze rovněž popsat
t́ımto zp̊usobem. Ukážeme, jak pro kvadraticky optimálńı regulátor lze odvodit vztah pro
zpětnou diferenci regulačńı smyčky a s jeho využit́ım naj́ıt jednoduché vztahy pro fázovou a
amplitudovou bezpečnost. Ukážeme též, jak limitńı řešeńı Riccatiho rovnice souviśı s úlohou
spektrálńı faktorizace, pomoćı které můžeme úlohu nalezeńı kvadraticky optimálńıho
regulátoru převést na úlohu umı́stěńı pól̊u uzavřené regulačńı smyčky.

Uvažujme limitńı LQ regulátor daný rovnićı

x(t+1) = (A−BK)x(t),

kde K je limitńı hodnota Kalmanova ześıleńı. Je-li dvojice (CQ, A) detekovatelná a dvojice
(A, B) dosažitelná, pak takový regulátor existuje a matice A−BK je stabilńı.

Vytkneme-li z výrazu pro charakteristický polynom uzavřené smyčky výraz zI −A,
dostaneme

∆cl(z) = det(zI −A + BK)

= det
(
(zI−A)(I + (zI−A)−1BK)

)
= det(zI−A) det(I + (zI−A)−1BK),

a využijeme-li vlastnost determinantu

det(I+XY ) = det(I+Y X),

dostaneme

∆cl(z) = det(zI−A) det(I + K(zI−A)−1B). (2.93)

Přitom determinant det(zI−A) je charakteristický polynom otevřené smyčky

∆(z) = det(zI−A) (2.94)

a výraz K(zI−A)−1B je přenos otevřené smyčky stavového regulátoru na obr. 2.1, přerušené
na vstupu ř́ızené soustavy. Výraz

I + K(zI−A)−1B,

který hraje roli ,,jmenovatele“ přenosu uzavřené smyčky, pak nazýváme zpětná diference.
K źıskáńı daľśıho výsledku použijeme identitu

P −AT PA = (z−1I−A)T P (zI−A) + AT P (zI−A) + (z−1I−A)T PA,
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Obrázek 2.1: Kvadraticky optimálńı regulátor

kterou lze dokázat př́ımým výpočtem. Z algebraické Riccatiho rovnice použit́ım této identity
dostaneme

(z−1I−A)T P (zI−A) + AT P (zI−A) + (z−1I−A)T PA + KT
(
BT PB + R

)
K = Q.

Vynásob́ıme-li tuto rovnici zleva výrazem BT (z−1I−A)−T , zprava výrazem (zI−A)−1B
a přičteme-li k oběma stranám matici R, dostaneme

BT PB + BT (z−1I−A)−T AT PB + BT PA(zI−A)−1B

+ BT (z−1I−A)−T KT (BT PB + R)K(zI−A)−1B + R

= BT (z−1I−A)−T Q(zI−A)−1B + R.

Využijeme-li rovnosti

KT (BT PB + R) = AT PB,

která plyne př́ımo z definice Kalmanova ześıleńı, můžeme levou stranu faktorizovat a
dostaneme identitu[

I + K(z−1I−A)−1B
]
(BT PB + R)

[
I + K(zI−A)−1B

]T
(2.95)

= BT (z−1I−A)−T Q(zI−A)−1B + R .

Tento vztah popisuje vlastnosti zpětné diference otevřené regulačńı smyčky.
V př́ıpadě spojitého kvadraticky optimálńıho regulátoru pro jednorozměrný systém má

regulačńı smyčka amplitudovou bezpečnost v intervalu 〈1/2,∞) a fázovou bezpečnost 60
stupň̊u (Anderson a Moore, 1990) . Tyto vlastnosti ukazuj́ı, že spojité LQ ř́ızeńı má velmi
dobré vlastnosti z hlediska citlivosti a robustnosti. Ukážeme, jak lze tyto vlastnosti popsat
v př́ıpadě diskrétńıho regulátoru. Intuitivně je zřejmé, že vzhledem k diskrétńımu charakteru
vstupu nemůže mı́t diskrétńı regulačńı obvod nekonečnou amplitudovou bezpečnost.

Uvažujme jednorozměrný systém a matice kvadratického kritéria Q = ccT a r = 1.
Potom lze rovnici (2.95) přepsat jako[

1 + kT (z−1I−A)−1b
]
(1 + bT Pb)

[
1 + kT (zI−A)−1b

]T
(2.96)
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= 1 + bT (z−1I−A)−T Q(zI−A)−1b

a odtud∣∣∣ 1 + kT (zI−A)−1b
∣∣∣2 (1 + bT Pb) = 1 +

∣∣∣ cT (zI−A)−1b
∣∣∣2 . (2.97)

Protože
∣∣∣ cT (zI−A)−1b

∣∣∣2 ≥ 0, plyne odtud∣∣∣ 1 + kT (zI−A)−1b
∣∣∣2 ≥ 1

1 + bT Pb
,

a tedy pro z = ejωTs dostaneme∣∣∣ 1 + kT (ejωTsI−A)−1b
∣∣∣ ≥ γ, (2.98)

kde

γ =
1√

1 + bT Pb
. (2.99)

To znamená, že frekvenčńı charakteristika otevřené smyčky se vyhýbá kružnici se středem
v kritickém bodě −1 a poloměrem γ, znázorněné na obr. 2.2. Podle kruhového kritéria
má tedy regulátor amplitudovou bezpečnost s konečným rozsahem 〈 1

1+γ , 1
1−γ 〉 a určeńım

bodu, ve kterém jednotková kružnice protne tuto γ-kružnici (bod A na obr. 2.2), lze ukázat,
že fázová bezpečnost bude mı́t hodnotu ϕ = arcsin γ. Lze ukázat, že při nevhodné volbě vah
kritéria a/nebo periody vzorkováńı může být hodnota γ libovolně malá. Naopak vhodnou
volbou periody vzorkováńı a matic vah kritéria lze dosáhnout hodnoty γ → 1, tj. vlastnost́ı
srovnatelných se spojitým regulátorem (Anderson a Moore, 1990).
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Obrázek 2.2: Fázová a amplitudová bezpečnost LQ regulátoru

Využit́ım vztahu (2.93) dostaneme z (2.95) tzv. Chang-Letovovu rovnici

∆cl(z)∆cl(z−1) =
det(HT (z−1)H(z) + R)∆(z)∆(z−1)

det(BT PB + R)
, (2.100)

kde pro Q = CT C

H(z) = C(zI −A)−1B.

Tento přenos a charakteristický polynom otevřené smyčky jsou dány pouze vlastnostmi
systému a volbou matic kritéria. Výraz na pravé straně je symetrickým polynomem (jeho
jmenovatel je pouze normalizačńı konstanta a neovlivńı polohu jeho kořen̊u). Protože v́ıme,
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že charakteristický polynom uzavřené smyčky ∆cl(z) muśı být stabilńı, můžeme z (2.100)
určit výběrem stabilńıch kořen̊u tohoto symetrického polynomu př́ımo žádané póly uzavřené
smyčky a převézt tak pro dosažitelné systémy (kdy v přenosu (zI −A)−1B nedocháźı ke
kráceńı nul a pól̊u) úlohu kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı na úlohu umı́stěńı pól̊u.

Pro jednorozměrné systémy s kritériem Q = ccT nav́ıc plat́ı

H(z) = cT (zI −A)−1b = cT n(z)
∆(z)

,

kde n(z) je sloupcový vektor přenosu mezi vstupem a stavem systému. Rovnici (2.100) pak
lze psát jako

∆cl(z)∆cl(z−1) =
nT (z−1)Qn(z) + r∆(z)∆(z−1)

bT Pb + r
. (2.101)

Kořeny pravé strany (2.101) jsou právě nulové body výrazu

1 +
1
r

nT (z−1)Qn(z)
∆(z)∆(z−1)

. (2.102)

Chceme-li vyšetřit závislost polohy pól̊u kvadraticky optimálńıho regulátoru na volbě vah
kritéria, lze využ́ıt podobnosti tohoto výrazu se vztahem použ́ıvaným v klasické metodě geo-
metrického mı́sta kořen̊u. Je známo, že při změně ześıleńı K se pohybuj́ı póly uzavřené
smyčky, tj. kořeny

1 + K Gol(z) = 0

od pól̊u otevřené smyčky k nulám otevřené smyčky (s uvažováńım nul v nekonečnu).
Proto póly pi kvadraticky optimálńıho regulátoru se při změně hodnoty 1/r od nuly do
nekonečna budou pohybovat od stabilńıch pól̊u součinu H(z−1)H(z) k jeho stabilńım nulám.
Při vyhodnocováńı tohoto geometrického mı́sta kořen̊u je d̊uležité si uvědomit, že př́ıslušné
nestabilńı póly 1/pi se pohybuj́ı po trajektoríıch symetrických vzhledem k jednotkové kruž-
nici. Pro pól nebo nulu lež́ıćı na jednotkové kružnici je třeba tyto symetrické trajekto-
rie uvažovat, abychom źıskali jejich správné násobnosti, které jsou rozhoduj́ıćı pro určeńı
asymptot trajektoríı, které vycházej́ı z pólu nebo nuly. Polohu nul (tj. limitńı polohu pól̊u
uzavřené smyčky) přitom můžeme měnit volbou matice kritéria Q = ccT a polohu pól̊u
uzavřené smyčky na dráze od pól̊u otevřené smyčky k nulám otevřené smyčky můžeme
nastavit volbou ,,ześıleńı“ 1/r.
Poznámka: Kromě uvedené souvislosti mezi volbou matic kritéria a vlastnostmi uzavřené
smyčky lze využ́ıt při volbě kritéria i následuj́ıćı úvahy. Volba vah ovlivňuje amplitudy
jednotlivých signál̊u v regulačńım obvodu. Proto jako počátečńı iteraci můžeme volit matice
kritéria diagonálńı. Velikost diagonálńıch prvk̊u pak urč́ıme tak, že 1/qi je úměrné maximálńı
př́ıpustné středńı kvadratické hodnotě stavu xi a 1/ri je úměrné maximálńı př́ıpustné středńı
kvadratické hodnotě ui. Jestliže některé lineárńı kombinace stav̊u a/nebo vstup̊u nabývaj́ı
nepřiměřeně velkých hodnot, rozš́ı̌ŕıme v daľśıch iteraćıch matice kritéria o dyády qidqiq

T
i ,

popř. ridrir
T
i , kde 1/dqi, popř. 1/dri, je úměrné maximálńı př́ıpustné středńı kvadratické

hodnotě qT
i x, popř. rT

i u.
Existuje také možnost volit matice kritéria frekvenčně závislé, č́ımž inženýr, který

navrhuje regulátor, źıská daľśı ,,stupně volnosti“. Tento postup může být užitečný např.
pro systémy s ostrými rezonancemi, jejichž potlačeńı neńı s př́ıpustnou amplitudou ř́ızeńı
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možné. Volbou frekvenčně závislé matice R lze pak dosáhnout zvýšeńım vah v oblasti
rezonance sńıžeńı energie ř́ızeńı v této části spektra. Kmitavé módy pak alespoň nej-
sou vstupńım signálem vybuzovány. Podobně lze potlačit energii ř́ızeńı v oblasti (typicky
vysokých) frekvenćı, kde je naše znalost modelu nepřesná. Tak lze v některých př́ıpadech
zlepšit vlastnosti otevřené smyčky z hlediska citlivosti a robustnosti. Naopak sńıžeńım vah
v oblasti ńızkých frekvenćı źıskáme ř́ızeńı integračńıho charakteru. Frekvenčně závislých
vah lze dosáhnout rozš́ı̌reńım systému o tvarovaćı filtry šumu (Anderson a Moore, 1990).
V kritériu jsou váženy výstupy těchto filtr̊u. Výsledný regulátor pak neńı dán statickou
zpětnou vazbou od stavu systému, ale je rovněž dynamický. 2

2.6 Úloha kvadraticky optimálńıho sledováńı

V předchoźıch odstavćıch jsme řešili úlohu nalézt kvadraticky optimálńı regulátor, který
optimálńım zp̊usobem převede systém z libovolného stavu do počátku souřadného systému.
Nyńı budeme formulovat a řešit obecněǰśı úlohu o sledováńı, kdy výstup systému má
sledovat předepsanou referenčńı trajektorii. Ukážeme, že řešeńı této úlohy záviśı na tom,
jakým zp̊usobem je tato referenčńı trajektorie definována.

Předpokládejme nejprve, že referenčńı trajektorie je generována lineárńım dynamickým
systémem jako odezva na jeho počátečńı podmı́nky, přičemž tyto počátečńı podmı́nky mo-
hou být libovolné. Referenčńı trajektorie tedy může být libovolný signál z dané tř́ıdy signál̊u.
Např́ıklad pro referenčńı signál ve tvaru skoku s libovolnou amplitudou je takovým systémem
sumátor (diskrétńı integrátor), pro referenčńı signál ve tvaru rampy je takovým systémem
dvojitý sumátor a podobně. Přivedeme-li na vstup takového systému vhodně zvolený im-
puls, dojde ke změně ,,počátečńıch podmı́nek“ pro daľśı část odezvy. Při návrhu optimálńıho
ř́ızeńı obvykle předpokládáme, že k této impulsńı změně počátečńıch podmı́nek během hori-
zontu optimalizace nedojde. Tuto tř́ıdu úloh nazýváme úloha o optimálńım servomecha-
nismu. Chceme-li, aby výstup systému sledoval odezvu jiného dynamického systému, který
budeme nazývat model, na referenčńı signál výše uvedených vlastnost́ı, dostaneme tř́ıdu
úloh nazývanou úloha o optimálńım sledováńı modelu. Zahrneme-li model do generátoru
reference, jsou obě úlohy totožné.

Druhým možným př́ıstupem je, že referenčńı trajektorie je dána předem jako známá
funkce času na celém horizontu optimalizace. Typickým př́ıpadem jsou tzv. dávkové procesy
v chemickém pr̊umyslu, programové ř́ızeńı teploty a podobně. V tomto př́ıpadě hovoř́ıme
o úloze o programovém ř́ızeńı.

Upozorněme ještě, že použitá terminologie neńı v literatuře zcela jednotná. Zásadńı
rozd́ıl mezi oběma těmito př́ıstupy vyplyne z následuj́ıćıch odstavc̊u.

2.6.1 Kvadraticky optimálńı servomechanismus

Předpokládejme, že je dán lineárńı časově invariantńı diskrétńı systém

x1(t+1) = A1x1(t) + B1u(t) (2.103)
y(t) = C1x1(t) + D1u(t),
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kde y(t) je m-rozměrný výstup, a generátor referenčńıho signálu r(t) ve tvaru

x2(t+1) = A2x2(t) (2.104)
r(t) = C2x2(t).

Jestliže výstup systému má na zvoleném horizontu délky N sledovat referenčńı signál, je
přirozené definovat kvadratické kritérium optimality ve tvaru

J =
1
2
xT (N)Q′(N)x(N) +

1
2

N−1∑
t=0

{
eT (t)Q′e(t) + uT(t)R′u(t)

}
, (2.105)

kde Q′ a R′ jsou pozitivně definitńı matice a

e(t) = r(t)− y(t) (2.106)

je regulačńı odchylka. Pro zjednodušeńı následuj́ıćıch úvah předpokládejme, že matice
C1 má hodnost m, to znamená, že výstupy ř́ızeného systému mohou nabývat vzájemně
nezávislých hodnot, a dvojice (C2,A2) je pozorovatelná, tj. generátor referenčńıho signálu
je systém minimálńıho řádu, který může generovat požadovanou trajektorii.

Zřejmě plat́ı

e(t) = r(t)− y(t) = C2x2(t)−C1x1(t)−D1u(t)

a zavedeme-li rozš́ı̌rený systém

x(t+1) =

[
A1 0
0 A2

]
x(t) +

[
B1

0

]
u(t) (2.107)

se stavem

x(t) =

[
x1(t)
x2(t)

]
,

dostaneme

e(t) =
[
−C1 C2

]
x(t)−D1u(t). (2.108)

Kritérium optimality pak lze upravit na tvar

J =
1
2
xT (N)Q(N)x(N) +

N−1∑
t=t0

1
2

[
xT(t) uT(t)

] [ Q S

ST R

] [
x(t)
u(t)

]
, (2.109)

kde matice kritéria má strukturu[
Q S

ST R

]
=

 Q11 Q12 S1

Q21 Q22 S2

ST
1 ST

2 R


s prvky

Q11 = CT
1 Q′C1

Q12 = −CT
1 Q′C2

Q21 = −CT
2 Q′C1
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Q22 = CT
2 Q′C2

S1 = CT
1 Q′D1

S2 = −CT
2 Q′D1

R = DT
1 Q′D1 + R′.

Vzhledem k tomu, že výstupńı rovnice diskrétńıho lineárńıho systému (2.103) obecně
zahrnuje i př́ımou vazbu mezi vstupem a výstupem, tj. obsahuje nenulový člen Du(t),
jsou v kritériu (2.109) nenulové kř́ıžové členy S.

T́ımto postupem jsme převedli úlohu na problém kvadraticky optimálńıho regulátoru,
který jsme vyřešili v odstavci 2.3. Odtud plyne, že optimálńı regulátor tedy bude mı́t tvar
časově proměnné stavové zpětné vazby

u(t) = −K(t)x(t),

kde optimálńı (Kalmanovo) ześıleńı bude

K(t) =
(
R + BT P (t+1)B

)−1 (
ST + BT P (t+1)A

)
. (2.110)

Toto ześıleńı urč́ıme na základě matice P (t), kterou źıskáme řešeńım Riccatiho rovnice

P (t) = (A−BK(t))T P (t+1)(A−BK(t)) + KT(t)RK(t) + Q (2.111)

s koncovou podmı́nkou

P (N) = Q(N) =

[
Q′(N) 0

0 0

]
.

Rozděĺıme-li matici P na bloky odpov́ıdaj́ıćı složkám stavu x1(t) a x2(t)

P (t) =

[
P 11(t) P 12(t)
P 21(t) P 22(t)

]
a podobně rozděĺıme i matici ześıleńı

K(t) =
[

K1(t) K2(t)
]
,

můžeme optimálńı zákon ř́ızeńı psát ve tvaru

u(t) = −K1(t)x1(t)−K2(t)x2(t), (2.112)

kde jednotlivá ześıleńı budou podle (2.110) a (2.107)

K1(t) =
(
R + BT

1 P 11(t+1)B1

)−1 (
ST

1 + BT
1 P 11(t+1)A1

)
(2.113)

K2(t) =
(
R + BT

1 P 11(t+1)B1

)−1 (
ST

2 + BT
1 P 12(t+1)A2

)
.

Tato ześıleńı závisej́ı pouze na hodnotách blok̊u P 11 a P 12. Pro tyto bloky dostaneme
z Riccatiho rovnice (2.111) rekurentńı vztahy

P 11(t) = (A1 −B1K1(t))
T P 11(t+1)(A1 −B1K1(t)) + (2.114)

+ KT
1(t)RK1(t) + Q11

P 12(t) = (A1 −B1K1(t))
T (P 12(t+1)A2 − P 11(t+10)B1K2(t)) +
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+ KT
1(t)RK2(t) + Q12

s koncovými podmı́nkami

P 11(N) = Q(N)
P 12(N) = 0.

Regulátor, znázorněný na obrázku 2.3, lze tedy rozdělit na zpětnovazebńı část a
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Obrázek 2.3: Kvadraticky optimálńı servomechanismus

př́ımovazebńı část. Ze vztah̊u (2.113) a (2.114) je patrné, že zpětnovazebńı část regulátoru
je nezávislá na vlastnostech generátoru referenčńıho signálu a jej́ı ześıleńı (a právě tak
odpov́ıdaj́ıćı část Riccatiho rovnice) je totožné s optimálńım ześıleńım v úloze optimálńı
regulace (do počátku). Př́ımovazebńı část regulátoru pak vyžaduje, aby byly měřitelné též
všechny stavy generátoru referenčńıho signálu. V př́ıpadě sledováńı konstantńı reference
však je situace zjednodušena t́ım, že hodnota stavu je pro C2 = 1 totožná s hodnotou
výstupu.

Roste-li horizont optimalizace, pak řešeńı Riccatiho rovnice pro blok P 11 konverguje za
podmı́nek uvedených v odstavci 2.4 ke konstantńı matici a zpětnovazebńı část regulátoru
je časově invariantńı. Pokuśıme se nyńı naj́ıt odpověd’ na otázku, zda i hodnota kritéria a
signály v regulačńım obvodu z̊ustanou omezené. Je zřejmé, že pro Q′ > 0 a R′ > 0 může být
hodnota kritéria omezená pouze tehdy, když jak ustálená regulačńı odchylka, tak ustálená
hodnota vstupu budou nulové. Pro nestabilńı referenčńı signál to však nelze dosáhnout
obecně a je třeba, aby platil tzv. princip vnitřńıho modelu (internal model principle)
(Francis a Wonham, 1976). K odvozeńı tohoto principu lze doj́ıt následuj́ıćı úvahou. Odezvy
generátoru referenčńıho signálu r(t) i ř́ızeného systému y(t) jsou lineárńı kombinaćı geomet-
rických řad λt

1i, λt
2i, kde λ1i, λ2i jsou vlastńı č́ısla systému a generátoru referenčńıho signálu.

Koeficienty těchto lineárńıch kombinaćı závisej́ı na počátečńıch podmı́nkách. Jestliže pro
Q′ > 0 a R′ > 0 má být hodnota kritéria omezená, pak pro t →∞ muśı platit e(t) → 0 a
zároveň u(t) → 0. Muśı tedy existovat taková transformace stav̊u x1(t) a x2(t), že trans-
formovaná matice A2 je rozdělena na nestabilńı blok A2− a stabilńı blok A2+ a zároveň
matice A1 obsahuje tento nestabilńı blok matice A2. Muśı tedy platit

A1 =

[
A2− ×

0 ×

]
, A2 =

[
A2− 0

0 A2+

]
. (2.115)
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Nav́ıc po odezněńı všech stabilńıch mód̊u muśı platit y(t) = r(t) při u(t) = 0, a tedy
výstupńı matice musej́ı mı́t tvar

C1 =
[

kC2− ×
]

, C2 =
[

C2− C2+

]
, (2.116)

kde k je vhodná konstanta. V této soustavě souřadnic pak lze psát[
x1−(t+1)
x1+(t+1)

]
=

[
A2− ×

0 ×

] [
x1−(t)
x1+(t)

]
+

[
B1−
B1+

]
u(t) (2.117)[

x2−(t+1)
x2+(t+1)

]
=

[
A2− 0

0 A2+

] [
x2−(t)
x2+(t)

]
.

Potom pro vhodně nastavené počátečńı podmı́nky nestabilńıch mód̊u x1−(t0), x2−(t0) v čase
t0 a nulové počátečńı podmı́nky stabilńıch mód̊u x1+(t0), x2+(t0) (toto nastaveńı zajist́ı pro
t0 →∞ regulátor, pokud je regulačńı obvod stabilńı) plat́ı pro (t−t0) → 0

e(t) = C2−A
(t−t0)
2− x2−(t0)− kC2−A

(t−t0)
2− x1−(t0) = 0.

Tyto úvahy lze shrnout do následuj́ıćı věty.

Věta 4 (Princip vnitřńıho modelu) Uvažujme úlohu o servomechanismu, kde generá-
tor referenčńıho signálu obsahuje nestabilńı módy. Potom existuje zpětnovazebńı regulátor
ve tvaru (2.112) takový, že pro t → ∞ plat́ı e(t) → 0 a zároveň u(t) → 0, jestlǐze existuje
transformace souřadnic taková, že plat́ı (2.115) a (2.116).

Poznamenejme, že uvedený regulátor nemuśı být právě regulátor kvadraticky optimálńı, ale
jakýkoli regulátor stabilizuj́ıćı soustavu, źıskaný např. metodou umı́stěńı pól̊u.

Dokonč́ıme nyńı úvahu o konvergenci pro kvadraticky optimálńı regulátor. Plat́ı-li
rovnice (2.117), lze (2.103) a (2.104) z hlediska kritéria (2.105) spojit do soustavy xe−(t+1)

x1+(t+1)
x2+(t+1)

 =

 A2− × 0
0 × 0
0 0 A2+


 xe−(t)

x1+(t)
x2+(t)

+

 B1−
B1+

0

u(t)

e(t) =
[

kC2− × C2+

]  xe−(t)
x1+(t)
x2+(t)

+ Du(t),

kde

xe−(t) = x1−(t)− 1/kx2−(t).

Potom je-li dvojice (A1,B1) stabilizovatelná, je i tento systém stabilizovatelný (nebot’ je
rozš́ı̌reńım této dvojice o matici A2+, která je stabilńı). Kritérium (2.105) pak je kvadrat-
ickou formou stavu xe−(t) a ř́ızeńı u(t) a úloha je převedena na problém regulátoru, tj.
podmı́nky pro omezenou hodnotu kritéria jsou dány větami v odstavci 2.4. Přitom je
třeba provést modifikaci stavového popisu a kritéria podle odstavce 2.3, nebot’ uvedené
věty vyžadovaly nulové kř́ıžové členy v kritériu.

V př́ıpadě sledováńı konstantńıho referenčńıho signálu lze dosáhnout splněńı podmı́nek
daných principem vnitřńıho modelu - pokud jim ř́ızená soustava sama nevyhovuje -
jednoduchým rozš́ı̌reńım ř́ızené soustavy o integrátory na jej́ıch vstupech nebo výstupech.



66 KAPITOLA 2. KVADRATICKY OPTIMÁLNÍ ŘÍZENÍ

2.6.2 Kvadraticky optimálńı programové ř́ızeńı

Výchoźı předpoklady úlohy programového ř́ızeńı se lǐśı v popisu referenčńıho signálu.
Uvažujme opět ř́ızený systém popsaný jako lineárńı časově invariantńı diskrétńı systém
(zobecněńı na časově proměnný systém je př́ımočaré)

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) (2.118)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

s m-rozměrným výstupem y(t). Referenčńı signál r(t) předpokládáme známý na horizontu
optimalizace t = 0, . . . , N−1. Budeme opět hledat ř́ızeńı, které bude minimalizovat kritérium

J =
1
2
xT (N)Q(N)x(N) +

1
2

N−1∑
t=0

{
eT (t)Q′e(t) + uT(t)R′u(t)

}
, (2.119)

kde Q′ a R′ jsou pozitivně semidefinitńı matice a

e(t) = r(t)− y(t) (2.120)

je regulačńı odchylka. Pro zjednodušeńı opět předpokládejme, že matice C má hodnost
m, to znamená, že výstupy ř́ızeného systému mohou nabývat vzájemně nezávislých hodnot.
Ukážeme, že k optimalizaci tohoto kritéria lze použ́ıt dynamického programováńı. Postup
optimalizace je shodný s postupem podrobně popsaným v odstavci 2.3, pouze k zahrnut́ı
vlivu nenulového referenčńıho signálu do optimálńı hodnoty kritéria je třeba předpokládat,
že optimálńı hodnota ztrátové funkce (2.52) má obecněǰśı tvar

V ∗(x(t), t) =
1
2

(
xT(t)P (t)x(t) + xT(t)p(t) + pT(t)x(t) + q(t)

)
. (2.121)

Tento předpoklad nyńı dokážeme indukćı. Podle (2.51) v čase t = N plat́ı

P (N) = Q(N) , p(N) = 0 , q(N) = 0. (2.122)

Předpokládejme dále, že v čase t+1 plat́ı

V ∗(x(t+1), t+1) =
1
2

(
xT(t+1)P (t+1)x(t+1) + xT(t+1)p(t+1)

+ pT(t+1)x(t+1) + q(t+1)
)

.

Potom rovnici (2.50), popisuj́ıćı jeden krok algoritmu dynamického programováńı, můžeme
psát jako

V ∗(x(t), t) = min
u(t)

{1
2
eT (t)Q′e(t) +

1
2
uT(t)R′u(t) + V ∗(x(t+1), t+1)

}
= (2.123)

= min
u(t)

1
2

{
(Cx(t) + Du(t))T Q′(Cx(t) + Du(t)) +

+ uT(t)R′u(t) +
+ (A(t)x(t) + B(t)u(t))T P (t+1)(A(t)x(t) + B(t)u(t)) +
+ (A(t)x(t) + B(t)u(t))T p(t+1) +

+ pT(t+1)(A(t)x(t) + B(t)u(t)) + q(t+1)
}
.



2.6. ÚLOHA KVADRATICKY OPTIMÁLNÍHO SLEDOVÁNÍ 67

Označ́ıme-li

Q = CT Q′C

R = DT Q′D + R′

S = CT Q′D,

lze kvadratickou formu na pravé straně (2.123) psát jako

2q((u(t)) = xT(t)(Q + AT P (t+1)A)x(t) + uT(t)(R + BT P (t+1)B)u(t) +
+ xT(t)(S + AT P (t+1)B)u(t) + uT(t)(ST + BT P (t+1)A)x(t) +
+ xT(t)(AT p(t+1)−CT Q′r(t)) + (AT p(t+1)−CQ′r(t))T x(t) +
+ uT(t)(BT p(t+1)−DT Q′r(t)) + (BT p(t+1)−DT Q′r(t))T u(t) +
+ rT(t)Q′r(t) + q(t+1).

Doplněńım na úplný čtverec dostaneme pro (R + BT P (t+1)B) > 0

2q(u(t)) =
(
u(t) + (R + BT P (t+1)B)−1(ST + BT P (t+1)A)x(t) +

+ (R + BT P (t+1)B)−1(BT p(t+1)−DT Q′r(t))
)T

(R + BT P (t+1)B)(
u(t) + (R + BT P (t+1)B)−1(ST + BT P (t+1)A)x(t) +

+ (R + BT P (t+1)B)−1(BT p(t+1)−DT Q′r(t))
)

+ xT(t)(Q + AT P (t+1)A)x(t)−
− xT(t)(ST + BT P (t+1)A)T (R + BT P (t+1)B)−1

(ST + BT P (t+1)A)x(t) +
+ xT(t)(AT p(t+1)−CT Q′r(t)) + (AT p(t+1)−CQ′r(t))T x(t)−
− xT(t)(ST + BT P (t+1)A)T (R + BT P (t+1)B)−1

(BT p(t+1)−DT Q′r(t))−
− (BT p(t+1)−DT Q′r(t))T (R + BT P (t+1)B)−1

(ST + BT P (t+1)A)x(t)
+ rT(t)Q′r(t) + q(t+1)−
− (BT p(t+1)−DT Q′r(t))T (R + BT P (t+1)B)−1

(BT p(t+1)−DT Q′r(t)).

Optimálńı ř́ızeńı je tedy dáno jako

u∗(t)=−(R+BTP (t+1)B)−1[(ST+BTP (t+1)A)x(t)+BTp(t+1)−DTQ′r(t)], (2.124)

neboli

u∗(t) = −K(t)x(t) + l(t), (2.125)

kde

K(t) = (R + BT P (t+1)B)−1(ST + BT P (t+1)A) (2.126)
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l(t) = (R + BT P (t+1)B)−1(DT Q′r(t)−BT p(t+1)).

Optimálńı hodnota ztrátové funkce pak bude

2q(u∗(t)) = xT(t)(Q + AT P (t+1)A)x(t)−
− xT(t)(ST + BT P (t+1)A)T (R + BT P (t+1)B)−1

(ST + BT P (t+1)A)x(t) +
+ xT(t)(AT p(t+1)−CT Q′r(t)) +
− xT(t)(ST + BT P (t+1)A)T (R + BT P (t+1)B)−1

(BT p(t+1)−DT Q′r(t))
+ (AT p(t+1)−CQ′r(t))T x(t) +
− (BT p(t+1)−DT Q′r(t))T (R + BT P (t+1)B)−1

(ST + BT P (t+1)A)x(t)
+ rT(t)Q′r(t) + q(t+1)−
− (BT p(t+1)−DT Q′r(t))T (R + BT P (t+1)B)−1

(BT p(t+1)−DT Q′r(t)).

Je vidět, že tato optimálńı hodnota má opět tvar (2.121) a plat́ı

P (t) = AT(t)P (t+1)A(t) + Q(t)− (S(t) + AT(t)P (t+1)B(t)) (2.127)
(R(t) + BT(t)P (t+1)B(t))−1(ST(t) + BT(t)P (t+1)A(t))

p(t) = (A−BK(t))p(t+1)− (C −DK(t))Q′r(t)
q(t) = rT(t)Q′r(t) + q(t+1)− (BT p(t+1)−DT Q′r(t))T (R + BT P (t+1)B)−1

(BT p(t+1)−DT Q′r(t)).

Všimněte si, že optimálńı ř́ızeńı na hodnotě q(t) nezálež́ı.
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Obrázek 2.4: Kvadraticky optimálńı programové ř́ızeńı

Řešeńı úlohy programového ř́ızeńı tedy vede regulátor podle obr. 2.4, tvořený zpětnou
vazbou od stavu, která je totožná s řešeńım úlohy optimálńı regulace, a př́ımou větv́ı, kterou
přivád́ıme na vstup ř́ızené soustavy signál, źıskaný filtraćı referenčńıho signálu na celém hor-
izontu optimalizace. Všimněte si, že toto schéma ř́ızeńı - na rozd́ıl od schématu źıskaného
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řešeńım úlohy o servomechanismu - nemůže reagovat na změny požadované referenčńı tra-
jektorie v pr̊uběhu regulačńıho procesu. Zpětnovazebńı část zde pouze stabilizuje ř́ızený
systém a sledováńı referenčńı trajektorie je dosaženo ovládáńım.

2.6.3 Robustńı sledováńı konstantńıho referenčńıho signálu

Použijeme-li regulátor na obr. 2.3 ke sledováńı konstantńıho referenčńıho signálu,
dosáhneme pro t → ∞ na výstupu ř́ızené soustavy žádané hodnoty y(t) = r(t) pouze
v př́ıpadě, že ř́ızená soustava je přesně popsána modelem a na soustavu nep̊usob́ı žádné
poruchové signály. Oba tyto předpoklady nejsou při praktickém použit́ı realistické. V praxi
je třeba, aby sledováńı referenčńı hodnoty bylo robustńı, to znamená, aby žádaná hodnota
výstupu byla dosažena i při omezených, konečně velkých změnách vlastnost́ı ř́ızené soustavy
a při p̊usobeńı konstantńıch poruchových signál̊u v.

Je známo, že těchto vlastnost́ı lze dosáhnout zavedeńım integrace regulačńı odchylky
akce do regulátoru. Proto nyńı ukážeme, jak lze navrhnout kvadraticky optimálńı ser-
vomechanismus s podobnými vlastnostmi.
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Obrázek 2.5: Rozš́ı̌rený systém s integrátory

Prvńı př́ıstup je prosté rozš́ı̌reńı ř́ızené soustavy o m integrátor̊u (sumátor̊u) na výstupu,
které budou integrovat regulačńı odchylku. Dostaneme tak stavový model podle obr. 2.5[

x(t+1)
xI(t+1)

]
=

[
A 0
C I

] [
x(t)
xI(t)

]
+

[
B
D

]
u(t)−

[
0
I

]
r(t) +

[
I
0

]
v. (2.128)

Je-li tento systém i při p̊usobeńı uvažovaných konečných změn stabilizovatelný, pak kvadrat-
icky optimálńı regulátor pro takto rozš́ı̌rený systém bude robustně sledovat konstantńı ref-
erenčńı signál, a to i při p̊usobeńı uvažované konstantńı poruchy v. Kritérium optimality
však bude ovlivněno vážeńım stav̊u xI(t). Abychom se tomuto vlivu vyhnuli, je možné
postupovat jiným zp̊usobem.

Uvažujme limitńı regulátor v čase t+1 daný vztahem

u(t+1) = −Kx(t+1).

Neńı-li stav x(t+1) v okamžiku generováńı ř́ızeńı ještě dostupný, je možné ho nahradit
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podle stavové rovnice jako

u(t+1) = −K(Ax(t) + Bu(t)).

Dostaneme tak popis uzavřené smyčky ve tvaru[
x(t+1)
u(t+1)

]
=

[
A B

−KA −KB

] [
x(t)
u(t)

]
. (2.129)

Pomoćı transformačńı matice

T =

[
I 0
−K I

]
(2.130)

lze matici uzavřené smyčky převést na tvar

T−1

[
A B

−KA −KB

]
T =

[
A−BK B

0 0

]
. (2.131)

Je z něho vidět, že vlastńı č́ısla uzavřené smyčky jsou tvořeny vlastńımi č́ısly matice A−BK,
odpov́ıdaj́ıćımi p̊uvodńım vlastńım č́ısl̊um uzavřené smyčky, a nulovými vlastńımi č́ısly,
odpov́ıdaj́ıćımi počátečńı podmı́nce u(0), která odezńı v jediném kroku (viz obr. 2.6).
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Obrázek 2.6: Dynamický popis stavového regulátoru

Uvažujme nyńı kvadraticky optimálńı servomechanismus podle obr. 2.7, do kterého jsme
zavedli sumátor ř́ızený regulačńı odchylkou. Předpokládejme dále, že na systém p̊usob́ı kon-
stantńı porucha v. Označ́ıme-li stav sumátoru xI(t), pak lze tento systém popsat rovnicemi

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v

xI(t+1) = xI(t) + K ′
2r(t)−K ′

2Cx(t)−K ′
2Du(t)

u(t) = −K ′
1x(t) + K ′

2r(t) + xI(t).

Zvoĺıme-li jako stavové veličiny hodnoty x(t) a u(t), dostaneme odtud[
x(t+1)
u(t+1)

]
=

[
A B

K ′
1−K ′

1A−K ′
2C I −K ′

1B−K ′
2D

] [
x(t)
u(t)

]
+
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+

[
0

K ′
2

]
r(t+1) +

[
I

−K ′
1

]
v

a přechodovou matici stavu lze upravit na tvar[
x(t+1)
u(t+1)

]
=

(
I +

[
I 0

−K ′
1 −K ′

2

] [
A−I B

C D

])[
x(t)
u(t)

]
+ (2.132)

+

[
0

K ′
2

]
r(t+1) +

[
I

−K ′
1

]
v

Porovnáme-li nyńı tuto matici s matićı v (2.129), kterou lze psát též jako[
A B

−KA −KB

]
= I +

[
A−I B
−KA −I−KB

]
,

lze dosáhnout stejné dynamiky, jestliže plat́ı[
−K ′

1 −K ′
2

] [ A−I B
C D

]
=
[
−KA −I−KB

]
.

Odtud dostaneme pro volbu ześıleńı K ′
1 a K ′

2 vztah

[
K ′

1 K ′
2

]
=
[

KA I+KB
] [ A−I B

C D

]−1

. (2.133)

Inverze matice[
A−I B

C D

]
existuje právě tehdy, když tato matice nemá nulová vlastńı č́ısla. Plat́ı však[

I 0
−C(A−I)−1 I

] [
A−I B

C D

]
=

[
A−I B

0 −C(A−I)−1 + D

]
.

Determinant této matice je roven čitateli výrazu det(−C(A−I)−1+D), který je nulový právě
tehdy, je-li nulová přenosová matice systému v bodě z = 1. Odtud plyne, že úloha robustńıho
sledováńı konstantńı reference je řešitelná právě tehdy, když systém nemá žádné nuly
v bodě z = 1.

Jak jsme ukázali transformaćı (2.131), vlastńı č́ısla uzavřené smyčky takto navrženého
regulátoru jsou tvořeny vlastńımi č́ısly matice A−BK, odpov́ıdaj́ıćımi p̊uvodńım vlastńım
č́ısl̊um uzavřené smyčky kvadraticky optimálńıho regulátoru, a nulovými vlastńımi č́ısly,
odpov́ıdaj́ıćımi počátečńı podmı́nce u(0), která odezńı v jediném kroku.

Vypoč́ıtáme-li nyńı ustálený stav výstupu, dostaneme pro stabilńı matici (A−BK)

y(∞) = r(∞)

pro libovolnou hodnotu poruchy v. Robustnost takto navrženého servomechanismu plyne
z toho, že plat́ı-li, že pro daný model systému je matice (A−BK) stabilńı, jeho vlastńı č́ısla
maj́ı konečnou vzdálenost od meze stability a rovněž přenos |G(1) | ≥ ε > 0, jsou obě tyto
vlastnosti zachovány též pro jisté omezené změny parametr̊u ř́ızeného systému. Systém pak
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Obrázek 2.7: Robustńı kvadraticky optimálńı servomechanismus

sleduje referenčńı signál přesně pro celou tř́ıdu systémů, vyhovuj́ıćı uvedeným omezeńım.



Kapitola 3

Algebraické metody ř́ızeńı I

Algebraické metody ř́ızeńı je společný název pro metody analýzy a syntézy dynamických
systémů, které vycházej́ı z vněǰśıho popisu systému a chápou jej jako algebraický ob-
jekt. Výsledky syntézy spoč́ıvaj́ı v řešeńı algebraických rovnic r̊uzných typ̊u. Algebraickým
metodám ř́ızeńı je věnována p̊uvodńı kniha (Kučera, 1979).

Nespornou výhodou algebraických metod je formálńı stránka řešeńı problému spoč́ıvaj́ıćı
v nalezeńı řešeńı a určeńı podmı́nek řešitelnosti určitých rovnic. Problém syntézy ř́ızeńı
systému je tak přesunut do oblasti numerických metod řešeńı algebraických rovnic.

Nevýhodou algebraického př́ıstupu je vysoký stupeň abstrakce, který může vést ke ztrátě
názornosti a fyzikálńıho pohledu na řešený problém.

Algebraické metody byly nejprve použity na řešeńı úloh diskrétńıho ř́ızeńı systémů s jed-
nou vstupńı a výstupńı veličinou a také na systémy mnoharozměrové. Při určitém zobecněńı
jsou použitelné i pro systémy spojité a v literatuře se objevuj́ı publikace s algebraickým
př́ıstupem k systémům s časově proměnnými parametry, systémům nelineárńım, systémům
s rozloženými parametry a systémům v́ıcedimenzionálńım.

Náš výklad začneme zavedeńım matematického aparátu potřebného k řešeńı diskrétńıch
úloh ř́ızeńı algebraickými metodami. Zavedeme si nejprve některé pojmy a operace s poly-
nomy. Pro diskrétńı systémy s jednou vstupńı i výstupńı veličinou vyřeš́ıme potom problém
časově optimálńıho a kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı. Tyto dva problémy vedou na lineárńı
zákon ř́ızeńı a řešeńı pomoćı algebraického př́ıstupu je jednoduché a spoč́ıvá v řešeńı lineár-
ńıch rovnic s polynomy. Polynomiálńı př́ıstup lze použ́ıt i k řešeńı problémů ř́ızeńı spojitých
systémů, viz problém modálńıho ř́ızeńı a přizp̊usobeńı systému zvolenému modelu.

V daľśı části pojednáme o sjednoceńı algebraického př́ıstupu pro spojité i diskrétńı
systémy. Zavedeme potřebný matematický aparát a vyřeš́ıme některé jednoduché úlohy.

3.1 Jednorozměrové systémy

Jednorozměrové systémy jsou systémy s jednou vstupńı i výstupńı veličinou. Takové systémy
se často označuj́ı zkratkou jako SISO systémy (Single Input - Single Output). V této kapitole
se budeme zabývat problematikou ř́ızeńı lineárńıch SISO systémů.

73
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Přenos diskrétńıho SISO systému je roven

S(z) =
b(z)
a(z)

=
bmzm + bm−1z

m−1 + · · ·+ b0

zn + an−1zn−1 + · · ·+ a0
, (3.1)

kde a(z) a b(z) jsou polynomy v kladných mocninách z. Kauzalita diskrétńıho systému je
zaručena t́ım, že stupeň polynomu b(z) v čitateli přenosu neńı větš́ı než stupeň polynomu
a(z) ve jmenovateli přenosu.

Přenos diskrétńıho systému můžeme vyjadřovat i v záporných mocninách z,

S(z−1) =
bmzm−n + bm−1z

m−1−n + · · ·+ b0z
−n

1 + an−1z−1 + · · ·+ a0z−n
.

Kauzalita ř́ızeného systému popsaného přenosem S(z−1) v záporných mocninách z je za-
ručena nenulovost́ı absolutńıho členu ve jmenovateli přenosu. Tato podmı́nka je v našem
př́ıpadě splněna, nebot’ p̊uvodńı přenos S(z) byl dle předpokladu kauzálńı.

Často mı́sto z−1 ṕı̌seme d (delay - zpožděńı) a přenos systému označujeme S(d) , potom

S(d) =
b(d)
a(d)

=
bmdn−m + · · ·+ b0d

n

1 + an−1d + · · ·+ a1dn−1 + a0dn
.

Přenos diskrétńıho systému je tedy roven pod́ılu dvou polynomů v z či d. Obecně je řád
diskrétńıho systému popsaného přenosem S(d) roven větš́ımu ze stupň̊u polynomů v čitateli
a jmenovateli jeho přenosu.

Charakteristický polynom ∆ diskrétńıho systému je roven polynomu jmenovatele
jeho přenosu v kladných mocninách z. Plat́ı tedy ∆ = a(z). Kořeny charakteristického
polynomu jsou rovny přenosovým pól̊um systému a jejich absolutńı hodnota rozhoduje o
stabilitě diskrétńıho systému. Pokud je přenos diskrétńıho systému vyjádřen v záporných
mocninách z nebo v d, pak polynom ve jmenovateli jeho přenosu nazýváme pseudocharak-
teristický polynom. V textu ho budeme značit stejným ṕısmenem ∆. Jeho kořeny jsou
rovny převráceným hodnotám kořen̊u charakteristického polynomu s tou výjimkou, že
nulové kořeny charakteristického polynomu se v pseudocharakteristickém polynomu neob-
jev́ı (přesunou se do nekonečna). Proto může být řád pseudocharakteristického polynomu
nižš́ı než řád jeho charakteristického polynomu. Protože nulové přenosové póly odpov́ıdaj́ı
v odezvě mód̊um, které dozńı v konečném počtu krok̊u, můžeme je zanedbat.

Provedeme-li děleńı polynomů b(d) a a(d), jak je naznačeno v přenosu S(d), dostaneme

S(d) =
b(d)
a(d)

= g(0) + g(1)d + g(2)d2 + · · ·+ g(i)di + · · · , (3.2)

kde g(0), g(1), · · · jsou hodnoty impulsńı posloupnosti g(k) systému.
Posloupnost g(k) můžeme také formálně zapisovat ve tvaru formálńı mocninné řady.

Operátor d můžeme tedy považovat pouze za ukazatel pozice členu posloupnosti g(k).
Posloupnost g(k) vyjadřujeme podle předchoźıho vztahu jako pod́ıl polynomů b(d) a a(d).

Také lineárńı spojité systémy s jednou vstupńı i výstupńı veličinou popisujeme přenosem

S(s) =
b(s)
a(s)

, kde a(s) i b(s) jsou polynomy v proměnné s. Algebraické metody lze použ́ıt i při

syntéze ř́ızeńı spojitých systémů. Je třeba ale vždy zajistit ryzost systému, to znamená, že
stupeň polynomu v čitateli přenosu spojitého systému nesmı́ být větš́ı než stupeň polynomu
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ve jmenovateli jeho přenosu.
Protože budeme pracovat s polynomy v proměnné d nebo z, př́ıpadně s, je třeba zavést

některé pojmy a operace s polynomy. Tomu bude věnován následuj́ıćı odstavec.

3.1.1 Polynomy

Polynomy budeme značit malými ṕısmeny. Polynom

a = a0 + a1d + · · ·+ andn (3.3)

je stupně n, je-li an 6= 0. Stupeň polynomu budeme značit n = deg a.
Pro úplnost definujme ještě stupeň nulového polynomu deg a = −∞, pro a = 0.
Ř́ıkáme, že polynom b je dělitel polynomu a nebo polynom a je násobek b, existuje-li

polynom c takový, že

a = bc.

Tuto skutečnost budeme značit b|a (b děĺı a).
K daným polynomům a a b lze vždy nalézt polynomy u a v takové, že

a = bu + v, kde deg v < deg b.

Polynom u je pod́ıl a polynom v je zbytek při děleńı polynomu a polynomem b. To je
zřejmé, nebot’ z předchoźıho vztahu plyne

a

b
= u +

v

b
. Pokud je stupeň polynomu b větš́ı

než je stupeň polynomu a, pak zřejmě u = 0 a v = a.
Pro každé dva polynomy a, b existuje největš́ı společný dělitel g a nejmenš́ı

společný násobek l. Největš́ı společný dělitel polynomů a a b budeme značit g = (a, b).
Pro libovolné polynomy a, b lze vždy nalézt kromě jejich největš́ıho společného dělitele

g a nejmenš́ıho společného násobku l také dva páry nesoudělných polynomů p, q a r, s, že
plat́ı

ap + bq = g (3.4)
ar + bs = 0

l = ar = −bs.

Maticový zápis předchoźı rovnice je[
p q
r s

] [
a
b

]
=

[
g
0

]
, resp.

[
a b

] [ p r
q s

]
=
[

g 0
]
,

kde polynomiálńı matice

[
p q
r s

]
má konstantńı nenulový determinant. Taková matice se

nazývá unimodálńı matice. Unimodálńı matice má inverzi, jej́ıž prvky jsou opět polynomy.
V našem př́ıpadě je označ́ıme po řadě jako x, y, u a v. Tedy[

p q
r s

]−1

=

[
x y
u v

]
.
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Potom plat́ı[
a b

]
=
[

g 0
] [ x y

u v

]
.

Odtud plyne a = gx, b = gy, a proto polynom g je dělitel polynomů a i b. Je-li polynom
g1 jiný dělitel polynomů a i b, pak plat́ı a = g1a1, b = g1b1 pro nějaké polynomy a1, b1. Po
dosazeńı předchoźıch vztah̊u do rovnice ap + bq = g dostaneme

g1(a1p + b1q) = g.

To znamená, že polynom g1 je dělitel polynomu g, a proto polynom g je největš́ı společný
dělitel polynomů a i b.

Pokud jsou polynomy a, b nesoudělné (jejich největš́ı společný dělitel je pouze konstanta,
čili g = 1), pak podle předchoźıch úvah plat́ı

ap + bq = 1. (3.5)

Rovnice (3.5) se názývá Bezoutova identita a použ́ıvá se jako test nesoudělnosti polynomů
a a b.

Z předchoźıch úvah plyne algoritmus výpočtu polynomů g a l a pár̊u nesoudělných
polynomů p, q a r, s : Nejprve sestav́ıme polynomiálńı matici a b

1 0
0 1

 resp.

[
a 1 0
b 0 1

]

a tuto matici sloupcovými operacemi (resp. řádkovými operacemi) uprav́ıme do tvaru g 0
p r
q s

 resp.

[
g p q
0 r s

]
.

Odtud př́ımo plynou polynomy g a l. Dovolené sloupcové operace jsou:

• záměna libovolných sloupc̊u

• násobeńı libovolného sloupce nenulovou konstantou

• násobeńı sloupce libovolným polynomem a přičteńı výsledku k jinému sloupci

Podobně pro řádkové operace. Řádkové operace provedeme násobeńım unimodálńı matićı
zleva a sloupcové operace provedeme násobeńım unimodálńı matićı zprava. Uvědomme si,
že předchoźı algoritmus je v podstatě postupná redukce stupň̊u polynomů a a b.

Př́ıklad: Mějme polynomy

a = (2− d)(1− d2) = 2− d− 2d2 + d3

b = (2− d)(−d) = −2d + d2.

Z kořenových činitel̊u je zřejmé, že největš́ı společný dělitel g a nejmenš́ı společný násobek
l jsou rovny

g = (a, b) = 2− d
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l = (2− d)(d)(1− d2) = 2d− d2 − 2d3 + d4.

Určeme nyńı polynomy g a l podle předchoźıho algoritmu. Sestav́ıme tedy nejprve poly-
nomiálńı matici a b

1 0
0 1

 =

 2− d− 2d2 + d3 −2d + d2

1 0
0 1

 .

Nyńı postupně sloupcovými operacemi upravujeme matici do potřebného tvaru. Vybereme
sloupec, jehož polynom v prvńım řádku má nejmenš́ı stupeň. Jsou-li stupně polynomů
v prvńım řádku stejné, můžeme vybrat libovolný sloupec. V našem př́ıpadě je to druhý
sloupec. Nyńı vynásob́ıme tento druhý sloupec takovým polynomem, aby po odečteńı od
prvńıho sloupce nastalo sńıžeńı řádu polynomu v prvńım řádku. Vynásobeńım druhého
sloupce polynomem d dostaneme po odečteńı 2− d− 2d2 + d3 −2d + d2

1 0
0 1

 ∼
 2− d −2d + d2

1 0
−d 1

 .

Nyńı opět násob́ıme prvńı sloupec takovým polynomem, aby se po odečteńı redukoval prvńı
polynom druhého sloupce. Prvńı sloupec násob́ıme zřejmě polynomem (−d) a dostaneme 2− d −2d + d2

1 0
−d 1

 ∼
 2− d 0

1 d
−d 1− d2

 =

 g 0
p r
q s

 .

Plat́ı tedy stejný výsledek, jaký jsme źıskali z kořenových činitel̊u. Nav́ıc jsme obdrželi
polynomy p, q, r, a s , které využijeme později. Největš́ı společný dělitel je jednoznačný až
na konstantńı násobek. 2

Dále se budeme zabývat problémem nalezeńı stabilńı a nestabilńı části daného polynomu
a. Polynom a je stabilńı (přesněji asymptoticky stabilńı), jestliže řada

g(0) + g(1)d + g(2)d2 + · · · = 1
a(d)

(3.6)

konverguje k nule, to znamená, že

lim
k→∞

g(k) = 0.

Výraz (3.6) můžeme rozložit na součet parciálńıch zlomk̊u

1
a(d)

=
n∑

i=0

βi

1− αid
=

n∑
i=0

βi

∞∑
j=0

(αid)j .

Geometrická řada (αid)j konverguje k nule (to znamená, že polynom a je stabilńı), lež́ı-
li kořeny αi uvnitř jednotkové kružnice, to znamená, že |αi | < 1. Uvědomme si, že αi

jsou kořeny polynomu a(z) v kladných mocninách z. Polynom a(d) = a(z−1) má kořeny
λi = 1/αi. Proto polynom a(d) je stabilńı, lež́ı-li jeho kořeny λi = 1/αi vně jednotkové
kružnice, čili |λi | > 1.
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Polynom a je kauzálńı, plat́ı-li (3.6), to znamená, že absolutńı člen polynomu a muśı
být r̊uzný od nuly (a0 6= 0).

Mějme polynom a dle (3.3). Definujme reciproký polynom ā, který je roven

ā = an + an−1d + · · ·+ a0d
n.

Zřejmě kořeny polynomu ā jsou λ̄i = 1/λi, kde λi jsou kořeny p̊uvodńıho polynomu a.
Faktorizace polynomu a spoč́ıvá v nalezeńı dvojice nesoudělných polynomů a+ , a−

takových, že plat́ı

a = a+a−, (3.7)

kde a+ je stabilńı polynom největš́ıho stupně obsažený v polynomu a. Faktorizace polynomu
je jednoznačná až na konstantu, nebot’ pro libovolné č́ıslo α 6= 0 plat́ı

a = a+a− = (αa+)(
1
α

a−).

Př́ıklad: Mějme polynom a = α + βd. Jeho kořen je d1 = −α
β . Faktorizace tohoto

polynomu je

a+ = α + βd, a− = 1, je-li |α| > |β|
a+ = 1; a− = α + βd, je-li |α| ≤ |β|.

Př́ıklad: Mějme polynom a = d2(d− 1)(d2 +2d+2)(d2 +0.8d+0.41). Jeho kořeny jsou
zřejmě

d1,2 = 0, d3 = 1, d4,5 = 1± j, d6,7 = −0.4± 0.5j.

Faktorizace tohoto polynomu je

a+ = d2 + 2d + 2, a− = d2(d− 1)(d2 + 0.8d + 0.41).

3.1.2 Polynomiálńı rovnice

Při syntéze ř́ızeńı se vyskytuj́ı lineárńı rovnice s polynomy. V literatuře se takové rovnice
označuj́ı také jako rovnice diofantické. Mějme tedy polynomiálńı rovnici ve tvaru

ax + by = c, (3.8)

kde a, b, c jsou dané polynomy a x, y jsou hledané polynomy, které jsou řešeńım této
rovnice. Nejprve uvedeme podmı́nku řešitelnosti předchoźı rovnice. Polynomiálńı rovnice
(3.8) má řešeńı právě tehdy, když největš́ı společný dělitel polynomů a, b děĺı polynom c.
Se zavedenou symbolikou můžeme předchoźı podmı́nku zapsat ve tvaru

(a, b)|c. (3.9)

Ověřeńı je jednoduché. Je-li g největš́ı společný dělitel polynomů a a b, pak plat́ı a = ga0,
b = gb0, kde a0 a b0 jsou nesoudělné polynomy. Potom se diofantická rovnice změńı na

g(a0x + b0y) = c,



3.1. JEDNOROZMĚROVÉ SYSTÉMY 79

neboli

a0x + b0y =
c

g
= c0.

Aby x a y byly polynomy, muśı být c0 polynom, to znamená, že polynom g muśı dělit
polynom c. Pokud naopak polynom g je největš́ı společný dělitel polynomů a a b, potom
podle (3.4) existuj́ı polynomy p a q takové, že

ap + bq = g.

Protože c = gc0, vynásobeńım předchoźı rovnice polynomem c0 dostaneme

apc0 + bqc0 = gc0 = c.

Polynomy x = pc0, y = qc0 vyhovuj́ı diofantické rovnici (3.8).
Řešeńı diofantické rovnice, pokud existuje, neńı jediné. Je-li x0, y0 libovolné řešeńı dio-

fantické rovnice, pak obecné řešeńı je

x = x0 − b0h (3.10)
y = y0 + a0h.

pro libovolný polynom h. Předchoźı tvrzeńı snadno dokážeme. Protože obě dvojice poly-
nomů x, y i x0, y0 jsou řešeńım diofantické rovnice (3.8), plat́ı tedy

ax0 + by0 = c, ax + by = c.

Rozd́ıl předchoźıch rovnic je

a(x− x0) + b(y − y0) = 0,

neboli

g(a0(x− x0) + b0(y − y0)) = 0. (3.11)

Protože polynomy a0, b0 jsou nesoudělné, muśı polynom b0 dělit (x − x0) a také polynom
a0 děĺı (y − y0). Plat́ı tedy

b0|(x− x0) čili x− x0 = b0r

a0|(y − y0) y − y0 = a0h.

Dosad́ıme-li předchoźı vztah do (3.11), pak

g(a0b0r + b0a0h) = 0.

Z předchoźı rovnice plyne r = −h. Odtud př́ımo plyne tvar (3.10) obecného řešeńı dio-
fantické rovnice (3.8).

Řešeńı diofantické rovnice (3.8) můžeme provádět pomoćı algoritmu pro výpočet nej-
větš́ıho společného dělitele, popsaného v předchoźım odstavci. Pro dané polynomy a, b
spočteme polynomy p, q, r, s, g, splňuj́ıćı vztahy

ap + bq = g, (3.12)
ar + bs = 0.
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Protože g = (a, b), urč́ıme c0 = c/g. Pokud g|c, to znamená, že plat́ı c = c0g, je splněna
podmı́nka řešitelnosti (3.9) a diofantická rovnice (3.8) má řešeńı. Vynásobeńım prvńı rovnice
v (3.12) polynomem c0 dostaneme př́ımo jedno řešeńı

x0 = pc0 = p
c

g
, (3.13)

y0 = qc0 = q
c

g
.

Vytkneme-li z druhé rovnice v (3.12) polynom g, dostaneme

s = a0, r = −b0.

Obecné řešeńı diofantické rovnice (3.8) je tedy

x = p
c

g
+ rh, (3.14)

y = q
c

g
+ sh,

kde h je libovolný polynom.
Př́ıklad: Řešme diofantickou rovnici (3.8) s polynomy

a = 2− d− 2d2 + d3,

b = −2d + d2,

c = −2 + d + 4d3 − 4d4 + d5.

Pomoćı algoritmu popsaného v předchoźım odstavci vypočteme polynomy p, q, r, s, g, které
jsou rovny

g = 2− d,

p = 1, r = d,

q = −d, s = 1− d2.

Nyńı urč́ıme podmı́nku řešitelnosti diofantické rovnice, to znamená, že ověř́ıme, zda c0 = c/g
je polynom. Plat́ı

c0 =
c

g
= −1 + 2d3 − d4.

Diofantická rovnice je řešitelná a obecné řešeńı je rovno

x = p
c

g
+ rh = −1 + 2d3 − d4 + (d)h,

y = q
c

g
+ sh = (−d)(−1 + 2d3 − d4) + (1− d2)h,

kde h je libovolný polynom.
2

Často mezi všemi řešeńımi diofantické rovnice (3.8) hledáme taková řešeńı, která splňuj́ı
nějaké daľśı omezuj́ıćı podmı́nky. Hledejme např́ıklad takové řešeńı diofantické rovnice (3.8),
pro které je stupeň polynomu x minimálńı.
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V obecném řešeńı (3.10) redukujeme partikulárńı řešeńı x0 modulo b0. Pak

x0 = b0u + v, nebot’
x0

b0
= u +

v

b0
.

Polynom u je pod́ıl a polynom v je zbytek děleńı. Aby redukce šla provést, muśı být stupeň
polynomu x0 větš́ı než stupeň polynomu b0. Pokud tomu tak neńı, čili plat́ı deg x0 < deg b0,
pak x0 = v a u = 0. Po dosazeńı partikulárńıho řešeńı do obecného řešeńı (3.10) dostaneme

x = v + b0(u− h),

kde stupeň polynomu v je menš́ı než stupeň polynomu b0. Voĺıme-li polynom h = u, pak
řešeńı s minimálńım stupněm polynomu x je

x = v, (3.15)
y = y0 + a0u.

Chceme-li splnit jiné požadavky, např́ıklad aby absolutńı člen polynomu x nebo y byl nulový,
dostaneme jiné požadavky na polynom h.

Př́ıklad: Hledejme řešeńı diofantické rovnice s minimálńım stupněm polynomu x. Poly-
nomy a, b, c jsou podle předchoźıho př́ıkladu.

Partikulárńı řešeńı je podle předchoźıho př́ıkladu rovno

x0 = p
c

g
= −1 + 2d3 − d4,

y0 = q
c

g
= d− 2d4 + d5.

Polynom b0 je roven b0 = b/g = −d. Redukćı polynomu x0 vypočteme polynomy u, v

x0

b0
= d3 − 2d2 +

−1
−d

.

Odtud

u = d3 − 2d2, v = −1.

Podle (3.15) je řešeńı s minimálńım stupněm polynomu x rovno

x = v = −1,

y = y0 + a0u = d− 2d2 + d3.

2

Jsou-li polynomy a, b nesoudělné, pak řešeńı polynomiálńı rovnice (3.8) s minimálńım
stupněm polynomu x dostaneme př́ımo metodou neurčitých koeficient̊u. Zvoĺıme stupně
polynomů x a y podle vztahu

deg x = deg b− 1, (3.16)
deg y = deg a− 1 pro deg a + deg b > deg c,

deg y = deg c− deg b pro deg a + deg b ≤ deg c.
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Porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin dostaneme soustavu rovnic, ze které urč́ıme
koeficienty xi, yj polynomů x a y.

Př́ıklad: Řešte polynomiálńı rovnici ax + by = c, kde polynomy a, b, c jsou

a(d) = (2 + d)(2d + 1)(d + 1),
b(d) = (d + α)d2,

c(d) = 1,

pro parametr α = 3, α = 0.5 a α = 1. Nalezněte obecné řešeńı, řešeńı s nejmenš́ım stupněm
polynomu x i řešeńı s nulovým absolutńım členem v polynomu y.

2

V daľśıch odstavćıch uvedeme řešeńı některých obecných problémů zpětnovazebńıho
ř́ızeńı.

3.1.3 Stabilizuj́ıćı regulátory

V tomto odstavci uvedeme řešeńı obecného problému nalezeńı všech regulátor̊u R, které ve
zpětnovazebńım spojeńı s daným ř́ızeným systémem S zajist́ı stabilitu celého zpětnovazeb-
ńıho obvodu podle obr. 3.1.

������� �������	 	
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Obrázek 3.1: Stabilizace systému S regulátorem R

Pro diskrétńı systémy je možno tento problém řešit v okruhu polynomů. Je zřejmé,
že stabilita zpětnovazebńıho systému je nutnou podmı́nkou jeho správné činnosti. Pouze z
této tř́ıdy stabilizuj́ıćıch regulátor̊u můžeme vyb́ırat ty, které nám z r̊uzných d̊uvod̊u nejlépe
vyhovuj́ı.

Má-li ř́ızený systém přenos S(d) =
b(d)
a(d)

, pak problém nalezeńı všech stabilizuj́ıćıch

regulátor̊u R(d) =
q(d)
p(d)

řeš́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Problém nalezeńı stabilizuj́ıćıch regulátor̊u má řešeńı pouze tehdy, když systém S nemá
skrytou nestabilitu, to znamená, že jeho nedosažitelná nebo nepozorovatelná část neńı nesta-
bilńı. Stabilizuj́ıćı regulátor - pokud existuje - je realizace, která nemá skrytou nestabilitu
přenosu

R =
y − aF

x + bF
, (3.17)

kde F je libovolný stabilńı přenos a polynomy x a y jsou řešeńım polynomiálńı rovnice

ax + by = 1. (3.18)



3.1. JEDNOROZMĚROVÉ SYSTÉMY 83

Přitom jmenovatel regulátoru nesmı́ být nulový, proto muśı ještě platit x + bF 6= 0.
Vlivem konečné doby výpočtu akčńı veličiny muśı realizovatelný přenos regulátoru mı́t

zpožděńı alespoň jeden krok. T́ım je kladena daľśı podmı́nka na regulátor, a sice, že absolutńı
člen v čitateli přenosu regulátoru muśı být nulový, čili g0 = 0. Protože jsme v předchoźım
tvrzeńı nekladli žádnou podmı́nku na zpožděńı regulátoru, je třeba toto zpožděńı nejprve
přesunout formálně do systému, regulátor navrhnout pro takto upravený systém a potom
zpožděńı vrátit zpět do regulátoru. Uvědomme si, že toto zpožděńı nezvyšuje řád regulátoru,
pouze respektuje zpožděńı při výpočtu akčńıho zásahu.

Podle předchoźıho tvrzeńı tvoř́ı všechny stabilizuj́ıćı regulátory jednoparametrickou
množinu - parametrem je libovolný stabilńı přenos F . Jestliže zvoĺıme přenos F = g/h,
kde g je libovolný polynom a h je libovolný stabilńı polynom, pak přenos stabilizuj́ıćıch
regulátor̊u je roven

R =
yh− ag

xh + bg
=

q

p
. (3.19)

Pseudocharakteristický polynom zpětnovazebńıho obvodu je

∆ = ap + bq = a(xh + bg) + b(yh− ag) = h, (3.20)

kde h je podle předpokladu stabilńı polynom.
Předchoźımi vztahy (3.19) pro stabilizuj́ıćı regulátor a (3.20) pro pseudocharakteristický

polynom zpětnovazebńıho obvodu jsme vlastně dokázali předchoźı tvrzeńı. Plat́ı totiž, že
pokud je regulátor dle (3.17) a libovolný přenos F je stabilńı, pak je zpětnovazebńı obvod
stabilńı, nebot’ pseudocharakteristický polynom je roven stabilńımu jmenovateli přenosu F .

Obráceně, pokud existuje nějaký regulátor R =
q

p
, který zajist́ı stabilitu zpětnovazeb-

ńıho obvodu, pak je pseudocharakteristický polynom ∆ = ap + bq = h roven nějakému
stabilńımu polynomu h. Všechny polynomy p, q pro které plat́ı ap + bq = h mohou být
vyjádřeny ve tvaru p = xh + bg, q = yh − ag, pro libovolný polynom g a polynomy x a
y, které jsou řešeńım polynomiálńı rovnice (3.18). To znamená, že libovolný stabilizuj́ıćı
regulátor je určen podle (3.17) a (3.18).

Př́ıklad: Uvažujme stejnosměrný motor s ciźım buzeńım ř́ızený proudem do kotvy. Jeho
přenos mezi proudem kotvy jako vstupńı veličinou a polohou hř́ıdele jako výstupńı veličinou
je roven

G(s) =
k

J

1
s2

,

kde k je momentová konstanta motoru a J je moment setrvačnosti motoru a zátěže. Pro
jednoduchost uvažujeme k/J = 1. Přenos ekvivalentńıho diskrétńıho systému je roven

G(d) =
T 2

s

2
z + 1

(z − 1)2
=

T 2
s

2
d + d2

(1− d)2
,

kde Ts je perioda vzorkováńı. Zde jsme uvažovali synchronńı vzorkováńı vstupu a výstupu
spojitého systému. Pro zanedbatelnou dobu výpočtu Tc = 0 akčńı veličiny v diskrétńım
regulátoru R je potom přenos diskrétńıho systému S roven (modifikačńı faktor ε = 1)

S(d, 1) = d−1G(d) =
T 2

s

2
1 + d

(1− d)2
.
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Abychom nemuseli klást omezuj́ıćı podmı́nku na regulátor R, přesuneme zpožděńı do
diskrétńıho systému. Uvažujeme tedy přenos diskrétńıho systému ve tvaru dS(d), čili
uvažujeme vlastně p̊uvodńı přenos G(d). Urč́ıme množinu všech stabilizuj́ıćıch regulátor̊u a
ve výsledku přesuneme zpožděńı zpět do regulátoru.

Vyřeš́ıme tedy nejprve polynomiálńı rovnici (3.18) ve tvaru

(1− 2d + d2)x +
T 2

s

2
(d + d2)y = 1.

Jej́ı řešeńı je rovno

x = 1 + 0.75d, y =
1
T 2

s

(2.5− 1.5d).

Všechny stabilizuj́ıćı regulátory jsou podle (3.17) určeny přenosem

R =
1

T 2
s
(2.5− 1.5d) + (1− 2d + d2)F

1 + 0.75d− T 2
s
2 (d + d2)F

,

kde F je libovolný stabilńı přenos. Realizovatelný regulátor Rr(d) při zanedbatelné době
výpočtu akčńı veličiny je tedy určen přenosem

Rr(d) = dR(d) =
1

T 2
s
(2.5d− 1.5d2) + (d− 2d2 + d3)F

1 + 0.75d− T 2
s
2 (d + d2)F

.

Povšimněte si, že při zanedbatelné době výpočtu akčńı veličiny jsme vlastně navrhovali
regulátor pro systém při synchronńım vzorkováńı vstupu a výstupu a zpožděńı regulátoru
jsme realizovali až ve výsledném přenosu regulátoru podle (3.17). Tento postup je možný
pouze při zanedbatelné době výpočtu akčńı veličiny v diskrétńım ř́ıdićım členu a také pouze
tehdy, když p̊uvodńı spojitý systém nemá př́ımou vazbu mezi vstupem a výstupem.

3.1.4 Modálńı ř́ızeńı

Při modálńım ř́ızeńı chceme navrhnout takový regulátor R, aby zpětnovazebńı obvod tvo-
řený systémem S a regulátorem R měl zvolený charakteristický polynom. T́ım vnut́ıme
zpětnovazebńımu obvodu požadované módy.

Protože budeme určovat charakteristický polynom zpětnovazebńıho obvodu (a ne pseu-
docharakteristický polynom), muśıme řešit tento problém v okruhu polynomů v kladných

mocninách z. Necht’ tedy daný systém S má přenos S(z) =
b(z)
a(z)

a hledaný regulátor R má

přenos R(z) =
q(z)
p(z)

. Charakteristický polynom ∆ zpětnovazebńıho obvodu je určen vzta-

hem

∆ = ap + bq. (3.21)

Problém modálńıho ř́ızeńı spoč́ıvá v řešeńı předchoźı polynomiálńı rovnice pro dané
polynomy a, b a ∆. Má-li mı́t regulátor R zpožděńı jeden krok, muśı být stupeň polynomu
q alespoň o jednotku nižš́ı než je stupeň polynomu p. Stupeň charakteristického polynomu
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je roven součtu stupň̊u systému a regulátoru, proto

deg ∆ = deg a + deg p.

Aby polynomiálńı rovnice (3.21) vedla na kauzálńı regulátor, muśı být stupeň zvoleného
charakteristického polynomu ∆ dost velký. Postačuj́ıćı podmı́nka řešitelnosti úlohy je

deg ∆ ≥ 2 deg a− 1. (3.22)

Předchoźı podmı́nka řešitelnosti plyne ze stupň̊u polynomů v rovnici (3.21). Plat́ı deg q ≤
deg a− 1 a deg p = deg ∆− deg a. Aby platila podmı́nka kauzality deg p ≥ deg q regulátoru
R, pak

deg p = deg ∆− deg a ≥ deg q ≤ deg a− 1.

Odtud př́ımo plyne podmı́nka (3.22). Stupně polynomů q, p v přenosu regulátoru R jsou
tedy

deg q ≤ deg a− 1 deg p = deg ∆− deg a.

Př́ıklad: Mějme opět diskrétńı systém vzniklý diskretizaćı přenosu stejnosměrného motoru.
Jeho přenos je uveden v předchoźım př́ıkladu.

Určeme takový přenos diskrétńıho regulátoru R, aby zpětnovazebńı obvod měl všechny
póly nulové. Potom jeho charakteristický polynom je ∆ = zi. Z podmı́nky řešitelnosti (3.22)
je stupeň charakteristického polynomu omezen

deg ∆ = i > 2 deg a− 1 = 3.

Zvoĺıme i = 4 a potom podle (3.21) plat́ı

(z2 − 2z + 1)p +
T 2

s

2
(z + 1)q = z4.

Pro periodu vzorkováńı Ts = 1 je přenos regulátoru určen řešeńım předchoźı polynomiálńı
rovnice. Regulátor R, který zajist́ı, že zpětnovazebńı obvod má charakteristický polynom
∆ = z4, je roven

R =
q

p
=

−2.5 + 3.5z

1.25 + 2z + z2
.

Poznámka 1: Problém modálńıho ř́ızeńı, tak jak byl zde řešen, je možno řešit stejným

zp̊usobem také pro lineárńı spojité systémy s přenosem S(s) =
b(s)
a(s)

.

2

Poznámka 2: Pokud bychom řešili problém modálńıho ř́ızeńı pro diskrétńı systémy v
záporných mocninách z, to znamená, že bychom uvažovali všechny polynomy v proměnné d,
pak bychom pro polynomiálńı rovnici (3.21) neměli žádnou podmı́nku řešitelnosti. Uvědom-
me si ale, že potom polynom ∆(d) je pouze pseudocharakteristický polynom a ne charak-
teristický polynom. T́ım jsou automaticky do charakteristického polynomu přidány nulové
póly. Tyto nulové póly přidaj́ı do odezvy zpětnovazebńıho systému složky, které odezńı v
konečném počtu krok̊u, a proto je nemuśıme v̊ubec uvažovat. Tento postup ovšem nelze
zvolit u systémů spojitých.
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2

Poznámka 3: Ze základńıho kurzu teorie dynamických systémů v́ıme, že stavová zpětná
vazba měńı póly dosažitelného systému libovolným zp̊usobem. Stavy pozorovatelného sys-
tému odhadujeme pozorovatelem s libovolnou dynamikou, takže celkový dynamický systém
má řád rovný součtu řádu systému a pozorovatele. Minimálńı řád pozorovatele s libovol-
nou dynamikou je n − 1, kde n je řád systému. Tud́ıž celkový minimálńı řád systému s
pozorovatelem je roven 2n − 1, což souhlaśı s podmı́nkou kauzality (3.22) dynamického
regulátoru. Dynamický regulátor R v sobě vlastně zahrnuje pozorovatele stavu a stavovou
zpětnou vazbu odvozenou z pozorovaného stavu.

3.1.5 Přizp̊usobeńı systému zvolenému modelu

Účelem ř́ızeńı dynamického systému ve zpětnovazebńım obvodu je v podstatě změna dy-
namických vlastnost́ı ř́ızeného systému. V tomto odstavci vyřeš́ıme problém změny dynam-
ických vlastnost́ı ř́ızeného systému takovým zp̊usobem, aby se dynamické vlastnosti celého
zpětnovazebńıho obvodu přesně shodovaly s dynamickými vlastnostmi zvoleného modelu
(Exact Model Matching Problem).

Všechny přenosy budeme uvažovat v kladných mocninách z. Uvědomme si, že podmı́nka
kauzality zde znamená, že stupeň čitatele přenosu neńı větš́ı než je stupeň jmenovatele
přenosu.

Regulátor s jedńım stupněm volnosti
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Obrázek 3.2: Přizp̊usobeńı systému S danému modelu M

Uvažujme strukturu zpětnovazebńıho ř́ızeńı podle obr. 3.2. Celkový přenos mezi vstupem
a výstupem je roven

Y (z)
W (z)

=
SR

1 + SR
=

bq

as + bq
.

Požadujeme, aby tento přenos byl totožný se zvoleným přenosem modelu M , pak

M =
g

f
=

Y (z)
W (z)

.
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Porovnáńım předchoźıch dvou výraz̊u dostaneme

g(ap + bq) = fbq. (3.23)

Polynomy g a b mohou mı́t společné kořenové činitele. Provedeme kráceńı společných
činitel̊u, pak

g

b
=

g0

b0
,

kde b0, g0 jsou již nesoudělné polynomy. Po vykráceńı společných kořen̊u je rovnice (3.23)
tvaru

pag0 − q(f − g)b0 = 0. (3.24)

Jej́ı obecné řešeńı je zřejmě

p = b0(f − g)x
q = ag0x,

kde x je libovolný polynom. Přenos regulátoru R je potom

R =
q

p
=

ag0

b0(f − g)
. (3.25)

Charakteristický polynom ∆ zpětnovazebńıho ř́ıdićıho systému podle obr. 2 je roven

∆ = ap + bq = ab0f.

Aby byl zpětnovazebńı regulačńı systém stabilńı, muśı být stabilńı všechny polynomy, jejichž
součin je roven charakteristickému polynomu. Proto muśı být stabilńı model M (stabilńı
polynom f), stabilńı systém S (stabilńı polynom a) a také muśı být stabilńı polynom b0.
Stabilita polynomu b0 znamená, že muśı být stabilńı ty nuly v přenosu systému S, které
chceme odstranit (nejsou v modelu - v jeho čitateli g).

Podmı́nka kauzality regulátoru R znamená, že stupeň polynomu p nesmı́ být menš́ı než
je stupeň polynomu q. Plat́ı tedy deg p ≥ deg q. Po dosazeńı za p a q a úpravě dostaneme
podmı́nku kauzality ve tvaru

deg f − deg g ≥ deg a− deg b. (3.26)

Rozd́ıl stupň̊u jmenovatele a čitatele přenosu systému určuje relativńı řád systému. Rel-
ativńı řád u diskrétńıch systémů určuje počet krok̊u zpožděńı odezvy. Předchoźı podmı́nka,
která zajǐst’uje kauzalitu regulátoru, vyžaduje, aby relativńı řád modelu M nebyl menš́ı
než je relativńı řád systému S. Zřejmě relativńı řád systému nelze zmenšit kauzálńım
regulátorem v žádné struktuře ř́ızeńı.

Při řešeńı této úlohy je překvapivý požadavek stability ř́ızeného systému S, nebot’ zpětná
vazba může přece stabilizovat i nestabilńı systém. Tento požadavek lze odstranit pouze při
speciálńıch vlastnostech modelu M . Muśıme požadovat, aby rozd́ıl polynomů jmenovatele
a čitatele modelu byl dělitelný nestabilńı část́ı polynomu ve jmenovateli systému S, čili

f − g = a−h, (3.27)

kde h je libovolný polynom a polynom a− je nestabilńı část polynomu a (viz faktorizace
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polynomu). Ze vztahu (3.24) potom plyne

pag0 − qa−hb0 = 0.

Děleńım předchoźı rovnice polynomem a− dostaneme potom jej́ı řešeńı ve tvaru

p = b0hx

q = a+g0x,

kde x je opět libovolný polynom. Charakteristický polynom zpětnovazebńıho obvodu je pak

∆ = ap + bq = b0a+f.

Splňuje-li model podmı́nku (3.27), pak pro stabilitu zpětnovazebńıho obvodu již nevyža-
dujeme stabilitu systému S. Uvědomme si, že podmı́nka stability polynomu b0 může být
vyjádřena podmı́nkou

M = bQ, (3.28)

kde Q je libovolný stabilńı přenos. Analogicky podmı́nka (3.27) může být vyjádřena jako

1−M = aP, (3.29)

kde P je libovolný stabilńı přenos. Vztahy (3.28) a (3.29) omezuj́ı volbu modelu. Jejich
nesplněńı znamená ztrátu stability zpětnovazebńıho obvodu.

Protože přenos modelu M je podle obr. 3.2 roven přenosu ř́ızeńı Fw =
Y (z)
W (z)

a výraz (1−

M) je roven přenosu odchylky Fe =
E(z)
W (z)

, jsou vztahy (3.28) a (3.29) omezuj́ıćı podmı́nky

pro přenos ř́ızeńı a přenos odchylky v regulačńım obvodu podle obr. 3.2.
Poznámka: Problém přizp̊usobeńı systému zvolenému modelu je možno řešit stejným

zp̊usobem také pro lineárńı spojité systémy s přenosem S(s) =
b(s)
a(s)

. 2

Regulátor se dvěma stupni volnosti

Uvažujeme nyńı problém přizp̊usobeńı systému danému modelu ve struktuře s regulátorem
se dvěma stupni volnosti podle obr. 3.3.

Celkový přenos mezi vstupem a výstupem je v této struktuře ř́ızeńı roven

Y (z)
W (z)

=
SR2

1 + SR1
=

br

as + bq
.

Opět požadujeme, aby tento přenos byl totožný se zvoleným přenosem modelu M , pak

M =
g

f
=

Y (z)
W (z)

.

Porovnáńım předchoźıch dvou výraz̊u dostaneme po úpravě

g0(ap + bq) = fb0r, (3.30)
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Obrázek 3.3: Přizp̊usobeńı systému s regulátorem se dvěma stupni volnosti

kde b0 a g0 jsou nesoudělné polynomy. Předchoźı rovnici splńıme, když

ap + bq = fb0x, (3.31)
r = g0x,

kde polynom x je libovolný stabilńı polynom, který umožnuje řešitelnost problému (kauza-
litu regulátoru R). Voĺıme-li stupně polynomů regulátoru

deg q = deg a− 1,

deg p = deg f + deg b0 + deg x− deg a,

pak pro zajǐstěńı kauzality regulátoru R muśı platit deg p ≥ deg q a také deg p ≥ deg r.
Prvńı podmı́nka vede po dosazeńı na nerovnost

deg x ≥ 2 deg a− deg f − deg b0 − 1 (3.32)

a omezuje minimálńı stupeň volitelného stabilńıho polynomu x. Druhá podmı́nka vede na
nerovnost (3.26) omezuj́ıćı relativńı řády systému a modelu. Stabilita celého ř́ıdićıho systému
je určena stabilitou jeho charakteristického polynomu který je podle (3.31) roven

∆ = ap + bq = fb0x.

Zpětnovazebńı systém bude stabilńı, budou-li kromě stability modelu stabilńı ty nuly sys-
tému, které chceme odstranit. V této struktuře ř́ızeńı se dvěma stupni volnosti neńı třeba
vyžadovat stabilitu systému S.

Volba stabilńıho polynomu x, jehož stupeň je omezen podle (3.32), vnáš́ı do problému
mnohoznačnost. Při vhodné volbě koeficient̊u polynomu x může být někdy jeho stupeň
nižš́ı než podle (3.32). Proto je možno nejprve volit deg x = 0, vyřešit polynomiálńı rovnici
(3.31) a zjistit, zda je splněna podmı́nka kauzality. Pokud podmı́nka kauzality neńı splněna,
je třeba zvětšit stupeň polynomu x a opakovat řešeńı.

Tento př́ıstup lze použ́ıt i pro spojité systémy, jak je patrné z následuj́ıćıho př́ıkladu.
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Př́ıklad: Necht’ přenosy systému S a modelu M jsou

S(s) =
10(s + 1)
(s + 2)3

, M(s) =
1

(s + 1)2
.

Řeš́ıme tedy problém přizp̊usobeńı spojitého systému S danému spojitému modelu M . Ve
zpětnovazebńı struktuře s jedńım stupněm volnosti je regulátor R podle (3.25) roven

R(s) =
(s + 2)2

10s(s + 1)
.

Celkový řád celého ř́ıdićıho systému je samozřejmě roven součtu řád̊u systému a regulátoru,
tedy n = deg ∆ = 5.

Ve zpětnovazebńı struktuře se dvěma stupni volnosti je stupeň volitelného polynomu
x omezen podle (3.32) nerovnost́ı deg x ≥ 2. Podle návodu zkuśıme volit nejprve nižš́ı
stupně polynomu x. Pokud polynom x voĺıme nultého stupně, nesplńıme podmı́nku ryzosti
spojitého regulátoru R1. V daľśım kroku řešeńı zvoĺıme polynom x prvńıho stupně, čili
x = x0 + x1s. Prvńı rovnice v soustavě (3.31) je potom

(s + 2)3p + 10(s + 1)q = 10(s + 1)3(x0 + x1s).

Jej́ı řešeńı je pro x1 = 1 rovno

p = 10(s + 1),
q = (x0 − 4)s2 + (2x0 − 11)s + (x0 − 8).

Pro x0 = 4 je polynom q pouze prvńıho stupně a regulátor R je ryźı. Jeho přenosy jsou

R1 =
q

p
=

−4− 3s

10(s + 1)
, R2 =

r

p
=

4 + s

10(s + 1)
.

Zpětnovazebńı systém je stabilńı, nebot’ polynom x je stabilńı a systém S je dokonce
minimálně fázový. Řád celého zpětnovazebńıho systému je v tomto př́ıpadě pouze n =
deg f + deg b0 + deg x = 4.

3.2 Časově optimálńı diskrétńı ř́ızeńı

V této kapitole se budeme zabývat syntézou ř́ıdićıho systému, který zajist́ı časově op-
timálńı diskrétńı ř́ızeńı. Kritériem kvality ř́ızeńı je v tomto př́ıpadě počet krok̊u
diskrétńıho ř́ızeńı, po které je regulačńı odchylka e(k) nenulová. Plat́ı tedy

e(k) = 0 pro k ≥ ke, (3.33)

kde ke je minimálńı počet krok̊u odchylky. Aby regulačńı odchylka dozněla v konečném
počtu krok̊u, muśı být jej́ı obraz E(d) pouze polynom (a ne racionálńı funkce). Počet krok̊u
ke je potom roven

ke = 0 pro e = 0 (3.34)
ke = 1 + deg E pro e 6= 0,

kde deg E je stupeň polynomu E(d).
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Časově optimálńı diskrétńı ř́ızeńı se nazývá také ř́ızeńı s minimálńım počtem krok̊u
odchylky.

Vedle minimalizace počtu krok̊u odchylky nás často zaj́ımá také pr̊uběh ř́ıdićı veličiny
u(k). Je-li ř́ızeńı u(k) po konečném počtu krok̊u nulové, nazýváme takové ř́ızeńı konečné
časově optimálńı diskrétńı ř́ızeńı. Je-li ř́ızeńı u(k) pouze stabilńı (to znamená, že kon-
verguje k nule), nazýváme takové ř́ızeńı stabilńı časově optimálńı diskrétńı ř́ızeńı. V
následuj́ıćıch odstavćıch vyřeš́ıme problém časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı pro r̊uzné
struktury ř́ızeńı.

3.2.1 Časově optimálńı diskrétńı ovládáńı

Zde se budeme zabývat časově optimálńım diskrétńım ovládáńım, to je ř́ızeńım bez zpětné
vazby podle 3.4.
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Obrázek 3.4: Časově optimálńı diskrétńı ovládáńı

Vliv nenulové počátečńı podmı́nky (nenulového počátečńıho stavu ř́ızeného systému) re-
spektujeme signálem c/a, který se přič́ıtá k výstupu systému a polynom c je neznámý poly-
nom. Při ovládáńı nejsme schopni kompenzovat neznámé počátečńı podmı́nky v systému, a
proto při ovládáńı budeme uvažovat počátečńı podmı́nky nulové.

Odchylka E podle obr. 3.4 je rovna (c = 0)

E =
g

f
− b

a
U.

Po úpravě

Ef +
bf

a
U = g. (3.35)

Konečné časově optimálńı diskrétńı ovládáńı

Protože chceme, aby regulačńı odchylka byla konečná, bude jej́ı obraz E(d) polynom. V

rovnici (3.35) je tedy Ef i g polynom, a proto i
f

a
U muśı být také polynom. Označ́ıme

polynomy x = E, y =
f

a
U a podle (3.35) pak plat́ı

fx + by = g. (3.36)
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Řešeńım této diofantické rovnice urč́ıme polynomy x, y. Nalezeńım řešeńı s minimálńım
stupněm polynomu x vyřeš́ıme problém časově optimálńıho diskrétńıho ovládáńı. Ř́ızeńı U
je rovno

U = y
a

f
= y

a0

f0
,

kde nesoudělné polynomy a0, f0 jsou určeny vztahem

a

f
=

a0

f0
. (3.37)

Ř́ızeńı U je konečné (je to polynom) pouze tehdy, je-li polynom f0 = 1. Počet krok̊u
odchylky je podle (3.35) roven

ke = 1 + deg e = 1 + deg x ≤ deg b.

Minimálńı počet krok̊u ř́ızeńı při konečném časově optimálńım ovládáńı nepřevýš́ı (a je
obvykle roven) stupeň polynomu b. Úloha nemá řešeńı, nemá-li řešeńı polynomiálńı rovnice
(3.36). To nastane tehdy, maj́ı-li polynomy f a b společný kořenový činitel, nebot’ ten nemůže
být obsažen v polynomu g. Fyzikálně to znamená, že pól ř́ıdićı veličiny bude totožný s
nulou systému. Soustava neńı schopna sledovat ř́ıdićı signál, nebot’ mód ř́ıdićı veličiny bude
vyfiltrován nulou systému.

Stabilńı časově optimálńı diskrétńı ovládáńı

Hledáme-li stabilńı časově optimálńı ovládáńı, uprav́ıme rovnici (3.35) do tvaru

Ef +
b+b−f

a
U = g.

Protože požadujeme, aby regulačńı odchylka byla konečná, je výraz Ef polynom, a proto i

výraz
b+b−f

a
U muśı být polynom. Zvoĺıme-li E = x a y =

b+f

a
U , pak z předchoźı rovnice

plyne

fx + b−y = g.

Vyřešeńım předchoźı diofantické rovnice s minimálńım polynomem x vyřeš́ıme problém
stabilńıho časově optimálńıho ovládáńı. Ř́ızeńı U je rovno

U = y
a

b+f
= y

a0

b+f0
.

Ve jmenovateli předchoźıho výrazu je stabilńı část polynomu b. Odtud plyne volba polynomu
y. Ř́ızeńı je stabilńı pouze tehdy, je-li polynom f0 stabilńı. Neńı-li polynom f0 stabilńı,
předchoźı vztahy plat́ı, pouze ř́ızeńı U nekonverguje k nule. Počet krok̊u odchylky je podle
(3.34) roven

ke = 1 + deg e = 1 + deg x ≤ deg b−.

Počet krok̊u odchylky při stabilńım časově optimálńım ovládáńım je menš́ı nebo roven pouze
stupni nestabilńı části polynomu b v čitateli přenosu systému.
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3.2.2 Časově optimálńı diskrétńı regulace s odchylkovým regulátorem

Uvažujme nyńı strukturu ř́ızeńı podle obr. 3.5. Regulátor R je ř́ızen regulačńı odchylkou.

Nenulové počátečńı podmı́nky opět respektujeme přičteńım výraz̊u
c

a
resp.

h

p
k výstup̊um

systémů.
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Obrázek 3.5: Časově optimálńı diskrétńı regulace

Nyńı budeme analyzovat problém časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı se strukturou
ř́ızeńı podle obr. 3.5. Ř́ıdićı člen (regulátor) R je ř́ızen regulačńı odchylkou E. Předpoklá-
dáme neznámé počátečńı podmı́nky ř́ızeného a ř́ıdićıho systému a neúplnou znalost ř́ıdićı
veličiny W . Neúplná znalost ř́ıdićı veličiny spoč́ıvá v tom, že známe pouze jmenovatel f
obrazu ř́ıdićı veličiny, to znamená, že známe pouze módy ř́ıdićı veličiny.

Podle obr. 3.5 jsou obrazy regulačńı odchylky E a akčńı veličiny U rovny

E =
1

1 + SR
W − 1

1 + SR

c

a
− S

1 + SR

h

p
=

ap

∆
g

f
− cp

∆
− hb

∆
,

U =
R

1 + SR
W +

1
1 + SR

h

p
− R

1 + SR

c

a
=

aq

∆
g

f
+

ha

∆
− cq

∆
,

kde ∆ = ap + bq je pseudocharakteristický polynom regulačńıho obvodu. Po vykráceńı
společných kořenových činitel̊u polynomů a a f dostaneme

E =
a0pg

∆f0
− cp

∆
− hb

∆
, (3.38)

U =
a0qg

∆f0
+

ha

∆
− cq

∆
.

Konečná časově optimálńı diskrétńı regulace

Regulačńı odchylka i akčńı veličina jsou konečné (jejich obrazy jsou polynomy) pouze tehdy,
je-li ∆ = 1 a f0 = 1. Potom obrazy regulačńı odchylky a akčńı veličiny jsou

E = a0pg − cp− hb,

U = a0qg + ha− cq.
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Z podmı́nky ∆ = 1 plyne polynomiálńı rovnice pro výpočet polynomů q a p v přenosu
regulátoru R

ap + bq = 1. (3.39)

Předchoźı rovnice řeš́ı problém konečného časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı. Podmı́nka
f0 = 1 je podmı́nkou řešitelnosti úlohy a opět znamená, že všechny módy ř́ıdićı veličiny muśı
být obsaženy v systému S. Aby obraz regulačńı odchylky byl polynom nejnižš́ıho stupně, to
znamená, aby nenulový počet krok̊u odchylky byl minimálńı, řeš́ıme polynomiálńı rovnici
(3.39) s minimálńım stupněm polynomů p i q.

Z obrazu odchylky plyne minimálńı počet krok̊u odchylky (počátečńı podmı́nky zde
neuvažujeme)

ke = 1 + deg e = 1 + deg a0 + deg g + deg p ≤ deg a0 + deg g + deg b.

Obdobně je počet krok̊u akčńı veličiny U roven

ku = 1 + deg u = 1 + deg a0 + deg g + deg q ≤ deg a0 + deg g + deg a.

Porovnáme-li počty krok̊u odchylky při regulaci s počty krok̊u odchylky při ovládáńı, je
zřejmé, že při odchylkové regulaci je počet krok̊u odchylky o (deg a0 + deg g) krok̊u větš́ı
než při ovládáńı. Při regulaci kompenzujeme ale i vliv nenulových počátečńıch podmı́nek
v systému i v regulátoru a nav́ıc pro návrh regulátoru vystač́ıme pouze se znalost́ı mód̊u
ř́ıdićı veličiny.

Stabilńı časově optimálńı diskrétńı regulace

Při stabilńı časově optimálńı regulaci neńı třeba, aby obraz akčńı veličiny byl polynom.
Obraz odchylky bude polynom, plat́ı-li

∆ = b+ ,
p

∆f0
= x,

kde x je zat́ım neznámý polynom. Vhodnost předchoźı volby vyplyne z daľśıch úvah. Potom
totiž je obraz odchylky a akčńı veličiny

E = a0gx− cxf0 − hb−,

U =
a0qg

b+f0
+

ah

b+
− cq

b+
.

Z podmı́nky pro pseudocharakteristický polynom ∆ = b+ plyne rovnice

af0x + b−q = 1. (3.40)

Aby obraz odchylky byl polynom nejnižš́ıho stupně, řeš́ıme předchoźı polynomiálńı rovnici
tak, aby polynomy x i q byly polynomy nejnižš́ıho stupně. Aby akčńı veličina U byla stabilńı,
muśı být polynom f0 stabilńı. Neńı-li polynom f0 stabilńı, neńı akčńı veličina stabilńı,
nestabilita je však zp̊usobena ř́ıdićı veličinou W a ne zpětnou vazbou.

Regulátor R má přenos

R =
q

p
=

q

xb+f0
,
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kde polynomy x a q źıskáme řešeńım polynomiálńı rovnice (3.40). Počet krok̊u odchylky je
roven (opět neuvažujeme vliv počátečńıch podmı́nek)

ke = 1 + deg e ≤ deg a0 + deg b− + deg g.

Při stabilńı časově optimálńı regulaci je počet krok̊u odchylky o deg b+ krok̊u menš́ı než při
konečné časově optimálńı regulaci.

Jsou-li nulové počátečńı podmı́nky v ř́ızeném i ř́ıdićım systému a známe celý obraz ř́ıdićı
veličiny W , je možno postupovat při syntéze časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı jiným
zp̊usobem. Pseudocharakteristický polynom regulačńıho obvodu voĺıme co největš́ıho stupně
tak, abychom zajistili konečnou regulačńı odchylku a konečnou či stabilńı akčńı veličinu.
Výsledky syntézy jsou uvedeny později přehledně v tabulkách.

3.2.3 Časově optimálńı diskrétńı regulace se dvěma stupni volnosti

����� ��

���	� 
� � � �� � � � �� �

�

�

�
� � ��

�

�
� �

�
� �

�

�

Obrázek 3.6: Časově optimálńı ř́ızeńı s regulátorem se dvěma stupni volnosti

Uvažujme nyńı nejobecněǰśı strukturu ř́ızeńı s regulátorem se dvěma stupni volnosti
podle obr. 3.6. Obraz regulačńı odchylky je roven

E = W − Y =
g

f
−
(

R2S

1 + SR1

g

f
+

1
1 + SR1

c

a
+

S

1 + SR1

h

p

)
.

Po dosazeńı a úpravě dostaneme

E =
(

1− rb

∆

)
g

f
− cp

∆
− hb

∆
, (3.41)

kde ∆ = ap + bq je opět pseudocharakteristický polynom zpětnovazebńıho regulačńıho
obvodu. Akčńı veličina U je rovna

U =
R2

1 + SR1

g

f
− R1

1 + SR1

c

a
+

1
1 + SR1

h

p
.
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Po úpravě dostaneme

U =
ar

∆
g

f
− cq

∆
+

hp

∆
. (3.42)

Konečná časově optimálńı diskrétńı regulace

Neznáme-li počátečńı podmı́nku systému, je pro konečné časově optimálńı ř́ızeńı nutno volit
pseudocharakteristický polynom zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu rovný jedné. Pak opět
plat́ı polynomiálńı rovnice ap+bq = 1. Regulačńı odchylka a akčńı veličina jsou potom rovny

E = (1− rb)
g

f
− cp− hb,

U = ar
g

f
− cq + ha.

Aby odchylka E byla polynom, muśı platit

1− rb = fs,

kde s je nějaký polynom. Potom je odchylka a akčńı veličina

E = gs− cp− hb, (3.43)

U =
ga0r

f0
− cq + ha,

kde a0, f0 jsou nesoudělné polynomy podle (3.37) .
Aby akčńı veličina U byla polynom, muśı opět platit f0 = 1. Pro konečné časově op-

timálńı diskrétńı ř́ızeńı plat́ı podmı́nka řešitelnosti f0 = 1 ve všech strukturách ř́ızeńı.
Aby odchylka E byla polynom nejnižš́ıho stupně, řeš́ıme polynomiálńı rovnice

ap + bq = 1 (3.44)
fs + br = 1

tak, aby polynomy p, q, r, s byly polynomy nejnižš́ıho stupně. Počet krok̊u odchylky je
roven (opět zanedbáme vliv počátečńıch podmı́nek)

ke = 1 + deg e ≤ deg g + deg b.

Dvě nezávislé rovnice (3.44) řeš́ı úlohu konečného časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı
s regulátorem se dvěma stupni volnosti. V rovnićıch (3.44) se nevyskytuje polynom g
(čitatel ř́ıdićı veličiny W ). Přenos R1 i R2 nezáviśı ani na polynomu g, ani na počátečńıch
podmı́nkách systému i regulátoru.

Stabilńı časově optimálńı diskrétńı regulace

Pro stabilńı časově optimálńı regulaci ve stuktuře ř́ızeńı s regulátorem se dvěma stupni
volnosti podle obr. 3.6 můžeme opět zmenšit počet krok̊u odchylky o stupeň stabilńı části
polynomu b. Podobně jako v předchoźım odstavci zvoĺıme pseudocharakteristický polynom
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ve tvaru

∆ = ap + bq = b+.

Regulačńı odchylka a akčńı veličina jsou potom podle (3.41) a (3.42) rovny

E = (1− rb−)
g

f
− cp

b+
− hb−,

U =
a0rg

b+f0
− cq

b+
+

ha

b+
.

Z předchoźı podmı́nky pro charakteristický polynom plyne

a
p

b+
+ b−q = 1.

Označ́ıme-li
p

b+
= x, pak dostaneme konečný tvar prvńı polynomiálńı rovnice

ax + b−q = 1. (3.45)

Aby odchylka E byla polynom, muśı platit

1− rb− = fs,

neboli

fs + b−r = 1. (3.46)

Regulačńı odchylka je potom rovna

E = gs− cx− hb− (3.47)

a minimálńı počet krok̊u odchylky je roven

ke = 1 + deg e ≤ deg g + deg b−,

kde jsme opět zanedbali vliv počátečńıch podmı́nek.
Polynomiálńı rovnice (3.45) a (3.46) řeš́ı náš problém. Aby počet krok̊u odchylky byl

minimálńı, řeš́ıme polynomiálńı rovnice (3.45) a (3.46) s minimálńım stupněm polynomů x a
s. Přenosy R1 a R2 závisej́ı opět pouze na módech ř́ıdićı veličiny a nezávisej́ı na počátečńıch
podmı́nkách soustavy i regulátoru. Aby akčńı veličina U byla stabilńı, muśı být polynom
f0 stabilńı.

Má-li systém i regulátor nulové počátečńı podmı́nky a máme plnou informaci o ř́ıdićı
veličině, můžeme problém časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı řešit jiným zp̊usobem.
Přehled výsledk̊u takového ř́ızeńı je uveden v následuj́ıćım odstavci.

Poznámka: Při řešeńı problému časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı ve zpětnova-
zebńıch strukturách jsme nerespektovali podmı́nky realizovatelného zákona ř́ızeńı. Tyto
podmı́nky vyžaduj́ı, aby realizovatelný regulátor měl jeden krok zpožděńı, to znamená, že
absolutńı člen v čitateli regulátoru muśı být nulový. Můžeme ale postupovat t́ım zp̊usobem,
že zpožděńı přidáme k systému, to znamená, že syntézu provád́ıme s přenosem systému ve
tvaru dS(d) a po provedené syntéze přidáme toto zpožděńı zpět do regulátoru. T́ım se ovšem
zvyšuje stupeň polynomu b v čitateli systému, a to jeho nestabilńı část, a proto je vlivem
realizovatelného zákona ř́ızeńı ovlivněn počet krok̊u časově optimálńıho zpětnovazebńıho
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ř́ızeńı. 2

3.2.4 Přehled výsledk̊u časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı

V následuj́ıćıch čtyřech tabulkách jsou přehledně shrnuty výsledky časově optimálńıho
diskrétńıho ř́ızeńı. Z tabulek je názorně patrný vliv struktury ř́ızeńı i apriorńı znalosti na
řešeńı úlohy.

Při plné znalosti ř́ıdićı veličiny W a nulových počátečńıch podmı́nkách v systému i v
regulátoru je ř́ızeńı ovládáńım nejvýhodněǰśı strukturou ř́ızeńı. Při zpětnovazebńım ř́ızeńı
nutnost zachovat stabilitu zpětnovazebńıho systému prodlužuje počet krok̊u ř́ızeńı.

Naopak při nenulových a neznámých počátečńıch podmı́nkách v ř́ızeném systému časově
optimálńı ovládáńı neexistuje. Zde je nejvýhodněǰśı strukturou zpětnovazebńı ř́ızeńı se
dvěma stupni volnosti s odlǐsnou př́ımovazebńı a zpětnovazebńı část́ı.

Pro konečné ř́ızeńı, při kterém je i akčńı veličina konečná, požadujeme ve všech struk-
turách ř́ızeńı, aby platila podmı́nka f0 = 1. To znamená, že všechny módy ř́ıdićı veličiny W
jsou obsaženy v ř́ızeném systému S a systém S je tedy schopen na svém výstupu generovat
ř́ıdićı veličinu W pouze vhodně zvolenými počátečńımi podmı́nkami i při nulovém vstupńım
signálu.

Podobně při stabilńım ř́ızeńı požadujeme ve všech strukturách ř́ızeńı, aby polynom f0

byl stabilńı. To znamená, že muśı být stabilńı všechny módy ř́ıdićı veličiny, které nej-
sou obsaženy v systému. Nesplňuje-li polynom f0 tyto požadavky, nebudou pouze splněny
požadavky na pr̊uběh akčńı veličiny U . Akčńı veličina U nebude tedy konečná či stabilńı,
ale vše ostatńı plat́ı beze změny (diskrétńı ř́ızeńı tedy z̊ustane časově optimálńı).

Př́ıklad: Navrhněte časově optimálńı diskrétńı regulátor stejnosměrného dynama s
přenosem

G(s) =
K

1 + sτ
.

Volte obecnou periodu vzorkováńı Ts a obecnou dobu výpočtu Tc = (1 − ε)T akčńıho
zásahu. Ukažte, jak časově optimálńı regulátor záviśı na periodě vzorkováńı a době výpočtu
akčńıho zásahu. Uvažujte skok ř́ızeńı a sledujte amplitudu akčńı veličiny. Prodlužte počet
krok̊u ř́ızeńı tak, aby maximálńı velikost akčńı veličiny byla dvakrát menš́ı než p̊uvodně.

3.3 Kvadraticky optimálńı diskrétńı ř́ızeńı

V této kapitole je uvedena syntéza kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı diskrétńıho lineárńıho
systému algebraickými metodami. Při tom vycháźıme opět z vněǰśıho popisu systému. Sta-
cionárńı regulátor źıskáme při uvažováńı nekonečné doby ř́ızeńı.

Opět budeme analyzovat kvadraticky optimálńı ř́ızeńı v r̊uzných strukturách ř́ızeńı.
Kvadraticky optimálńı ř́ızeńı lineárńıho systému se často v literatuře označuje jako LQ
ř́ızeńı (Linear Quadratic Control).
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Přehled výsledk̊u časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı
Neznámé počátečńı podmı́nky v systému a regulátoru.
Známe pouze módy ř́ıdićı veličiny W .

KONEČNÉ ŘÍZENÍ

Ovládáńı Odchylková regulace Reg. s dvěma st. volnosti

ap + bq = 1 ap + bq = 1
Podmı́nkové Ovládáńı f0 = 1 fs + br = 1
rovnice neexistuje f0 = 1

Regulátor R =
q

p
R1 =

q

p
; R2 =

r

p

Odchylka E = a0pg − cp− hb E = gs− cp− hb

Ř́ızeńı U = a0qg − cq + ha U = a0gr − cq + ha

Charakteristický
polynom ∆ = 1 ∆ = 1
Počet krok̊u
odchylky ke ≤ deg a0 + deg g + deg b ke ≤ deg g + deg b
Počet krok̊u
ř́ızeńı ku ≤ deg a0 + deg g + deg a ku ≤ deg a + deg g

STABILNÍ ŘÍZENÍ

Ovládáńı Odchylková regulace Reg. s dvěma st. volnosti

af0x + b−q = 1 ax + b−q = 1
Podmı́nkové Ovládáńı f0 stabilńı fs + b−r = 1
rovnice neexistuje f0 stabilńı

Regulátor R =
q

xb+f0
R1 =

q

p
; R2 =

r

p

Odchylka E = a0xg − cxf0 − hb− E = gs− cx− hb−

Ř́ızeńı U =
a0qg

b+f0
− cq

b+
+

ha

b+
U =

a0gr

b+f0
− cq

b+
− ha

b+

Charakteristický
polynom ∆ = b+ ∆ = b+

Počet krok̊u
odchylky ke ≤ deg a0 + deg g + deg b− ke ≤ deg g + deg b−

Počet krok̊u
ř́ızeńı ku →∞ ku →∞



100 KAPITOLA 3. ALGEBRAICKÉ METODY ŘÍZENÍ I

Přehled výsledk̊u časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı
Nulové počátečńı podmı́nky v systému i regulátoru.
Úplná znalost ř́ıdićı veličiny W .

KONEČNÉ ŘÍZENÍ

Ovládáńı Odchylková regulace Reg. s dvěma
stupni volnosti
ap + bq = g+

Podmı́nkové fx + by = g f(a0)−x + by = g+ fs + br = g+

rovnice f0 = 1 f0 = 1 f0 = 1

Regulátor R =
ya0

x
R1 =

q

p
; R2 =

r

p

Odchylka E = x E = (a0)−g−x E = g−s

Ř́ızeńı U = a0y U = (a0)−g−q U = a0g−r

Charakter.
polynom ∆ = (a0)+g+ ∆ = g+

Počet krok̊u
odchylky ke ≤ deg b ke ≤ deg(a0)− + deg g− + deg b ke ≤ deg g− + deg b
Počet krok̊u
ř́ızeńı ku ≤ deg a0 + deg f ku ≤ deg(a0)− + deg g− + deg b ku ≤ deg a + deg g−

STABILNÍ ŘÍZENÍ

Ovládáńı Odchylková regulace Reg. s dvěma st. volnosti

ax + b−y = g+

Podmı́nkové fx + b−y = g f(a0)−x + b−y = g+ fs + b−r = g+

rovnice f0 stabilńı f0 stabilńı f0 stabilńı

Regulátor R =
y(a0)+

xb+f0
R1 =

y

xb+
; R2 =

r

xb+

Odchylka E = x E = (a0)−g−x E = g−s

Ř́ızeńı U =
ya0

b+f0
U =

a0yg−

fb+
U =

a0g−r

b+f0

Charakter.
polynom ∆ = (a0)+g+b+ ∆ = g+b+

Počet krok̊u
odchylky ke ≤ deg b− ke ≤ deg(a0)+ + deg g− + deg b− ke ≤ deg g− + deg b−

Počet krok̊u
ř́ızeńı ku →∞ ku →∞ ku →∞
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Obrázek 3.7: LQ ovládáńı

3.3.1 Kvadraticky optimálńı diskrétńı ovládáńı

Při kvadraticky optimálńım ovládáńı hledáme optimálńı akčńı veličinu U (optimálńı ř́ıdićı
veličinu systému). Přitom známe přenos systému a také ř́ıdićı veličinu W . Struktura ř́ızeńı
spolu s označeńım veličin je uvedena na obr. 3.7. Při této struktuře ř́ızeńı musej́ı být známé
počátečńı podmı́nky systému. Budeme předpokládat, že počátečńı podmı́nky systému jsou
nulové.

Hledáme tedy optimálńı ř́ızeńı systému s přenosem S = b/a, které minimalizuje kvadrat-
ické kritérium ve tvaru

J =
∞∑

k=0

e2
k + ru2

k = 〈EE∗〉+ r〈UU∗〉. (3.48)

V předchoźım vztahu jsme použili následuj́ıćı označeńı

E = e0 + e1d
1 + e2d

2 + · · ·+ eid
i + · · ·

E∗ = e0 + e1d
−1 + e2d

−2 + · · ·+ eid
−i + · · ·

a 〈X〉 je absolutńı člen posloupnosti X. Je-li posloupnost uvedena ve tvaru formálńı moc-
ninné řady, X = · · ·+ x−1d

−1 + x0 + x1d + · · ·, pak tedy 〈X〉 = x0.
Regulačńı odchylka je podle obr. 3.7

E = W − Y =
g

f
− b

a
U.

Pak kritérium (3.48) je rovno

J =
〈(

g

f
− b

a
U

)(
g

f
− b

a
U

)∗ 〉
+ r〈UU∗〉. (3.49)

Nejprve sečteme členy obsahuj́ıćı UU∗, čili

bb∗

aa∗
+ r =

bb∗ + raa∗

aa∗
=

ll∗

aa∗
.

Předpokládáme, že polynom l je stabilńı polynom - všechny jeho kořeny lež́ı vně jednotkové
kružnice komplexńı roviny d. Stabilńı polynom l źıskáme spektrálńı factorizaćı podle rovnice

bb∗ + raa∗ = ll∗. (3.50)
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Odtud plyne, že polynom l nebude stabilńı a může mı́t nestabilńı kořeny pouze na mezi
stability, a to pouze tehdy, když váha r v kritériu je nulová r = 0 a polynom b má kořeny
na mezi stability. Tento singulárńı př́ıpad vylouč́ıme. S použit́ım spektrálńı factorizace je
kritérium rovno

J =
〈 g

f

g∗

f∗

〉
−
〈 b

a
U

g∗

f∗

〉
−
〈 b∗

a∗
U∗ g

f

〉
+
〈 ll∗

aa∗
UU∗

〉
. (3.51)

Minimalizaci kriteria vzhledem k ř́ızeńı U provedeme doplněńım na úplný čtverec

J =
〈(

l

a
U − α

)(
l

a
U − α

)∗ 〉
+
〈 gg∗

ff∗

〉
− 〈αα∗〉,

kde α voĺıme tak, aby předchoźı výraz pro kritérium byl shodný s (3.51). Porovnáńım obou

výraz̊u je zřejmé, že α =
g

f

b∗

l∗
. Kritérium je tedy rovno

J =
〈(

l

a
U − g

f

b∗

l∗

)(
l

a
U − g

f

b∗

l∗

)∗ 〉
+
〈

gg∗

ff∗
− gg∗bb∗

ff∗ll∗

〉
. (3.52)

Absolutńı minimum kritéria dostaneme podle (3.52), když ř́ızeńı U je řešeńım rovnice

l

a
U − g

f

b∗

l∗
= 0. (3.53)

V tomto př́ıpadě ř́ızeńı U zač́ıná v minus nekonečnu, neńı tedy kauzálńı. Absolutńı minimum
kritéria, které označ́ıme Jn (při nekauzálńım ř́ızeńı), je rovno

Jn =
〈

gg∗

ff∗
− gg∗bb∗

ff∗ll∗

〉
= r

〈(
ga0

lf0

)(
ga0

lf0

)∗ 〉
, (3.54)

kde

a

f
=

a0

f0
(3.55)

a a0 a f0 jsou nesoudělné polynomy.
Kauzálńı ř́ızeńı U muśı být vyjádřeno jako pod́ıl dvou polynomů v kladných mocninách

d. Proto muśıme provést dekompozici ř́ızeńı U ve vzorci (3.53), což vede na následuj́ıćı
rovnici

gb∗

fl∗
=

y

f
+

x∗

l∗
. (3.56)

Z předchoźı dekompozice plyne rovnice pro neznámé polynomy x a y, která ve skutečnosti
řeš́ı náš LQ problém ve zvolené struktuře ř́ızeńı

x∗f + yl∗ = gb∗. (3.57)

Tato rovnice nemá ale jediné řešeńı, je třeba dále specifikovat vlastnosti polynomů x a y.
Po dekompozici je kritérum (3.52) rovno

J =
〈(

l

a
U − x∗

l∗
− y

f

)(
l

a
U − x∗

l∗
− y

f

)∗ 〉
+ Jn.
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Zaved’me pomocnou proměnnou V podle vztahu

V =
l

a
U − y

f
. (3.58)

Pak kritérium J je rovno

J =
〈(

V − x∗

l∗

)(
V ∗ − x

l

)〉
+ Jn

= 〈V V ∗〉+
〈x∗

l∗
x

l

〉
−
〈x∗

l∗
V ∗
〉
−
〈x

l
V
〉

+ Jn.

Ř́ızeńı U se vyskytuje pouze v pomocné veličině V . Kritérium bude minimálńı, když bude
nekauzálńı část rozkladu (3.56) v čase nula nulová, a proto muśı být absolutńı člen polynomu
x roven nule (x0 = 0). To je omezeńı kladené na rovnici (3.57).

Potom výraz 〈V x/l〉 je roven nule, a tud́ıž kritérium je rovno

J =
〈x

l

x∗

l∗

〉
+ 〈V V ∗〉+ Jn. (3.59)

Minimálńı hodnota kritéria je dosažena, když V = 0. Odtud plyne, že optimálńı ř́ızeńı je
rovno

Uopt =
y

f

a

l
=

ya0

lf0
. (3.60)

Polynom f0 muśı být stabilńı, aby také ř́ızeńı U bylo stabilńı. Ze stability polynomu f0

plyne, že všechny nestabilńı módy v ř́ıdićım signálu W muśı být také módy systému.
Mimimálńı hodnota kritéria při kauzálńım ř́ızeńı je rovna

J∗ =
〈x

l

x∗

l∗

〉
+ Jn.

Je zřejmé, že kladný člen
〈x

l

x∗

l∗

〉
reprezentuje zhoršeńı kritéria v d̊usledku požadavku kauza-

lity ř́ızeńı.
Poznámka 1: Rovnice (3.57) může být upravena na polynomiálńı rovnici vynásobeńım

dα, kde α je řád systému

α = deg l = max(deg a, deg b)

a deg(.) je stupeň polynomu. Po vynásobeńı dα má rovnice (3.57) tvar

x∗fdα + yl∗dα = gb∗dα.

Zaved’me nové polynomy x̄, l̄, b̄ (takzvané reciproké polynomy)

x∗dα = (x1d
−1 + · · ·+ xαd−α)dα = x1d

α−1 + · · ·+ xα = x̄
l∗dα = (l0 + l1d

−1 + · · ·+ lαd−α)dα = l0d
α + l1d

α−1 + · · ·+ lα = l̄
b∗dα = (b0 + b1d

−1 + · · ·+ bαd−α)dα = b0d
α + b1d

α−1 + · · ·+ bα = b̄.
(3.61)

Rovnice (3.57) má potom tvar

x̄f + yl̄ = gb̄. (3.62)
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Tuto polynomiálńı rovnici řeš́ıme vzhledem k x̄ and y. Protože absolutńı člen polynomu x
muśı být nulový, aby kritérium pro kauzálńı ř́ızeńı bylo minimálńı, je reciproký polynom x̄
naopak stupně pouze α− 1 - viz (3.61). Proto předchoźı polynomiálńı rovnici muśıme řešit
pro minimálńı stupeň polynomu x̄.

Poznámka 2: Odchylka ř́ızeńı E je rovna

E = W − Y =
g

f
− b

a
U =

g

f
− b

a

ya0

f0l
=

(gl − by)a0

af0l
.

Aby odchylka ř́ızeńı E byla stabilńı, muśı být samozřejmě stabilńı ř́ıdićı veličina W (poly-
nom f muśı být stabilńı (stač́ı, aby polynom f0 byl stabilńı)), dále při ř́ızeńı ovládáńım
muśı být stabilńı i ř́ızený systém (polynom a muśı být stabilńı). Ve výrazu pro regulačńı
odchylku nelze formálně krátit společné polynomy čitatele a jmenovatele. Požadavek stabil-
ity systému je podstatným omezeńım př́ımovazebńı struktury ř́ızeńı. Toto omezeńı můžeme
odstranit pouze zpětnovazebńı strukturou ř́ızeńı.

Poznámka 3: Často jsou v kritériu kvality ř́ızeńı uvažovány pouze diference ř́ıdićı
veličiny a ne absolutńı hodnoty ř́ıdićı veličiny U . V tom př́ıpadě má kritérium tvar

J =
∞∑

k=0

e2
k + r∆u2

k, (3.63)

kde ∆uk = uk − uk−1. Postup řešeńı problému minimalizace kritéria (3.63) je úplně stejný
jako v předchoźım př́ıpadě. Je třeba pouze rozš́ı̌rit systém S o přenos

uk

∆uk
=

1
1− d

.

Potom mı́sto jmenovatele a uvažujeme rozš́ı̌rený jmenovatel a(1−d). Rovnice pro spektrálńı
faktorizaci má pak tvar ll∗ = bb∗ + ra(1− d)a∗(1− d−1) a jinak celý daľśı postup je stejný.

3.3.2 Kvadraticky optimálńı diskrétńı ř́ızeńı se dvěma stupni volnosti

V tomto odstavci budeme analyzovat kvadraticky optimálńı ř́ızeńı v nejobecněǰśı struktuře
ř́ızeńı se dvěma stupni volnosti podle obr. 3.8.
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Obrázek 3.8: LQ ř́ızeńı se dvěma stupni volnosti
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Ř́ızeńı U , výstup systému Y a regulačńı odchylka E jsou po řadě rovny

U =
sag

f∆
, Y =

sbg

f∆
, E =

g

f
− sbg

f∆
,

kde ∆ = ap + bq je charakteristický polynom celého zpětnovazebńıho systému. Předpoklá-
dáme, že počátečńı podmı́nky v systému i regulátoru jsou nulové. Kvadratické kritérium
kvality ř́ızeńı je stejné jako v předchoźım př́ıpadě. Po dosazeńı do kritéria dostaneme

J =
∞∑

k=0

e2
k + ru2

k =
〈(

g

f
− sbg

f∆

)(
g

f
− sbg

f∆

)∗ 〉
+ r

〈(
sag

f∆

)(
sag

f∆

)∗ 〉
.

Vynásob́ıme a pak sečteme členy se stejným jmenovatelem, což vede opět na spektrálńı
faktorizaci (3.50). Kritérium má potom tvar

J =
〈 g

f

g∗

f∗

〉
−
〈sbg

f∆
g∗

f∗

〉
−
〈s∗b∗g∗

f∗∆∗
g

f

〉
+
〈 sgl

f∆
s∗g∗l∗

f∗∆∗

〉
. (3.64)

Minimalizaci kritéria vzhledem k volitelným polynomům p, q, s regulátoru R1 a R2

provedeme opět doplněńım na úplný čtverec.
Polynom g vyjádř́ıme jako součin tř́ı polynomů

g = g+g−g0,

kde g+ je stabilńı část polynomu g , která má kořeny |di| > 1, g− je nestabilńı část polynomu
g s kořeny |di| < 1 a g0 je faktor polynomu g s kořeny na jednotkové kružnici |di| = 1.
Zaved’me reciproký polynom k nestabilńı části polynomu g

ḡ = (g−)∗dβ,

kde β je stupeň polynomu g−. Uvědomme si, že ḡ neńı reciproký polynom k polynomu g, ale
pouze k jeho nestabilńı části, a proto ḡ je stabilńı polynom. Důvod faktorizace polynomu g
vyplyne až z výsledných vztah̊u pro charakteristický polynom zpětnovazebńıho regulačńıho
obvodu.

Kritérium můžeme potom vyjádřit ve tvaru

J =
〈

g0

(
sg+ḡl

∆f
− α

)(
sg+ḡl

∆f
− α

)∗
(g0)∗

〉
+
〈 g

f

g∗

f∗

〉
− 〈

(
g0α

) (
g0α

)∗
〉,

kde α voĺıme tak, aby předchoźı výraz pro kritérium a (3.64) byly totožné. Z toho plyne,

že α =
b∗g+ḡ

l∗f
.

Přitom jsme využili vztahu

gg∗ = g+g−g0
(
g+g−g0

)∗
= g+(g−)∗dβg0

(
g+(g−)∗dβg0

)∗
= g+ḡg0

(
g+ḡg0

)∗
.

Kritérium je po úpravě rovno

J =
〈

g0

(
sg+ḡl

∆f
− b∗g+ḡ

l∗f

)(
sg+ḡl

∆f
− b∗g+ḡ

l∗f

)∗
(g0)∗

〉
+ r

〈(
ga0

lf0

)(
ga0

lf0

)∗ 〉
.
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Absolutńı minimum kritéria vzhledem k volitelným polynomům v regulátoru dostaneme,

když
sg+ḡl

∆f
− b∗g+ḡ

l∗f
= 0. To opět vede na nekauzálńı regulátor. Abychom dostali kauzálńı

zpětnovazebńı strukturu, je nutno provést dekompozici podle následuj́ıćıho vztahu

b∗g+ḡ

l∗f
=

y

f
+

x∗

l∗
,

což vede na rovnici

x∗f + yl∗ = b∗g+ḡ.

Nyńı dosad́ıme provedenou dekompozici do kritéria a minima tohoto kritéria je dosaženo,
když

sg+ḡl

∆f
− y

f
= 0,

což vede na polynomiálńı rovnici

sg+ḡl − y∆ = 0.

Provedenou dekompozićı jsme zajistili, že v předchoźı rovnici jsou pouze polynomy v klad-
ných mocninách d, a proto je zajǐstěna kauzalita regulátoru. Nekauzálńı člen v předchoźı
dekompozici zvyšuje hodnotu kritéria, a proto minima kritéria dosáhneme, když absolutńı
člen polynomu x∗ je nulový, čili x0 = 0. Minimálńı hodnota kritéria je pak rovna

Jopt =
〈
g0 x

l

x∗

l∗
(g0)∗

〉
+ r

〈(
ga0

f0l

)(
ga0

f0l

)∗ 〉
, (3.65)

kde druhý člen je roven optimálńı hodnotě kritéria při nekauzálńım regulátoru a prvńı člen
vyjadřuje zvýšeńı kritéria v d̊usledku respektováńı kauzality regulátoru.

Máme tedy systém tř́ı rovnic

ap + bq = ∆, q0 = 0, (3.66)
sg+ḡl − y∆ = 0, (3.67)

x∗f + yl∗ = b∗g+ḡ, x0 = 0. (3.68)

Prvńı rovnice je rovnićı pro pseudocharakteristický polynom zpětnovazebńıho obvodu, pod-
mı́nka q0 = 0 plyne z podmı́nky na realizovatelný zákon ř́ızeńı. Druhá rovnice plyne z
minimalizace kritéria při kauzálńım regulátoru a třet́ı rovnice plyne z dekompozice, která
zajist́ı kauzalitu regulátoru.

Pro s = y je charakteristický polynom stabilńı a je roven ∆ = g+ḡl. Odtud plyne smysl
předchoźı faktorizace čitatele g ř́ıdićı veličiny W .

Polynomy p, q a s kvadraticky optimálńıho regulátoru jsou řešeńım rovnic

ap + bq = g+ḡl, q0 = 0, (3.69)
x∗f + sl∗ = b∗g+ḡ, x0 = 0, (3.70)

jejichž řešeńım dostaneme vedle hledaných polynomů p, q a s optimálńıho regulátoru také
polynom x. Předchoźı rovnice mohou být řešeny nezávisle. Druhou rovnici můžeme upravit
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na polynomiálńı rovnici násobeńım dα, kde α je řád systému S. Potom tato rovnice má tvar

x̄f + sl̄ = b̄g+ḡ, (3.71)

kterou řeš́ıme pro minimálńı stupeň polynomu x̄, kde x∗dα = x̄.
T́ım jsme dostali dvě nezávislé polynomiálńı rovnice pro polynomy p, q, s a x. Op-

timálńı ř́ızeńı U a regulačńı odchylka E jsou stabilńı, pokud je polynom f0 stabilńı, což
je podmı́nkou řešitelnosti tohoto problému. Znamená to, že všechny nestabilńı módy ř́ıdićı
veličiny muśı být současně módy systému. Ř́ızeńı U , výstup systému Y a odchylka E jsou
rovny

U =
sa0g0g−

lf0ḡ
, Y =

sbg0g−

lf ḡ
, E =

glḡ − sbg0g−

lf ḡ
.

Poznámka 1: V předchoźım odvozeńı jsme byli nuceni použ́ıt složitou faktorizaci poly-
nomu g v čitateli obrazu ř́ıdićı veličiny W . Tomu se můžeme vyhnout následuj́ıćım postu-
pem, který při minimalizaci kritéria kvality ř́ızeńı nebere v úvahu čitatele g ř́ıdićı veličiny
W . Regulátor neńı potom v př́ısném slova smyslu optimálńı, ale je navržen tak, že bere v
úvahu pouze módy ř́ıdićı veličiny a ne jejich amplitudy.

Kritérium (3.64) vyjádř́ıme ve tvaru

J =
〈

g

(
sl

∆f
− α

)(
sl

∆f
− α

)∗
g∗
〉

+
〈 g

f

g∗

f∗

〉
− 〈gαg∗α∗〉,

kde α voĺıme tak, aby předchoźı výraz pro kritérium byl totožný s (3.64). Z toho plyne, že

α =
b∗

l∗f
a kritérium je po úpravě rovno

J =
〈

g

(
sl

∆f
− b∗

l∗f

)(
sl

∆f
− b∗

l∗f

)∗
g∗
〉

+ r

〈(
ga0

lf0

)(
ga0

lf0

)∗ 〉
.

Absolutńı minimum kritéria vzhledem k volitelným polynomům v regulátoru dostaneme,

když
sl

∆f
− b∗

l∗f
= 0. To opět vede na nekauzálńı regulátor. Abychom dostali kauzálńı zpět-

novazebńı strukturu, je nutno provést dekompozici

b∗

l∗f
=

y

f
+

x∗

l∗
,

z ńıž plyne rovnice

x∗f + yl∗ = b∗.

Nyńı dosad́ıme provedenou dekompozici do kritéria a minimum tohoto kritéria je dosaženo,
když

sl

∆f
− y

f
= 0

Provedenou dekompozićı jsme zajistili, že v předchoźı rovnici jsou pouze polynomy v klad-
ných mocninách d, a proto je zajǐstěna kauzalita regulátoru. Nekauzálńı člen v předchoźı
dekompozici zvyšuje hodnotu kritéria a proto minimum kritéria dosáhneme, když absolutńı
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člen polynomu x∗ je nulový, čili x0 = 0. Minimálńı hodnota kritéria je pak rovna

Jopt =
〈
g
x

l

x∗

l∗
g∗
〉

+ r

〈(
ga0

lf0

)(
ga0

lf0

)∗ 〉
,

kde druhý člen je roven optimálńı hodnotě kritéria při nekauzálńım regulátoru a prvńı člen
vyjadřuje zvýšeńı kritéria v d̊usledku respektováńı kauzality regulátoru. Máme tedy systém
tř́ı rovnic

ap + bq = ∆, q0 = 0
sl − y∆ = 0

x∗f + yl∗ = b∗, x0 = 0.

Prvńı rovnice je rovnićı pro pseudocharakteristický polynom zpětnovazebńıho obvodu, pod-
mı́nka q0 = 0 plyne opět z podmı́nky na realizovatelný zákon ř́ızeńı. Druhá rovnice plyne
z minimalizace kritéria při kauzálńım regulátoru a třet́ı rovnice plyne z dekompozice, která
zajist́ı kauzalitu regulátoru.

Charakteristický polynom ∆ je roven stabilńımu spektrálńımu faktoru l, pak s = y a
předchoźı soustava rovnic má pak tvar

ap + bq = l, q0 = 0 (3.72)
x∗f + sl∗ = b∗, x0 = 0 (3.73)

pro neznámé polynomy p, q, s a x. Předchoźı rovnice mohou být řešeny nezávisle. Druhou
rovnici můžeme upravit na polynomiálńı rovnici násobeńım dα, kde α je řád systému S.
Potom tato rovnice má tvar

x̄f + sl̄ = b̄

a řeš́ıme ji pro minimálńı stupeň polynomu x̄, kde x̄ = dαx∗.
T́ım jsme dostali dvě nezávislé polynomiálńı rovnice pro polynomy p, q, s a x. Optimálńı

ř́ızeńı U , výstup systému Y a regulačńı odchylka E jsou stabilńı a jsou rovny

U =
sa0g

lf0
, Y =

sbg

lf
, E =

gl − sbg

lf
.

Regulátor, jehož polynomy p, q a s jsou řešeńım (3.72), nezáviśı tedy na nulách ř́ızeńı.
Problém suboptimálńıho LQ regulátoru jsme nyńı řešili pouze s využit́ım informace o
módech ř́ızeńı.

2

Poznámka 2: Pokud uvažujeme strukturu ř́ızeńı s odchylkovým regulátorem, pak R1 =
R2, neboli s = q. Potom podle p̊uvodńıho odvozeńı (viz (3.66)) dostaneme soustavu rovnic

ap + bq = ∆
qg+ḡl − y∆ = 0

x̄f + yl̄ = b̄g+ḡ.

Po dosazeńı z prvńı rovnice do druhé dostaneme

qg+ḡl − y(ap + bq) = 0.
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Řešeńı této polynomiálńı rovnice je q = ay, p = g+ḡl − yb. Dosad́ıme předchoźı výrazy za
polynomy p a q do rovnice pro pseudocharakteristický polynom a dostaneme

∆ = ap + bq = a(g+ḡl − yb) + bay = ag+ḡl.

Zpětnovazebńı systém je stabilńı pouze tehdy, je-li stabilńı polynom a, tedy je stabilńı ř́ızený
systém S. Polynomy g+, ḡ a l jsou stabilńı. Odtud plyne, že uvedený postup lze použ́ıt při
ř́ızeńı odchylkovým regulátorem pouze pro stabilńı ř́ızené systémy. Při odchylkovém ř́ızeńı
máme méně stupň̊u volnosti, a proto při nestabilńım ř́ızeném systému muśıme postupovat
jiným zp̊usobem. 2

Poznámka 3: Pokud v kritériu kvality ř́ızeńı váž́ıme pouze regulačńı odchylku, pak
váha r = 0. Pro stabilńı spektrálńı faktor l dostaneme potom rovnici ll∗ = bb∗, a pokud je
polynom b stabilńı, pak zřejmě l = b.

Jinou variantu kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı při váze r = 0 dostaneme následuj́ıćım
postupem. Přenos systému necht’ je roven

S(d) =
b(d)
a(d)

=
bn + bn−1d + · · ·+ b0d

n

1 + an−1d + · · ·+ a0dn
.

Systém je tedy popsán diferenčńı rovnićı

y(t) +
n∑

i=1

an−iy(t− i) = bnu(t) +
n∑

j=1

bn−ju(t− j).

Ř́ızeńı bude vzhledem ke zvolenému kritériu optimálńı, pokud bude regulačńı odchylka
trvale nulová, pak e(t) = w(t)− y(t) = 0, čili w(t) = y(t). Dosad́ıme-li za y(t) do předchoźı
rovnice w(t), dostaneme pro optimálńı ř́ızeńı

u(t) =
1
bn

w(t)−
n∑

j=1

bn−ju(t− j) +
n∑

i=1

an−iy(t− i)

 .

Přenosy regulátoru jsou potom

R2 =
U

W
=

s

p
=

1
b(d)

R1 =
u

−Y
=

q

p
=
−an−1d + · · ·+ a0d

n

b(d)
.

Charakteristický polynom je roven

∆ = ap + bq = ab + b(1− a) = b.

Toto takzvané jednokrokové ř́ızeńı můžeme použ́ıt pouze tehdy, když čitatel systému je
stabilńı (systém je s minimálńı fáźı). Nebereme zřetel na velikost akčńıch zásah̊u, které při
tomto zp̊usobu ř́ızeńı mohou přesáhnout hodnoty, pro které plat́ı lineárńı popis systému.
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3.4 Sjednoceńı algebraického př́ıstupu pro spojité i diskrétńı
systémy

V předchoźıch kapitolách jsme řešili některé problémy diskrétńıho ř́ızeńı algebraickými
metodami. Použ́ıvali jsme při tom operaćı s polynomy, nebot’ přenos diskrétńıho systému
můžeme vyjádřit jako pod́ıl polynomů. V zásadě stejný př́ıstup můžeme použ́ıt i pro lineárńı
spojité systémy. Jak uvid́ıme později, jsou mezi diskrétńımi a spojitými systémy některé
odlǐsnosti, které znemožňuj́ı př́ımou analogii algebraických př́ıstup̊u založených na algebře
polynomů pro diskrétńı a spojité systémy.

V literatuře (Vidyasagar, 1985), (Kučera, 1993) byly publikovány metody, které umož-
ňuj́ı jednotný př́ıstup k lineárńım spojitým i diskrétńım systémům, založeným na speciálńıch
okruźıch racionálńıch funkćı. Proto nejprve zavedeme potřebné pojmy a poté vyřeš́ıme
několik základńıch problémů.

3.4.1 Okruhy a tělesa

Nejprve si zopakujeme některé pojmy z algebry, které dále budeme použ́ıvat. Neklademe si
za ćıl matematickou přesnost definic potřebných pojmů. Podrobněji se s uvedenými meto-
dami může zájemce seznámit v (Vidyasagar, 1985). Předně si zavedeme dva algebraické
systémy - okruhy (Rings) a tělesa (Fields).

Okruh je neprázdná množina R spolu se dvěma binárńımi operacemi - sč́ıtáńım a
násobeńım. Přitom sč́ıtáńı je komutativńı a násobeńı je asociativńı. Dále existuje nulový
prvek (0). Pro prvky okruhu a ∈ R, b ∈ R a c ∈ R tedy plat́ı

a + (b + c) = (a + b) + c, (3.74)
a + b = b + a,

a + 0 = 0 + a = a,

a.(b.c) = (a.b).c,
a.(b + c) = ab + ac,

(a + b).c = ac + bc.

Přitom pro sč́ıtáńı i násobeńı použ́ıváme obvyklé symboly a často mı́sto a.b budeme psát
pouze ab.

Okruh R je komutativńı, jestliže ab = ba.
Okruh s jednotkovým prvkem (okruh s jednotkou (identity)) je okruh, ve kterém

existuje prvek 1 ∈ R, že 1.a = a.1 = a pro ∀a ∈ R.
Okruh je obor integrity, jestliže z ab = 0 plyne, že a = 0 nebo b = 0. Okruh je obor

integrity, jestliže součin nenulových prvk̊u je nenulový.
Př́ıklady: Množina celých č́ısel Z je okruh, který je samozřejmě komutativńı okruh i

okruh s jednotkou i obor integrity. Množina čtvercových matic tvoř́ı okruh, je to i okruh
s jednotkou, ale netvoř́ı obor integrity, protože součin dvou nenulových (ale singulárńıch)
matic může být nulová matice. Množina sudých č́ısel tvoř́ı komutativńı okruh, ale neńı to
okruh s jednotkou. Také množina polynomů s reálnými koeficienty tvoř́ı komutativńı okruh.

V okruhu s jednotkou se prvek x ∈ R nazývá dělitel jednotky (unit), jestliže existuje
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prvek y ∈ R, že plat́ı xy = yx = 1. V textu často budeme dělitele jednotky zkráceně nazývat
pouze jednotkou (př́ımý překlad anglického pojmu unit).Prvek y se nazývá inverze prvku
x a obvykle se znač́ı x−1. Jednotky v okruhu jsou speciálńı prvky, které maj́ı inverzi, nebot’
obecně prvky v okruhu inverzi nemaj́ı.

Př́ıklady: Okruh celých č́ısel má dvě jednotky, a sice prvky −1 a 1, nebot’ inverze pouze
těchto prvk̊u je opět celé č́ıslo. Jednotky v okruhu čtvercových matic s reálnými prvky jsou
všechny nesingulárńı matice. Jednotky v okruhu polynomů jsou pouze nenulové konstanty.

Mohou existovat takové okruhy, jejichž všechny nenulové prvky lze invertovat. Takové
okruhy se nazývaj́ı tělesa (fields). Tělesa jsou komutativńı okruhy s jednotkou, jejichž
všechny nenulové prvky jsou dělitelé jednotky.

Př́ıklady: Množina reálných č́ısel tvoř́ı těleso, podobně množina racionálńıch č́ısel i
množina komplexńıch č́ısel jsou tělesa. Také množina racionálńıch funkćı tvoř́ı těleso. Toto
těleso budeme značit F (ξ), kde ξ je komplexńı proměnná.

Pro náš daľśı výklad je d̊uležité, že množina racionálńıch funkćı, které jsou analytické v
určité oblasti komplexńı roviny (to znamená, že v ńı nemaj́ı žádnou singularitu, žádný pól),
tvoř́ı komutativńı okruh. Uvědomme si, že přenosy lineárńıch spojitých i diskrétńıch systémů
jsou racionálńı funkce komplexńı proměnné s nebo z, př́ıpadně d, které jsou analytické v
celé komplexńı rovině s výjimkou izolovaného počtu bod̊u, které se nazývaj́ı přenosové póly
systému. Sč́ıtáńım i násobeńım přenos̊u (dovolenými operacemi v okruhu) se poloha pól̊u
neměńı.

Zavedeme proto speciálńı okruhy racionálńıch funkćı, které jsou analytické v určité
oblasti komplexńı roviny.

• F∞(ξ) je okruh racionálńıch funkćı analytických v ξ = ∞. Jsou to tedy takové
racionálńı funkce, které nemaj́ı singularitu v nekonečnu. Jsou to tedy racionálńı
funkce, které maj́ı pouze konečné póly. Je-li ξ = s, je F∞(s) množina přenos̊u spojitých
systémů, které jsou ryźı (stupeň čitatele přenosu neńı větš́ı než je stupeň jmenovatele).
Je-li ξ = z, je F∞(z) okruh přenos̊u lineárńıho kauzálńıho diskrétńıho systému.

• Fps(ξ) je okruh racionálńıch funkćı analytických v Re ξ ≥ 0 včetně ξ = ∞. Pro ξ = s
je to tedy okruh ryźıch a stabilńıch (proper and stable) přenos̊u spojitých systémů.

• Fcs(ξ) je okruh racionálńıch funkćı analytických v |ξ| ≥ 1. Pro ξ = z je to tedy okruh
kauzálńıch a stabilńıch přenos̊u diskrétńıch systémů.

• Ff (ξ) je okruh racionálńıch funkćı analytických pro všechny ξ 6= 0. Je to tedy okruh
racionálńıch funkćı, která maj́ı pouze nulové póly. Pro ξ = z je to okruh přenos̊u
diskrétńıch systémů, které maj́ı konečnou dobu trváńı impulsńı posloupnosti.

• F [ξ] je okruh racionálńıch funkćı analytických pro všechny ξ 6= ∞. Je to tedy okruh
racionálńıch funkćı, které maj́ı pouze póly v nekonečnu (nemaj́ı konečné póly). Je to
tedy okruh polynom̊u. Uvědomme si, že pro ξ = d je to okruh přenos̊u diskrétńıch
systémů, které také maj́ı konečnou dobu trváńı odezvy.

Podle potřeby si můžeme zvolit i jiné okruhy racionálńıch funkćı analytických v části
komplexńı roviny - např́ıklad okruh přenos̊u se zvoleným stupněm stability či relativńım
tlumeńım.
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Jaké jsou jednotky v právě definovaných okruźıch?
V okruhu všech ryźıch či kauzálńıch racionálńıch funkćı F∞(ξ) jsou jednotky racionálńı

funkce relativńıho stupně nula (maj́ıćı stejný stupeň čitatele i jmenovatele).
V okruhu všech ryźıch a stabilńıch či kauzálńıch a stabilńıch přenos̊u (racionálńıch

funkćı) Fps(ξ) či Fcs(ξ) jsou jednotky přenosy systém̊u s minimálńı fáźı.
V okruhu Ff (ξ) i F [ξ] jsou jednotky pouze nenulové konstanty.
Přenos lineárńıch systémů spojitých i diskrétńıch může být vždy vyjádřen jako prvek

pod́ılového tělesa r̊uzných okruh̊u. Přenos F (ξ), kde ξ = s, nebo ξ = z či ξ = d podle toho,
zda se jedná o spojitý či diskrétńı systém, můžeme vždy vyjádřit ve tvaru zlomku

F (ξ) =
b(ξ)
a(ξ)

, (3.75)

kde a(ξ) i b(ξ) je prvkem zvoleného okruhu.

Tak na př́ıklad přenos integrátoru F (s) =
1
s

můžeme vyjádřit ve tvaru

F (s) =
1
s

=
1

s+1
s

s+1

=
b(s)
a(s)

,

kde zřejmě b(s) =
1

s + 1
i a(s) =

s

s + 1
je prvkem okruhu ryźıch a stabilńıch přenos̊u.

Různé okruhy voĺıme podle toho, jaké vlastnosti systému zkoumáme. Uvědomme si, že
pokud přenos F (ξ) je sám prvkem zvoleného okruhu, tak jej vždy můžeme vyjádřit jako
zlomek, kde jmenovatel je jednotka v př́ıslušném okruhu.

Při zajǐst’ováńı ryzosti či kauzality voĺıme okruh F∞(ξ). Při zajǐst’ováńı stability spolu s
ryzost́ı nebo kauzalitou voĺıme okruhy Fps(ξ) nebo Fcs(ξ). Při zajǐst’ováńı konečné odezvy
a modálńıch vlastnost́ı voĺıme okruhy Ff (ξ) nebo F [ξ]. Je d̊uležité si uvědomit, že pro
diskrétńı systémy plat́ı inkluze

Ff (z) ⊂ Fcs(z) ⊂ F∞(z), (3.76)

Ff (z) ≡ F [d],

kde d = z−1. Pro spojité systémy pouze plat́ı

Fps(s) ⊂ F∞(s).

Proto pro spojité systémy nelze jednoduše poč́ıtat s přenosy vyjádřenými jako pod́ıly poly-
nomů, nebot’ při tom neńı automaticky zajǐstěna ani stabilita, ani ryzost. Se zavedenými
okruhy můžeme velmi elegantně řešit některé problémy ř́ızeńı.

V následuj́ıćıch několika odstavćıch vyřeš́ıme některé problémy návrhu regulátoru, který
splňuje určité požadavky. Jedná se o návrh regulátor̊u, které zajist́ı stabilitu zpětnovazeb-
ńıho obvodu, dále o eliminaci poruchové veličiny, asymptotické sledováńı ř́ıdićıho signálu a
přizp̊usobeńı systému danému modelu.

Mı́sto proměnné ξ budeme v daľśım použ́ıvat proměnnou s, t́ım zdánlivě budeme řešit
problémy pro spojité systémy. Pokud zvoĺıme správný okruh, můžeme mı́sto s psát z nebo
d a vše z̊ustává v platnosti i pro diskrétńı systémy.
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3.4.2 Stabilizuj́ıćı regulátory

Uvažujme zpětnovazebńı obvod dle obr. 3.9. tvořený daným systémem S a hledaným
regulátorem R.
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Obrázek 3.9: Stabilizuj́ıćı regulátory

Budeme hledat ryźı či kauzálńı regulátory R, které zajist́ı stabilitu celého zpětnovazeb-
ńıho systému. Budeme tedy tento problém řešit v okruhu stabilńıch a ryźıch či kauzálńıch
racionálńıch funkćı. Muśıme tedy přenos systému i regulátoru vyjádřit jako pod́ıl prvk̊u v
uvedených okruźıch. Pak a, b, q, p ∈ Fps nebo Fcs.

Zpětnovazebńı systém je ryźı a stabilńı (kauzálńı a stabilńı) pouze tehdy , když

c = ap + bq (3.77)

je jednotka v okruhu Fps nebo Fcs. Odtud již plyne množina stabilizuj́ıćıch regulátor̊u.
Všechny stabilizuj́ıćı regulátory jsou rovny

R(q) =
y − ah

x + bh
, (3.78)

kde x(q) a y(q) jsou řešeńım rovnice

ax + by = 1, x, y ∈ Fps nebo Fcs (3.79)

a h je libovolný prvek zvoleného okruhu, h ∈ Fps nebo Fcs a samozřejmě jmenovatel neńı
identicky nulový x+bh 6= 0. Množina všech stabilizuj́ıćıch regulátor̊u je tedy vyjádřena jako
jednoparametrická množina (parametrem je libovolný prvek h př́ıslušného okruhu).

Poznámka Uvědomme si, že rovnice (3.79) neńı polynomiálńı rovnice, ale rovnice v
okruhu. Protože ji v př́ıslušném okruhu př́ımo řešit neumı́me, obvykle ji převád́ıme na
rovnici polynomiálńı.

Př́ıklad: Pro spojitý systém s přenosem S(s) =
k

s2
určeme množinu ryźıch regulátor̊u,

které zajist́ı stabilitu a ryzost zpětnovazebńıho systému dle obr. 3.9.
Řešeńı: Nejprve je třeba vyjádřit přenos systému S jako pod́ılové těleso s prvky v okruhu

stabilńıch a ryźıch přenos̊u, pak

S(s) =
k

s2
=

k
(s+1)2

s2

(s+1)2

=
b(s)
a(s)

.

Nyńı je třeba vyřešit rovnici ax+by = 1 v př́ıslušném okruhu. Uděláme to tak, že se budeme
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snažit převést tuto rovnici v okruhu na polynomiálńı rovnici. Po dosazeńı dostaneme

s2

(s + 1)2
x +

k

(s + 1)2
y = 1.

Vynásob́ıme-li předchoźı rovnici (s + 1)2, dostaneme polynomiálńı rovnici

s2x + ky = (s + 1)2,

jej́ıž řešeńı je zřejmě x = 1 a y = 1
k (2s + 1). Toto řešeńı nelze použ́ıt, nebot’ y(s) neńı ryźı

přenos. Zvoĺıme proto

x(s) =
n

s + α
, y(s) =

m

s + α
, α > 0,

kde n a m jsou neznámé polynomy. Bez újmy na obecnosti zvoĺıme α = 1. Po dosazeńı
dostaneme rovnici

s2

(s + 1)2
n

s + 1
+

k

(s + 1)2
m

s + 1
= 1

a po vynásobeńı dostaneme konečně polynomiálńı rovnici

s2n(s) + km(s) = (s + 1)2(s + 1),

jej́ıž řešeńı je zřejmě n = s + 3, m =
1
k
(3s + 1). Potom x i y jsou ryźı i stabilńı přenosy.

Množina stabilizuj́ıćıch regulátor̊u je

R(s) =
y − ah

x + bh
=

3s+1
k(s+1) −

s2

(s+1)2
h

3+s
s+1 + k

(s+1)2
h

,

kde h(s) ∈ Fps(s).

3.4.3 Silná stabilizace systému

V předchoźım odstavci jsme vyřešili problém syntézy regulátoru zajǐst’uj́ıćıho stabilitu zpět-
novazebńıho obvodu dle obr. 3.9. Vlastnosti samotného regulátoru, který byl výsledkem
syntézy, byly při tomto př́ıstupu libovolné.

Zde se budeme zabývat problémem stabilizace systému S stabilńım regulátorem.
Požadujeme tedy nejen stabilitu zpětnovazebńıho obvodu, ale také stabilitu samotného
regulátoru R. To je problém silné stabilizace.

Protože při silné stabilizaci muśı být regulátor stabilńı, je možno jeho přenos upravit
tak, aby jeho jmenovatel byla jednotka v okruhu stabilńıch ryźıch či kauzálńıch racionálńıch
funkćı. Pak je regulátor

R =
q

p
=

q

1
= q (3.80)

a zpětnovazebńı obvod bude podle (56) stabilńı, když

c = ap + bq = a + bq
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je jednotka v okruhu Fps(ξ) nebo Fcs(ξ). Odtud čitatel q regulátoru R je roven

q =
c− a

b
. (3.81)

Aby q bylo stabilńı, je nutné vykrátit čitatelem všechny nestabilńı nuly b. Racionálńı funkce
b (čitatel soustavy) je dle předpokladu stabilńı, ale jej́ı nestabilńı nuly jsou totožné s nesta-
bilńımi nulami systému S. Pokud je systém S systémem s minimálńı fáźı, pak je problém
vyřešen. Pokud systém S má nestabilńı nuly, jsou tyto nestabilńı nuly nulami b a je třeba
je podle předchoźı rovnice vykrátit s c− a.

Komplexńı č́ıslo νi je nulou b, když b(νi) = 0. Aby v q nastalo kráceńı čitatele jmen-
ovatelem v nestabilńıch nulách νi racionálńı funkce b, je třeba, aby pro nestabilńı nulu νi

platilo také c(νi)− a(νi) = 0, neboli

c(νi) = a(νi), (3.82)

kde νi jsou nestabilńı nuly systému S a také jeho čitatele b.
Problém spoč́ıvá tedy v nalezeńı jednotky c v př́ıslušném okruhu takové, aby jej́ı hodnota

v nestabilńıch nulách b byla totožná s hodnotou jmenovatele systému a v těchto nulách.
Tento problém nemá vždy řešeńı. Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka řešitelnosti problému silné
stabilizace je obsažena v následuj́ıćım tvrzeńı:

Systém S je silně stabilizovatelný pouze tehdy, když mezi každou dvojićı jeho
reálných nestabilńıch nul se nacháźı sudý počet jeho pól̊u.

Pokud je systém př́ısně ryźı, pak mezi nestabilńı nuly muśıme zahrnout i nuly v
nekonečnu. Tato vlastnost se nazývá vlastnost prokládáńı pól̊u nulami (parity interlacing
property). Je tedy zřejmé, že systémy stabilńı i systémy minimálně fázové jsou systémy,
které jsou vždy silně stabilizovatelné. Silně stabilizovatelné jsou také systémy, které maj́ı
pouze jedinou reálnou nestabilńı nulu (včetně nuly v nekonečnu). Jiná podmı́nka silné sta-
bilizovatelnosti je obsažena v následuj́ıćım tvrzeńı.

Aby byl systém silně stabilizovatelný, pak muśı mı́t stejné znaménko hodnoty jeho jmen-
ovatele ve všech reálných nestabilńıch nulách systému.

Pokud je systém silně stabilizovatelný, zbývá nalézt jednotku c ve zvoleném okruhu, pro
kterou plat́ı c(νi) = a(νi) ve všech reálných nestabilńıch nulách νi čitatele b systému S. V
(Vidyasagar, 1985) je navržen rekurzivńı postup určeńı jednotky c s uvedenou vlastnost́ı.
Označme ν1, ν2, · · ·, νk reálné nestabilńı nuly b. Zvoĺıme c1 = const. = a(ν1).

Pro i = 2 až i = k urč́ıme jednotky ci následuj́ıćım zp̊usobem: Voĺıme ci

ci = (1 + αfi−1)βci−1,

kde

fi−1 =
i−1∏
j=1

s− νj

s + 1

a kde reálnou konstantu α splňuj́ıćı nerovnost

|α| <‖ fi ‖−1
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a přirozené č́ıslo β voĺıme tak, aby

ci(νi) = a(νi).

Potom ci jsou jednotky a ck = c.
Př́ıklad: Nalezněte silně stabilizuj́ıćı regulátor pro systém S s přenosem

S =
s− 1

(s + 1)(s− 2)
.

Řešeńı: Nestabilńı nuly systému S jsou ν1 = ∞, ν2 = 1. Systém má jediný nestabilńı pól
λ = 2. Protože v intervalu (1,∞) mezi dvěma nestabilńımi nulami lež́ı pouze jeden nestabilńı
pól, neńı splněna podmı́nka existence silně stabilizuj́ıćıho regulátoru. Proto uvedený systém
nelze stabilizovat stabilńım regulátorem.

Př́ıklad: Nalezněte silně stabilizuj́ıćı regulátor pro systém S s přenosem

S =
s− 2

s(s + 1)
.

Řešeńı: Nestabilńı nuly systému S jsou ν1 = ∞, ν2 = 2. Systém má jediný nestabilńı pól
λ = 0. V intervalu (2,∞) mezi dvěma nestabilńımi nulami nelež́ı žádný nestabilńı pól, a
proto problém silné stabilizace je v tomto př́ıpadě řešitelný.

Uprav́ıme přenos systému do tvaru

S(s) =
s− 2

s(s + 1)
=

s−2
(s+1)2

s
s+1

=
b

a
,

kde a i b jsou prvky okruhu stabilńıch a ryźıch racionálńıch funkćı. Hodnota a v nestabilńıch
nulách je

a(∞) = 1, a(2) =
2
3
.

Nyńı urč́ıme jednotky ci. Nejprve konstantńı c1

c1 = a(∞) = 1.

Voĺıme c2 ve tvaru

c2 = (1 + αf1)βc1, kde f1 =
1

s + 1
.

Urč́ıme α a β tak, aby pro s = 2 platilo(
1 + α

1
s + 1

)β

= a(ν2) =
2
3
.

Pro β = 1 je α = −1. Protože ‖ f1 ‖= 1, neńı splněna podmı́nka |α| <‖ f1 ‖−1. Proto
voĺıme β = 2. Potom α = −0.55 a c2 = c je rovno

c =
(

1− 0.55
s + 1

)2

=
(s + 0.45)2

(s + 1)2
.
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Silně stabilizuj́ıćı regulátor je pak roven

R =
q

1
=

c− a

b
=

(s+0.45)2

(s+1)2
− s

s+1

s−2
(s+1)2

=
(s + 0.45)2 − s(s + 1)

s− 2
= −0.1

Tento proporcionálńı stabilizuj́ıćı regulátor plyne ostatně i z geometrického mı́sta kořen̊u.

3.4.4 Kompenzace poruchy

Mějme zpětnovazebńı regulačńı obvod podle obr. 3.10. Na výstupu systému p̊usob́ı neměři-
telná poruchová veličina V . Naš́ım záměrem je navrhnout takový zpětnovazebńı regulátor
R, aby na výstupu systému byla porucha asymptoticky eliminována.
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Obrázek 3.10: Kompenzace poruchové veličiny

Pokud poruchovou veličinu nemůžeme měřit či se o jej́ım p̊usobeńı dozvědět dř́ıve než
se projev́ı na výstupu systému, neńı možná úplná eliminace žádným regulátorem. Budeme
se proto snažit navrhnout takový regulátor R, aby výstupńı veličina Y byla asymptoticky
stabilńı. Potom vliv poruchy asymptoticky dozńı a přitom rychlost konvergence poruchy k
nule máme pod kontrolou.

Protože se bude jednat o stabilńı odezvu a samozřejmě o stabilńı zpětnovazebńı obvod,
budeme přenos systému i regulátoru i obraz poruchy vyjadřovat jako pod́ıl prvk̊u z okruhu
stabilńıch a ryźıch či kauzálńıch racionálńıch funkćı. To tedy znamená, že dle obr. 3.10 prvky
a, b, g, f jsou dané stabilńı ryźı či kauzálńı racionálńı funkce. Obraz výstupńı veličiny Y je
podle obr. 3.10 roven

Y =
1

1 + b
a

q
p

g

f
=

apg

fc
,

kde c = ap + bq. Provedeme kráceńı v př́ıslušném okruhu a dostaneme

Y =
a′pg

f ′c
,

kde a′, f ′ jsou nesoudělné v př́ıslušném okruhu. To znamená, že jejich společné dělitele jsou
pouze jednotky v př́ıslušném okruhu.

Aby výstup Y byl stabilńı, muśı být jeho jmenovatel jednotka v okruhu stabilńıch ryźıch
či kauzálńıch racionálńıch funkćı. Proto racionálńı funkci c zvoĺıme jednotkou v př́ıslušném
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okruhu, ale pro stabilitu výstupu muśıme ještě f ′ vykrátit s čitatelem. V čitateli je volitelný
pouze jmenovatel regulátoru p. Proto p = f ′x a hledané funkce x a q dostaneme jako řešeńı
rovnice

af ′x + bq = c, (3.83)

kde c je jednotka v okruhu stabilńıch ryźıch či kauzálńıch racionálńıch funkćı (např́ıklad
můžeme volit c = 1). Obecné řešeńı v okruhu stabilńıch a ryźıch či kauzálńıch přenos̊u je

x = x0 + bh, q = q0 − af ′h,

kde x0 a q0 je nějaké partikulárńı řešeńı a h je libovolný prvek př́ıslušného okruhu. Regulátor
R asymptoticky eliminuj́ıćı poruchu je roven

R =
q

p
=

q

f ′x
=

q0 − af ′h

f ′(x0 + bh)
.

Jmenovatel regulátoru R obsahuje funkci f ′. Uplatňuje se zde tzv. princip vnitřńıho modelu.
Abychom mohli asymptoticky eliminovat poruchu, všechny nestabilńı módy poruchy V ,
které nejsou obsaženy v systému S, muśı být v regulátoru R. Problém nemá řešeńı, když
nemá řešeńı rovnice (3.83). To nastane, když racionálńı funkce b a af ′ maj́ı společný dělitel,
který neńı jednotkou v př́ıslušném okruhu.

3.4.5 Asymptotické sledováńı žádané hodnoty

Nyńı vyřeš́ıme podobný problém asymptotického sledováńı žádané hodnoty ve struktuře
ř́ızeńı podle obr. 3.11.
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Obrázek 3.11: Sledováńı žádané hodnoty

Pro daný systém S a známou ř́ıdićı veličinu W budeme navrhovat takový regulátor R
se dvěma stupni volnosti, aby regulačńı odchylka E byla stabilńı.

Problém budeme opět řešit v okruhu stabilńıch racionálńıch funkćı. Odchylka E je rovna

E = W − Y =
g

f
−

r
q

b
a

1 + q
p

b
a

g

f
=

g

f

(
1− rb

ap + bq

)
,
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kde a, b, p, q, r, f a g ∈ Fps, nebo Fcs. Aby odchylka byla stabilńı, muśı být jej́ı jmenovatel
jednotka v př́ıslušném okruhu, proto

ap + bq = 1.

Regulačńı odchylka je potom rovna

E =
g

f
(1− rb).

Pokud plat́ı 1− rb = fx, pak je regulačńı odchylka E = gx. Je tedy stabilńı (jmenovatel je
roven 1). Dvě nezávislé polynomiálńı rovnice

ap + bq = 1 (3.84)
fx + br = 1

pro p, q, r a x v př́ıslušném okruhu řeš́ı náš problém. Problém je řešitelný, když f a b jsou
nesoudělné v př́ıslušném okruhu.

Uvědomme si, že t́ımto př́ıstupem můžeme bĺıže specifikovat rychlost konvergence od-
chylky k nule. Např́ıklad můžeme vždy upravit a, b, f a g tak, aby měly póly v pevném
bodě λ komplexńı roviny (Re λ < 0). Pak vyřešeńım předchoźı dvojice rovnic pro p, q, r a x
s póly také v bodě λ zajist́ıme, že všechny póly regulačńı odchylky E jsou také ve zvoleném
bodě λ.

Pokud budeme pro diskrétńı systémy řešit tento problém v okruhu F [d], pak kromě
stabilńıho sledováńı zajist́ıme i konečnou dobu trváńı regulačńı odchylky.

Poznámka: Chceme-li sledovat žádanou hodnotu W =
h

l
a současně kompenzovat

poruchu V =
g

f
, pak je třeba zkombinovat oba předchoźı postupy. Pro současné sledováńı

žádané hodnoty a kompenzaci poruchy řeš́ıme dvě polynomiálńı rovnice

af ′x + bq = 1,

ly + br = 1.

Tyto rovnice řeš́ıme pro neznámé x, q, y a r v př́ıslušných okruźıch a p = f ′x. Přitom f ′

je stejné jako v (3.83). T́ım př́ımo dostaneme čitatele a jmenovatele regulátoru R1 a R2,
který zajist́ı současné asymptotické sledováńı žádané hodnoty a asymptotickou kompenzaci
neměřitelné poruchy.

3.4.6 Přizp̊usobeńı systému danému modelu

V tomto odstavci vyřeš́ıme problém, který jsme v okruhu polynomů již řešili dř́ıve. Zde
ukážeme pouze, jak elegantńı řešeńı dostaneme, budeme-li řešit problém v okruhu ryźıch a
stabilńıch (př́ıpadně kauzálńıch a stabilńıch) racionálńıch funkćı.

Struktura ř́ızeńı je dle obr. 3.12. Problém je opět nalézt regulátor se dvěma stupni
volnosti takový, aby přenos mezi ř́ızeńım W a výstupem systému Y byl roven danému
přenosu modelu M .
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Obrázek 3.12: Přizp̊usobeńı systému S modelu M

Přenos mezi ř́ızeńım W a výstupem systému Y je zřejmě

Y

W
=

r
p

b
a

1 + q
p

b
a

=
rb

ap + bq
.

Aby byl tento přenos rovný přenosu modelu M , muśı platit

ap + bq = 1, (3.85)
rb = M. (3.86)

Z prvńı rovnice, která zajǐst’uje stabilitu zpětnovazebńıho obvodu, urč́ıme p a q a z druhé
rovnice plyne r. Všechny přenosy muśı být prvky stabilńıho a ryźıho (př́ıpadně kauzálńıho)
okruhu. Druhá rovnice vlastně určuje podmı́nku řešitelnosti problému. Z ńı plyne, že pro-
blém je řešitelný, když b děĺı M (M je násobek b) v př́ıslušném okruhu. Z této jednoduché
podmı́nky dělitelnosti v okruhu plynou podmı́nky na relativńı řád modelu a systému a
také podmı́nky ohledně nestabilńıch nul systému a modelu, které již byly odvozeny dř́ıve.
Ukážeme to na dvou následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad: Necht’ přenos systému je S =
1
s2

a modelu M =
1

s + 1
. Uprav́ıme přenos sys-

tému tak, aby čitatel i jmenovatel byly prvky okruhu ryźıch a stabilńıch racionálńıch funkćı.
Pak

S =
1

(s+1)2

s2

(s+1)2

=
b(s)
a(s)

.

Z rb = M plyne

r =
M

b
=

1
s+1
s2

(s+1)2

= s + 1.

Zřejmě r neńı prvek okruhu Fps(s), nebot’ relativńı řád modelu je menš́ı než relativńı řád
systému. Tento problém nemá tedy řešeńı. 2

Př́ıklad: Mějme systém S =
s− 1
s2

a přenos modelu M =
1

s + 1
. Uprav́ıme přenos sys-
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tému tak, aby čitatel i jmenovatel byly prvky okruhu ryźıch a stabilńıch racionálńıch funkćı.
Pak

S =
s−1

(s+1)2

s2

(s+1)2

=
b(s)
a(s)

.

Z rb = M plyne

r =
M

b
=

1
s+1
s−1

(s+1)2
=

s + 1
s− 1

.

Zřejmě r neńı prvek okruhu Fps(s), nebot’ nestabilńı nula systému neńı nulou modelu. Také
v tomto př́ıpadě nemá problém řešeńı.
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Kapitola 4

Algebraické metody ř́ızeńı II

Posledńı kapitolu algebraických metod věnujeme mnoharozměrovým systémům. Přenosové
matice mnoharozměrových systémů budeme vyjadřovat pomoćı maticových zlomk̊u. Zde se
omeźıme pouze na zavedeńı matematického aparátu, analýzu mnoharozměrového zpětno-
vazebńıho obvodu a vyřešeńı několika základńıch problémů.

4.1 Popis mnoharozměrových systémů

V této kapitole pojednáme o systémech s v́ıce vstupy a (nebo) v́ıce výstupy, které jsou
označovány jako mnoharozměrové systémy. Mnoharozměrové systémy se často v liter-
atuře označuj́ı zkratkou MIMO systémy (Multiple Input - Multiple Output).

Vnitřńı (stavový) popis MIMO systémů se formálně nelǐśı od popisu systémů s jednou
vstupńı i výstupńı veličinou (SISO systémů). Zde se budeme zabývat vněǰśımi popisy. Pro
přehlednost uvedeme vnitřńı i vněǰśı popis lineárńıch spojitých i diskrétńıch systémů.

Vnitřńı popis lineárńıho spojitého systému je určen jeho stavovými rovnicemi

ẋ(t) = Acx(t) + Bcu(t)
y(t) = Ccx(t) + Dcu(t),

kde x(t), u(t), y(t) je po řadě n-rozměrný stav, r-rozměrný vstup a m-rozměrný
výstup systému. Použit́ım Laplaceovy transformace vylouč́ıme z předchoźıch rovnic stav
a dostaneme vněǰśı popis (vztah mezi vstupem a výstupem systému)

Y (s) = F (s)U(s) + Cc(sI −Ac)−1x(0),

kde x(0) je počátečńı stav a přenosová matice F (s) lineárńıho spojitého systému je rovna

F (s) = Cc(sI −Ac)−1Bc + Dc. (4.1)

Podobně vnitřńı popis lineárńıho diskrétńıho systému je určen stavovými rovnicemi

x(k + 1) = Adx(k) + Bdu(k)
y(k) = Cdx(k) + Ddu(k).

123
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Použit́ım Z-transformace dostaneme vněǰśı popis

Y (z) = F (z)U(z) + Cd(zI −Ad)−1zx(0),

kde x(0) je počátečńı stav a přenosová matice F (z) je rovna

F (z) = Cd(zI −Ad)−1Bd + Dd, (4.2)

př́ıpadně pro d = z−1

F (d) = dCd(I − dAd)−1Bd + Dd. (4.3)

Přenosová matice systému je matićı racionálńıch funkćı proměnné s, z nebo d podle toho,
zda se jedná o diskrétńı či spojitý systém. Prvky Fij přenosové matice F jsou rovny přenosu
mezi i-tou výstupńı a j-tou vstupńı veličinou.

Proto daľśı odstavce věnujeme polynomiálńım a racionálńım matićım. Argument poly-
nomiálńıch matic budeme obecně značit ξ a v př́ıkladech budeme použ́ıvat proměnnou s, z
nebo d pro spojité či diskrétńı systémy.

4.1.1 Polynomiálńı matice

Polynomiálńı matice je matice, jej́ıž prvky jsou polynomy. Množinu polynomiálńıch matic
rozměru (m, r) budeme značit Fmr[ξ], (jej́ı prvky jsou polynomy - prvky okruhu F [ξ]).

Základńı pojmy

Je-li r = m > 1, pak množina čtvercových polynomiálńıch matic tvoř́ı nekomutativńı okruh.
Jednotky v tomto okruhu jsou takové polynomiálńı matice, jejichž inverze je opět poly-
nomiálńı matice. Takové matice nazýváme unimodálńı matice. Je zřejmé, že polynomiálńı
matice je unimodálńı právě tehdy, když jej́ı determinant je nenulová konstanta (jednotka v
okruhu polynomů). Polynomiálńı matice budeme značit A, B, C, · · ·. Unimodálńı matice
budeme značit U1, U2, · · ·.

Každou polynomiálńı matici A ∈ Fmr[ξ] můžeme psát jako maticový polynom

A = A0 + A1ξ + · · ·+ Anξn, (4.4)

kde Ai jsou matice s reálnými prvky.
Je-li An 6= 0, pak n je stupeň polynomiálńı matice A, který znač́ıme n = deg A.

Definujeme ještě, že stupeň nulové matice je −∞.
Polynomiálńı matice A je ryźı (proper), je-li to matice čtvercová (m = r) a matice An

je regulárńı. Matice An je matice koeficient̊u u nejvyšš́ı mocniny ξn v polynomiálńı matici
A.

Plat́ı-li pro dvě polynomiálńı matice A,B ∈ Fmr[ξ]

A = U1B (A = BU2),

kde U1,U2 jsou unimodálńı matice, pak ř́ıkáme, že matice A,B jsou zleva (zprava)
ekvivalentńı. Je-li

A = U1BU2,
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pak A,B jsou ekvivalentńı matice. Ekvivalentńı matice maj́ı podobné vlastnosti - maj́ı
stejné invariantńı polynomy.

Je-li

A = BC,

pak matice B je levý dělitel matice A, matice C je pravý dělitel matice A,
matice A je pravý násobek matice B a matice A je levý násobek matice C.

Uvažujme dvě polynomiálńı matice A ∈ Fmr[ξ] a B ∈ Fmm[ξ], kde matice A je ryźı.
Potom algoritmus levého děleńı poskytuje dvě matice UL, V L ∈ Fmr[ξ], kde

B = AUL + V L, (4.5)

které jsou určeny jednoznačně požadavkem deg V L < deg A. Podobně algoritmus pravé-
ho děleńı poskytuje dvě matice UR, V R ∈ Fmr[ξ], kde

B = URA + V R, (4.6)

které jsou opět určeny jednoznačně požadavkem deg V R < deg A.

Největš́ı společný levý dělitel

Je-li čtvercová polynomiálńı matice G levý dělitel polynomiálńıch matic A i B, pak je
společný levý dělitel. Je-li nav́ıc G pravý násobek každého levého dělitele A i B, pak G je
největš́ı společný levý dělitel.

Podobně je-li čtvercová polynomiálńı matice L pravý násobek polynomiálńıch matic A
i B, pak je společný pravý násobek. Je-li nav́ıc L levý dělitel každého společného pravého
násobku A i B, pak L je nejmenš́ı společný pravý násobek.

Největš́ı společný levý dělitel G i nejmenš́ı společný pravý násobek L neńı jediný. Li-
bovolné dva největš́ı společné levé dělitele podobně jako libovolné dva nejmenš́ı společné
pravé násobky dvou polynomiálńıch matic jsou zprava ekvivalentńı.

Největš́ı společný levý dělitel polynomiálńıch matic A i B můžeme nalézt podle násle-
duj́ıćıho algoritmu: Vytvoř́ıme složenou polynomiálńı matici[

A B
]

a sloupcovými úpravami ji transformujeme na polynomiálńı matici[
G O.

]
Dostaneme tak př́ımo největš́ı společný levý dělitel. 2

Uvědomme si, že dovolené sloupcové úpravy jsou opět

• záměna dvou sloupc̊u matice

• násobeńı libovolného sloupce matice konstantou

• násobeńı sloupce libovolným polynomem a přičteńı výsledku k jinému sloupci.

Tyto elementárńı sloupcové úpravy znamenaj́ı násobeńı polynomiálńı matice zprava uni-
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modálńı matićı. Pro uvedené úpravy jsou unimodálńı matice po řadě 0 1 0
1 0 0
0 0 1


 1 0 0

0 k 0
0 0 1


 1 0 0

r(ξ) 1 0
0 0 1

 .

Násob́ıme-li prvńı matićı zprava libovolnou matici, je výsledná matice totožná s p̊uvodńı
matićı, pouze prvńı a druhý sloupec je zaměněn. Násob́ıme-li druhou matićı zprava libo-
volnou matici, je výsledek stejný až na druhý sloupec, který je násobený konstantou k.
Násob́ıme-li libovolnou matici zprava třet́ı matićı, je prvńı sloupec výsledné matice roven
součtu prvńıho sloupce a druhého sloupce násobeného polynomem r(ξ).

Předchoźı postup určeńı největš́ıho společného levého dělitele můžeme zapsat také násle-
duj́ıćım zp̊usobem. Vytvořme složenou polynomiálńı matici A B

I O
O I


a tuto matici sloupcovými operacemi uprav́ıme do tvaru G O

P R
Q S

 .

T́ım jsme vlastně provedli řešeńı následuj́ıćı polynomiálńı rovnice[
A B

] [ P R
Q S

]
=
[

G O
]
,

čili

AP + BQ = G (4.7)
AR + BS = O.

Polynomiálńı matice[
P R
Q S

]

je unimodálńı matice, a proto jsou matice
[

A B
]
a
[

G O
]
zprava ekvivalentńı. Důkaz

předchoźıch tvrzeńı je jednoduchý, viz (Kailath, 1980).

Má-li matice
[

A B
]

plnou řádkovou hodnost, je největš́ı společný levý dělitel G

matic A i B nesingulárńı matice.
Dvě polynomiálńı matice jsou zleva nesoudělné, když všechny jejich největš́ı společné

levé dělitele jsou unimodálńı matice. O tom, zda jsou dvě matice nesoudělné, se snadno
přesvědč́ıme výpočtem jejich největš́ıho společného dělitele. Proto plat́ı následuj́ıćı kritérium
nesoudělnosti:

Polynomiálńı matice A, B jsou zleva nesoudělné, když existuj́ı polynomiálńı matice P ,
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Q takové, že plat́ı

AP + BQ = I. (4.8)

Největš́ı společný pravý dělitel

Největš́ıho společného pravého dělitele polynomiálńıch matic A a B urč́ıme řádko-

vými úpravami složené matice
[

AT BT
]T

. Největš́ı společný pravý dělitel G źıskáme
řádkovými úpravami složené matice[

A I O
B O I

]
do tvaru[

G P Q
O R S

]
.

T́ım vyřeš́ıme soustavu polynomiálńıch rovnic

PA + QB = G (4.9)
RA + SB = O.

Složená polynomiálńı matice

[
P R
Q S

]
je unimodálńı matice.

Kanonický tvar polynomiálńı matice

Každou polynomiálńı matici lze dovolenými sloupcovými úpravami převést na dolńı trojú-
helńıkovou matici (t.zv. Hermit̊uv tvar). Tento převod vlastně znamená, že danou poly-
nomiálńı matici násob́ıme zprava unimodálńı matićı. Podobně každou polynomiálńı matici
lze dovolenými řádkovými úpravami převést na horńı trojúhelńıkovou matici. Převod vlastně
znamená, že danou polynomiálńı matici násob́ıme zleva unimodálńı matićı.

Provedeme-li současně sloupcové i řádkové úpravy polynomiálńı matice A, pak ji může-
me redukovat do speciálńıho diagonálńıho tvaru nazývaného kanonický nebo též Smith̊uv
tvar. Sloupcové i řádkové úpravy znamenaj́ı násobeńı polynomiálńı matice zprava i zleva
unimodálńı matićı. Plat́ı tedy

S = U1AU2, U1, U2 unimodálńı (4.10)

kde S je Smith̊uv kanonický tvar polynomiálńı matice. Matice S je diagonálńı matice. Jej́ı
diagonálńı prvky jsou invariantńı polynomy a1, a2, · · ·, ar. Pro invariantńı polynomy ai

polynomiálńı matice A plat́ı

ai děĺı ai+1

r je hodnost polynomiálńı matice A

det A = α
∏

ai,

kde α je nějaká konstanta.
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Unimodálńı polynomiálńı matice má jednotkové invariantńı polynomy. Ekvivalentńı
matice maj́ı stejné invariantńı polynomy. Uvědomme si, že invariantńı polynomy jsou jed-
noznačné až na konstantu (jednotku v okruhu polynomů).

Polynomiálńı matice A je stabilńı, jsou-li jej́ı invariantńı polynomy stabilńı poly-
nomy.

4.1.2 Maticové polynomiálńı rovnice

Při syntéze mnoharozměrových systémů se vyskytuj́ı maticové polynomiálńı rovnice, které
jsou obdobou polynomiálńıch diofantických rovnic, které jsme použ́ıvali při syntéze ř́ızeńı
systémů s jedńım vstupem i výstupem. Tvar maticových polynomiálńıch rovnic i jejich
řešeńı je podobné jako u polynomiálńıch rovnic, je třeba ale rozlǐsovat pravý a levý tvar
maticových polynomiálńıch rovnic.

Mějme tedy maticovou polynomiálńı rovnici

AX + BY = C, (4.11)

kde známé polynomiálńı matice A, B a C maj́ı stejný počet řádk̊u. Řešeńım předchoźı
maticové polynomiálńı rovnice jsou polynomiálńı matice X a Y kompatibilńıch rozměr̊u.
Nejprve uvedeme podmı́nku řešitelnosti rovnice (4.11).

Maticová polynomiálńı rovnice (4.11) má řešeńı právě tehdy, když největš́ı společný levý
dělitel matic A a B je také levým dělitelem polynomiálńı matice C.

Má-li rovnice (4.11) řešeńı, pak necht’ G je největš́ı společný levý dělitel matic A a B.
Pak plat́ı A = GA0, B = GB0 a s ohledem na řešitelnost také C = GC0.

Podle (4.7) existuje dvojice zprava nesoudělných polynomiálńıch matic P , Q a R, S,
že plat́ı

AP + BQ = G (4.12)
AR + BS = O.

Vynásob́ıme-li prvńı rovnici z předchoźı soustavy zprava matićı C0, dostaneme

APC0 + BQC0 = GC0 = C.

Odtud plyne řešeńı polynomiálńı rovnice (4.11) ve tvaru

X0 = PC0, Y 0 = QC0 (4.13)

Obecné řešeńı polynomiálńı rovnice (4.11) je

X = X0 −B1H (4.14)
Y = Y 0 + A1H,

kde A1, B1 jsou zprava nesoudělné polynomiálńı matice splňuj́ıćı

AB1 = BA1 (4.15)

a matice H je libovolná polynomiálńı matice kompatibilńıch rozměr̊u. O tom, že matice X
a Y jsou vskutku řešeńı polynomiálńı rovnice (4.11), se snadno přesvědč́ıme dosazeńım.

Porovnáme-li rovnici (4.15) s druhou rovnićı v soustavě (4.12), je zřejmé, že A1 = S a
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B1 = −R, a proto obecné řešeńı můžeme psát ve tvaru

X = PC0 + RH (4.16)
Y = QC0 + SH.

Hledáme-li řešeńı polynomiálńı maticové rovnice (4.11) s nejmenš́ım stupněm poly-
nomiálńı matice X, pak provedeme podle (4.5) levé děleńı partikulárńıho řešeńı X0 poly-
nomiálńı matićı B1. Pak X0 = B1U + V , kde deg V < deg B1. Potom obecné řešeńı X je
rovno

X = V −B1(H −U).

Pro H = U dostaneme podle předchoźı rovnice řešeńı s minimálńım stupněm polynomiálńı
matice X

X = V (4.17)
Y = Y 0 + A1U .

Předchoźı postup konstrukce řešeńı polynomiálńı rovnice (4.11) s minimálńım stupněm
polynomiálńı matice X je použitelný pouze tehdy, když polynomiálńı matice B1 je ryźı.

Obdobný postup plat́ı při řešeńı maticové polynomiálńı rovnice

XA + Y B = C. (4.18)

4.1.3 Maticové zlomky

Přenos systému s jedńım vstupem i výstupem je racionálńı funkce, která je rovna pod́ılu
polynomů (je tedy rovna zlomku, v jehož čitateli i jmenovateli je polynom). V tomto odstavci
ukážeme, že i přenosovou matici, která je racionálńı matićı, můžeme vyjádřit jako maticový
zlomek.

Pravé a levé maticové zlomky

Mějme tedy přenosovou matici F (ξ) rozměru (m, r) (komplexńı proměnná ξ je bud’ rovna
s nebo z podle toho, zda se jedná o spojitý či diskrétńı systém). Tuto přenosovou matici
můžeme vyjádřit jako pravý maticový zlomek ve tvaru

F (ξ) = BR(ξ)A−1
R (ξ), (4.19)

kde AR(ξ) je čtvercová polynomiálńı matice rozměru r (jej́ı rozměr je roven počtu vstup̊u)
a BR(ξ) je také polynomiálńı matice stejného rozměru jako přenosová matice F (ξ).

Přenosovou matici F (ξ) můžeme také vyjádřit jako levý maticový zlomek ve tvaru

F (ξ) = A−1
L (ξ)BL(ξ), (4.20)

kde AL(ξ) je čtvercová polynomiálńı matice rozměru m (jej́ı rozměr je roven počtu výstup̊u)
a BL(ξ) je také polynomiálńı matice stejného rozměru jako přenosová matice F (ξ). Vněǰśı
popis systému pomoćı maticových zlomk̊u si nejprve ukážeme na př́ıkladě.



130 KAPITOLA 4. ALGEBRAICKÉ METODY ŘÍZENÍ II

Př́ıklad: Mějme přenosovou matici spojitého systému

F (s) =

[
1

(s+1)2
1
s

1
(s+1)2

s+2
s+1

s+1
s 1

]
.

Protože prvky přenosové matice nejsou striktně ryźı, nejprve uprav́ıme přenosovou matici
do tvaru

F (s) =

[
1

(s+1)2
1
s

1
(s+1)2

1
s+1

1
s 0

]
+

[
0 0 0
1 1 1

]
= F 1(s) + D,

kde matice F 1(s) je striktně ryźı a D je matice koeficient̊u př́ımých vazeb mezi vstupem
a výstupem. Pro vyjádřeńı přenosové matice ve tvaru maticového zlomku neńı předchoźı
úprava nutná, využijeme ji ale při realizaci systému.

Pro vyjádřeńı přenosové matice jako levý či pravý maticový zlomek nalezneme nejprve
nejmenš́ı společný násobek jmenovatel̊u přenosové matice F (s). V našem př́ıpadě je nej-
menš́ı společný násobek roven

l(s) = s(s + 1)2.

Přenosovou matici můžeme pak vyjádřit ve tvaru

F (s) =
1

l(s)
B(s) =

1
s(s + 1)2

[
s (s + 1)2 s

s(s + 1)(s + 2) (s + 1)3 s(s + 1)2

]
=

[
1

s(s+1)2
0

0 1
s(s+1)2

] [
s (s + 1)2 s

s(s + 1)(s + 2) (s + 1)3 s(s + 1)2

]
=

[
s(s + 1)2 0

0 s(s + 1)2

]−1 [
s (s + 1)2 s

s(s + 1)(s + 2) (s + 1)3 s(s + 1)2

]
= A−1

L (s)BL(s).

T́ımto postupem jsme přenosovou matici F (s) vyjádřili ve tvaru levého maticového zlomku.
Podobným postupem můžeme vyjádřit striktně ryźı přenosovou matici F 1(s) ve tvaru
levého maticového zlomku. Plat́ı

F 1(s) =
1

l(s)
BL1(s) =

1
s(s + 1)2

[
s (s + 1)2 s

s(s + 1) (s + 1)2 0

]
=

[
s(s + 1)2 0

0 s(s + 1)2

]−1 [
s (s + 1)2 s

s(s + 1) (s + 1)2 0

]
= A−1

L (s)BL1(s).

Obdobně pro pravý maticový zlomek ryźı přenosové matice F (s) plat́ı

F (s) = BR(s)
1

l(s)
=

[
s (s + 1)2 s

s(s + 1)(s + 2) (s + 1)3 s(s + 1)2

]
1

s(s + 1)2
=

[
s (s + 1)2 s

s(s + 1)(s + 2) (s + 1)3 s(s + 1)2

] 
1

s(s+1)2
0 0

0 1
s(s+1)2

0
0 0 1

s(s+1)2

 =
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[
s (s + 1)2 s

s(s + 1)(s + 2) (s + 1)3 s(s + 1)2

] s(s + 1)2 0 0
0 s(s + 1)2 0
0 0 s(s + 1)2


−1

=

BR(s)A−1
R (s).

Ryźı přenosovou matici F (s) jsme vyjádřili jako pravý maticový zlomek. Stejný postup
ovšem můžeme použ́ıt i pro vyjádřeńı př́ısně ryźı přenosové matice F 1(s) ve tvaru pravého
maticového zlomku. Přitom zřejmě plat́ı

F (s) = F 1(s) + D = BR(s)A−1
R (s) = A−1

L (s)BL(s)
= BR1(s)A−1

R (s) + D = A−1
L (s)BL1(s) + D.

2

Při tvorbě maticového zlomku můžeme postupovat tak, že pro tvorbu levého maticového
zlomku vyb́ıráme největš́ı společný násobek jmenovatel̊u po jednotlivých řádćıch přenosové
matice. Nejmenš́ı společný násobek prvk̊u v prvńım řádku přenosové matice F (s) je l1 =
s(s + 1)2 a nejmenš́ı společný násobek prvk̊u v druhém řádku přenosové matice F (s) je
l2 = s(s + 1). Potom má levý maticový zlomek tvar

F (s) =

[
s(s + 1)2 0

0 s(s + 1)

]−1 [
s (s + 1)2 s

s(s + 2) (s + 1)2 s(s + 1)

]
.

Podobně při tvorbě pravého maticového zlomku můžeme vyb́ırat největš́ı společné jmeno-
vatele po jednotlivých sloupćıch přenosové matice. Potom má pravý maticový zlomek tvar

F (s) =

[
1 1 1

(s + 1)(s + 2) s + 1 (s + 1)2

] (s + 1)2 0 0
0 s 0
0 0 (s + 1)2


−1

.

Realizace přenosové matice

Jedna z možných realizaćı systému s přenosem F 1(s) z předchoźıho př́ıkladu je taková,
že budeme realizovat každý prvek přenosové matice zvlášt’. Potom celkový řád přenosové
matice bude roven součtu řád̊u jednotlivých prvk̊u, v našem př́ıpadě řád realizace systému
bude nc = 7. Stavové rovnice systému budou mı́t matice (Ac, Bc, Cc, D) ve tvaru

Ac =



0 1
−1 −2

0
0 1
−1 −2

−1
0


, Bc =



0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0


Cc =

[
+1 +0 1 +0 +1 0 0
0 0 0 0 0 +1 1

]
, D =

[
0 0 0
1 1 1

]
.

Máme-li přenosovou matici vyjádřenou ve tvaru pravého maticového zlomku, pak vždy
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můžeme nalézt dosažitelnou realizaci systému. Ukážeme to nejprve na pravém mati-
covém zlomku ve tvaru

F (s) = BR(s)
1

l(s)
+ D = BR(s)diag

[
1

l(s)

]
+ D = BR(s) [diag l(s)]−1 + D

kde matice AR(s) je diagonálńı matice s l(s) v diagonále. Matice D je matice př́ımých
vazeb, a proto BR(s) [diag l(s)]−1 vyjadřuje př́ısně ryźı přenosovou matici. Tento tvar je
stejný s tvarem, který jsme źıskali v předchoźım př́ıkladě, kde jsme ale matici BR(s) značili
BR1(s). Polynom l(s) a polynomiálńı matice BR(s) maj́ı obecně tvar

l = l0 + l1s + · · ·+ lq−1s
q−1 + lqs

q, lq = 1
BR(s) = B + B1s + · · ·+ Bq−1s

q−1.

Dosažitelná realizace má stavové matice (Ac, Bc, Cc, Dc) ve tvaru (index c znač́ı, že se
jedná o dosažitelnou (controllable) realizaci)

Ac =


O I O · · · O
O O I · · · O
· · · · ·
O O O · · · I
−l0I −l1I · · · · −lq−1I

 , Bc =


O
O
· · ·
O
I


Cc =

[
B0 B1 B2 · · · Bq−1

]
, Dc = D,

kde I je jednotková matice rozměru r (r je počet vstup̊u). Řád realizace je nc = r.q. Tato
realizace je vskutku dosažitelná, protože jej́ı matice dosažitelnosti je blokově trojúhelńıková
matice s jednotkovými maticemi ve vedleǰśı diagonále a nulovými bloky nad vedleǰśı di-
agonálou. Proto má matice dosažitelnosti vždy plnou hodnost.

V našem př́ıkladu je q = 3 a počet vstup̊u je r = 3, a proto řád dosažitelné realizace je
roven nc = 9. Napǐste stavové rovnice a nakreslete stavové schéma dosažitelné realizace.

Stupeň matice jmenovatele je definován

deg AR = deg(det AR). (4.21)

V našem př́ıkladě je deg AR = r.q, a tedy stupeň matice jmenovatele je roven řádu
dosažitelné realizace. Stupeň matice jmenovatele je roven řádu dosažitelné realizace pro
libovolný popis systému ve tvaru pravého maticového zlomku. Toto d̊uležité tvrzeńı ověř́ıme
v následuj́ıćım odstavci konstrukćı dosažitelné realizace z pravého maticového zlomku.

Úplně obdobně máme-li přenosovou matici vyjádřenou ve tvaru levého maticového
zlomku, pak vždy můžeme nalézt pozorovatelnou realizaci systému. Ukážeme to opět ne-
jprve na levém maticovém zlomku ve tvaru

F (s) =
1

l(s)
BL(s) + D = diag

(
1

l(s)

)
BL(s) + D = [diag l(s)]−1 BL(s) + D

kde matice AL(s) je diagonálńı matice s l(s) v diagonále. Matice D je matice př́ımých vazeb,
a proto [diag l(s)]−1 BL(s) vyjadřuje př́ısně ryźı přenosovou matici.

Polynom l(s) i polynomiálńı matice BL(s) maj́ı stejný tvar jako v předchoźım př́ıpadě.
Pozorovatelná realizace má stavové matice (Ao, Bo, Co, Do) ve tvaru (index o zde znač́ı,
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že se jedná o pozorovatelnou (observable) realizaci)

Ao =


−lq−1I I O · · · O
−lq−2I O I · · · O

· · · · ·
−l1I O O · · · I
−l0I O · · · · O

 , Bo =


Bq−1

Bq−2

· · ·
B1

B0


Co =

[
I O O · · · O

]
, Do = D,

kde I je jednotková matice rozměru m (m je počet výstup̊u). Řád realizace je nc = m.q.
Tato realizace je vskutku pozorovatelná, protože jej́ı matice pozorovatelnosti je horńı
trojúhelńıková matice. Proto má matice pozorovatelnosti vždy plnou hodnost.

Pro systém z předchoźıho př́ıkladu je opět q = 3 a počet výstup̊u je m = 2, a proto
jeho řád pozorovatelné realizace je nc = 6. Také zde plat́ı, že stupeň matice jmenovatele
deg AL = 6 je roven řádu pozorovatelné realizace. V následuj́ıćı kapitole ukážeme, že při
popisu systému pomoćı levého maticového zlomku je vždy řád pozorovatelné realizace roven
stupni matice jmenovatele.

Úplně stejný postup použijeme při tvorbě dosažitelné nebo pozorovatelné realizace dis-
krétńıho systému popsaného přenosovou matićı F (z). Provedeme pouze formálńı záměnu
komplexńı proměnné s za komplexńı proměnnou z. Rozmyslete si, proč nemůžeme také
formálně uvedený postup použ́ıt při vyjádřeńı přenosové matice diskrétńıho systému F (d)
pomoćı operátoru zpožděńı d.

Redukovaný tvar maticového zlomku

Dosud jsme se naučili vyjádřit přenosovou matici ve tvaru pravého i levého maticového
zlomku. Z tohoto pravého (levého) maticového zlomku můžeme určit dosažitelnou (po-
zorovatelnou) realizaci, jej́ıž řád je roven stupni matice jmenovatele.

Vyjádřeńı přenosové matice ve tvaru maticového zlomku neńı jediné. Pro libovolnou
unimodálńı matici U plat́ı

F (ξ) = BRA−1
R = BRUU−1A−1

R = (BRU)(ARU)−1 = BR1A
−1
R1 ,

kde nový výraz pro pravý maticový zlomek má zřejmě matice BR1 = BRU a AR1 = ARU .
Dokonce mı́sto unimodálńı matice U můžeme vźıt libovolnou polynomiálńı matici.

Nás ovšem bude zaj́ımat nejjednodušš́ı tvar maticového zlomku. Ten dostaneme, když
matice A a B budou nesoudělné. Pro pravý maticový zlomek nalezneme největš́ı společný
pravý dělitel G matic AR a BR. Přenosovou matici můžeme potom upravit do tvaru

F (ξ) = BRA−1
R = BR1G.(AR1G)−1 = BR1A

−1
R1 ,

kde matice AR1 a BR1 jsou zprava nesoudělné. Protože pro stupně jmenovatele plat́ı

deg(detAR) = deg(det AR1G) = deg detAR1 + deg detG,

je stupeň determinantu matice jmenovatele minimálńı, když je přenos vyjádřen pomoćı
pravého maticového zlomku s nesoudělnými maticemi čitatele a jmenovatele.

Pro levý maticový zlomek plat́ı podobné tvrzeńı. Minimálńı stupeň determinantu matice
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dostaneme v tomto př́ıpadě, když budou matice jmenovatele a čitatele zleva nesoudělné. To
je zřejmé z následuj́ıćıho postupu

F (ξ) = A−1
L BL = (GAL1)−1GBL1 = A−1

L1 BL1.

Ani vyjádřeńı přenosové matice ve tvaru nesoudělného maticového zlomku neńı jediné.
Plat́ı totiž

F (ξ) = BRA−1
R = BRU(ARU)−1 = BR1A

−1
R1

F (ξ) = A−1
L BL = (UAL)−1UBL = A−1

L1 BL1,

kde U je unimodálńı matice.
Pravý maticový zlomek BRA−1

R se názývá redukovaný, jsou-li matice AR a BR zprava
nesoudělné. Podobně levý maticový zlomek A−1

L BL je redukovaný, jsou-li matice AL a BL

zleva nesoudělné.

Ryźı přenosové matice

Přenosová matice F (s) spojitého systému je ryźı, když jej́ı prvky Fij , jsou ryźı
racionálńı funkce. Podobně i pro př́ısnou ryzost prvk̊u i celé přenosové matice. Připomeňme,
že přenos je př́ısně ryźı (ryźı), když stupeň jeho čitatele je menš́ı (menš́ı nebo roven) stupni
jeho jmenovatele. Odtud plyne, že přenosová matice F (s) je ryźı, když

lim
s→∞

F (s) < ∞ (4.22)

a přenosová matice F (s) je př́ısně ryźı, když

lim
s→∞

F (s) = O. (4.23)

U diskrétńıch systémů s přenosovou matićı F (z) mı́sto o ryzosti mluv́ıme o kauzalitě.
Přenosová matice F (z) diskrétńıho systému je kauzálńı, když F (∞) < ∞.

Jak ale poznáme, že přenosová matice je ryźı (kauzálńı), je-li vyjádřena ve tvaru mati-
cového zlomku? Z F (s) = BRA−1

R plyne FAR = BR a pro prvky matice BR tedy plat́ı

bij =
r∑

k=1

Fikakj ,

kde akj jsou prvky polynomiálńı matice AR a Fik jsou prvky přenosové matice F . Proto
plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Je-li přenosová matice F (s) př́ısně ryźı (ryźı), pak každý sloupec matice BR má stupeň
menš́ı (menš́ı nebo roven) než odpov́ıdaj́ıćı sloupec matice AR. Přitom stupeň sloupce je
roven nejvyšš́ımu stupni polynomu ve sloupci.

Obrácené tvrzeńı plat́ı pouze tehdy, je-li matice jmenovatele sloupcově redukovaná.
Tento pojem nyńı objasńıme.

Označme jako ki maximálńı stupeň polynomu v i -tém sloupci matice AR. Konstantu
ki budeme nazývat stupeň i-tého sloupce matice AR. Matici AR můžeme vyjádřit potom ve
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tvaru

AR = Ahc


sk1

sk2

. . .
skr

+ L.

Matice Ahc je matice koeficient̊u u nejvyšš́ıch sloupcových mocnin matice AR. V matici L
je obsažen zbytek rozkladu.

Pokud je matice Ahc regulárńı, p̊uvodńı matice AR je sloupcově redukovaná. V
tom př́ıpadě jej́ı stupeň je roven součtu sloupcových stupň̊u

deg AR = deg det(AR) =
r∑

i=1

ki. (4.24)

Pokud matice AR neńı sloupcově redukovaná, pak ji můžeme sloupcovými operacemi (to
je násobeńım zprava unimodálńı matićı) převést do tvaru, který je sloupcově redukovaný.
Také matici BR, která spolu s matićı AR tvoř́ı pravý maticový zlomek, muśıme potom
zprava násobit stejnou unimodálńı matićı. Postup ukážeme na př́ıkladě.

Př́ıklad: Mějme přenosovou matici systému vyjádřenou ve tvaru pravého maticového
zlomku F (s) = BRA−1

R , kde

BR =
[

(s− 1)2 s2
]
, AR =

[
2(s + 1)3 −(s + 1)2

s + 3 s

]
.

Nalezneme nejprve sloupcové indexy matice AR. Nejvyšš́ı stupeň polynomu v prvńım sloupci
je 3, a tud́ıž k1 = 3 a podobně k2 = 2. Matice koeficient̊u u nejvyšš́ıch sloupcových mocnin
je potom

Ahc =

[
2 −1
0 0

]
.

Protože matice Ahc je singulárńı, neńı matice AR sloupcově redukovaná. Násob́ıme proto
matici AR zprava takovou unimodálńı matićı, aby se redukoval nejvyšš́ı stupeň polynomu
v prvńım sloupci

ARU =

[
2(s + 1)3 −(s + 1)2

s + 3 s

] [
1 0
2s 1

]
=

[
2s2 + 4s + 2 −(s + 1)2

2s2 + s + 3) s

]
= AR1.

Matice koeficient̊u u nejvyšš́ıch sloupcových mocnin matice AR1 je rovna

(A1)hc =

[
2 −1
2 0

]
.

Protože matice (A1)hc je regulárńı, je matice AR1 sloupcově redukovaná. Také matici BR

muśıme násobit stejnou unimodálńı matićı

BRU =
[

(s− 1)2 s2
] [ 1 0

2s 1

]
=
[

2s3 + (s− 1)2 s2
]

= BR1.

Systém F (s) = BRA−1
R = BRU(ARU)−1 = BR1A

−1
R1 vyjádřený ve tvaru pravého mati-
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cového zlomku s maticemi AR1 a BR1 má matici AR1 ve sloupcově redukovaném tvaru.
2

Ryzost systému popsaného pravým maticovým zlomkem můžeme zjistit podle následuj́ı-
ćıho tvrzeńı: je-li matice AR sloupcově redukovaná, pak systém popsaný pravým maticovým
zlomkem je př́ısně ryźı (ryźı) právě tehdy, když každý sloupec matice BR má stupeň menš́ı
(menš́ı nebo roven) než stupeň odpov́ıdaj́ıćıho sloupce matice AR.

Systém v předchoźım př́ıkladě neńı ryźı (neńı samozřejmě ani striktně ryźı), protože
stupeň prvńıho sloupce matice BR1 je vyšš́ı než stupeň prvńıho sloupce matice AR1. Přitom
p̊uvodńı matice BR neměla sloupcové stupně vyšš́ı než byly odpov́ıdaj́ıćı sloupcové stupně
matice AR. Ovšem p̊uvodńı matice AR nebyla sloupcově redukovaná.

Poznámka 1: Ryzost systému popsaného levým maticovým zlomkem vyšetřujeme
podobným zp̊usobem, pouze mı́sto sloupcových redukćı provád́ıme redukce řádkové. Pro
systém popsaný levým maticovým zlomkem F (s) = A−1

L BL je třeba provést řádkovou
redukci matice jmenovatele AL. Označme jako li řádkový stupeň matice AL. Sestav́ıme
matici koeficient̊u u nejvyšš́ıch řádkových mocnin matice AL a označ́ıme ji jako Ahr. Pokud
je matice Ahr regulárńı, pak je matice jmenovatele AL levého maticového zlomku řádkově
redukovaná. Neńı-li matice jmenovatele AL řádkově redukovaná, můžeme ji řádkovými op-
eracemi (to znamená násobeńım zleva unimodálńı matićı) převést do řádkově redukovaného
tvaru. Při této úpravě muśıme stejnou unimodálńı matićı zleva násobit i matici BL, která
spolu s matićı AL tvoř́ı levý maticový zlomek. Ryzost systému popsaného levým maticovým
zlomkem zjǐst’ujeme následuj́ıćım zp̊usobem.

Je-li matice AL řádkově redukovaná, pak systém popsaný levým maticovým zlomkem
je př́ısně ryźı (ryźı), když každý řádek matice BL má stupeň menš́ı (menš́ı nebo roven) než
odpov́ıdaj́ıćı řádek matice AL.

Poznámka 2: Pokud maticový zlomek popisuje pouze ryźı a ne př́ısně ryźı přenosovou
matici, je třeba při realizaci systému určit jeho matici př́ımé vazby mezi vstupem a výstu-
pem. Potom zbytek popisuje dynamické vlastnosti systému vyjádřené př́ısně ryźım mati-
covým zlomkem. Pro ryźı přenosovou matici F (s) tedy plat́ı

F (s) = BRA−1
R = BR1A

−1
R + D, (4.25)

kde BRA−1
R je známý ryźı maticový zlomek, BR1A

−1
R je hledaný, př́ısně ryźı maticový

zlomek a D je hledaná konstantńı matice př́ımých vazeb mezi vstupem a výstupem. Před-
pokládáme, že matice jmenovatele AR je sloupcově redukovaná.

Z předchoźıho vztahu plyne rovnice pro hledané matice BR1(s) a D

BR = BR1 + DAR. (4.26)

Aby maticový zlomek BRA−1
R byl pouze ryźı, muśı některý sloupcový stupeň matice BR

být stejný jako odpov́ıdaj́ıćı sloupcový stupeň matice AR. Konstantńı matici D voĺıme
takovou, aby v matici BR1 byl sloupcový stupeň vždy menš́ı než odpov́ıdaj́ıćı sloupcový
stupeň matice AR. Po určeńı matice D druhou hledanou matici BR1 snadno vypočteme

BR1 = BR −DAR.

Celý postup ilustrujeme na př́ıkladě.
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Př́ıklad: Mějme systém popsaný ryźım maticovým zlomkem

F (s) =
[

6s3 −2s
] [ s3 + 1 3s + 1

2s3 s

]−1

= BRA−1
R .

Pro určeńı matice př́ımých vazeb a př́ısně ryźıho maticového zlomku dosad́ıme do rovnice
BR = BR1 + DAR[

6s3 −2s
]

= BR1 +
[

α β
] [ s3 + 1 3s + 1

2s3 s

]
,

kde jsme neznámé koeficienty v matici D označili jako α a β. Porovnáńım koeficient̊u u
sloupcových index̊u v matićıch BR a DAR dostaneme soustavu rovnic pro α a β

6 = α + 2β

−2 = 3α + β.

Řešeńı je rovno α = −2, β = 4. Hledané matice př́ımých vazeb D a matice jmenovatele
BR1 př́ısně ryźıho maticového zlomku jsou rovny

D =
[
−2 4

]
, BR1 =

[
2 2

]
.

Převody mezi maticovými zlomky

V tomto odstavci si ukážeme, jak z vyjádřeńı přenosové matice ve tvaru levého maticového
zlomku můžeme přej́ıt na vyjádřeńı přenosové matice ve tvaru pravého maticového zlomku
a obráceně. Nav́ıc při tomto převodu źıskáme redukovaný tvar.

Mějme tedy přenosovou matici systému vyjádřenou ve tvaru levého maticového zlomku
F = A−1

L BL. Přitom neńı třeba, aby tento tvar byl redukovaný.
Redukovaný tvar pravého maticového zlomku źıskáme řešeńım maticových rovnic

ALP + BLQ = G (4.27)
ALR + BLS = O,

kde dvojice matic P , Q a R, S jsou zprava nesoudělné. Předchoźı rovnice slouž́ı k určeńı
největš́ıho společného levého dělitele matic AL a BL. Z druhé rovnice předchoźı soustavy
plyne ALR = −BLS, a proto přenosovou matici F můžeme vyjádřit ve tvaru

F = A−1
L BL = −RS−1. (4.28)

Protože matice R a S jsou zprava nesoudělné, je vyjádřeńı přenosové matice ve tvaru
pravého maticového zlomku F = −RS−1 v redukovaném tvaru.

Obdobným zp̊usobem můžeme źıskat levý maticový zlomek v redukovaném tvaru z
pravého maticového zlomku. Mějme tedy přenosovou matici systému vyjádřenou ve tvaru
pravého maticového zlomku F = BRA−1

R . Přitom opět neńı třeba, aby tento tvar byl re-
dukovaný.

Redukovaný tvar levého maticového zlomku źıskáme řešeńım maticových rovnic

PAR + QBR = G (4.29)
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RAR + SBR = O,

kde dvojice matic P , Q a R, S jsou zleva nesoudělné. Předchoźı rovnice slouž́ı k určeńı
největš́ıho společného pravého dělitele matic AR a BR. Z druhé rovnice předchoźı soustavy
plyne RAR = −SBR, a proto přenosovou matici F můžeme vyjádřit ve tvaru

F = BRA−1
R = −S−1R. (4.30)

Protože matice R a S jsou zleva nesoudělné, je vyjádřeńı přenosové matice ve tvaru levého
maticového zlomku F = −S−1R v redukovaném tvaru.

4.1.4 Realizace maticových zlomk̊u

V této kapitole odvod́ıme dosažitelnou realizaci přenosové matice systému vyjádřené ve
tvaru pravého maticového zlomku. Potom jednoduchou analogíı ukážeme, jak z levého mati-
cového zlomku źıskáme pozorovatelnou realizaci. Řád realizace bude v obou př́ıpadech roven
řádu jmenovatele maticového zlomku.

Dosažitelná realizace

V tomto odstavci ukážeme, jak z pravého maticového zlomku můžeme źıskat dosažitelnou
realizaci, která je mnoharozměrovou obdobou Frobeniova kanonického tvaru pro systémy s
jednou vstupńı i výstupńı veličinou. Omeźıme se na př́ısně ryźı přenosové matice a budeme
předpokládat, že matice jmenovatele je sloupcově redukovaná.

Řád realizace bude roven stupni determinantu matice jmenovatele, a proto je-li pravý
maticový zlomek v redukovaném tvaru, źıskáme t́ımto zp̊usobem př́ımo minimálńı realizaci
systému.

Mějme tedy přenosovou matici systému vyjádřenou ve tvaru pravého maticového zlomku
F (s) = BR(s)A−1

R (s). Přitom neńı třeba, aby tento tvar byl redukovaný, to znamená, že
čitatel a jmenovatel nemuśı být zprava nesoudělńı. Pouze jmenovatel AR muśı být sloupcově
redukovaný. Uvědomme si, že potom řád realizace je roven součtu sloupcových stupň̊u
matice AR.

Vztah mezi vstupem a výstupem systému Y (s) = BR(s)A−1
R (s)U(s) vyjádř́ıme pomoćı

”částečného stavu” V (s) jako

AR(s)V (s) = U(s) (4.31)
Y (s) = BR(s)V (s),

kde vektor V (s) má rozměr r rovný počtu vstup̊u. Urč́ıme sloupcové indexy ki matice AR.
Sloupcový index ki je podle prvńı rovnice předchoźı soustavy roven nejvyšš́ı derivaci i-té
složky vektoru V . Řád systému n je roven stupni jmenovatele, a protože je jmenovatel
sloupcově redukovaný, je řád n roven součtu sloupcových index̊u. Matici AR vyjádř́ıme
pomoćı matice koeficient̊u u nejvyšš́ıch sloupcových mocnin, pak

AR = AhcP + AlcQ, (4.32)
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kde

P =


sk1

sk2

. . .
skr

 , Q =



sk1−1 · · ·
...
s
1

sk2−1

...
1

· · · · · · · · · · · ·
skr−1

...
1



. (4.33)

Matice Ahc je matice koeficient̊u u nejvyšš́ıch sloupcových mocnin v matici AR. Matice Alc

je matice koeficient̊u polynomů u nižš́ıch než sloupcových mocnin. Nyńı zavedeme stavy
systému podle vztahu

x1 = v
(k1−1)
1 , x2 = v

(k1−2)
1 , · · · xk1 = v1

xk1+1 = v
(k2−1)
2 · · · xk1+k2 = v2

· · · · · · · · ·
· · · . . . xn = vr.

Odtud plynou stavové rovnice uspořádané v r bloćıch.

1. blok 2. blok · · · r-tý blok
ẋ1 = v

(k1)
1 ẋk1+1 = v

(k2)
2 ẋn−kr+1 = v

(kr)
n

ẋ2 = v
(k1−1)
1 = x1 ẋk1+2 = xk1+1 ẋn−kr+2 = xn−kr+1

· · · · · · · · · · · ·
ẋk1 = v1 = xk1 ẋk1+k2 = v2 = xk1+k2−1 ẋn = vr = xn−1

Každý blok, jehož rozměr je ki, má jednotky pod hlavńı diagonálou. Pouze prvńı řádek
blok̊u neńı zat́ım určen, nebot’ na pravé straně prvńı stavové rovnice je pouze pomocný
stav v

(ki)
i . Stavové rovnice pro prvńı řádky blok̊u urč́ıme úpravou rovnice U = ARV . Po

dosazeńı z (4.32) dostaneme

U = (AhcP + AlcQ)V .

Odtud

PV = −A−1
hc AlcQV + A−1

hc U . (4.34)

Podle (4.33) plat́ı

PV =


sk1v1(s)
sk2v2(s)
· · ·

skrvr(s)

 =̂


v

(k1)
1

v
(k2)
2

· · ·
v

(kr)
r

 =


ẋ1

ẋk1+1

· · ·
ẋn

 .
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Proto (4.34) představuje stavové rovnice prvńıch řádk̊u blok̊u. Výstupńı rovnici Y = BRV
uprav́ıme dekompozićı polynomiálńı matice BR podle vztahu

BR = BlcQ,

kde konstantńı matice Blc je matice koeficient̊u polynomů v matici BR a matice Q je dle
(4.33). Tato dekompozice je vždy možná, nebot’ dle předpokladu je systém př́ısně ryźı.

Ideové blokové schéma realizace je uvedeno na obr. 4.1. Každý blok je tvořen kaskádou
ki integrátor̊u. Jak jsou kaskády integrátor̊u vázány na vstupńı, výstupńı a zpětnovazebńı
signály je pouze schematicky naznačeno. Uvedený postup ilustrujeme na př́ıkladě.
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Obrázek 4.1: Ideové blokové schéma dosažitelné realizace

Mějme ryźı systém popsaný maticovým zlomkem

F (s) =

[
s 0
−s s2

] [
0 −(s3 + 4s2 + 5s + 2)

(s + 2)2 s + 2

]−1

= BRA−1
R .

Sloupcové stupně jmenovatele jsou k1 = 2 a k2 = 3. Stupeň jmenovatele rovný řádu systému
je n = k1 + k2 = 5. Matice koeficient̊u u nejvyšš́ıch mocnin jmenovatele je rovna

Ahc =

[
0 −1
1 0

]
, A−1

hc =

[
0 1
−1 0

]
.

Provedeme rozklad matice jmenovatele

AR = AhcP + AlcQ =

[
0 −1
1 0

] [
s2 0
0 s3

]
+

[
0 0 −4 −5 −2
4 4 0 1 2

]
s 0
1 0
0 s2

0 s
0 1

 .
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Také provedeme rozklad matice čitatele BR

BR = BlcQ =

[
1 0 0 0 0
−1 0 1 0 0

]
s 0
1 0
0 s2

0 s
0 1

 .

Vypočteme ještě matici koeficient̊u zpětné vazby

A−1
hc Alc =

[
4 4 0 1 2
0 0 4 5 2

]
.

Stavové rovnice systému maj́ı matice Ac, Bc a Cc rovny

Ac =


−4 −4 0 −1 −2
1 0
0 0 −4 −5 −2

1 0 0
0 1 0

 , Bc =


0 1
0 0
−1 0
0 0
0 0

 ,

Cc =

[
1 0 0 0 0
−1 0 1 0 0

]
.

Jednotlivé bloky v matici Ac jsou rozměru 2×2 a 3×3 a v prvńıch řádćıch blok̊u jsou záporně
vzaté řádky matice A−1

hc Alc. Matice Bc má v řádćıch odpov́ıdaj́ıćıch prvńım řádk̊um blok̊u
odpov́ıdaj́ıćı řádek matice A−1

hc . Výstupńı matice Cc je rovna matici Blc.

Pozorovatelná realizace

Pozorovatelnou realizaci systému źıskáme z přenosové matice F (s) vyjádřené ve tvaru levého
maticového zlomku.

Omeźıme se na př́ısně ryźı přenosové matice a budeme předpokládat, že matice jmen-
ovatele je řádkově redukovaná. Připomeňme, že matice jmenovatele AL je řádkově re-
dukovaná, když matice Ahr (sestavená z koeficient̊u u nejvyšš́ıch řádkových mocnin matice
AL) je regulárńı.

Hledáme tedy pozorovatelnou realizaci (Ao, Bo, Co) systému popsaného levým mati-
covým zlomkem F (s) = A−1

L BL. Pozorovatelnou realizaci dostaneme úpravou dosažitelné
realizace z předchoźıho odstavce. Pro pozorovatelnou realizaci (Ao, Bo, Co) zřejmě plat́ı

F (s) = A−1
L BL = Co(sI −Ao)−1Bo. (4.35)

Provedeme transpozici přenosové matice F (s) a dostaneme

F T (s) = BT
L (AT

L )−1 = Cc(sI −Ac)−1Bc,

kde (Ac, Bc, Cc) je dosažitelná realizace pravého maticového zlomku BT
L (AT

L )−1. Realizaci
p̊uvodńı přenosové matice F (s) źıskáme daľśı transpozićı. Potom plat́ı

F (s) =
(
BT

L (AT
L )−1

)T
=
(
Cc(sI −Ac)−1Bc

)T
= BT

c (sI −AT
c )−1CT

c .
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Porovnáme-li předchoźı výraz s (4.35), dostaneme pro pozorovatelnou realizaci

Ao = AT
c , Bo = CT

c , Co = BT
c . (4.36)

Pozorovatelnou realizaci z levého maticového zlomku A−1
L BL dostaneme tedy následuj́ıćım

postupem:

1. Levý maticový zlomek transponujeme a źıskáme pravý maticový zlomek F T (s) =
BT

L (AT
L )−1.

2. Z matic AT
L a BT

L nalezneme dosažitelnou realizaci. Ta vždy existuje, protože p̊uvodńı
jmenovatel byl řádkově redukovaný, a proto jeho transpozice je sloupcově redukovaná.

3. Pozorovatelnou realizaci dostaneme z dosažitelné realizace podle (4.36). Že je tato
realizace pozorovatelná se snadno přesvědč́ıme sestaveńım matice pozorovatelnosti.

4.2 Řı́zeńı mnoharozměrových systémů

4.2.1 Zpětnovazebńı ř́ızeńı

V tomto odstavci použijeme vybudovaný aparát maticových zlomk̊u na analýzu zpětnova-
zebńıho regulačńıho obvodu.

�

�� � �

� ��

�

� � �

	
��� 

Obrázek 4.2: Zpětnovazebńı ř́ızeńı

Uvažujme tedy mnoharozměrový zpětnovazebńı regulačńı obvod tvořený systémem S a
regulátorem R dle obr. 4.2. Přenosová matice systému S je vyjádřena ve tvaru pravého či
levého maticového zlomku

S = BRA−1
R = A−1

L BL

v redukovaném tvaru. Přenosová matice regulátoru R je také vyjádřena ve tvaru pravého
či levého maticového zlomku

R = QRP−1
R = P−1

L QL

v redukovaném tvaru. Vstupńı veličiny do regulačńıho obvodu jsou ř́ızeńı W a porucha
V . Jako výstupńı veličiny uvažujeme regulačńı odchylku E a akčńı veličinu U . Přenosová
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matice F wv/eu zpětnovazebńıho obvodu dle obr. 4.2 je definována[
E
U

]
= F wv/eu

[
W
V

]
(4.37)

a je zřejmě rovna

F wv/eu =

[
(I + SR)−1 −S(I + RS)−1

R(I + SR)−1 (I + RS)−1

]
. (4.38)

Přenosová matice F wv/eu může být vyjádřena také ve tvaru

F wv/eu =

[
I S
−R I

]−1

. (4.39)

O rovnosti předchoźıch dvou vyjádřeńı přenosové matice F wv/eu se snadno můžeme pře-
svědčit. Porovnáme oba výrazy[

(I + SR)−1 −S(I + RS)−1

R(I + SR)−1 (I + RS)−1

]
=

[
I S
−R I

]−1

.

Násobeńım obou stran zleva či z prava matićı

[
I S
−R I

]
dostaneme na obou stranách

jednotkovou matici.
Dosad́ıme-li za přenosové matice systému S a regulátoru R jejich vyjádřeńı ve tvaru

maticového zlomku, dostaneme přenosovou matici zpětnovazebńıho obvodu ve tvaru

F wv/eu =

[
P R O
O AR

] [
P R BR

−QR AR

]−1

=

[
AL BL

−QL P L

]−1 [
AL O
O P L

]
. (4.40)

Přenosová matice F wv/eu je opět vyjádřena ve tvaru pravého či levého maticového zlomku.
Platnost předchoźıch rozklad̊u dokážeme t́ım, že budeme dvakrát invertovat výsledný mati-
cový zlomek. Provedeme to pouze pro pravý maticový zlomek. Dvoj́ı inverźı dostaneme
p̊uvodńı přenosovou matici. Pak tedy plat́ı

F wv/eu =

[ P R O
O AR

] [
P R BR

−QR AR

]−1
(−1)(−1)

=

=

[[
P R BR

−QR AR

] [
P−1

R O
O A−1

R

]]−1

=

[
I BRA−1

R

−QRP−1
R I

]−1

.

Je-li systém S a regulátor R v minimálńı realizaci, pak zpětnovazebńı systém je minimálńı
realizace přenosu F wv/eu.

Charakteristický polynom ∆ zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu je úměrný determi-
nantu jmenovatele maticového zlomku, čili

∆ ∼ det

[
P R BR

−QR AR

]
∼ det

[
AL BL

−QL P L

]
, (4.41)

kde symbol ∼ znač́ı, že polynomy jsou pouze úměrné (totožné až na konstantu úměrnosti).
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Také se ř́ıká, že polynomy jsou asociované.
Abychom dostali jednodušš́ı vztah pro charakteristický polynom zpětnovazebńıho ob-

vodu, použijeme vztah pro determinant složené matice. Je-li

M =

[
M1 M2

M3 M4

]
,

pak pro determinant složené matice M plat́ı

det M = det M1 det(M4 −M3M
−1
1 M2), je-li detM1 6= 0,

det M = det M4 det(M1 −M2M
−1
4 M3), je-li detM4 6= 0.

Použit́ım předchoźıch vztah̊u dostaneme pro charakteristický polynom zpětnovazebńıho ob-
vodu po následuj́ıćı sérii úprav

det

[
P R BR

−QR AR

]
= det P R det(AR + QRP−1

R BR) =

= det P R det(AR + P−1
L QLBR) =

= det P R det P−1
L det(P LAR + QLBR)

∼ det(P LAR + QLBR),

nebot’ det P R det P−1
L je pouze konstanta (a ne polynom). Podobný vztah bychom dostali

úpravou jmenovatele levého maticového zlomku. Označ́ıme

F 1 = P LAR + QLBR, (4.42)
F 2 = ALP R + BLQR,

potom charakteristický polynom je úměrný determinantu matic F 1 a F 2

∆ ∼ det F 1 ∼ det F 2. (4.43)

Také nejednotkové invariantńı polynomy polynomiálńı matice F 1 jsou asociované s nejed-
notkovými invariantńımi polynomy polynomiálńı matice F 2 a konečně tyto invariantńı poly-
nomy jsou asociované s nejednotkovými invariantńımi polynomy zpětnovazebńıho systému.
Důkaz viz (Kučera, 1979).

4.2.2 Modálńı ř́ızeńı

Nyńı budeme řešit problém návrhu takového diskrétńıho regulátoru R, aby zpětnovazebńı
regulačńı obvod tvořený systémem S a regulátorem R měl přǐrazeny zvolené módy. Protože
se jedná o mnoharozměrový systém, módy systému nejsou určeny pouze póly systému, ale
jeho invariantńımi polynomy. Protože se jedná o diskrétńı systém, budou všechny prvky
polynomiálńıch matic polynomy v d.

Mějme tedy daný mnoharozměrový systém S popsaný přenosovou matićı ve tvaru pra-
vého či levého maticového zlomku S = BRA−1

R = A−1
L BL a q polynomů l1, l2, · · ·, lq, které

splňuj́ı podmı́nku, že polynom li děĺı polynom li+1, pro i = 1, · · · , q − 1. Problém je nalézt
regulátor R, jehož přenosová matice je vyjádřena ve tvaru pravého či levého maticového
zlomku R = QRP−1

R = P−1
L QL takový, aby zpětnovazebńı regulačńı obvod měl invariantńı

polynomy l1, l2, · · ·, lq.
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Problém přǐrazeńı invariantńıch polynomů má řešeńı pouze tehdy, když q ≤ min(m, r),
to znamená, že počet invariantńıch polynomů muśı být menš́ı nebo roven počtu vstup̊u i
výstup̊u systému.

Regulátor R, pokud existuje, je určen řešeńım lineárńı polynomiálńı rovnice

ALP R + BLQR = Cm, (4.44)

kde Cm rozměru (m,m) je libovolná polynomiálńı matice, jej́ıž nejednotkové invariantńı
polynomy jsou asociované (to je stejné až na multiplikativńı konstantu) s polynomy l1, l2,
· · ·, lq.

Podobně regulátor R, pokud existuje, je určen řešeńım lineárńı polynomiálńı rovnice

P LAR + QLBR = Cr, (4.45)

kde Cr rozměru (r, r) je libovolná polynomiálńı matice, jej́ıž nejednotkové invariantńı poly-
nomy jsou asociované s polynomy l1, l2, · · ·, lq.

Uvědomme si, že pokud vyjadřujeme všechny polynomiálńı matice v proměnné d,
neuvažujeme v̊ubec invariantńı polynomy s kořenem λ = 0. Měli bychom tedy správně
mluvit pouze o ”pseudoinvariantńıch polynomech”. Proto uvedený postup nelze použ́ıt pro
spojité systémy.

4.2.3 Stabilizuj́ıćı regulátory

Uvažujme nyńı velmi d̊uležitý problém syntézy stabilizuj́ıćıch regulátor̊u v mnoharozměro-
vém diskrétńım zpětnovazebńım regulačńım obvodu. Pro daný diskrétńı systém S vyjádřený
ve tvaru pravého či levého maticového zlomku budeme hledat množinu všech regulátor̊u R,
které zajist́ı stabilitu zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu.

Tento problém má řešeńı pouze tehdy, když systém S nemá skryté nestabilńı módy.
Potom stabilizuj́ıćı regulátor je realizace, která nemá skrytou nestabilitu, přenosové matice

R = QRP−1
R = (Y R −ARH) (XR + BRH)−1 , (4.46)

kde polynomiálńı matice XR, Y R splňuj́ı maticovou polynomiálńı rovnici

ALXR + BLY R = I (4.47)

a kde H je libovolná stabilńı racionálńı matice kompatibilńıch rozměr̊u.
Podobně pro stabilizuj́ıćı regulátor R, který je realizaćı, která nemá skrytou nestabilitu,

jej́ıž přenosová matice je vyjádřená ve tvaru levého maticového zlomku

R = P−1
L QL = (XL + HBL)

−1 (Y L −HAL) , (4.48)

kde polynomiálńı matice XL, Y L splňuj́ı maticovou polynomiálńı rovnici

XLAR + Y LBR = I (4.49)

a kde H je libovolná stabilńı racionálńı matice kompatibilńıch rozměr̊u.
O tom, že je stabilńı zpětnovazebńı regulačńı obvod, tvořený systémem S, jehož přeno-

sová matice je vyjádřena ve tvaru pravého či levého maticového zlomku a regulátorem R dle
(4.46) nebo (4.48), se snadno přesvědč́ıme dosazeńım přenosových matic ř́ızeného systému
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i regulátoru do (4.42).
Nejprve uprav́ıme výraz pro přenosovou matici regulátoru R podle (4.46). Protože H

je dle předpokladu libovolná stabilńı racionálńı matice, vyjádř́ıme ji ve tvaru pravého mati-
cového zlomku

H = MN−1, (4.50)

kde polynomiálńı matice N je dle předpokladu stabilńı polynomiálńı matice. Přenosová
matice regulátoru dle (4.46) je potom rovna

R = QRP−1
R =

(
Y R −ARMN−1

) (
XR + BRMN−1

)−1
.

Provedeme sérii úprav předchoźıho výrazu pro přenosovou matici stabilizuj́ıćıho regulátoru

R =
(
Y R −ARMN−1

) (
(XRN + BRM)N−1

)−1

= (Y RN −ARM) N−1N (XRN + BRM)−1

= (Y RN −ARM) (XRN + BRM)−1 .

Podle předchoźıch úprav můžeme libovolný stabilizuj́ıćı regulátor vyjádřit ve tvaru mati-
cového zlomku R = QRP−1

R , kde

P R = XRN + BRM , (4.51)
QR = Y RN −ARM ,

N je libovolná stabilńı polynomiálńı matice a M je libovolná polynomiálńı matice.
Nyńı dosad́ıme do (4.42) a vypočteme matici F 2.

F 2 = ALP R + BLQR

= AL (XRN + BRM) + BL (Y RN −ARM)
= (ALXR + BLY R) N + (ALBR −BLAR) M

= IN + OM

= N .

V předchoźıch úpravách jsme využili vztah (4.47) a rovnost ALBR = BLAR, která plyne
z toho, že přenosová matice systému je vyjádřena pravým či levým maticovým zlomkem
BRA−1

R = A−1
L BL. Protože matice N je dle předpokladu stabilńı polynomiálńı matice, je

stabilńı charakteristický polynom ∆ = det F 2 = detN celého zpětnovazebńıho regulačńıho
obvodu.

Zbývá ukázat, že každý stabilizuj́ıćı regulátor lze vyjádřit podle (4.46) nebo (4.48).
Pokud regulátor R = QRP−1

R = P−1
L QL stabilizuje zpětnovazebńı regulačńı obvod, pak

podle (4.42) je matice F 2 = ALP R + BLQR stabilńı matice. Řekněme, že je rovna nějaké
stabilńı polynomiálńı matici N . Pak tedy plat́ı

ALP R + BLQR = N . (4.52)

Vynásob́ıme-li rovnici (4.47) zprava matićı N , dostaneme rovnici ALXRN +BLY RN = N ,
a proto jedno řešeńı předchoźı rovnice (4.52) je P R = XRN , QR = Y RN , kde XR a Y R jsou
řešeńı maticové rovnice (4.47). Obecné řešeńı maticové rovnice (4.52) je podle (4.51), kde M
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je libovolná polynomiálńı matice. T́ım jsme prokázali, že libovolný stabilizuj́ıćı regulátor je
podle (4.46) a (4.47). Pro stabilizuj́ıćı regulátor vyjádřený jako levý maticový zlomek plat́ı
obdobný postup.

4.2.4 Stabilńı nesoudělná faktorizace přenosové matice systému

V předchoźı části jsme vyjadřovali přenosové matice mnoharozměrových spojitých či dis-
krétńıch systémů ve tvaru maticových zlomk̊u, kde ”čitatel” i ”jmenovatel” maticového
zlomku byla polynomiálńı matice. Tento př́ıstup je vhodný k analýze spojitých i diskrétńıch
systémů.

Při syntéze ř́ızeńı je tento př́ıstup vhodný pouze pro diskrétńı systémy, kde polynomiálńı
matice jsou vyjádřeny v operátoru zpožděńı d. Pro spojité systémy tento př́ıstup vhodný
neńı, nebot’ se obt́ıžně zajǐst’uje ryzost regulátoru.

V (Vidyasagar, 1985) je přenosová matice systému (spojitého nebo diskrétńıho) vyjádře-
na jako maticový zlomek, kde jednotlivé faktory jsou stabilńı kauzálńı či ryźı racionálńı mat-
ice. Množina stabilńıch kauzálńıch či ryźıch racionálńıch matic tvoř́ı nekomutativńı okruh.
Tento př́ıstup je př́ımou analogíı obecného př́ıstupu k přenos̊um systémů s jedńım vstupem
a výstupem, které jsme vyjadřovali jako prvek pod́ılového tělesa okruhu stabilńıch přenos̊u.

Dělitel jednotky v okruhu stabilńıch kauzálńıch či ryźıch racionálńıch matic je taková
racionálńı matice, která je sama spolu se svou inverźı prvkem tohoto okruhu. Takovou
racionálńı matici budeme nazývat unimodálńı matićı a značit U .

Pro dvě racionálńı matice A a B, které jsou prvky okruhu stabilńıch kauzálńıch či ryźıch
racionálńıch matic, je obdobným zp̊usobem definován největš́ı společný pravý či levý dělitel.
Necht’ racionálńı matice G je největš́ı společný pravý dělitel racionálńıch matic A a B, pak
plat́ı

XA + Y B = G, (4.53)

kde A, B a G a nějaké X a Y jsou prvky okruhu stabilńıch kauzálńıch či ryźıch racionálńıch
matic.

Stabilńı racionálńı matice A a B jsou v př́ıslušném okruhu zprava nesoudělné, plat́ı-li

XA + Y B = I (4.54)

pro nějaké X a Y z př́ıslušného okruhu. Předchoźı rovnice je takzvaná pravá Bezoutova
identita.

Pro nesoudělné matice plat́ı následuj́ıćı zaj́ımavé tvrzeńı: Jsou-li racionálńı matice A a

B zprava nesoudělné v př́ıslušném okruhu, vytvoř́ıme složenou matici F =

[
A
B

]
. Potom

existuje recionálńı matice C taková, že složená matice
[

F C
]

je jednotka v okruhu
stabilńıch kauzálńıch či ryźıch racionálńıch matic.

Libovolnou přenosovou matici systému F můžeme vyjádřit ve faktorizovaném tvaru

F = BRA−1
R = A−1

L BL, (4.55)

kde AR, BR, AL a BL jsou stabilńı přenosové matice, AR a AL jsou čtvercové a det AR 6= O,
det AL 6= O a dvojice BR a AR jsou zprava nesoudělné v okruhu stabilńıch racionálńıch
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matic a dvojice AL a BL jsou zleva nesoudělné. Tomuto zp̊usobu vyjádřeńı přenosové matice
systému ř́ıkáme stabilńı faktorizace racionálńı matice.

Vyjádřeńı přenosové matice systému ve faktorizovaném tvaru neńı jediné. Pro libovolnou
unimodálńı matici U v př́ıslušném okruhu plat́ı

F = BRUU−1A−1
R = (BRU)(ARU)−1 = B̄RĀ

−1
R , (4.56)

kde BR, AR i B̄R, ĀR jsou stabilńı faktory přenosové matice systému.
Plat́ı-li pro pravou a levou nesoudělnou faktorizaci (4.55), pak podle Bezoutovy identity

existuj́ı stabilńı racionálńı matice X a Y , že plat́ı

XBR + Y AR = I. (4.57)

Potom existuj́ı také stabilńı racionálńı matice V a W , že plat́ı[
Y X
−BL AL

] [
AR −V
BR W

]
= I. (4.58)

Předchoźı vztahy definuj́ı takzvanou dvojitě nesoudělnou faktorizaci přenosové mat-
ice F .

Nesoudělnou faktorizaci přenosové matice systému urč́ıme pomoćı stavových rovnic
systému podle následuj́ıćıho postupu:

Uvažujme nejprve př́ısně ryźı spojitý systém popsaný stavovými rovnicemi ve tvaru

ẋ(t) = Ax + Bu(t), (4.59)
y(t) = Cx(t).

Jeho přenosová matice je zřejmě F (s) = C(sI − A)−1B. Předpokládáme, že systém je
stabilizovatelný a detekovatelný. Potom existuj́ı takové konstantńı matice K a H, že

A0 = A−BK, A1 = A−HC (4.60)

jsou stabilńı matice. Připomeňme, že matice K je matice stavové zpětné vazby ve stavovém
regulátoru a matice H je matice stavové injekce v pozorovateli stavu systému. Potom sta-
bilńı racionálńı matice AR, BR, AL, BL, X, Y , V a W splňuj́ıćı (4.55) a (4.58) jsou určeny
následuj́ıćımi vztahy

BL = C(sI −A1)−1B (4.61)
AL = I −C(sI −A1)−1H

BR = C(sI −A0)−1B

AR = I −K(sI −A0)−1B

X = K(sI −A1)−1H

Y = I + K(sI −A1)−1B

V = K(sI −A0)−1H

W = I + C(sI −A0)−1H.

Důkaz předchoźıho tvrzeńı je jednoduchý. Pro přenosovou matici F plat́ı následuj́ıćı série
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úprav

F = C(sI −A)−1B

= C(sI − (A0 + BK))−1B

= C ((sI −A0) + BK)−1 B

= C
[
(I −BK(sI −A0)−1)(sI −A0)

]−1
B

= C(sI −A0)−1
[
I −BK(sI −A0)−1

]−1
B

= C(sI −A0)−1B
[
I −K(sI −A0)−1B

]−1

= BRA−1
R .

Pro levý maticový zlomek plat́ı podobně

F = C(sI −A)−1B = A−1
L BL.

Jednoduchými úpravami dokážeme také, že podle (4.58) plat́ı

BLV + ALW = I

Y AR + XBR = O

−Y V + XW = O.

Pokud je systém pouze ryźı, to znamená, že existuje př́ımá vazba mezi jeho vstupem a
výstupem. Potom jeho přenosová matice je rovna

F = C(sI −A)−1B + D = A−1
L BL + D = BRA−1

R + D, (4.62)

kde A−1
L BL i BRA−1

R popisuj́ı striktně ryźı část přenosu a D je konstantńı matice př́ımé
vazby mezi vstupem a výstupem systému. Ryźı přenosovou matici můžeme tedy vyjádřit

F = A−1
L BL + D = A−1

L (BL + ALD) = Ā
−1
L B̄L, (4.63)

F = BRA−1
R + D = (BR + DAR)A−1

R = B̄RĀ
−1
R .

Stabilńı faktory ĀL, B̄L, ĀR a B̄R ryźı přenosové matice souvisej́ı se stabilńımi faktory AL,
BL, AR a BR jej́ı striktně ryźı části a matićı př́ımé vazby mezi vstupem a výstupem D
podle následuj́ıćıch vztah̊u plynoućıch z (4.63)

ĀR = AR , B̄R = BR −DAR

ĀL = AL , B̄L = BL −ALD .
(4.64)

Matice X̄, Ȳ , V̄ a W̄ jsou podle (4.58) definovány[
Ȳ X̄
−B̄L ĀL

] [
ĀR −V̄
B̄R W̄

]
= I (4.65)

a plat́ı pro ně

X̄ = X , Ȳ = Y −XD
V̄ = V , W̄ = W −DV .

(4.66)

Pro př́ısně ryźı systém popsaný stavovými rovnicemi (4.59) dvojitě nesoudělnou faktorizaci
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jeho přenosové matice źıskáme podle (4.61), a pokud je systém pouze ryźı, má tedy př́ımou
vazbu mezi vstupem a výstupem, pak dvojitě nesoudělná faktorizace jeho přenosové matice
je určena podle (4.64) a (4.66).

4.2.5 Stabilizace

V tomto odstavci se opět budeme zabývat mnoharozměrovým regulačńım obvodem podle
obr. 4.2. Daný ř́ızený systém S a navrhovaný regulátor R jsou popsány jejich přenosovými
maticemi, které jsou vyjádřeny ve faktorizovaném tvaru

S = BRA−1
R = A−1

L BL, (4.67)
R = QRP−1

R = P−1
L QL,

kde AR, BR, AL, BL i P R, QR, P L, QL jsou nyńı stabilńı ryźı nebo kauzálńı racionálńı
matice.

Protože přenosové matice systému i regulátoru jsou vyjádřeny pomoćı stabilńıch faktor̊u,
plat́ı pro zpětnovazebńı regulačńı obvod podle obr. 4.2 ekvivalence následuj́ıćıch tvrzeńı:

• Zpětnovazebńı regulačńı obvod je stabilńı.

• Racionálńı matice

P LAR + QLBR (4.68)

je unimodálńı matice v okruhu stabilńıch kauzálńıch či ryźıch racionálńıch funkćı.

• Racionálńı matice

ALP R + BLQR (4.69)

je unimodálńı matice v př́ıslušném okruhu.

Důkaz předchoźıho tvrzeńı viz (Vidyasagar, 1985).
Mějme tedy zpětnovazebńı regulačńı obvod podle obr. 4.2. Libovolný regulátor R, který

zajist́ı stabilitu zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu, má stabilńı faktory P R, QR, P L a QL

takové, že plat́ı

ALP R + BLQR = I, (4.70)

respektive

P LAR + QLBR = I. (4.71)

Toto silné tvrzeńı plyne z předchoźı věty, nebot’ jednotková matice I je jistě unimodálńı
matice. Protože regulačńı obvod je stabilńı, pak podle (4.68) je racionálńı matice F 2 =
ALP̄ R + BLQ̄R unimodálńı matićı pro stabilńı faktory P̄ R a Q̄R regulátoru R. Proto podle
(4.56) můžeme zvolit faktory regulátoru P R = P̄ RF−1

2 a QR = Q̄RF−1
2 . Potom plat́ı

ALP R + BLQR = ALP̄ RF−1
2 + BLQ̄RF−1

2 = I.

Odtud plyne d̊uležité tvrzeńı o parametrizaci všech stabilizuj́ıćıch regulátor̊u.
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Všechny regulátory, které zajist́ı stabilitu zpětnovazebńıho mnoharozměrového regulač-
ńıho obvodu podle obr. 4.2, jsou vyjádřeny ve tvaru

R = QRP−1
R = (Y R −ARH) (XR + BRH)−1 , (4.72)

det(XR + BRH) 6= O, nebo

R = P−1
L QL = (XL + HBL)

−1 (Y L −HAL) , (4.73)

det(XL + HBL) 6= O, kde stabilńı racionálńı matice XR, Y R splňuj́ı rovnici

ALXR + BLY R = I (4.74)

a stabilńı racionálńı matice XL, Y L splňuj́ı rovnici

XLAR + Y LBR = I (4.75)

a kde H je libovolná stabilńı racionálńı matice kompatibilńıch rozměr̊u.
Předchoźı parametrizace př́ımo plyne z (4.70) a (4.71), nebot’ faktory regulátoru podle

(4.72) a (4.73) jsou obecné řešeńı rovnic (4.70) a (4.71).
T́ım jsme obdrželi nejobecněǰśı vztahy pro regulátor stabilizuj́ıćı lineárńı mnoharozmě-

rový regulačńı obvod. Plat́ı pro spojitý i diskrétńı regulačńı obvod. Všimněme si formálńı
shody (4.72) až (4.75), kde všechny matice jsou prvky okruhu stabilńıch racionálńıch matic
s (4.46) až (4.49), kde všechny matice jsou pouze polynomiálńı matice. Proto parametrizace
regulátoru podle (4.46) až (4.49) plat́ı pouze pro diskrétńı systémy.

Jediná nevýhoda tohoto elegantńıho př́ıstupu je to, že (4.74) a (4.75) jsou rovnice v
okruhu stabilńıch racionálńıch matic. Takové rovnice př́ımo řešit neumı́me a obvykle je
převád́ıme opět na polynomiálńı maticové rovnice.
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Část III

Stochastické systémy a jejich ř́ızeńı
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Kapitola 5

Analýza stochastických systémů

V této části skripta se budeme zabývat ř́ızeńım systémů, jejichž stavové a výstupńı veličiny
jsou náhodné (stochastické) procesy. Takové systémy budeme nazývat stochastické sys-
témy. Ukážeme, že je lze modelovat jako systémy, na které kromě deterministických vstup̊u
p̊usob́ı i daľśı náhodné veličiny.

5.1 Lineárńı stochastický systém

V předchoźıch částech skripta jsme uvažovali deterministický stavový model lineárńıho
diskrétńıho systému

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

s počátečńım stavem x(0) = x0. Pro deterministický systém je charakteristické, že na
základě znalosti stavu systému a jeho vstupu můžeme přesně určit jeho př́ı̌st́ı stav a výstup.

Tento zp̊usob popisu je v mnoha př́ıpadech k popisu vlastnost́ı reálných objekt̊u ne-
dostatečný - určitá složka jejich výstupu totiž nemuśı být přesně predikovatelná a je proto
nutné popisovat tyto signály jako náhodné procesy. Dı́váme-li se na model dynamického
systému jako na generátor dat, pak tuto stochastickou složku stavu a výstupu systému
můžeme přirozeným zp̊usobem popsat zavedeńım daľśıch náhodných vstup̊u systému.
Dostaneme tak lineárńı stochastický systém popsaný stavovými rovnicemi

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) (5.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t),

kde u(t) je deterministický vstup modelu a v(t), e(t) jsou stacionárńı náhodné posloupnosti
nazývané šum procesu a šum měřeńı. Abychom mohli jednoduše popsat vlastnosti takto
vzniklých signál̊u (stavu a výstupu), budeme předpokládat, že tyto posloupnosti tvoř́ı stejně
rozdělené náhodné veličiny, které jsou nezávislé na současných a minulých hodnotách stavu
a vstupu, maj́ı nulovou středńı hodnotou

E
{[

v(t)
e(t)

]}
= 0 (5.2)
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a kovariančńı funkci

cov

{[
v(t1)
e(t1)

]
,

[
v(t2)
e(t2)

]}
= E


[

v(t1)
e(t1)

]
.

[
v(t2)
e(t2)

]T
 =

[
Q S

ST R

]
δ(t1−t2), (5.3)

kde

δ(t1−t2) = 1 pro t1 = t2

= 0 pro t1 6= t2.

Náhodný proces (posloupnost) s těmito vlastnostmi nazýváme b́ılý šum. Model (5.1)
poskytuje dostatečně obecný popis jak deterministické, tak stochastické složky výstupu.
Ukážeme totiž, že stochastické signály se složitěǰśımi vlastnostmi můžeme generovat pr̊u-
chodem b́ılého šumu vhodným dynamickým systémem.
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Obrázek 5.1: Lineárńı stochastický systém

Položme si nyńı otázku, jak se vyv́ıj́ı stav a výstup stochastického systému (5.1) v čase.
Přitom se omeźıme na popis vývoje stavu a výstupu pomoćı jejich středńı hodnoty a
(sdružené) kovariančńı funkce, tj. prvńımi dvěma momenty.

Pro vývoj středńı hodnoty stavu a výstupu, které budeme stručněji označovat

µx(t) = E {x(t)} a µy(t) = E {y(t)} ,

plat́ı v d̊usledku linearity operátoru středńı hodnoty

E {x(t+1)} = E {Ax(t) + Bu(t) + v(t)}
= A E {x(t)}+ Bu(t) + E {v(t)}

E {y(t)} = E {Cx(t) + Du(t) + e(t)}
= C E {x(t)}+ Du(t) + E {e(t)} ,

neboli vzhledem k (5.2)

µx(t+1) = Aµx(t) + Bu(t) (5.4)
µy(t) = Cµx(t) + Du(t).

Středńı hodnota stavu a výstupu stochastického systému se tedy vyv́ıj́ı stejně jako stav a
výstup deterministického systému.
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Vývoj kovariančńı matice stavu a sdruženou kovariančńı matici stavu a výstupu urč́ıme
takto: označme odchylku stavu systému od jeho středńı hodnoty

x̃(t) = x(t)− µx(t)

a zaved’me kovariančńı matici stavu

P x(t) = cov {x(t)} = E
{
x̃(t)x̃T(t)

}
.

Odečteńım rovnic (5.1) a (5.4) dostaneme

x̃(t+1) = Ax̃(t) + v(t)
ỹ(t) = Cx̃(t) + e(t),

a tedy

x̃(t+1)x̃T(t+1) = Ax̃(t)x̃T(t)AT + Ax̃(t)vT(t) + v(t)x̃T(t)AT + v(t)vT(t).

Aplikujeme-li nyńı operátor středńı hodnoty, dostaneme vzhledem k předpokladu nezávi-
slosti šumů a současných a minulých stav̊u a (5.3)

E
{
x̃(t+1)x̃T(t+1)

}
= AP x(t)AT + Q.

Podobně

x̃(t+1)ỹT(t) = Ax̃(t)x̃T(t)CT + Ax̃(t)eT(t) + v(t)CT x̃T(t) + v(t)eT(t),

ỹ(t)ỹT(t) = Cx̃(t)x̃T(t)CT + Cx̃(t)eT(t) + e(t)CT x̃T(t) + e(t)eT(t)

a odtud

E
{
x̃(t+1)ỹT(t)

}
= AP x(t)CT + S,

E
{
ỹ(t)ỹT(t)

}
= CP x(t)CT + R.

Tyto výsledky lze shrnout do rovnice pro časový vývoj kovariančńı matice stavu

P x(t+1) = AP x(t)AT + Q (5.5)

a rovnice pro sdruženou kovariančńı matici stavu a výstupu

cov

{[
x(t+1)

y(t)

]}
=

[
AP x(t)AT + Q AP x(t)CT + S

CP x(t)AT + ST CP x(t)CT + R

]
. (5.6)

Podobným postupem lze odvodit vztahy pro autokovariančńı funkci stavu

Rxx(t, s) = E
{
x̃(t)x̃T(s)

}
,

která je (pro t ≥ s) dána rovnićı

Rxx(t, s) = At−sP x(s), (5.7)

a autokovariančńı funkci výstupu

Ryy(t, s) = E
{
ỹ(t)ỹT(s)

}
,
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která bude (opět pro t ≥ s ≥ 0)

Ryy(t, s) = CAt−sP x(s)CT + Rδ(t−s) + CAt−s−1S(1− δ(t−s)). (5.8)

Jsou-li šumy v a e gaussovské procesy a počátečńı stav x(0) má rovněž Gaussovo
rozděleńı, je i stav a výstup systému gaussovský proces a je plně charakterizován momenty
(5.4) a (5.6).

Předpokládáme-li dále, že počátečńı stav x(0) systému (5.1) má momenty

E {x(0)} = µx(0) a cov {x(0)} = P x(0), (5.9)

lze řešeńı rekurźıvńıch rovnic (5.4) a (5.5) vyjádřit explicitně a plat́ı

µx(t) = Atµx(0) +
t−1∑
τ=0

At−τ−1Bu(τ), (5.10)

P x(t) = AtP x(0)(AT )t +
t−1∑
τ=0

AτQ(AT )τ .

Je-li matice A stabilńı, pak řada pro kovariančńı matici stavu konverguje a lze nalézt
ustálené řešeńı

P x = lim
t→∞

P x(t),

které vyhovuje Ljapunovově rovnici

P x = AP xAT + Q. (5.11)

Ustálená kovariance výstupu pak je

P y = CP xCT + R. (5.12)

5.2 Pr̊uchod náhodného signálu lineárńım dynamickým
systémem

Zabývejme se nyńı otázkou, jak lze charakterizovat vlastnosti náhodných signál̊u po pr̊u-
chodu lineárńım dynamickým systémem, který je definován vněǰśım popisem. Uvažujme
jednorozměrný kauzálńı systém popsaný impulsńı charakteristikou g(t) (plat́ı tedy g(t) = 0
pro t < 0), jehož vstupem je náhodná posloupnost s konečnými druhými momenty u(t) se
středńı hodnotou

µu(t) = E {u(t)} (5.13)

a autokovariančńı funkćı

Ruu(t, s) = E {(u(t)− µu(t))(u(s)− µu(s))} . (5.14)

Pro výstupńı proces plat́ı

y(t) =
t∑

τ=−∞
g(t−τ)u(τ) =

∞∑
τ=0

g(τ)u(t−τ). (5.15)
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Lze ukázat, že pro stabilńı systém tato řada konverguje (ve středně kvadratickém smyslu)
a výstup y(t) je také náhodná posloupnost s konečnými momenty druhého řádu.

Středńı hodnota procesu y(t) bude

µy(t)=E {y(t)}=E
{ ∞∑

τ=0

g(τ)u(t−τ)

}
=

∞∑
τ=0

g(τ)E {u(t−τ)}=
∞∑

τ=0

g(τ)µu(t−τ). (5.16)

Vid́ıme, že středńı hodnotu výstupńı posloupnosti źıskáme pr̊uchodem středńı hodnoty vs-
tupńı posloupnosti systémem g(t). K výpočtu kovariančńı funkce opět definujme odchylky

ũ(t) = u(t)− µu(t) a ỹ(t) = y(t)− µy(t).

Odečteńım rovnic (5.15) a (5.16) dostaneme

ỹ(t) =
∞∑

τ=0

g(τ)ũ(t−τ),

tj. rozd́ıl mezi signálem a jeho středńı hodnotou se filtruje dynamickým systémem stejně
jako jeho středńı hodnota. Autokovariančńı funkce výstupu potom bude

Ryy(t, s) = E {ỹ(t)ỹ(s)} (5.17)

= E
{( ∞∑

τ=0

g(τ)ũ(t−τ)

)( ∞∑
σ=0

g(σ)ũ(s−σ)

)}

=
∞∑

τ=0

∞∑
σ=0

g(τ)g(σ)E {ũ(t−τ)ũ(s−σ)}

=
∞∑

τ=0

∞∑
σ=0

g(τ)g(σ)Ruu(t−τ, s−σ)

a podobně vzájemná kovariančńı funkce výstupu a vstupu

Ryu(t, s) = E {ỹ(t)ũ(s)} (5.18)

= E
{( ∞∑

τ=0

g(τ)ũ(t−τ)

)
ũ(s)

}

=
∞∑

τ=0

g(τ)E {ũ(t−τ)ũ(s)}

=
∞∑

τ=0

g(τ)Ruu(t−τ, s).

Je-li nav́ıc vstupńı proces normálńı, je i výstupńı proces normálńı (lineárńı kombinace
normálńıch veličin je opět normálńı veličina) a je plně charakterizován prvńımi dvěma mo-
menty (5.16) a (5.17).

Zjednoduš́ıme nyńı tyto obecné výsledky v př́ıpadě, že vstupńı proces je stacionárńı
(v širš́ım smyslu). V tom př́ıpadě jeho středńı hodnota

µu(t) = µu
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je konstantńı a kovariančńı funkce

Ruu(t, s) = Ruu(t−s)

je nezávislá na posunut́ı v čase, tj. je funkćı pouze časového rozd́ılu t−s.
Poznámka: Výše uvedený zápis chápeme jako definici nové funkce jedné proměnné
Ruu( . ). Pro zjednodušeńı zápisu obě funkce rozlǐsujeme pouze jejich argumenty. 2

Rovnice (5.16) se v př́ıpadě stacionárńıho vstupńıho procesu zjednoduš́ı na

µy(t) =
∞∑

τ=0

g(τ)µu(t−τ) =

( ∞∑
τ=0

g(τ)

)
µu = K µu = µy, (5.19)

kde

K =
∞∑

τ=0

g(τ)

je ześıleńı systému. Autokovariančńı funkce výstupu bude

Ryy(t, s) =
∞∑

τ=0

∞∑
σ=0

g(τ)g(σ)Ruu(t−s+σ − τ) = Ryy(t− s) (5.20)

a vzájemná kovariančńı funkce vstupu a výstupu

Ryu(t, s) =
∞∑

τ=0

g(τ)Ruu(t−s−τ) = Ryu(t−s). (5.21)

Upozorněme na tomto mı́stě, že při zápisu autokovariančńı funkce je d̊uležité dodržet pořad́ı
veličin y a u v indexu a jim odpov́ıdaj́ıćıch časových okamžik̊u t, s v argumentu.

Středńı hodnota výstupu je konstantńı a obě kovariančńı funkce jsou rovněž pouze funkćı
časového rozd́ılu t−s. Výstupńı proces je tedy opět stacionárńı (v širš́ım smyslu), vstupńı
a výstupńı proces jsou nav́ıc vzájemně stacionárńı.

Vztah (5.21) lze psát ve tvaru

Ryu(t) =
∞∑

τ=−∞
g(τ)Ruu(t−τ) = g ∗Ruu,

tj. vzájemná kovariančńı funkce vstupu a výstupu je konvolućı (popsané operátorem ∗)
impulsńı charakteristiky systému a autokovariančńı funkce vstupu. Podobně bychom dostali

Ruy(t, s) =
∞∑

τ=0

Ruu(t−(s−τ))g(τ)

=
∞∑

τ=−∞
Ruu(t−(s−τ))g(τ)

=
∞∑

ν=−∞
Ruu(t−s−ν)g(−ν)

= Ruy(t−s),
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neboli

Ruy(t) =
∞∑

ν=−∞
Ruu(t−ν)g(−ν) = Ruu ∗ g,

kde funkce g je definována vztahem

g(t) = g(−t)

a

Ryy(t) =
∞∑

τ=−∞

∞∑
ν=−∞

g(τ)Ruu(t−τ−ν)g(−ν) = g ∗Ruu ∗ g.

Tak jako v př́ıpadě lineárńıch časově invariantńıch deterministických systémů lze vztahy
mezi vstupy a výstupy elegantně popisovat ve frekvenčńı oblasti. Označme

G(z) =
∞∑

τ=0

g(τ)z−τ (5.22)

přenos systému (5.15) v Z-transformaci. Rovnici (5.19) pak lze psát jako

µy = G(1)µu.

Definujme dále (výkonové) spektrálńı hustoty procesu jako (oboustrannou) Z-transformaci
(pokud existuje) autokovariančńı, popř. vzájemné kovariančńı funkce vyč́ıslené na jed-
notkové kružnici

z = ejωTs , ω ∈ (−ωN ,+ωN )

kde ωN = π/Ts je Nyquistova frekvence a Ts je perioda vzorkováńı náhodné posloupnosti.
V literatuře se často uvažuje tato hodnota implicitně rovna jedné, což odpov́ıdá transfor-
maci měř́ıtka frekvenčńı osy (−ωN ,+ωN ) na standardńı interval (−π,+π). V technických
aplikaćıch však je často vhodněǰśı pracovat s měř́ıtkem frekvenčńı osy, odpov́ıdaj́ıćım spo-
jitým signál̊um. Označme

Suu(ω) = Suu(z)|z=ejωTs , kde Suu(z) =
∞∑

τ=−∞
Ruu(τ)z−τ , (5.23)

Syy(ω) = Syy(z)|z=ejωTs , kde Syy(z) =
∞∑

τ=−∞
Ryy(τ)z−τ ,

Syu(ω) = Syu(z)|z=ejωTs , kde Syu(z) =
∞∑

τ=−∞
Ryu(τ)z−τ .

Poznámka: Funkce Suu(ω) a Suu(z) opět pro zjednodušeńı zápisu rozlǐsujeme pouze
jejich argumenty. Lze ukázat, že uvedená definice spektrálńı hustoty formálně odpov́ıdá
Fourierově transformaci kovariančńı funkce (posloupnosti) - viz zavedeńı Z-transformace
jako Laplaceovy transformace posloupnosti vzniklé jako součin spojité funkce a posloup-
nosti Diracových impuls̊u

∑∞
τ=0 δc(t−τ) v kapitole 1.3. 2
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Transformaćı rovnice (5.21) odvod́ıme

Syu(z) =
∞∑

ν=−∞
z−νRyu(ν)

=
∞∑

ν=−∞
z−ν

∞∑
τ=0

g(τ)Ruu(ν − τ)

=
∞∑

ν=−∞

∞∑
τ=0

z−νg(τ)Ruu(ν − τ)

=
∞∑

ν=−∞

∞∑
τ=0

z−τg(τ)z−(ν−τ)Ruu(ν − τ)

=
∞∑

τ=0

z−τg(τ)
∞∑

ν=−∞
z−νRuu(ν)

a odtud použit́ım definic přenosu (5.22) a spektrálńıch hustot (5.23) dostaneme

Syu(z) = G(z)Suu(z) neboli Syu(ω) = G(ejωTs)Suu(ω). (5.24)

Podobně bychom pro opačné pořad́ı vstupu a výstupu odvodili

Suy(z) = Suu(z)G∗(z) neboli Suy(ω) = Suu(ω)G(e−jωTs), (5.25)

kde

G∗(z) = G(z)|z=z−1 .

Vztah pro spektrálńı hustotu výstupu odvod́ıme transformaćı rovnice (5.20)

Syy(z) =
∞∑

ν=−∞
z−νRyy(ν)

=
∞∑

ν=−∞
z−ν

∞∑
τ=0

∞∑
σ=0

g(τ)g(σ)Ruu(ν+σ − τ)

=
∞∑

ν=−∞

∞∑
τ=0

∞∑
σ=0

z−τg(τ)zσg(σ)z−(ν+σ−τ)Ruu(ν+σ − τ)

=
∞∑

τ=0

z−τg(τ)
∞∑

ν=−∞
z−νRuu(ν)

∞∑
σ=0

zσg(σ)

a odtud opět použit́ım definic přenosu (5.22) a spektrálńıch hustot (5.23)

Syy(z) = G(z)Suu(z)G∗(z) neboli Syy(ω) =
∣∣∣G(e−jωTs)

∣∣∣2 Suu(ω). (5.26)

Všechny uvedené vztahy pro momenty a spektrálńı hustoty lze zobecnit i na mnoharoz mě-
rové systémy s přenosovou matićı

G(z) =
∞∑

τ=0

G(τ)z−τ .
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Pro mnoharozměrové systémy dostaneme

Ryu(t) = G ∗Ruu → Syu(z) = G(z)Suu(z)

Ruy(t) = Ruu ∗G
T → Suy(z) = Suu(z)G∗(z)

Ryy(t) = G ∗Ruu ∗G
T → Syy(z) = G(z)Suu(z)G∗(z),

kde v mnoharozměrovém př́ıpadě

G∗(z) = GT(z)
∣∣∣
z=z−1

.

Vztah (5.26) má názornou fyzikálńı interpretaci. Protože

1
2ωN

∫ ωN

−ωN

Suu(ω) dω = Ruu(0) = σ2
u = E

{
u2(t)

}
je měř́ıtkem výkonu procesu, lze hodnotu výkonové spektrálńı hustoty Suu(ω) v bodě ω
chápat jako hustotu výkonu vstupńıho procesu v okoĺı frekvence ω. Součin

G(ejωTs)G(e−jωTs) =
∣∣∣G(ejωTs)

∣∣∣2
udává výkonové ześıleńı na této frekvenci a hodnota Syy(ω) je pak hustota výkonu
výstupńıho procesu v okoĺı této frekvence.

Vztahy pro vzájemnou kovariančńı funkci (5.21) a vzájemnou spektrálńı hustotu (5.24)
umožňuj́ı identifikovat impulsńı charakteristiku a přenos dynamického systému. Uvažujme
jako vstupńı proces diskrétńı b́ılý šum s autokovariančńı funkćı

Ruu(τ) = δ(τ)

a spektrálńı hustotou

Suu(z) =
∞∑

τ=−∞
Ruu(τ)z−τ =

∞∑
τ=−∞

δ(τ)z−τ = z0 = 1.

Pro takový vstup dostaneme pro vzájemnou kovariančńı funkci vztah

Ryu(τ) =
∞∑

σ=0

g(σ)Ruu(τ−σ) =
∞∑

σ=0

g(σ)δ(τ−σ) = g(τ) (5.27)

a pro vzájemnou spektrálńı hustotu vztah

Syu(ω) = G(ejωTs)Suu(ω) = G(ejωTs).1 = G(ejωTs). (5.28)

Vzájemná kovariančńı funkce je tedy př́ımo rovna impulsńı charakteristice systému a
vzájemná spektrálńı hustota jeho frekvenčńımu přenosu.

Důležitou otázkou při práci s pojmy středńı hodnota, kovariančńı funkce a spektrum je
vztah mezi těmito teoretickými funkcemi, definovanými pomoćı operátoru středńı hodnoty
nad všemi možnými realizacemi, a charakteristikami, které jsme schopni určit na základě
měřeńı jediné pozorované realizace. Jestliže pro nějakou funkci f( . ) má náhodný proces
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x(t) vlastnost

E {f(x)} = lim
H→∞

1
H

H∑
t=1

f(x(t)),

ř́ıkáme, že je ergodický vzhledem k veličině f( . ). Pro praktické použit́ı výsledk̊u tohoto
odstavce je d̊uležitá následuj́ıćı věta.

Věta 5 (Ergodicita lineárńıch proces̊u) Necht’ y(t) je stacionárńı proces vzniklý pr̊u-
chodem b́ılého šumu e(t) s omezenými čtvrtými momenty stabilńım lineárńım filtrem

y(t) =
∞∑

τ=0

G(τ)e(t− τ).

Potom plat́ı

lim
H→∞

1
H

H∑
t=1

u(t)yT(t− τ) = E
{
u(t)yT(t− τ)

}
= Ruy(τ)

a

lim
H→∞

1
H

H∑
t=1

y(t)yT(t− τ) = E
{
y(t)yT(t− τ)

}
= Ryy(τ)

s pravděpodobnost́ı jedna.

Tato věta potvrzuje smysluplnost budované teorie, nebot’ za uvažovaných předpoklad̊u
můžeme všechny potřebné charakteristiky źıskat měřeńım.

5.3 Spektrálńı faktorizace diskrétńıho náhodného procesu

Ukázali jsme, že kovariančńı funkce, a tedy i spektrálńı vlastnosti náhodného procesu závisej́ı
pouze na odchylkách uvažovaných signál̊u od jejich středńı hodnoty. Proto v tomto odstavci
můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že deterministický vstup systému (5.1) u je
nulový a vstupem systému budou pouze b́ılé šumy v a e. Popis systému se zjednoduš́ı na

x(t+1) = Ax(t) + v(t)
y(t) = Cx(t) + e(t).

Za předpokladu stability matice A budou po uplynut́ı dostatečně dlouhé doby od počáteč-
ńıho času t0, ve kterém je definován počátečńı stav x(0), stav i výstup stochastického
systému stacionárńı náhodné procesy s nulovou středńı hodnotou (proč?). K určeńı jejich
kovariančńıch matic je třeba řešit Ljapunovovu rovnici (5.11) a rovnici (5.12). Označme
kv̊uli formálńı shodě s výsledky předchoźıho odstavce

u(t) =

[
v(t)
e(t)

]
.

Přenos mezi takto definovaným vstupem systému u a výstupem systému y bude

G(z) =
[

C(zI −A)−1 I
]
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a spektrálńı hustota vstupu bude dána jeho kovariančńı matićı

Suu(z) =

[
Q S

ST R

]
.

Podle výše uvedených vztah̊u tedy dostaneme

Syu(z) =
[

C(zI −A)−1 I
] [ Q S

ST R

]
,

Suy(z) =

[
Q S

ST R

] [
C(z−1I −A)−1 I

]T
,

Syy(z) =
[

C(zI −A)−1 I
] [ Q S

ST R

] [
C(z−1I −A)−1 I

]T
.

Pro vzájemně nezávislé b́ılé šumy v a e s kovariančńı matićı

cov

{[
v(t1)
e(t1)

]
,

[
v(t2)
e(t2)

]}
= E


[

v(t1)
e(t1)

]
.

[
v(t2)
e(t2)

]T
 =

[
Q 0
0 R

]
δ(t1−t2)

se tento výsledek zjednoduš́ı na

Syy(z) = C(zI −A)−1Q(z−1I −A)−T CT + R,

kde jsme použili zkrácené značeńı X−T = (XT )−1.
Př́ıklad (rozklad spektrálńı hustoty). Uvažujme nyńı spektrálńı hustotu, která je
nezápornou racionálńı funkćı cos(ωTs) (ukažte)

Syy(z) =
(z + 0.5)(z−1 + 0.5)

(z + 0.25)(z−1 + 0.25)
. (5.29)

Pro Suu(ω) = 1 můžeme tuto racionálńı spektrálńı hustotu vyjádřit ve tvaru (5.26)

Syy(z) = G(z)G∗(z)

celkem čtyřmi zp̊usoby s přenosy

G1(z) =
z + 0.5
z + 0.25

(5.30)

G2(z) =
1 + 0.5z

z + 0.25
(5.31)

G3(z) =
z + 0.5

1 + 0.25z
(5.32)

G4(z) =
1 + 0.5z

1 + 0.25z
. (5.33)

Stochastický signál s danými spektrálńımi vlastnostmi můžeme tedy źıskat pr̊uchodem
b́ılého šumu dynamickými systémy s přenosy G1(z) a G2(z). Výstup bude stacionárńı pro-
ces, protože oba tyto přenosy jsou stabilńı. (V př́ıpadě přenos̊u G3(z) a G4(z), které jsou
nestabilńı, neńı výstupńı proces dobře definován.) Z nich právě jeden přenos G1(z) nemá
ani žádné nuly mimo jednotkovou kružnici, tj. je stabilńı a má minimálńı fázi. Proto i jeho
inverze je stabilńı přenos. Takovému rozkladu spektrálńı hustoty ř́ıkáme spektrálńı fak-
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torizace náhodného procesu. Tento výsledek plat́ı obecně a je možné ho formulovat do
následuj́ıćı věty.

Věta 6 (Spektrálńı faktorizace) Předpokládejme, že Syy(ω) ≥ 0 je racionálńı funkćı
cos(ωTs) (popř. ejωTs). Pak existuje právě jedna monická (tj. s jednotkovými koeficienty
u nejvyšš́ıch mocnin z) racionálńı funkce G(z), která má všechny póly uvnitř jednotkové
kružnice a všechny nuly uvnitř jednotkové kružnice nebo na jednotkové kružnici taková, že

Syy(ω) = σ2
∣∣∣G(ejωTs)

∣∣∣2 .

Důkaz tohoto tvrzeńı, které lze zobecnit i na mnoharozměrové systémy, je založen na
př́ımé konstrukci přenosu G(z) na základě všech možných spektrálńıch faktor̊u (všimněte
si symetríı v poloze pól̊u a nul spektrálńı hustoty (5.29)).

Uvažujme nyńı náhodný proces vzniklý pr̊uchodem b́ılého šumu s rozptylem σ2 dynam-
ickým systémem s přenosem G(z) dle předchoźı věty. Jeho spektrálńı hustota pak bude
právě Syy(ω). Plat́ı tedy i následuj́ıćı věta.

Věta 7 (Věta o realizaci) Pro každou racionálńı spektrálńı hustotu Syy(ω) ≥ 0 existuje
právě jeden dynamický systém s přenosem G(z), který je monickou (tj. s jednotkovými
koeficienty u nejvyšš́ıch mocnin z) racionálńı funkćı, má všechny póly uvnitř jednotkové
kružnice a všechny nuly uvnitř jednotkové kružnice nebo na jednotkové kružnici, takový, že
stacionárńı proces s danou spektrálńı hustotou m̊užeme źıskat jako výstup tohoto systému,
je-li na vstupu diskrétńı b́ılý šum.

Důležitým praktickým d̊usledkem této věty je, že – omeźıme-li se na stacionárńı procesy
s racionálńımi spektry – lze všechny takové procesy źıskat filtraćı diskrétńıho b́ılého šumu
a rovněž při analýze stač́ı předpokládat, že vstupńı proces je b́ılý šum. Všechny náhodné
procesy, které jsou předmětem našeho zájmu, lze tedy reprezentovat ve tvaru

y(t) =
c(d)
a(d)

e(t), (5.34)

kde e je diskrétńı b́ılý šum s rozptylem σ2
e , d je operátor zpožděńı dy(t) = y(t−1) a a(d),

c(d) jsou polynomy

a(d) = 1 + a1d + . . . + anad
na ,

c(d) = 1 + c1d + . . . + cncd
nc ,

nebo v časové oblasti

y(t) + a1y(t−1) + . . . + anay(t−na) = e(t) + c1e(t−1) + . . . + cnce(t−nc). (5.35)

Tato reprezentace stochastického procesu se nazývá ARMA model. Podle věty o realizaci lze
nalézt polynomy a(d) a c(d), které jsou oba stabilńı (pomineme-li př́ıpad kořen̊u polynomu
c(d) na jednotkové kružnici). Transformaci (5.34) proto lze invertovat a plat́ı též

e(t) =
a(d)
c(d)

y(t). (5.36)

Posloupnost {. . . , y(t−1), y(t)} tedy obsahuje veškerou informaci o neměřitelné (a v mnoha
př́ıpadech pouze abstraktńı) posloupnosti {. . . , e(t−1), e(t)}.
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Ukážeme nyńı d̊uležitou vlastnost této b́ılé posloupnosti a zavedeme pojem inovace.
Uvažujme hodnotu náhodného procesu

y(t+1) =
c(d)
a(d)

e(t+1). (5.37)

Provedeme-li naznačené děleńı polynomů, dostaneme vzhledem k tomu, že oba polynomy
jsou monické

c(d)
a(d)

= 1 +
dc̄(d)
a(d)

,

a tedy

y(t+1) =
c̄(d)
a(d)

e(t) + e(t+1).

Dosazeńım za hodnotu e(t) podle (5.36) dostaneme

y(t+1) =
c̄(d)a(d)
a(d)c(d)

y(t) + e(t+1)

a po úpravě

y(t+1) =
c̄(d)
c(d)

y(t) + e(t+1). (5.38)

Je vidět, že hodnotu e(t+1) můžeme interpretovat jako tu část informace o y(t+1), která neńı
obsažena v minulé historii procesu {. . . , y(t−1), y(t)}. Proto ji nazýváme inovace procesu.
Protože posloupnost e(t) je b́ılá, je

ŷ(t+1) =
c̄(d)
c(d)

y(t) (5.39)

nejlepš́ı predikćı výstupu y(t+1) na základě známé historie procesu {. . . , y(t−1), y(t)} ve
smyslu minimalizace středńı kvadratické chyby

E
{
(y(t+1)− ŷ(t+1))2

}
a reprezentaci náhodného procesu ve tvaru

y(t) =
c(d)
a(d)

e(t) =
∞∑

τ=0

g(τ)e(t−τ) (5.40)

nazýváme inovačńı reprezentace.
V následuj́ıćıch kapitolách uvid́ıme, že inovačńı reprezentace hraje d̊uležitou roli při op-

timálńı filtraci a predikci. Poznamenejme zde pouze, že d́ıváme-li se na model dynamického
systému

y(t) =
∞∑

τ=0

g(τ)e(t−τ)

jako na generátor dat, pak v př́ıpadě, že pracujeme s inovačńı reprezentaćı, tj. vstupńı
posloupnost je b́ılá, umožňuje tento model snadný převod do tvaru prediktoru (5.39).
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Jestliže však vstupńı posloupnost neńı b́ılá, neńı (5.39) optimálńı prediktor, nebot’ chyba
predikce e(t+1) je korelovaná s dostupnými daty, a proto může být dále zmenšena.
Př́ıklad (prediktor pro ARMA proces). Uvažujme spektrálńı hustotu (5.29), kterou
lze podle věty o realizaci źıskat pr̊uchodem b́ılého šumu filtrem

y(t) =
1 + 0.5d

1 + 0.25d
e(t).

Protože
1 + 0.5d

1 + 0.25d
= 1 +

0.25d

1 + 0.25d
,

lze tento proces podle (5.39) popsat jako

y(t+1) =
0.25

1 + 0.5d
y(t) + e(t+1)

a optimálńı prediktor výstupu y(t+1) je

ŷ(t+1) =
0.25

1 + 0.5d
y(t).

2

5.4 Diskretizace spojitého lineárńıho stochastického
systému

V tomto odstavci ukážeme, jak lze źıskat diskrétńı popis spojitého lineárńıho stochastického
systému. Uvažujme spojitý lineárńı stochastický systém s diskrétńım měřeńım
výstupu popsaný stavovou rovnićı

dxc(τ) = Acxc(τ)dτ + Bcuc(τ)dτ + dwc(τ),

kde dwc(τ) je tzv. př́ır̊ustek Wienerova procesu. Tento př́ır̊ustek má nulovou středńı
hodnotu, kovarianci

E
{
dwc(τ) dwT

c(τ)
}

= Qcdτ

a hodnoty př́ır̊ustk̊u v nepřekrývaj́ıćıch se časových intervalech jsou nezávislé. Formálně lze
tuto rovnici upravit na tvar

ẋc(τ) = Acxc(τ) + Bcuc(τ) + vc(τ), (5.41)

kde náhodný proces vc(τ) je b́ılý šum s autokovariančńı funkćı

cov {vc(τ1),vc(τ2)} = Qcδc(τ1−τ2), (5.42)

kde δc(τ) je Diracova funkce. Zápis (5.41) je však třeba chápat pouze jako symbolickou
analogii (5.1), nebot’ derivace Wienerova procesu

vc(τ) =
dwc

dτ
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neexistuje. Proto je přesná definice spojitého stochastického systému podstatně obt́ıžněǰśı
než v diskrétńım př́ıpadě. Podrobně je tento problém rozebrán v (Åström, 1970).

Předpokládejme, že deterministický vstup procesu je generován tvarovaćım členem nul-
tého řádu a výstup systému je vzorkován s periodou Ts, takže plat́ı

uc(τ) = u(t) pro tTs ≤ τ < (t+1)Ts,

y(t) = yc((t + ε)Ts) + e′(t),

kde Ts je perioda vzorkováńı, εTs je časové posunut́ı mezi změnou ř́ızeného vstupu soustavy
a vzorkováńım výstupu, τ je spojitý a t je diskrétńı čas. O diskrétńım šumu měřeńı e′(t)
budeme předpokládat, že je to diskrétńı b́ılý šum s nulovou středńı hodnotou a kovariančńı
matićı R′, nekorelovaný se šumem procesu. Takový šum má konstantńı spektrálńı hustotu
na intervalu (−ωN , ωN ) a můžeme ho tedy interpretovat jako šum vzniklý vzorkováńım
spojitého šumu s konstantńı spektrálńı hustotou v dostatečně širokém frekvenčńım pásmu,
který byl před vlastńım vzorkováńım filtrován filtrem typu dolńı propust tak, aby vyhověl
požadavk̊um Shannonovy věty o vzorkováńı.

Později budeme uvažovat systém zapojený ve zpětnovazebńı smyčce s regulátorem. Pak
zpožděńı ε = (Ts − Tc)/Ts, kde Tc je doba výpočtu regulátoru, tj. zpožděńı mezi změřeńım
hodnoty výstupu a vygenerováńım nové hodnoty ř́ızeného vstupu regulátorem.

Obecné řešeńı stavové rovnice přechodu pro přechod ze stavu v čase τ0 do stavu v čase
τ má tvar

xc(τ) = eAc(τ − τ0)xc(τ0) +
∫ τ

τ0
eAc(τ − ν)Bcuc(ν) dν +

∫ τ

τ0
eAc(τ − ν)vc(ν) dν.

Odtud pro x(t) = xc(tTs) dostaneme

x(t+1) = eAcTsx(t) +
∫ Ts

0
eAc(Ts − ν)Bc dν u(t) + v(t),

kde

v(t) =
∫ (t+1)Ts

tTs

eAc((t+1)Ts − ν)vc(ν) dν

je diskrétńı b́ılý šum. T́ım dostáváme známé vztahy pro matice ekvivalentńıho diskrétńıho
systému

A = eAcTs

a

B =
∫ Ts

0
eAc(Ts − ν)Bc dν =

∫ Ts

0
eAcν dν Bc.

K určeńı rovnice popisuj́ıćı diskrétńı výstup y(t) urč́ıme nejprve stav v čase měřeńı výstupu

xε(t) = eAcεTsx(t) +
∫ εTs

0
eAcν dν Bcu(t) + vε(t),
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kde

vε(t) =
∫ (t+ε)Ts

tTs

eAc((t+ε)Ts − ν)vc(ν) dν.

Odtud dostaneme

y(t) = Cce
AcεTsx(t) + Cc

∫ εTs

0
eAcν dν Bcu(t) + Dcu(t) + Ccvε(t) + e′(t).

Matice výstupńı rovnice tedy budou

C = Cce
AcεTs

a

D = Cc

∫ εTs

0
eAc(εTs − ν)Bc dν + Dc = Cc

∫ εTs

0
eAcν dν Bc + Dc.

Šum výstupńı rovnice lze vyjádřit jako

e(t) = Ccvε(t) + e′(t).

Kovariančńı matice šumu diskrétńıho systému urč́ıme jako

Q = E
{
v(t)vT(t)

}
= E


(∫ (t+1)Ts

tTs

eAc((t+1)Ts−ν1)vc(ν1)dν1

)(∫ (t+1)Ts

tTs

eAc((t+1)Ts−ν2)vc(ν2)dν2

)T


=
∫ Ts

0

eAc(Ts − ν)Qce
AT

c (Ts − ν) dν

=
∫ Ts

0

eAcνQce
AT

c ν dν, (5.43)

kde jsme využili vztahu

E
{
vc(ν1)vT

c(ν2)
}

= Qcδc(ν1 − ν2)

a ,,prośıvaćı vlastnosti“ Diracova impulsu. Podobně

S = E
{
v(t)(Ccvε(t) + eT

c((t + ε)Ts))
}

=
∫ εTs

0
eAc(εTs − ν)Qce

AT
c (εTs − ν)CT

c dν

=
∫ εTs

0
eAcνQce

AT
c νCT

c dν (5.44)

a

R = E
{
(Ccvε(t) + e′(t))(Ccvε(t) + e′(t))T

}
=

∫ εTs

0
Cce

Ac(εTs − ν)Qce
AT

c (εTs − ν)CT
c dν + R′

=
∫ εTs

0
Cce

AcνQce
AT

c νCT
c dν + R′. (5.45)
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Kovariančńı matice diskrétńıho šumu tedy bude

cov

{[
v(t1)
e(t1)

]
,

[
v(t2)
e(t2)

]}
=

[
Q S

ST R

]
δ(t1−t2). (5.46)

Všimněte si, že vzorkováńı vlastnosti šumu silně ovlivňuje, zejména:

- i pro diagonálńı matici šumu procesu Qc nemuśı být (typicky neńı) matice diskretizo-
vaného šumu procesu Q diagonálńı

- i pro nekorelované šumy procesu a měřeńı nejsou pro ε > 0 diskretizované šumy
procesu a měřeńı nekorelované.

V limitńım př́ıpadě ε → 1, odpov́ıdaj́ıćımu zanedbatelnému výpočetńımu zpožděńı
v regulátoru Tc → 0, bude mı́t kovariančńı matice jednoduchou strukturu

cov

{[
v(t1)
e(t1)

]
,

[
v(t2)
e(t2)

]}
=

[
Q QCc

CT
c Q CT

c QCc + R′

]
δ(t1−t2).

Rozvineme-li vztahy pro matice popisuj́ıćı diskretizovaný systém do řady, dostaneme

A = I + AcTs +
A2

cT
2
s

2!
+ · · · (5.47)

B = BcTs +
AcBcT

2
s

2!
+ · · ·

=
(

I +
AcTs

2!
+ · · ·

)
BcTs

Q = QcTs +
(AcQc + QcA

T
c )T 2

s

2!
+ · · ·

S = QcC
T
c εTs +

(AcQc + QcA
T
c )CT

c ε2T 2
s

2!
+ · · ·

=

(
Qc +

(AcQc + QcA
T
c )εTs

2!
+ · · ·

)
CT

c εTs

R = R′ + CcQcC
T
c εTs +

Cc(AcQc + QcA
T
c )CT

c ε2T 2
s

2!
+ · · ·

= R′ + Cc

(
Qc +

(AcQc + QcA
T
c )εTs

2!
+ · · ·

)
CT

c εTs.

Zanedbáńım člen̊u 2. a vyšš́ıho řádu dostaneme Eulerovu aproximaci spojitého systému
včetně vztah̊u pro kovariančńı matice.

Všimněte si přitom, že s rostoućı periodou vzorkováńı roste rozptyl diskrétńıho šumu
procesu a vzájemná kovariance obou diskrétńıch šumů, zat́ımco relativńı vliv šumu měřeńı
e′(t) klesá.
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Kapitola 6

Přehled metod odhadováńı

V této kapitole si připrav́ıme formálńı aparát, který využijeme v následuj́ıćıch kapitolách
k řešeńı úloh optimálńı filtrace a identifikace stochastických systémů. Popisem situaćı,
v nichž se vyskytuje prvek náhodnosti či neurčitosti, se zabývá statistika. Proto začneme
přehledem vybraných statistických metod odhadováńı. Zvláštńı pozornost budeme věnovat
bayesovským metodám. V závěru kapitoly ukážeme některé vhodné numerické postupy.

6.1 Odhad minimalizuj́ıćı středńı kvadratickou chybu

Předpokládejme, že x je náhodný vektor, jehož hodnotu chceme odhadnout, a y jsou
měřitelná data, která obsahuj́ı nějakou informaci o x. Dále předpokládejme, že známe jejich
sdružené rozděleńı (hustotu pravděpodobnosti) p(x,y). Označme dále středńı hodnoty a
kovariančńı matice

µx = E {x}
µy = E {y}

P xx = E
{
(x− µx) (x− µx)T

}
P xy = E

{
(x− µx)

(
y − µy

)T
}

P yy = E
{(

y − µy

) (
y − µy

)T
}

.

Pro danou (změřenou) hodnotu y najdeme odhad x̂MS(y) využ́ıvaj́ıćı měřenou veličinu
y a minimalizuj́ıćı středńı kvadratickou chybu (Mean Square Error) jako odhad, který min-
imalizuje kritérium

JMS = E
{
(x− x̂MS(y))T (x− x̂MS(y))

}
. (6.1)

Minimalizaci kritéria JMS lze provést následuj́ıćım postupem. Přepǐsme kritérium jako

JMS =
∫ ∫

(x− x̂MS(y))T (x− x̂MS(y)) p(x,y) dx dy.

Integraci bez vyznačeńı meźı budeme vždy chápat jako integraci přes celý obor př́ıslušné

173
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proměnné. Sdruženou hustotu lze upravit na p(x,y) = p(x|y)p(y), takže

JMS =
∫ ∫

(x− x̂MS(y))T (x− x̂MS(y)) p(x|y) dx p(y) dy.

Vnitřńı integrál je nezáporný, právě tak jako p(y), proto minimalizace kritéria je ekviva-
lentńı minimalizaci vnitřńıho integrálu pro každé y. Minimalizujeme tedy hodnotu výrazu

J ′MS =
∫

(x− x̂MS(y))T (x− x̂MS(y)) p(x|y) dx

= E
{
xT x|y

}
− E {x|y}T x̂MS(y)− x̂T

MS(y)E {x|y}+ x̂T
MS(y)x̂MS(y).

K určeńı minima dostaneme rovnici

∂J ′MS

∂x̂MS(y)
= −2E {x|y}+ 2x̂MS(y) = 0,

a tedy

x̂MS(y) = E {x|y} . (6.2)

Odhad minimalizuj́ıćı středńı kvadratickou chybu je tedy podmı́něná středńı hodnota.
Lze ukázat, že pro tento odhad plat́ı

E {x̂MS(y)} = E {x} ,

nebot’

E {x̂MS(y)} =
∫
E {x|y} p(y) dy

=
∫ ∫

xp(x|y) dx p(y) dy

=
∫ ∫

xp(x,y) dy dx

=
∫

xp(x) dx.

Poznamenejme, že tato vlastnost neznamená, že odhad je nevychýlený, tj.

E {x̂MS(y(x0))} = x0,

kde symbolem y(x0) jsme označili hodnotu měřených dat odpov́ıdaj́ıćı hodnotě odhadované
proměnné x = x0.

Označ́ıme-li

x̃ = x− x̂MS(y),

pak měř́ıtkem kvality odhadu je kovariančńı matice chyby odhadu

P x̃MS = E
{
x̃x̃T

}
,

kde využ́ıváme skutečnosti, že E {x̃} = 0, která bude

P x̃MS = E
{
x̃x̃T

}
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=
∫ ∫

x̃x̃T p(x|y) dx p(y) dy

=
∫

P x|y(y)p(y) dy

= P x|y,

kde P x|y(y) je podmı́něná kovariančńı matice chyby odhadu pro dané y (která může být
obecně pro r̊uzná y r̊uzná) a P x|y je jej́ı (nepodmı́něná) středńı hodnota, která již neńı
funkćı y. Kritérium JMS můžeme upravit na tvar

JMS = E
{
x̃T x̃

}
= E

{
tr x̃T x̃

}
= E

{
tr x̃x̃T

}
= tr P x̃MS .

MS odhad tedy rovněž minimalizuje stopu kovariančńı matice chyby odhadu.
Plat́ı-li pro dvě náhodné veličiny

E
{
xT y

}
=
∫ ∫

xT yp(x,y) dx dy = 0,

ř́ıkáme, že jsou ortogonálńı. Důležitou vlastnost MS odhadu popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 8 (Princip ortogonality.) Necht’ veličiny x, y maj́ı sdružené rozděleńı pravděpo-
dobnosti p(x,y). Potom pro libovolnou funkci dat g(y) plat́ı

E
{
gT(y) (x− E {x|y})

}
= 0. (6.3)

2

Chyba odhadu x̃MS je tedy ortogonálńı ke všem možným funkćım dostupných dat g(y).
Poznamenejme, že mı́sto existence sdruženého rozděleńı stač́ı předpokládat existenci všech
potřebných moment̊u. Důkaz lze provést př́ımým výpočtem

E
{
gT (y) (x− E {x|y})

}
=

∫ ∫
gT (y) (x− E {x|y}) p(x,y) dx dy

=
∫ ∫

gT (y)xp(x,y) dx dy −
∫ ∫

gT (y)
(∫

xp(x|y) dx

)
p(x,y) dx dy

=
∫ ∫

gT (y)xp(x,y) dx dy −
∫ ∫

gT (y)
(∫

xp(x|y) dx

)
p(x|y) dx p(y) dy

=
∫ ∫

gT (y)xp(x,y) dx dy −
∫ ∫

gT (y)xp(x,y) dx dy,

kde jsme využili skutečnosti, že∫ (∫
xp(x|y) dx

)
p(x|y) dx =

∫
xp(x|y) dx,

neboli

E {E { . }} = E { . } .

Důsledkem principu ortogonality je nerovnost

E {‖x− E {x|y} ‖} ≤ E {‖x− g(y) ‖} , (6.4)
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kde

‖x ‖ =
√

xT x

je Euklidovská norma. MS odhad je tedy nejlepš́ı (ve smyslu této normy) aproximaćı hod-
noty x na základě dostupných dat. Odvozeńı lze rovněž provést př́ımým výpočtem. Jsou-li
náhodné veličiny x, y ortogonálńı, plat́ı pravděpodobnostńı varianta Pythagorovy věty
(zkuste dokázat !)

E
{
‖x + y ‖2

}
= E

{
‖x ‖2

}
+ E

{
‖y ‖2

}
. (6.5)

S použit́ım Pythagorovy věty uprav́ıme výraz

E
{
‖x− g(y) ‖2

}
= E

{
‖x− E {x|y}+ E {x|y} − g(y) ‖2

}
= E

{
‖x− E {x|y} ‖2

}
+ E

{
‖ E {x|y} − g(y) ‖2

}
≥ E

{
‖x− E {x|y} ‖2

}
,

kde druhá rovnost plyne z ortogonality výrazu (x − E {x|y}) k výrazu (E {x|y}−g(y)),
nebot’ tento výraz je také funkćı dat y. Rovnost v nerovnosti (6.4) nastává pouze v př́ıpadě
g(y) = E {x|y}.

6.2 Lineárńı odhad minimalizuj́ıćı středńı kvadratickou
chybu

V předchoźım odstavci jsme hledali odhad x̂MS minimalizaćı kritéria (6.1) bez jakýchkoli
omezeńı. Źıskaný jednoduchý výsledek (6.2) je však v řadě př́ıpad̊u použitelný jen velmi
obt́ıžně, protože vyžaduje znalost sdruženého rozděleńı a výpočet podmı́něné středńı hod-
noty. Omeźıme se proto nyńı při minimalizaci kritéria (6.1) na odhady x̂LMS(y) (Linear
Mean Square), které jsou pouze lineárńı funkćı dat, tj. maj́ı tvar

x̂LMS(y) = Ay + b, (6.6)

kde matici A a vektor b můžeme volit. Vypočteme hodnotu kritéria pro takový odhad a
dostaneme

JLMS = E
{
x̃T x̃

}
= E

{
tr x̃x̃T

}
= tr E

{
x̃x̃T

}
= tr E

{
(x−Ay − b) (x−Ay − b)T

}
= tr

[
P xx + A(P yy+µyµ

T
y )AT + (b−µx)(b−µx)T + 2Aµy(b−µx)T− 2AP yx

]
,

kde jsme využili toho, že stopa skalárńı veličiny je tato veličina sama, že ve stopě součinu
matic je možno cyklicky permutovat a že operátor středńı hodnoty a stopy komutuj́ı.
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K určeńı minima tohoto výrazu je třeba znát vztahy pro derivaci stopy matice

∂

∂Y
tr XY Z = XT ZT ,

∂

∂X
tr XY XT = 2XY ,

s jejichž použit́ım dostaneme

∂

∂A
JLMS = 2A(P yy + µyµ

T
y ) + 2(b− µx)µT

y − 2P xy = 0 (6.7)

∂

∂b
JLMS = +2(b− µx) + 2Aµy = 0. (6.8)

Z (6.8) plyne

b = µx −Aµy

a dosazeńım do (6.7) dostaneme

AP yy − P xy = 0,

neboli pro regulárńı matici P yy

A = P xyP
−1
yy

b = µx − P xyP
−1
yy µy.

Optimálńı lineárńı středně kvadratický odhad je tedy dán vztahem

x̂LMS(y) = µx + P xyP
−1
yy

(
y − µy

)
. (6.9)

Považujeme-li µx za apriorńı odhad x, který nijak nevyuž́ıvá informaci obsaženou v datech,
pak korekce tohoto odhadu

x̂LMS(y)− µx = P xyP
−1
yy

(
y − µy

)
je založena na odchylce hodnoty měřeńı y od očekávané hodnoty µy. Váha této korekce
roste s těsnost́ı vazby mezi veličinami x a y, popsanou vzájemnou kovariančńı matićı P xy, a
klesá s rostoućı neurčitost́ı měřeńı y, popsanou kovariančńı matici P yy. Důležitou vlastnost́ı
odhadu x̂LMS(y) je právě skutečnost, že záviśı pouze na prvńıch dvou momentech – středńıch
hodnotách µx, µy a kovarianćıch P xy a P yy.

Odhad x̂LMS(y) má opět vlastnost

E {x̂LMS(y)} =
∫ (

µx + P xyP
−1
yy

(
y − µy

))
p(x,y) dx dy

= µx + P xyP
−1
yy

(
µy − µy

)
= µx.

Kovariančńı matici chyby odhadu je možné určit takto:

P x̃LMS = E
{
(x− x̂LMS(y)) (x− x̂LMS(y))T

}
(6.10)

= E
{(

(x− µx)− P xyP
−1
yy (y − µy)

) (
(x− µx)− P xyP

−1
yy (y − µy)

)T
}
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= P xx − P xyP
−1
yy P yx − P xyP

−1
yy P yx + P xyP

−1
yy P yyP

−1
yy P yx

= P xx − P xyP
−1
yy P yx.

Zamysleme se nyńı nad souvislost́ı principu ortogonality a LMS odhadu. Př́ımým výpoč-
tem lze snadno ukázat, že plat́ı

E {1. (x− x̂LMS(y))} = E
{
1.
(
(x− µx)− P xyP

−1
yy (y − µy)

)}
= 0

a

E
{
yT (x− x̂LMS(y))

}
= tr E

{
y
(
(x− µx)− P xyP

−1
yy (y − µy)

)T
}

= 0.

Odtud př́ımo vyplývá, že LMS odhad je ortogonálńı ke všem lineárńım funkćım dat
glin(y) = Ay + b. Podle Pythagorovy věty tedy pro libovolnou lineárńı funkci dat plat́ı

E {‖x− x̂LMS(y) ‖} ≤ E {‖x− glin(y) ‖} , (6.11)

což potvrzuje, že LMS odhad je nejlepš́ı lineárńı odhad (ve smyslu Euklidovské normy)
určený na základě daných dat. Naopak podle principu ortogonality z předchoźıch dvou
podmı́nek ortogonality plyne vztah pro LMS odhad (6.9).

6.3 MS a LMS odhad pro normálně rozdělené veličiny

Uvažujme sdruženou normálńı hustotu pravděpodobnosti (h.p.)

p

([
y
x

])
= N

([
µy

µx

]
;

[
P yy P yx

P xy P xx

])
, (6.12)

kde y a x jsou vektory rozměru ny a nx. Tato h.p. má tvar

p

([
y
x

])
= (2π)−(ny+nx)/2 det

[
P yy P yx

P xy P xx

]−1/2

(6.13)

. exp

−1
2

[
y − µy

x− µx

]T [
P yy P yx

P xy P xx

]−1 [
y − µy

x− µx

] .

Naš́ım ćılem bude určit podmı́něnou hustotu pravděpodobnosti p(x|y). Sdruženou kovar-
iančńı matici můžeme upravit na součin trojúhelńıkových matic transformaćı[

P yy P yx

P xy P xx

] [
I −P−1

yy P yx

0 I

]
=

[
P yy 0
P xy P xx − P xyP

−1
yy P yx

]
.

Protože transformačńı matice má jednotkový determinant, plat́ı pro determinant kovar-
iančńı matice

det

[
P yy P yx

P xy P xx

]
= det

[
P yy

]
det

[
P xx − P xyP

−1
yy P yx

]
.
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Dále můžeme rozklad kovariančńı matice na součin trojúhelńıkových matic použ́ıt k nalezeńı
inverze kovariančńı matice ve tvaru[

P yy P yx

P xy P xx

]−1

=

[
P−1

yy + P−1
yy P yxP−1

x|yP xyP
−1
yy −P−1

yy P yxP−1
x|y

−P−1
x|yP xyP

−1
yy P−1

x|y

]
,

kde P x|y znač́ı matici

P x|y = P xx − P xyP
−1
yy P yx.

Odtud je vidět, že kvadratickou formu v exponentu h.p. (6.13) je možné psát ve tvaru[
y − µy

x− µx

]T [
P yy P yx

P xy P xx

]−1 [
y − µy

x− µx

]
=

=
(
y − µy

)T
P−1

yy

(
y − µy

)
+

+
(
x− µx − P xyP

−1
yy (y − µy)

)T
P−1

x|y

(
x− µx − P xyP

−1
yy (y − µy)

)
.

Označme dále

µx|y = µx + P xyP
−1
yy (y − µy).

Výraz P xyP
−1
yy se v aplikaćıch v teorii ř́ızeńı často nazývá Kalmanovo ześıleńı. Na základě

uvedeného rozkladu kvadratické formy a vztahu pro determinant sdružené kovariančńı mat-
ice lze sdruženou h.p. (6.13) psát ve tvaru součinu marginálńı h.p. p(y) a podmı́něné h.p.
p(x|y)

p

([
y
x

])
= (2π)−(ny+nx)/2 det

[
P yy P yx

P xy P xx

]−1/2

. exp

−1
2

[
y − µy

x− µx

]T [
P yy P yx

P xy P xx

]−1 [
y − µy

x− µx

]
= (2π)−ny/2 det P−1/2

yy exp
{
−1

2
(y − µy)

T P−1
yy (y − µy)

}
. (2π)−nx/2 det P

−1/2
x|y exp

{
−1

2

(
x− µx|y

)T
P−1

x|y

(
x− µx|y

)}
.

Tento velmi d̊uležitý výsledek shrneme v následuj́ıćı větě.

Věta 9 Uvažujme sdruženou h.p. (6.13). Potom marginálńı h.p. p(y) a podmı́něná h.p.
p(x|y) mohou být popsány takto:

Marginálńı h.p. p(y) je normálńı

p(y) = N
(
µy; P y

)
s kovariančńı matićı

P y = P yy.
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Podmı́něná h.p. p(x|y) je rovněž normálńı

p(x|y) = N
(
µx|y; P x|y

)
s parametry

µx|y = µx + P xy.P
−1
yy .

(
y − µy

)
P x|y = P xx − P xy.P

−1
yy .P yx.

2

Tento výsledek tedy ukazuje, že v př́ıpadě normálńıho rozděleńı je odhad podmı́něnou
středńı hodnotou zároveň odhadem lineárńım a plat́ı

x̂MS(y) = x̂LMS(y).

Tento výsledek potvrzuje velký praktický význam normálńıho rozděleńı.

6.4 Numerické metody podmiňováńı, integrace a skládáńı
normálńıch rozděleńı

V předchoźıch odstavćıch jsme viděli, že v řadě př́ıpad̊u je třeba určit parametry podmı́něné
h.p.

p(x|y) =
p(x,y)
p(y)

, (6.14)

marginálńı h.p.

p(y) =
∫

p(x,y) dx, (6.15)

nebo složené h.p.

p(y,x) = p(y|x) p(x). (6.16)

V této kapitole ukážeme, jak mohou být tyto operace (6.14), (6.15) a (6.16) realizovány
v př́ıpadě normálně rozdělených veličin (které jsou plně charakterizovány středńı hodnotou
a kovariančńı matićı), a to numericky robustńım zp̊usobem, vycházej́ıćım z reprezentace
pozitivně semidefinitńıch kovariančńıch matic v LD–faktorizovaném tvaru.

6.4.1 Podmiňováńı a integrace

Uvažujme sdruženou normálńı hustotu pravděpodobnosti (h.p.)

p

([
y
x

])
= N

([
µy

µx

]
;

[
P yy P yx

P xy P xx

])
, (6.17)

kde y a x jsou vektory rozměru ny a nx.
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Dále předpokládejme, že sdružená kovariančńı matice (6.17) je dána ve faktorizovaném
tvaru [

P yy P yx

P xy P xx

]
=

[
Ly 0
K Lx|y

] [
Dy 0
0 Dx|y

] [
LT

y KT

0 LT
x|y

]
, (6.18)

kde Ly a Lx|y jsou monické (tj. s jednotkami na diagonále) dolńı trojúhelńıkové matice a

Dy = diag
[
dT

y

]
a Dx|y = diag

[
dT

x|y

]
jsou diagonálńı matice s nezápornými prvky. Pro

tuto faktorizaci budeme dále použ́ıvat značeńı[
P yy P yx

P xy P xx

]
=

∣∣∣∣∣
[

dy

dx|y

]
;

[
LT

y KT

0 LT
x|y

]∣∣∣∣∣ .
Z faktorizace (6.18) plyne

P yy = LyDyL
T
y

P xy = KDyL
T
y

P xx = KDyK
T + Lx|yDx|yL

T
x|y.

Dosad́ıme–li tyto výrazy do vztah̊u pro podmı́něnou středńı hodnotu a podmı́něnou kovar-
iančńı matici (viz odstavec 6.3), dostaneme následuj́ıćı výsledek:

Věta 10 Jsou-li LD–faktory sdružené kovariančńı matice (6.17) blokově rozděleny jako∣∣∣∣∣
[

dy

dx|y

]
;

[
LT

y KT

0 LT
x|y

]∣∣∣∣∣ ,
pak faktory marginálńı kovariančńı matice P y budou

P y = LyDyL
T
y =

∣∣∣dy; LT
y

∣∣∣
a faktory podmı́něné kovariančńı matice P x|y budou

P x|y = Lx|yDx|yL
T
x|y =

∣∣∣dx|y; LT
x|y

∣∣∣ .
Podmı́něná středńı hodnota je dána rovnićı

µx|y = µx + Kε,

kde ε je řešeńı lineárńı soustavy rovnic

Lyε = y − µy.

2

Ukázali jsme, že výpočet parametr̊u marginálńı a podmı́něné h.p. lze v př́ıpadě normál-
ńıho rozděleńı převést na problém nalezeńı LD–faktorizace sdružené kovariančńı matice.
V př́ıpadě podmiňováńı skalárńı veličinou, tj. ny = 1, je také Ly = 1 a vektor K v LD–
faktorizaci je př́ımo roven Kalmanovu ześıleńı.
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6.4.2 Určeńı sdružené hustoty pravděpodobnosti

Necht’ je dána hustota pravděpodobnosti

p(x) = N (µx; P x)

a veličina y je afinńı funkćı x

y = Cx + d + e,

kde C, d jsou matice a vektor se známými prvky a e ∼ N (0,P e). Budeme hledat sdruženou
h.p. vektoru veličin y, x.

Př́ımým výpočtem lze ukázat, že tato sdružená h.p. p(y, x) je normálńı

p

([
y
x

])
= N

([
Cµx + d

µx

]
;

[
CP xCT + P e CP x

P xCT P x

])
.

Pokud jsou všechny kovariančńı matice v LD–faktorizovaném tvaru, urč́ıme sdruženou h.p.
podle následuj́ıćı věty:

Věta 11 Necht’ je dána hustota pravděpodobnosti

p(x) = N (µx; P x) ,

kde

P x = LxDxLT
x =

∣∣∣dx; LT
x

∣∣∣ ,
a podmı́něná hustota pravděpodobnosti

p(y|x) = N
(
µy|x; P e

)
,

kde podmı́něná středńı hodnota veličiny y je

µy|x = Cx + d,

a podmı́něná kovariančńı matice

P e = LeDeL
T
e =

∣∣∣de; LT
e

∣∣∣ .
Sdružená kovariančńı matice ve faktorizovaném tvaru pak je∣∣∣∣∣

[
de

dx

]
;

[
LT

e 0
LT

x CT LT
x

]∣∣∣∣∣ .
2

6.4.3 Algoritmus dyádové redukce

V mnoha př́ıpadech je dána faktorizovaná kovariančńı matice

R = MDMT

ve tvaru, kde M neńı monická dolńı trojúhelńıková matice, a je třeba transformovat tuto
faktorizaci tak, aby M byla (alespoň blokově) dolńı trojúhelńıková, aby bylo možné źıskat
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parametry marginálńıho a podmı́něného rozděleńı.
Existuje řada ortogonálńıch transformaćı, z nichž z hlediska počtu operaćı i numerických

vlastnost́ı mezi nejvýhodněǰśı patř́ı transformace realizovaná posloupnost́ı tzv. dyádových
redukćı.

Uvažujme matici hodnosti (nejvýše) dvě, danou součtem dvou dyád

Qi,j = midim
T
i + mjdjm

T
j ,

kde mT
i a mT

j jsou i-tý a j-tý řádek matice MT a di, dj jsou odpov́ıdaj́ıćı prvky na diagonále
D = diag[dT ]

mT
i = [0, · · · , 0, 1,mi,i+1, · · · ,mi,n] ,

mT
j = [0, · · · , 0,mj,i,mj,i+1, · · · ,mj,n] .

Věta 12 Rozklad matice Qi,j m̊uže být modifikován na

Qi,j = m̃id̃im̃
T
i + m̃j d̃jm̃

T
j ,

kde prvek m̃j,i je nulový, tj.

m̃T
i = [0, · · · , 0, 1, m̃i,i+1, · · · , m̃i,n] ,

m̃T
j = [0, · · · , 0, 0, m̃j,i+1, · · · , m̃j,n] ,

pomoćı dyádové redukce (Peterka, 1986)

d̃i = di + m2
j,idj

d̃j = dj/d̃idi

µ = dj/d̃imj,i

m̃j = mj −mj,imi

m̃i = mi + µm̃j .

2

Aby byly prvky mi,i = 1, pole D, MT mohou být př́ıpadně rozš́ı̌rena jednotkovou matićı
s nulovými váhami. Transformaci matice MT na horńı trojúhelńıkovou matici provedeme
postupnou aplikaćı algoritmu dyádové redukce na řádky, jejichž prvky je třeba vynulovat.

6.5 Odhad metodou maximálńı věrohodnosti

Použit́ı metody maximálńı věrohodnosti je vhodné v situaćıch, kdy nemáme žádnou apri-
orńı znalost o odhadované deterministické veličině x, ale máme představu o závislosti
měřené veličiny y na této odhadované deterministické veličině x. Tato závislost je popsána
podmı́něnou hustotou pravděpodobnosti p(y|x). Pro dané měřeńı y lze tuto podmı́něnou
h.p. interpretovat jako funkci odhadované veličiny x

l(x|y) = p(y|x),
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kterou nazýváme věrohodnostńı funkce. Maximálně věrohodný odhad x̂ML(y) (Maxi-
mum Likelihood) je definován jako hodnota x, která maximalizuje věrohodnost pro po-
zorovaná data

x̂ML(y) = arg max
x

l(x|y). (6.19)

Protože hustoty pravděpodobnosti maj́ı často tvar exponenciálńı funkce a funkce ln( . ) je
monotónně rostoućı, je v mnoha př́ıpadech výhodné maximalizovat logaritmus věrohodnost-
ńı funkce. Je-li tato logaritmická věrohodnostńı funkce diferencovatelná, dostaneme nutnou
podmı́nku maxima ve tvaru tzv. věrohodnostńı rovnice

∂ ln l(x|y)
∂x

∣∣∣∣
x=x̂ML

= 0. (6.20)

Protože x je považováno za deterministickou veličinu, nemá v této souvislosti smysl hovořit
o opačné podmı́něné hustotě p(x|y).

Př́ıklad (Měřeńı s normálńım šumem)

Uvažujme model měřeńı neznámé veličiny x zat́ıžené normálně rozděleným šumem

y = Cx + e,

kde e ∼ N (0,R), tj.

pe(e) = (2π)−ny/2 |R |−1/2 e
−1

2
eT R−1e

.

Protože veličina y vznikla (pro danou hodnotu x) lineárńı transformaćı náhodné veličiny e
s jednotkovou transformačńı matićı

y = Ie + Cx,

bude podmı́něná h.p.

p(y|x) = pe(y −Cx)

a věrohodnostńı funkce x pro dané y pak bude dána

l(x|y) = pe(y −Cx) = (2π)−ny/2 |R |−1/2 e
−1

2
(y −Cx)T R−1(y −Cx)

.

Logaritmus věrohodnostńı funkce bude

ln l(x|y) = −1
2
(y −Cx)T R−1(y −Cx)− ny

2
ln(2π)− 1

2
ln |R | .

Odtud dostaneme věrohodnostńı rovnice

∂ ln l(x|y)
∂x

= CT R−1(y −Cx) = 0.

Pro normálńı rozděleńı šumu tedy

x̂ML =
(
CT R−1C

)−1
CT R−1y (6.21)
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. 2

Všimněme si, že zat́ımco kvadratická kritéria použ́ıvaná pro MS odhady vážila př́ımo
chyby odhadu parametr̊u

JMS = E
{
(x− x̂MS)

T (x− x̂MS)
}

,

aplikace metody maximálńı věrohodnosti vede v př́ıpadě normálńıho šumu měřeńı na max-
imalizaci věrohodnostńı funkce, což je ekvivalentńı minimalizaci kvadratického kritéria

JML = E
{
(y −Cx̂ML)

T R−1 (y −Cx̂ML)
}

.

Metoda maximálńı věrohodnosti tedy minimalizuje vážený součet čtverc̊u chyb
predikce výstupu (rezidúı)

ỹ = y −Cx̂ML

a jako váhovou matici použ́ıvá matici přesnosti R−1.
Vyšetř́ıme opět základńı vlastnosti odhad̊u metodou maximálńı věrohodnosti. Odhad

(6.21) je nevychýlený, nebot’ (připomeňme, že odhadujeme deterministickou veličinu x)

E {x̂ML|x} = E
{(

CT R−1C
)−1

CT R−1y

∣∣∣∣x}
= E

{(
CT R−1C

)−1
CT R−1(Cx + e)

∣∣∣∣x}
=

(
CT R−1C

)−1
CT R−1Cx

= x.

Kovariančńı matice chyby odhadu je

P x̃ML = E
{

(x− x̂ML) (x− x̂ML)
T
∣∣∣x}

= E
{(

x−
(
CT R−1C

)−1
CT R−1(Cx + e)

)
×
(

x−
(
CT R−1C

)−1
CT R−1(Cx + e)

)T
∣∣∣∣∣x
}

=
(
CT R−1C

)−1
CT R−1E

{
eeT |x

}
R−1C

(
CT R−1C

)−1
,

a tedy

P x̃ML =
(
CT R−1C

)−1
. (6.22)

Všimněte si, že pro ny = 1 a C = 1, tj. model měřeńı

y = x + e,

dostaneme

Px̃ML = R,

tedy chyba odhadu je právě chyba měřeńı.



186 KAPITOLA 6. PŘEHLED METOD ODHADOVÁNÍ

Pomoćı zavedené kovariančńı matice chyby ML odhadu (6.22) můžeme upravit vztah
pro odhad (6.21) na tvar

x̂ML = P x̃MLCT R−1y. (6.23)

Nyńı můžeme porovnat vlastnosti odhad̊u ML a MS v př́ıpadě modelu měřeńı

y = Cx + e,

kde e ∼ N (0,R). Podle předchoźıho odstavce bude MS odhad

x̂MS = µx + P xyP
−1
yy

(
y − µy

)
= µx + P xxCT

(
CP xxCT + R

)−1
(y −Cµx)

a kovariančńı matice chyby odhadu

P x̃MS = P xx − P xy.P
−1
yy .P yx

= P xx − P xxCT
(
CP xxCT + R

)−1
CP xx.

Použit́ım této kovariančńı matice můžeme předchoźı vztah pro odhad upravit na

x̂MS = µx + P x̃MSC
T R−1 (y −Cµx) .

Dále budeme potřebovat lemma o inverzi matice, podle kterého za předpokladu, že
existuje inverze matice A, plat́ı

(A + BCD)−1 = A−1 −A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1. (6.24)

Podle tohoto lemmatu dostaneme

P x̃MS =
(
P−1

xx + CT R−1C
)−1

.

Porovnáńım těchto vztah̊u s (6.23) a (6.22) vid́ıme, že v př́ıpadě chyběj́ıćı apriorńı informace
o x, což můžeme vyjádřit jako

µx = 0

a

P xx →∞ , neboli P−1
xx → 0,

je ML odhad možno považovat za limitńı př́ıpad MS odhadu.
Všimněme si ještě jedné zaj́ımavé souvislosti. Aby ML odhad (6.21) existoval, muśı

mı́t matice měřeńı plnou hodnost. Jinak totiž neńı matice CT R−1C invertovatelná. Tento
požadavek nemuśı být v praktických aplikaćıch vždy splněn, a proto se provád́ı tzv. regu-
larizace odhadu modifikaćı této matice na

εI + CT R−1C.

Všimněme si, že pro pozitivně definitńı P xx je matice

P−1
xx + CT R−1C
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rovněž vždy pozitivně definitńı, a tedy invertovatelná. Apriorńı informace vystupuj́ıćı v MS
odhadech tedy přirozeným zp̊usobem regularizuje kovariančńı matice chyby MS odhadu.

Př́ıklad (n nezávislých měřeńı)

Uvažujme n nezávislých měřeńı veličiny x s r̊uznými přesnostmi, která mohou být popsána
modelem

y = Cx + e,

kde

C = [1 . . . 1]T

a

e ∼ N

0,

 σ2
1 0

. . .
0 σ2

n


 .

Aplikaćı estimátoru (6.22), (6.23) dostaneme vztah pro kovarianci chyby odhadu

Px̃ML =
(

1
σ2

1

+ · · ·+ 1
σ2

n

)−1

a vlastńı odhad

x̂ML =
y1

σ2
1

+ · · ·+ yn

σ2
n

1
σ2
1

+ · · ·+ 1
σ2

n

.

Př́ıspěvky jednotlivých měřeńı se tedy skládaj́ı s váhami úměrnými jejich přesnosti 1/σ2
i .

V př́ıpadě měřeńı se stejnou přesnost́ı dostaneme očekávaný výsledek

Px̃ML =
σ2

n
,

x̂ML =
y1 + · · ·+ yn

n
.

2

Význam odhad̊u metodou maximálńı věrohodnosti plyne z následuj́ıćı věty.

Věta 13 (Cramér–Raova mez) Necht’ x̂ je nevychýlený odhad deterministické proměnné
x založený na měřené veličině y. Potom kovariančńı matice chyby odhadu x̃ = x − x̂ je
zdola ohraničena

P x̃ ≥ F−1,

kde F je Fischerova informačńı matice

F = E
{(

∂ ln l(x|y)
∂x

)(
∂ ln l(x|y)

∂x

)T
}
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= −E
{

∂2 ln l(x|y)
∂x2

}
.

Rovnost nastává právě tehdy, když plat́ı

∂ ln l(x|y)
∂x

= k(x)(x− x̂).

2

Nerovnost mezi maticemi P x̃ ≥ F−1 zde chápeme v tom smyslu, že rozd́ıl P x̃ − F−1 ≥ 0
je pozitivně semidefinitńı matice.

V př́ıpadě, že podmı́nka na tvar derivace plat́ı, tj.

P x̃ = F−1,

ř́ıkáme, že odhad je eficientńı. Lze ukázat, že pokud tuto podmı́nku lze splnit, pak ji
splňuje maximálně věrohodný odhad (eficientńı odhady nemusej́ı vždy existovat).

Ve vyšetřovaném př́ıpadě měřeńı s normálńım šumem jsme dostali

∂ ln l(x|y)
∂x

= CT R−1(y −Cx),

a tedy

∂2 ln l(x|y)
∂x2

= −CT R−1C.

Plat́ı tedy

F = P−1
x̃ML

a odhad x̂ML je eficientńı.
V př́ıpadě n nezávislých normálńıch měřeńı jsme ukázali, že

F = P−1
x̃ML

=
1
σ2

1

+ · · ·+ 1
σ2

n

.

Pro rostoućı počet měřeńı n (za předpokladu, že posloupnost 1/σ2
i neklesá př́ılǐs rychle

k nule) pak plat́ı Px̃ML → 0, a tedy pravděpodobnost

P (‖x− x̂ML ‖ > ε) → 0.

Ř́ıkáme, že odhad konverguje podle pravděpodobnosti. Odhady s touto vlastnost́ı
nazýváme konzistentńı.

6.6 Bayesovské metody

Klasická statistika pracuje s pojmem pravděpodobnost ve smyslu objektivně existuj́ıćı
limity relativńıch četnost́ı výskytu uvažovaného jevu. Odhadované parametry jsou považo-
vány za neznámé konstanty. Statistická inference je založena na pojmu náhodného výběru
z daného rozděleńı s neznámými parametry. Na základě znalosti rozděleńı, ze kterého
źıskáváme vzorky, jsou odvozeny vlastnosti náhodných výběr̊u daného rozsahu. Po prove-



6.6. BAYESOVSKÉ METODY 189

deńı pokusu se náhodný výběr stává vektorem známých hodnot a na základě těchto hodnot
a vlastnost́ı náhodného výběru usuzujeme o hodnotách neznámých parametr̊u (a rizikách
plynoućıch z chyb s nimi spojenými).

Bayesovská statistika naproti tomu použ́ıvá pojem pravděpodobnosti ke kvantitativńımu
popisu neurčitosti. Pojem náhodný může být interpretován rovněž jako neurčitý a hus-
tota pravděpodobnosti je pak interpretována jako subjektivńı mı́ra d̊uvěry racionálně a
konzistentně uvažuj́ıćı osoby o hodnotě odhadovaného parametru. Lze ukázat, že neurčitost
má pravděpodobnostńı strukturu, tj. že axiomatická matematická teorie pravděpodobnosti
vede na operace (popisované např́ıklad pomoćı hustot pravděpodobnosti), které odpov́ıdaj́ı
přirozeným princip̊um racionálńıho chováńı v podmı́nkách neurčitosti. Význam subjektivńı
interpretace hustoty pravděpodobnosti je pak v tom, že umı́me formálně popsat a kvan-
tifikovat proces akumulováńı informace źıskané pozorováńım či experimentem.

Bayesovská statistická inference tedy spoč́ıvá v korekci subjektivńı apriorńı hustoty
pravděpodobnosti objektivńımi daty. Tato korekce je popsána Bayesovým vzorcem a spoč́ıvá
v podmiňováńı subjektivńı představy objektivńımi daty (v (Savage, 1954) je ukázáno,
že za určitých předpoklad̊u o vlastnostech dat lze t́ımto zp̊usobem dosáhnout libovolně
velkého sńıžeńı neurčitosti). Informace o parametrech, obsažená v datech, je reprezen-
tována (neparametricky) výslednou podmı́něnou hustotou pravděpodobnosti. Výhodou
bayesovského př́ıstupu je také přirozená možnost skládáńı informace z mnoha zdroj̊u.
Źıskáme tak matematické prostředky, jak zabudovat do inferenčńıho algoritmu apriorńı
informaci, která nemuśı být v datech obsažena.

6.6.1 Bayesovský př́ıstup k popisu neurčitosti

Základńı charakteristikou bayesovské statistiky je interpretace pojmu náhodný ve smyslu
neurčitý. Neurčitost lze formálně popsat tak, že pro neurčitý parametr θ, nabývaj́ıćı li-
bovolné hodnoty z množiny Ω, poṕı̌seme subjektivńı mı́ru d̊uvěry, že hodnota parametru
θ lež́ı v libovolné měřitelné množině Ωi ⊂ Ω. Je–li tento ,,systém preferenćı“ konzistentńı
(tj. splňuje např́ıklad požadavek aditivity (de Finetti, 1974)), existuje funkce p(θ) popisuj́ıćı
subjektivńı rozděleńı jednotkového množstv́ı d̊uvěry na množině Ω. Mı́ra d̊uvěry M [ . ],
že hodnota parametru lež́ı v množině Ωi, je potom dána

M [θ ∈ Ωi] =
∫
Ωi

p(θ)dθ.

Z předpokladu, že θ ∈ Ω, plyne∫
Ω

p(θ)dθ = 1.

Z požadavku

Ωi ⊇ Ωj ⇒ M [θ ∈ Ωi] ≥ M [θ ∈ Ωj ]

pro všechny měřitelné množiny Ωi, Ωj vyplývá, že p(θ) ≥ 0. Funkce p(θ) má tedy vlastnosti
pravděpodobnostńı mı́ry a nazývá se subjektivńı hustota pravděpodobnosti.

Význam interpretace subjektivńı hustoty pravděpodobnosti jako popis neurčitosti
parametru θ je v tom, že umožňuje kvantitativńı popis procesu akumulace informace
źıskané experimenty či pozorováńım do subjektivńıho modelu. Termı́n ,,subjektivńı“ je
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zde použit ve významu ,,model vytvářený subjektem“, nikoli jako ,,model neobjektivńı,
nepřesný“. Využ́ıváme přitom skutečnosti, že neurčitost má strukturu pravděpodob-
nosti, tj. že operace, odvozené formálně z axiomatické teorie pravděpodobnosti, odpov́ıdaj́ı
operaćım, vyplývaj́ıćım z obecně přij́ımaných princip̊u racionálńıho chováńı v podmı́nkách
neurčitosti. Dvě základńı operace mohou být popsány pomoćı subjektivńıho rozděleńı prav-
děpodobnosti takto (Peterka, 1981a):

• Neurčitost proměnných θ1, θ2 z množiny Ω1 × Ω2 je popsána subjektivńı hustotou
pravděpodobnosti p(θ1,θ2). Jak můžeme popsat neurčitost parametru θ1?

Popis neurčitosti parametru θ1 budeme hledat ve tvaru

M
[
θ1 ∈ Ω1

i

]
=
∫
Ω1

i

p1(θ1) dθ1.

Protože

M
[
θ1 ∈ Ω1

i

]
= M

[
θ1 ∈ Ω1

i & θ2 ∈ Ω2
]
,

je zřejmě

M
[
θ1 ∈ Ω1

i

]
=
∫
Ω1

i

∫
Ω2

p(θ1,θ2) dθ2 dθ1,

a tedy hustota pravděpodobnosti p1 bude

p1(θ1) =
∫
Ω2

p(θ1,θ2) dθ2. (6.25)

Neurčitost proměnné θ1 je tedy popsána marginálńım subjektivńım rozděleńım
pravděpodobnosti.

• Neurčitost proměnných θ1, θ2 z množiny Ω1 × Ω2 je popsána subjektivńı hustotou
pravděpodobnosti p(θ1,θ2). Zjist́ıme, že hodnota parametru θ2 = θ̂2. Jak můžeme
nyńı popsat neurčitost parametru θ1?

Pro známou hodnotu θ2 = θ̂2 bude zřejmě pro popis neurčitosti θ1 významné pouze
rozděleńı

p(θ1|θ̂2) ∝ p(θ1,θ2)|θ2=θ̂2

(symbol∝ vyjadřuje úměrnost), nebot’ neńı racionálńı d̊uvod tento ,,systém relativńıch
preferenćı“ měnit. Pouze je třeba provést normalizaci celkového množstv́ı d̊uvěry

M
[
θ1 ∈ Ω1|θ2 = θ̂2

]
=
∫
Ω1

k p(θ1, θ̂2) dθ1 = 1.

Odtud dostaneme hodnotu normalizuj́ıćı konstanty k, a tedy

p(θ1|θ̂2) =
1∫

Ω1 p(θ1, θ̂2)dθ1

p(θ1, θ̂2),
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neboli (po obvyklém zjednodušeńı zápisu, kde rozd́ıl mezi funkćı a jej́ı hodnotou
v daném bodě plyne pouze z kontextu)

p(θ1|θ2) =
p(θ1,θ2)

p(θ2)
. (6.26)

Neurčitost proměnné θ1 při známé hodnotě proměnné θ2 je tedy popsána podmı́ně-
ným subjektivńım rozděleńım pravděpodobnosti.

Předchoźı vztah lze rovněž psát ve tvaru

p(θ1,θ2) = p(θ1|θ2) p(θ2), (6.27)

který popisuje zp̊usob, jak skládat popisy neurčitosti parametr̊u, známe–li popis neurčitosti
parametru θ1 pro známé hodnoty parametru θ2 (podmı́něné rozděleńı) a popis neurčitosti
parametru θ2 (marginálńı rozděleńı). Opakovaným použit́ım vztahu (6.27) dostaneme vztah
pro sdružený popis neurčitosti N parametr̊u

p(θ1,θ2, . . . ,θN ) =
N−1∏
k=1

p(θk|θk+1, . . . ,θN ) . p(θN ), (6.28)

nazývaný řetězové pravidlo.
Uvedené dvě základńı operace definuj́ı logickou strukturu bayesovské statistické in-

ference. Jejich numerická realizace v př́ıpadě normálńıho rozděleńı subjektivńı hustoty
pravděpodobnosti byla popsána v odstavci 6.4.

Podobné vztahy plat́ı i pro podmı́něná rozděleńı pravděpodobnosti. Předpokládejme, že
odhadujeme hodnotu θ pomoćı měřených dat y1 a y2. Potom

p(θ|y1,y2) =
p(θ,y1|y2)
p(y1|y2)

. (6.29)

Dosad́ıme–li podle (6.27)

p(θ,y1|y2) = p(θ|y1,y2) p(y1|y2) = p(y1|θ,y2) p(θ|y2)

a urč́ıme-li marginálńı podmı́něnou h.p. podle (6.25)

p(y1|y2) =
∫

p(y1|θ,y2) p(θ|y2) dθ,

dostaneme známý Bayes̊uv vzorec

p(θ|y1,y2) =
p(y1|θ,y2) p(θ|y2)∫

p(y1|θ,y2) p(θ|y2) dθ
. (6.30)

Neuvažujeme-li hodnotu y2, dostaneme

p(θ|y1) =
p(y1|θ) p(θ)∫

p(y1|θ) p(θ) dθ
.

Je–li dána hodnota y1, pak funkci p(y1|θ) lze považovat za funkci nikoli y1, ale θ. Jak jsme
již uvedli v odstavci o metodě maximálńı věrohodnosti, tuto podmı́něnou h.p. nazýváme
věrohodnostńı funkćı pro y1 a znač́ıme l(y1|θ). Aktualizaci podmı́něné h.p. podle
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Bayesova vzorce lze tedy psát ve tvaru součinu věrohodnostńı funkce a apriorńı h.p.

p(θ|y1) ∝ l(y1|θ)p(θ).

Tuto úvahu je možné zopakovat i s uvažováńım daľśı informace y2. Dostaneme

p(θ|y1,y2) ∝ l(y1|θ,y2)p(θ|y2),

kde podmı́něná h.p. p(θ|y2) je opět z hlediska dat y1 apriorńı h.p.
Vid́ıme, že věrohodnostńı funkce je jediným prostředkem, jak změřená data, tj. v tomto

př́ıpadě y1, mohou modifikovat apriorńı znalost o parametru θ, popsanou h.p. p(θ), popř.
p(θ|y2). V obou př́ıpadech jde o informaci známou před změřeńım dat y1. Věrohodnostńı
funkce pak reprezentuje veškerou informaci o θ obsaženou v těchto datech. Výsledná podmı́-
něná h.p. popisuje aposteriorńı znalost o parametru θ, tj. znalost, která využ́ıvá informaci
obsaženou v datech y1.

Vliv dat na apriorńı h.p. může být vyjádřen sekvenčně (rekurźıvně). Uvažujeme–li pos-
tupnou akumulaci informace z nezávislých, stejně rozdělených dat y1, y2, . . . , je zřejmě

p(y|θ) =
n∏

i=1

p(yi|θ),

takže také věrohodnostńı funkci lze psát ve tvaru

l(θ|y) = l(θ|y1)l(θ|y2) . . . l(θ|yn).

Podmiňováńı daty pak bude

p(θ|y1) ∝ l(θ|y1) p(θ)
p(θ|y1, y2) ∝ l(θ|y1, y2) p(θ)

∝ l(θ|y2) l(θ|y1) p(θ)
∝ l(θ|y2) p(θ|y1)
...

p(θ|y1, . . . , yn) ∝ l(θ|yn) p(θ|y1, . . . , yn−1),

tj. aposteriorńı h.p. z kroku y1 je apriorńı h.p. pro krok y2, a tento proces lze rekurźıvně
opakovat. Zvlášt’ výhodné je, podař́ı–li se naj́ıt takový analytický tvar aktualizované
podmı́něné h.p., který se při modifikaci věrohodnostńı funkćı reprodukuje. Pro repro-
dukuj́ıćı se podmı́něné h.p. lze funkcionálńı rekurzi redukovat na algebraickou rekurzi
na parametrech této podmı́něné h.p.

Z multiplikativńıho charakteru akumulace informace je dále zřejmé, že

• na pořad́ı skládáńı informace obsažené v nezávislých datech nezálež́ı

• nulová hodnota apriorńı h.p. již nemůže být žádnými hodnotami dat změněna.

Poznámka: Je–li
∫

l(θ|y) dθ < ∞, potom funkci

l(θ|y)∫
l(θ|y) dθ

nazýváme standardizovaná věrohodnostńı funkce. 2
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6.6.2 Volba apriorńı hustoty pravděpodobnosti

Častým tématem diskuźı kritizuj́ıćıch bayesovskou metodologii je závislost výsledk̊u na
apriorńı informaci. V situaćıch, kdy data nesou informaci o odhadovaných parametrech (což
odpov́ıdá předpokladu správně zvolené struktury modelu a dobře navrženého identifikačńıho
experimentu), by neinformativńı apriorńı h.p. měla být dominována věrohodnost́ı, tj.
apriorńı h.p. by měla být lokálně plochá vzhledem k věrohodnostńı funkci. Tuto vlastnost
má např. rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti.
Poznámka: Uvažujme apriorńı h.p. p(θ) > 0, p(θ) ∝ konst. Neńı–li objem množiny
možných hodnot parametru konečný, pak taková h.p. nemůže být hustotou pravděpodob-
nosti a nazýváme ji nevlastńı apriorńı h.p.. Při řešeńı praktických úloh však muśı být
neinformativńı h.p. úměrná konstantě pouze v oblasti nenulové věrohodnostńı funkce a
nikoli na celé množině. 2

Požadavek, aby apriorńı h.p. byla dominována věrohodnostńı funkćı, je rozumný za
předpokladu, že při vhodně zvolené struktuře modelu a dostatečně bohatém testovaćım
signálu může experiment přinést dostatečné množstv́ı informace o všech parametrech. Tato
informace může být akumulována tak dlouho, až je podstatně přesněǰśı než apriorńı infor-
mace; výsledná podmı́něná h.p. tedy neńı na apriorńı h.p. př́ılǐs závislá. Tento požadavek
se nazývá princip stabilńıho odhadu.

Naopak v situaćıch, kdy akumulovaná informace obsažená v datech neńı přesněǰśı než
informace apriorńı, neńı věrohodnostńı funkce dominuj́ıćı. V takové situaci může být sporné,
zda v̊ubec má smysl experiment provádět. Výjimkou je situace, kdy uživatel zná apriorńı
informaci (např. omezeńı źıskané matematicko–fyzikálńı analýzou problému), která neńı
v datech obsažena. Potom docháźı k žádoućımu skládáńı této apriorńı informace s informaćı
obsaženou v datech a nepožadujeme, aby apriorńı informace byla informaćı v datech úplně
potlačena, tj. věrohodnostńı funkce nemuśı být dominuj́ıćı.

V mnoha situaćıch je výhodné naj́ıt určitý kompromis mezi neinformativńı a informa-
tivńı apriorńı h.p. Vhodně zvolená informativńı apriorńı h.p. může např. podstatně zlepšit
přechodový děj při identifikaci parametr̊u pro adaptivńı ř́ızeńı (Kárný a Halousková, 1992).
K otázce volby informativńı apriorńı h.p. se vrát́ıme v daľśıch odstavćıch.

Daľśı problém souviśı s volbou parametrizace modelu. Jestliže zvoĺıme apriorńı h.p.
parametru θ lokálně rovnoměrnou, potom distribuce θ−1, log θ nebo jiných transfor-
maćı parametru θ, které rovněž mohou odpov́ıdat ,,rozumné“ parametrizaci modelu, již
rovnoměrná nebude. Bayesovská inference v r̊uzných souřadných systémech s ,,neinforma-
tivńı“ apriorńı h.p. (interpretujeme–li ,,neinformativńı“ jako ,,rovnoměrně rozdělenou“) by
tedy vedla k rozd́ılným výsledk̊um.

Odpověd’ na otázku, při které parametrizaci modelu je správné volit neinformativńı apri-
orńı h.p. jako rovnoměrně rozdělenou, spoč́ıvá v nalezeńı tzv. věrohodnost́ı posouvaných
daty (data translated likelihood (Box a Tiao, 1973)). Předpokládejme, že existuje trans-
formace souřadnic taková, že v transformovaných souřadnićıch se pr̊uběhy věrohodnostńı
funkce v závislosti na datech lǐśı pouze polohou, zat́ımco tvar věrohodnostńı funkce
je na datech nezávislý. V těchto souřadnićıch je tedy množstv́ı informace obsažené ve
věrohodnostńı funkci nezávislé na hodnotě odhadovaného parametru a apriorńı subjektivńı
h.p. je právě v tomto souřadném systému lokálně rovnoměrná. Při použit́ı jiného souřadného
systému je třeba rovnoměrné apriorńı rozděleńı transformovat.



194 KAPITOLA 6. PŘEHLED METOD ODHADOVÁNÍ

Obecně je množstv́ı informace obsažené ve věrohodnostńı funkci popsané hodnotou
Fischerovy mı́ry informace. Neinformativńı apriorńı hustotu pravděpodobnosti libovolného
parametru ξ lze proto určit podle Jeffreysova pravidla (Box a Tiao, 1973) tak, aby

p(ξ) ∝ F(ξ)1/2,

tj. apriorńı h.p. je úměrná odmocnině z Fischerovy mı́ry informace

F(ξ) = E
{
−∂2 log l(ξ|y)

∂ξ2

}
,

a je tedy rovnoměrná právě tehdy, když F(ξ) je nezávislá na hodnotě ξ. Toto pravidlo lze
zobecnit i na vektorové parametry.

Souvislost neinformativńı apriorńı h.p. s vlastnostmi věrohodnostńı funkce budeme nyńı
ilustrovat na odhadováńı parametr̊u polohy (tj. středńı hodnoty) a parametr̊u měř́ıtka (tj.
rozptylu) normálńıho rozděleńı.

Př́ıklad (Apriorńı h.p. pro parametr polohy)

Necht’ y = [y1, . . . , yn]T je náhodný výběr z rozděleńı N (µ, σ2) se známým rozptylem σ2.
Věrohodnostńı funkce pro µ bude mı́t tvar (yi jsou nezávislé náhodné veličiny)

l(µ|σ,y) =
n∏

i=1

1√
2πσ

e
−(yi − µ)2

2σ2

∝ e

− 1
2σ2

n∑
i=1

(yi − µ)2

.

Uprav́ıme exponent na tvar
n∑

i=1

(yi − µ)2 =
n∑

i=1

(yi − y)2 + n(µ− y)2,

kde

y =
1
n

n∑
i=1

yi

je výběrový pr̊uměr. Protože prvńı část tohoto výrazu
∑n

i=1(yi − y)2 je pro známá data
konstantńı, věrohodnostńı funkce bude

l(µ|σ,y) ∝ e
−(µ− y)2

2σ2/n .

Poloha těchto křivek je určena statistikou y a jejich tvar určený parametrem σ2/n je na
datech nezávislý (viz obr. 6.1, kde jsou vyznačeny pr̊uběhy věrohodnostńı funkce pro y =
2, 4, 6, 8). 2

Věrohodnostńı funkce v předchoźım př́ıkladu je posouvána daty, proto pro odhad
parametru polohy µ je vhodnou neinformativńı h.p. rovnoměrné rozděleńı.
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Obrázek 6.1: Pr̊uběhy věrohodnostńı funkce pro parametr polohy

Př́ıklad (Apriorńı h.p. pro parametr měř́ıtka)

Necht’ y = [y1, . . . , yn]T je náhodný výběr z rozděleńı N (µ, σ2) se známou středńı hodnotou
µ. Věrohodnostńı funkce pro σ bude mı́t tvar

l(σ|µ,y) =
n∏

i=1

1√
2πσ

e
−(yi − µ)2

2σ2

∝ σ−n e
−ns2

2σ2 ,

kde

s2 =
1
n

n∑
i=1

(yi − µ)2

je výběrový rozptyl. Poloha i tvar křivky závisej́ı na hodnotě statistiky s2 (viz obr. 6.2, kde
jsou vyznačeny pr̊uběhy věrohodnostńı funkce pro s2 = 1, 2, 4, 6). 2

Věrohodnostńı funkce v tomto př́ıkladu neńı posouvána daty, a proto pro odhad
parametru měř́ıtka σ neńı lokálně rovnoměrné rozděleńı vhodnou neinformativńı h.p.

Př́ıklad (dokončeńı)

Najdeme věrohodnostńı funkci pro odhad parametru měř́ıtka z předcházej́ıćıho př́ıkladu
v transformovaných souřadnićıch log σ. Vynásob́ıme–li věrohodnostńı funkci konstantou sn,
plat́ı

l(σ|µ,y) ∝ sn

σn
e
−ns2

2σ2 ,
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Obrázek 6.2: Pr̊uběhy věrohodnostńı funkce pro parametr měř́ıtka

a tedy (protože xn = exp(n log x))

l(log σ|µ,y) ∝ exp
(

n(log s − log σ)− n

2
e2(log s − log σ)

)
.

Věrohodnostńı funkce l(log σ|µ,y) je zřejmě posouvaná daty. 2

Tento př́ıklad ukazuje, že rovnoměrné rozděleńı je vhodnou neinformativńı apriorńı h.p.
k odhadu parametru log σ. Známe-li neinformativńı apriorńı h.p. v ,,souřadnićıch“ log σ,
pak tuto h.p. v ,,souřadnićıch“ σ źıskáme podle věty o transformaci h.p.

p(σ|µ) = p(log σ|µ)
∣∣∣∣d log σ

dσ

∣∣∣∣ ∝ σ−1.

Tato apriorńı h.p. je vyznačena na obr. 6.2 čárkovanou čarou. Interpretace pojmu ,,neinfor-
mativńı“ apriorńı h.p. je tedy zhruba taková, že v každém souřadném systému je hodnota
takové apriorńı h.p. úměrná ,,schopnosti“ věrohodnostńı funkce modifikovat apriorńı h.p.
(viz obrázek).

6.6.3 Odhad parametr̊u normálńıho rozděleńı N (µ, σ2)

V tomto odstavci shrneme výsledky normálńı teorie, tj. odhadováńı parametr̊u rozděleńı
N (µ, σ2). Uvedeme vlastnosti podmı́něné h.p. parametru polohy µ pro známý parametr
měř́ıtka σ i výsledky pro současné odhadováńı parametr̊u µ a σ. Chceme-li źıskat bodový
odhad těchto parametr̊u, voĺıme obvykle maximum aposteriorńı h.p. (tzv. MAP odhady),
nebo aposteriorńı podmı́něnou středńı hodnotu. Pro normálńı rozděleńı tyto dva odhady
splývaj́ı.
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Odhad parametru µ pro známé σ

Necht’ y = [y1, . . . , yn]T je náhodný výběr z rozděleńı N (µ, σ2) se známým rozptylem σ2.
Budeme hledat aposteriorńı podmı́něnou h.p. parametru µ

p(µ|σ,y).

Věrohodnostńı funkci a neinformativńı apriorńı h.p. jsme našli v př́ıkladu v předchoźım
odstavci ve tvaru

l(µ|σ,y) ∝ e
−(µ− y)2

2σ2/n ,

kde y = 1/n
∑n

i=1 yi je výběrový pr̊uměr a neinformativńı apriorńı h.p.

p(µ|σ) ∝ konst.

Bayesovský odhad parametru µ s touto apriorńı h.p. bude tedy úměrný věrohodnostńı
funkci. Po určeńı př́ıslušné normalizačńı konstanty dostaneme aposteriorńı podmı́něnou
h.p. parametru µ

p(µ|σ,y) = (2πσ2/n)−1/2 e
−(µ− y)2

2σ2/n , (6.31)

tj. parametr µ je popsán aposteriorńı podmı́něnou h.p.

p(µ|σ,y) = N (y, σ2/n).

Odhad parametru σ pro známé µ

Necht’ y = [y1, . . . , yn]T je opět náhodný výběr z rozděleńı N (µ, σ2) se známou středńı
hodnotou µ. Budeme hledat aposteriorńı podmı́něnou h.p. parametru σ > 0

p(σ|µ,y).

Věrohodnostńı funkci jsme našli v předchoźım odstavci ve tvaru

l(σ|µ,y) ∝ σ−n e
−ns2

2σ2 ,

kde s2 = 1/n
∑n

i=1(yi − µ)2 je výběrový rozptyl. Neinformativńı apriorńı h.p. jsme nalezli
v př́ıkladu v předchoźım odstavci

p(σ|µ) ∝ σ−1.

Bayesovský odhad parametru σ s touto apriorńı h.p. bude

p(σ|µ,y) ∝ l(σ|µ,y)p(σ|µ) = σ−(n+1) e
−ns2

2σ2 .
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Po určeńı př́ıslušné normalizačńı konstanty dostaneme aposteriorńı podmı́něnou h.p.
parametru σ

p(σ|µ,y) =
(ns2)n/2

2n/2−1Γ(n/2)
σ−(n+1) e

−ns2

2σ2 , σ > 0, (6.32)

kde Γ( . ) je funkce gamma. Veličina x = ns2/σ2 má aposteriorńı podmı́něné rozděleńı χ2
n

(ch́ı–kvadrát s n stupni volnosti), jehož hustota pravděpodobnosti je

p(x) =
1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1 e−x/2.

Rozděleńı χ2
n je rozděleńı součtu čtverc̊u n nezávislých veličin s rozděleńım N (0, 1) a pro

x ∼ χ2
n plat́ı

E {x} = n,

cov {x} = n.

Současný odhad parametr̊u µ a σ

Necht’ y = [y1, . . . , yn]T je náhodný výběr z rozděleńı N (µ, σ2), kde oba parametry µ, σ
jsou neznámé. Budeme hledat aposteriorńı podmı́něnou h.p. těchto parametr̊u

p(µ, σ|y).

Věrohodnostńı funkce bude mı́t tvar

l(µ, σ|y) =
n∏

i=1

1√
2πσ

e
−(yi − µ)2

2σ2 (6.33)

∝ σ−n e

− 1
2σ2

n∑
i=1

(yi − µ)2

.

Uprav́ıme nyńı výraz v exponentu
n∑

i=1

(yi − µ)2 =
n∑

i=1

(yi − y)2 + n(y − µ)2

= νs2 + n(y − µ)2,

kde

ν = n− 1

je počet stupň̊u volnosti,

y =
1
n

n∑
i=1

yi
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je výběrový pr̊uměr a

s2 =
1
ν

n∑
i=1

(yi − y)2

je výběrový rozptyl (na rozd́ıl od odhadu parametru σ pro známý parametr µ je v tomto
př́ıpadě počet stupň̊u volnosti nižš́ı ν = n−1).

Věrohodnostńı funkci lze upravit na tvar (viz postupy v předchoźım odstavci)

l(µ, σ|y) ∝
(

s

σ

)n

e

{
−n

2

(
µ− y

s

)2 s2

σ2
− ν

2
s2

σ2

}
.

Pro konstantńı hodnotu s je tato věrohodnostńı funkce posouvaná daty y ve směru osy µ a
pro konstantńı hodnotu y je tato věrohodnostńı funkce funkćı poměru s

σ , tj. bude posouvaná
daty v logaritmických souřadnićıch ve směru osy log σ.

Změnou hodnoty s ve výrazu
(

µ−y
s

)2
docháźı rovněž ke změně měř́ıtka ve směru osy µ.

Předpokládáme–li však, že apriorńı informace o parametrech µ a σ jsou vzájemně nezávislé,
lze tuto interakci zanedbat a neinformativńı apriorńı h.p. bude

p(µ, σ) = p(µ)p(σ) ∝ k . σ−1.

Použit́ım této apriorńı h.p. dostaneme aposteriorńı podmı́něnou h.p.

p(µ, σ|y) ∝ σ−(n+1) e

{
−n(µ− y)2

2σ2
− νs2

2σ2

}

a s použit́ım vztah̊u∫ ∞

0
x−(ν+1)e−a/x2

dx =
1
2
a−ν/2Γ(ν/2)

a ∫ ∞

−∞
e−

1
2σ2 (x−µ)2dx =

√
2πσ

urč́ıme př́ıslušnou normalizačńı konstantu aposteriorńı podmı́něné h.p.

p(µ, σ|y) =
(

n

2π

)1/2 2
Γ(ν/2)

(
νs2

2

)ν/2

σ−(n+1) e

{
−n(µ− y)2

2σ2
− νs2

2σ2

}
. (6.34)

Tuto sdruženou podmı́něnou h.p. můžeme psát ve tvaru

p(µ, σ|y) = p(µ|σ,y) p(σ|y),

kde podmı́něná hustota pravděpodobnosti µ pro dané σ bude totožná s (6.31)

p(µ|σ,y) =
(

1
2πσ2/n

)1/2

e
−(µ− y)2

2σ2/n ,
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což je normálńı rozděleńı

p(µ|σ,y) = N (y, σ2/n)

(všimněte si, jak přesnost odhadu opět roste s počtem dat) a marginálńı hustota pravdě-
podobnosti σ bude

p(σ|y) =
2

Γ(ν/2)

(
νs2

2

)ν/2

σ−(ν+1) e
− νs2

2σ2 . (6.35)

Veličina νs2

σ2 má tedy rozděleńı ch́ı–kvadrát s ν = n−1 stupni volnosti

νs2

σ2
∼ χ2

ν .

V př́ıpadě, že se zaj́ımáme pouze o hodnotu parametru µ, ale hodnota parametru σ je
neznámá, je třeba naj́ıt podmı́něnou h.p. obou parametr̊u a potom určit vyintegrováńım
pomocného parametru marginálńı hustotu pravděpodobnosti µ

p(µ|y) =
∫ ∞

0
p(µ|σ,y)p(σ|y)dσ.

S využit́ım výše uvedených vztah̊u dostaneme

p(µ|y) =
(

n

νs2

)1/2 Γ ((ν+1)/2)
Γ(ν/2)Γ(1/2)

[
1 +

n(µ− y)2

νs2

]− ν+1
2

. (6.36)

Veličina t = µ−y
s/
√

n
má tedy jednorozměrné Studentovo rozděleńı s ν stupni volnosti

p(t) =
(

1
ν

)1/2 Γ ((ν+1)/2)
Γ(ν/2)Γ(1/2)

[
1 +

t2

ν

]− ν+1
2

,

což budeme značit

p(µ|y) = t
(
y, s2/n, ν

)
.

Pro velká ν se toto rozděleńı bĺıž́ı normálńımu rozděleńı.

Postačuj́ıćı statistiky

Ve všech uvedených př́ıpadech jsme viděli, že data ovlivňuj́ı pr̊uběh aposteriorńı podmı́něné
h.p. prostřednictv́ım věrohodnosti, která záviśı pouze na několika známých funkćıch dat.
V př́ıpadě odhadu parametru µ pro známé σ je

l(µ|σ,y) ∝ e
−(µ− y)2

2σ2/n

a všechna daľśı informace v datech (kromě počtu měřeńı a výběrového pr̊uměru y) neovlivńı
aposteriorńı podmı́něnou h.p. parametru µ. Veličinu y spolu s rozsahem náhodného výběru
n proto nazýváme postačuj́ıćı (suficientńı) statistikou pro odhad parametru µ.
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Pro odhad parametru σ pro známé µ je

l(σ|µ,y) ∝ σ−n e
−ns2

2σ2

a postačuj́ıćı statistikou pro odhad parametru σ je

s2 =
1
n

n∑
i=1

(yi − µ)2

a počet měřeńı n.
V př́ıpadě, že oba parametry µ, σ jsou neznámé, je věrohodnostńı funkce

l(µ, σ|y) ∝ σ−(n+1) e

{
−n(µ− y)2

2σ2
− νs2

2σ2

}
.

Počet měřeńı n a dále veličiny

y =
1
n

n∑
i=1

yi

(výběrový pr̊uměr) a

s2 =
1
ν

n∑
i=1

(yi − y)2

(výběrový rozptyl) nazýváme sdružené postačuj́ıćı statistiky. Protože jde zároveň
o množinu funkćı dat s nejmenš́ım počtem prvk̊u, jsou tyto funkce zároveň minimálńı
postačuj́ıćı statistiky.

Existence konečné postačuj́ıćı statistiky umožňuje akumulovat veškerou informaci ob-
saženou v datech v omezené paměti poč́ıtače. V tomto smyslu úzce souviśı s definićı stavu
dynamického systému, kterou uvedeme později. Upozorněme zde též, že existence takové
konečné postačuj́ıćı statistiky je pro obecná rozděleńı sṕı̌se zvláštnost́ı než obecnou vlast-
nost́ı.

Informativńı apriorńı h.p. σ

Sdruženou podmı́něnou h.p. µ a σ lze obecně vyjádřit ve tvaru

p(µ, σ|y) = p(µ|σ,y) p(σ|y),

kde p(µ|σ,y) je dána (6.31) a p(σ|y) je dána (6.35). Marginálńı podmı́něná h.p. parametru
µ je dána

p(µ|y) =
∫ ∞

0
p(µ|σ,y) p(σ|y) dσ. (6.37)

Tato integrace ukazuje, jak je aposteriorńı podmı́něná h.p. parametru µ ovlivněna znalost́ı
parametru σ. Je-li apriorně přesně známo, že σ = σ0, pak

p(σ|y) = δ(σ − σ0)



202 KAPITOLA 6. PŘEHLED METOD ODHADOVÁNÍ

a potom

p(µ|y) =
∫ ∞

0
p(µ|σ,y) δ(σ − σ0) dσ = p(µ|σ0,y).

Jestliže naopak a priori neńı o σ známo nic, pak všechna dostupná informace je obsažena
v datech, tj.

p(σ|y) ∝ σ−(ν+1) e
− νs2

2σ2 .

Podmı́něná h.p. parametru σ tvoř́ı váhy, s nimiž se při výpočtu marginálńı podmı́něné
h.p. parametru µ podle (6.37) uplatňuj́ı jednotlivé hodnoty podmı́něné h.p. p(µ|σ,y) na
vytvořeńı výsledného t–rozděleńı (6.36).

Uvažujme nyńı situaci, kdy uživatel má určitou apriorńı představu o hodnotě parametru
σ, kterou by chtěl zabudovat do výpočtu podmı́něné h.p. p(µ|y). Vhodnou informativńı
apriorńı h.p. p(σ) lze naj́ıt následuj́ıćı myšlenkovou konstrukćı: Předpokládejme, že k určeńı
apriorńı h.p. p(σ) máme k dispozici pomocná data ya = [ya1, . . . , yana ]T . Na jejich základě
urč́ıme marginálńı aposteriorńı podmı́něnou h.p. parametru σ, která bude mı́t tvar (6.35)

p(σ|ya) ∝ σ−(νa+1) e
−νas

2
a

2σ2 .

Tuto aposteriorńı podmı́něnou h.p. použijeme jako informativńı apriorńı h.p. při zpracováńı
hlavńıho vzorku, tj.

p(σ) ∝ σ−(νa+1) e
−νas

2
a

2σ2 ,

kde νa obsahuje informaci o přesnosti tohoto apriorńıho odhadu a sa je informace o hodnotě
parametru σ. Aposteriorńı podmı́něná h.p. pak bude

p(µ, σ|y) ∝ σ−n e

{
−n(µ− y)2

2σ2
− νs2

2σ2

}
σ−(νa+1) e

−νas
2
a

2σ2 .

Odtud marginálńı podmı́něná h.p.

p(σ|y) ∝ σ−(νa+ν+1) e
−νas

2
a + νs2

2σ2 = σ−(ν+1) e
−ν s2

2σ2 ,

tj. veličina ν s2

σ2 má rozděleńı χ2
ν s počtem stupň̊u volnosti

ν = νa + ν (6.38)

a faktor měř́ıtka je určen vztahem

ν s2 = νas
2
a + νs2. (6.39)

Marginálńı rozděleńı p(µ|y) pak bude

p(µ|y) ∝
[
1 +

n(µ− y)2

ν s2

]− ν+1
2

. (6.40)
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Veličina t = µ−y
s/
√

n
má tedy Studentovo rozděleńı s ν stupni volnosti.

Vliv informativńı apriorńı h.p. na výsledný odhad (6.40) tedy spoč́ıvá ve zvýšeńı počtu
stupň̊u volnosti dle (6.38) a ve změně faktoru měř́ıtka (6.39). Při výpočtu výsledného faktoru
měř́ıtka dle (6.39) lze jednotlivé počty stupň̊u volnosti νa a ν chápat jako relativńı váhy
vlivu apriorńıho odhadu s2

a a výběrového rozptylu s2 na výslednou hodnotu s2.

6.6.4 Odhad parametr̊u lineárńıho normálńıho modelu

Předpokládejme, že středńı hodnoty výsledk̊u skalárńıch měřeńı

y = [y1, y2, . . . , yi, . . . , yK ]T

jsou lineárńı funkćı známých dat

zT
i = [zi1, zi2, . . . , zin] , i = 1, 2, . . . ,K,

vážených neznámými parametry

θ = [θ1, θ2, . . . , θn]T

a že jednotlivé měřené hodnoty jsou nezávislé veličiny s normálńım rozděleńım a stejným
rozptylem σ2

e . Takto definovaný soubor dat nazýváme normálńı lineárńı model a lze jej
popsat soustavou rovnic

yi = zT
i θ + ei , i = 1, . . . ,K, (6.41)

kde

ei ∼ N (0, σ2
e).

Definujeme–li matici dat

Z =

 zT
1
...

zT
K


a vektor

e = [e1, e2, . . . , eK ]T ,

lze tuto soustavu popsat

y = Zθ + e. (6.42)

Odhad parametru θ pro známé σe

Předpokládejme, že parametr σe je známý, a hledejme aposteriorńı podmı́něnou h.p.
parametru θ. Věrohodnostńı funkce bude mı́t tvar

l(θ|σe,y) = p(y|θ, σe) ∝ e
− 1

2σ2
e

(y −Zθ)T (y −Zθ)
. (6.43)
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Předpokládejme, že hodnost matice Z je n. Potom kvadratickou formu v (6.43) lze upravit
na součet

(y −Zθ)T (y −Zθ) = (y − ŷ)T (y − ŷ) + (θ − θ̂)T ZT Z(θ − θ̂),

kde

θ̂ =
(
ZT Z

)−1
ZT y

je odhad vektoru parametr̊u θ metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a

ŷ = Zθ̂

je vektor vyrovnaných hodnot y. Důkaz lze provést dosazeńım. Prvńı část rozkladu (y −
ŷ)T (y − ŷ), kterou nazýváme reziduálńı součet čtverc̊u, nezáviśı na parametrech θ.
Věrohodnostńı funkci je proto možné psát jako

l(θ|σe,y) ∝ e
− 1

2σ2
e

(θ − θ̂)T ZT Z(θ − θ̂)
.

Křivky konstantńı věrohodnosti v prostoru parametr̊u θ jsou (hyper)elipsoidy se středem θ̂
a tvarem nezávislým na θ̂; věrohodnostńı funkce je (pro danou matici Z) posouvaná daty
a neinformativńı apriorńı h.p. je tedy lokálně rovnoměrná. Použit́ım vztahu

∫
Rn

e
− 1

2σ2
e

(θ − θ̂)T ZT Z(θ − θ̂)
dθ =

(
√

2πσe)n∣∣∣ZT Z
∣∣∣1/2

urč́ıme aposteriorńı podmı́něnou h.p.

p(θ|σe,y) =

∣∣∣ZT Z
∣∣∣1/2

(
√

2πσe)n
e
− 1

2σ2
e

(θ − θ̂)T ZT Z(θ − θ̂)
. (6.44)

Tato podmı́něná h.p. je tedy normálńı

p(θ|σe,y) = N
(
θ̂, σ2

e(Z
T Z)−1

)
.

Poznámka: Matici ZT Z lze rovněž psát ve tvaru

ZT Z =
K∑

i=1

ziz
T
i .

Odtud lze ukázat, jak rostoućı množstv́ı dat ovlivňuje přesnost odhadu parametr̊u (pokud
data dostatečně vybuzuj́ı celý prostor dimenze n), a naj́ıt nutné a postačuj́ıćı podmı́nky
konvergence odhadu (Bittanti a daľśı, 1990). 2

Pomoćı aposteriorńı podmı́něné h.p. (6.44) můžeme určit oblasti největš́ı aposterior-
ńı pravděpodobnosti výskytu parametr̊u (H.P.D. regions (Box a Tiao, 1973)). Oblast
Ω v prostoru parametr̊u θ se nazývá oblast největš́ı aposteriorńı pravděpodobnosti výskytu
parametr̊u s pravděpodobnostńım obsahem 1−α, jestliže

a) P [θ ∈ Ω|y] = 1− α,
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b) pro libovolnou dvojici θ1 ∈ Ω, θ2 /∈ Ω plat́ı

p(θ1|y) ≥ p(θ2|y).

Z těchto vlastnost́ı plyne, že oblast největš́ı aposteriorńı podmı́něné h.p. je oblast́ı s prav-
děpodobnostńım obsahem 1−α nejmenš́ıho objemu. Protože podmı́něná h.p. (6.44) je
monotónně klesaj́ıćı funkćı kvadratické formy

q(θ) = (θ − θ̂)T ZT Z

σ2
(θ − θ̂),

budou oblasti největš́ı aposteriorńı podmı́něné h.p. ohraničené kovariančńımi elipsoidy

q(θ) = (θ − θ̂)T ZT Z

σ2
(θ − θ̂) = konst.

Z vlastnost́ı mnoharozměrného normálńıho rozděleńı vyplývá, že rozděleńı kvadratické for-
my q(θ) je χ2

n. Oblast, v ńıž se parametry vyskytuj́ı s pravděpodobnost́ı 1−α, je proto
určena nerovnost́ı

q(θ) = (θ − θ̂)T ZT Z

σ2
(θ − θ̂) ≤ qα,

kde qα je horńı α–kvantil rozděleńı χ2
n, tj. plat́ı∫ qα

−∞
χ2

n(x) dx = 1− α.

Současný odhad parametr̊u θ a σe

V tomto odstavci budeme předpokládat parametr σe rovněž neznámý a budeme hledat
sdruženou aposteriorńı podmı́něnou h.p. parametr̊u θ a σe. Věrohodnostńı funkce bude mı́t
tvar

l(θ, σe|y) ∝ σ−K
e e

− 1
2σ2

e

(y −Zθ)T (y −Zθ)
.

Kvadratickou formu opět uprav́ıme na tvar

(y −Zθ)T (y −Zθ) = (y − ŷ)T (y − ŷ) + (θ − θ̂)T ZT Z(θ − θ̂)

a definujeme reziduálńı rozptyl

s2 =
1
ν

(y − ŷ)T (y − ŷ),

kde počet stupň̊u volnosti je

ν = K − n.

Potom věrohodnostńı funkci lze upravit na tvar

l(θ, σe|y) ∝
(

s

σe

)K

e

{
− νs2

2σ2
e

− s2

2σ2
e

(θ − θ̂)T ZT Z

s2
(θ − θ̂)

}
.



206 KAPITOLA 6. PŘEHLED METOD ODHADOVÁNÍ

Na základě stejných úvah jako v předchoźım odstavci lze ukázat, že neinformativńı apriorńı
h.p. je

p(θ, σe) ∝ σ−1
e .

Aposteriorńı podmı́něná h.p. pak bude

p(θ, σe|y) ∝ σ−(K+1)
e e

{
− νs2

2σ2
e

− (θ − θ̂)T ZT Z

2σ2
e

(θ − θ̂)

}
.

Tuto podmı́něnou h.p. lze psát ve tvaru

p(θ, σe|y) = p(θ|σe,y) p(σe|y),

kde podmı́něná hustota pravděpodobnosti θ pro dané σe bude totožná s (6.44)

p(θ|σe,y) =

∣∣∣ZT Z
∣∣∣1/2

(
√

2πσe)n
e
− 1

2σ2
e

(θ − θ̂)T ZT Z(θ − θ̂)
,

což je normálńı rozděleńı

p(θ|σe,y) = N
(
θ̂, σ2

e(Z
T Z)−1

)
,

a marginálńı hustota pravděpodobnosti σe bude

p(σe|y) =
2

Γ(ν/2)

(
νs2

2

)ν/2

σ−(ν+1)
e e

− νs2

2σ2
e , (6.45)

tedy veličina νs2

σ2
e

má rozděleńı ch́ı–kvadrát s ν = K−n stupni volnosti

νs2

σ2
e

∼ χ2
ν .

K určeńı marginálńıho rozděleńı parametru θ využijeme opět vztah∫ ∞

0
x−(n+1)e−a/x2

dx =
1
2
a−n/2Γ(n/2)

a dostaneme

p(θ|y) =

∣∣∣ZT Z
∣∣∣1/2

(νs2)n/2

Γ ((ν+n)/2)
Γ(ν/2)Γ(1/2)n

[
1 +

(θ − θ̂)T ZT Z(θ − θ̂)
νs2

]−(ν+n)/2

, (6.46)

což je n–rozměrné Studentovo rozděleńı s ν stupni volnosti

p(θ|y) = tn
(
θ̂, s2(ZT Z)−1, ν

)
.

Podmı́něná h.p. (6.46) je opět monotónně klesaj́ıćı funkćı kvadratické formy

q(θ) = (θ − θ̂)T ZT Z

s2
(θ − θ̂).
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Lze ukázat, že tato kvadratická forma má rozděleńı F (n, ν). Oblast, v ńıž se parametry
vyskytuj́ı s pravděpodobnost́ı 1− α, je proto určena nerovnost́ı

q(θ) = (θ − θ̂)T ZT Z

s2
(θ − θ̂) ≤ qα,

kde qα je horńı α–kvantil rozděleńı F (n, ν).
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Kapitola 7

Filtrace, predikce a interpolace

V této kapitole uvedeme základńı výsledky lineárńı filtrace. Protože úlohy filtrace, predikce
a interpolace (též vyrovnáváńı - smoothing) jsou v teorii ř́ızeńı většinou formulovány pro
časové řady, budeme požadovat, aby navržené algoritmy měly rekurźıvńı (sekvenčńı) charak-
ter.

7.1 Rekurźıvńı odhadováńı

Nejprve ukážeme modifikace některých metod odhadováńı tak, aby bylo možné zpracovávat
měřená data rekurźıvně. Přitom dospějeme k d̊uležitému pojmu bělićı filtr (whitening
filter).

Rekurźıvńı výpočet výběrové středńı hodnoty

Základńı statistikou při odhadováńı veličiny x na základě měřeńı k hodnot y1, . . . , yk je
výběrový pr̊uměr

ȳk =
1
k

k∑
i=1

yi. (7.1)

Chceme-li po změřeńı daľśı hodnoty yk+1 aktualizovat hodnotu ȳk na hodnotu ȳk+1, neńı
třeba provádět celý výpočet (7.1), ale plat́ı

ȳk+1 =
1

k+1

k+1∑
i=1

yi

=
1

k+1

(
k∑

i=1

yi + yk+1

)

=
1

k+1
(k ȳk + yk+1) .

Aktualizaci je tedy možno provádět rekurźıvně jako

ȳk+1 =
k

k+1
ȳk +

1
k+1

yk+1 (7.2)

209
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= ȳk +
1

k+1
ỹk+1|k

s počátečńı podmı́nkou ȳ0 = 0, kde

ỹk+1|k = yk+1 − ȳk

je chyba predikce měřeńı yk+1 na základě známých dat {y1, . . . , yk}. 2

Výsledná rovnice pro aktualizaci odpov́ıdá svoj́ı strukturou lineárńımu časově proměn-
nému systému. Je vidět, že vliv nových měřeńı na výběrový pr̊uměr s časem klesá. Uvid́ıme,
že podobné vlastnosti budou mı́t i daľśı rekurźıvńı metody.

Rekurźıvńı výpočet výběrového rozptylu

Daľśı často už́ıvanou statistikou je výběrový rozptyl

s2
k =

1
k

k∑
i=1

(yi − ȳk)2. (7.3)

Aktualizaci s2
k na s2

k+1 lze popsat

s2
k+1 =

1
k+1

k+1∑
i=1

(yi − ȳk+1)2

=
1

k+1

k+1∑
i=1

((yi − ȳk) + (ȳk − ȳk+1))
2

=
k

k+1
s2
k +

1
k+1

(yk+1 − ȳk)2 − (ȳk+1 − ȳk)2.

Podle předchoźıho př́ıkladu uprav́ıme posledńı člen

(ȳk+1 − ȳk)2 =
1

(k+1)2
(yk+1 − ȳk)2

a dostaneme konečný vztah

s2
k+1 =

k

k+1
s2
k +

k

(k+1)2
(yk+1 − ȳk)2 (7.4)

= s2
k +

1
k+1

(
k

k+1
(yk+1 − ȳk)2 − s2

k

)
,

opět s počátečńı podmı́nkou s2
0 = 0.

Podobnými postupy lze odvodit rekurźıvńı vztahy pro některé daľśı statistiky.
Dále se budeme zabývat vztahy pro sekvenčńı ML odhad. Nejprve uvažujme jednodušš́ı

př́ıpad nezávislých chyb měřeńı. Uvažujme měřeńı neznámé deterministické veličiny x

yk = Ckx + ek, (7.5)

kde

ek ∼ N
(
0,diag [σ2

1, . . . , σ
2
n]
)

.
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Rovnici (7.5) lze psát maticově y1
...

yk

 =

 cT
1
...

cT
k

x +

 e1
...
ek

 .

ML odhad pro k měřeńı bude mı́t kovariančńı matici chyb odhadu podle (6.22)

P x̃k =
(
CT

k R−1
k Ck

)−1
(7.6)

a vlastńı odhad (6.21) bude

x̂MLk = P x̃kC
T
k R−1

k yk. (7.7)

Nyńı poṕı̌seme aktualizaci těchto veličin po změřeńı hodnoty yk+1. Model měřeńı můžeme
psát jako[

yk

yk+1

]
=

[
Ck

cT
k+1

]
x +

[
ek

ek+1

]
,

kde [
ek

ek+1

]
∼ N

(
0,

[
Rk 0
0 σ2

k+1

])
.

Kovariančńı matice chyb odhadu tedy bude

P x̃k+1 =
(
CT

k+1R
−1
k+1Ck+1

)−1

=

[ Ck

cT
k+1

]T [
Rk 0
0 σ2

k+1

]−1 [
Ck

cT
k+1

]−1

=

(
CT

k R−1
k Ck +

ck+1c
T
k+1

σ2
k+1

)−1

,

neboli

P x̃k+1 =

(
P−1

x̃k +
ck+1c

T
k+1

σ2
k+1

)−1

. (7.8)

Použijeme-li lemmatu o inverzi matice (6.24), dostaneme

P x̃k+1 = P x̃k − P x̃kck+1

(
cT

k+1P x̃kck+1 + σ2
k+1

)−1
cT

k+1P x̃k.

K nalezeńı rekurze pro odhad upravme (7.7) v čase k+1

x̂MLk+1 = P x̃k+1C
T
k+1R

−1
k+1yk+1

= P x̃k+1

[
Ck

cT
k+1

]T [
Rk 0
0 σ2

k+1

]−1 [
yk

yk+1

]

= P x̃k+1

(
CT

k R−1
k yk +

ck+1

σ2
k+1

yk+1

)
.
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Podle (7.6) však

CT
k R−1

k yk = P−1
x̃k x̂MLk,

a tedy

x̂MLk+1 = P x̃k+1P
−1
x̃k x̂MLk +

ck+1

σ2
k+1

yk+1.

Konečně podle (7.8)

P−1
x̃k =

(
P−1

x̃k+1 −
ck+1c

T
k+1

σ2
k+1

)−1

.

Použit́ım tohoto vztahu dojdeme ke konečné formě rekurze

x̂MLk+1 = x̂MLk + P x̃k+1
ck+1

σ2
k+1

(
yk+1 − cT

k+1x̂MLk

)
, (7.9)

kde opět

ỹk+1|k = yk+1 − cT
k+1x̂MLk

je chyba predikce měřeńı yk+1. Počátečńı podmı́nka rekurźı (7.8) a (7.9)

P−1
x̃0 = 0 a x̂ML0 = 0

popisuje nulovou apriorńı informaci o odhadované veličině x.
Porovnáme-li vztahy pro jednorázový a rekurźıvńı ML odhad, zjist́ıme, že kromě mož-

nosti zpracovávat data sekvenčně jsme dospěli k výpočetně výhodnému schématu, které
nevyžaduje žádné invertováńı matice, ale pouze skalárńı děleńı. Je-li k dispozici apriorńı
informace o veličině x, inicializaćı rekurze

P−1
x̃0 = P xx a x̂ML0 = µx

dospějeme k rekurźıvńımu MS estimátoru. Rekurźıvńı vztahy pro ML a MS estimátor jsou
jinak totožné.

Nyńı se vrat’me zpět k rekurźıvńımu ML estimátoru v př́ıpadě závislých chyb měřeńı.
Rekurze (7.8) a (7.9) byly odvozeny za předpokladu diagonálńı matice R. Je-li tato matice
pozitivně (semi)definitńı pro všechna k, lze nezávislosti chyb jednotlivých měřeńı dosáhnout
vhodnou filtraćı dat.

Uvažujme LD faktorizaci kovariančńı matice šumu Rk

LkDkL
T
k = Rk,

kde Lk je monická dolńı trojúhelńıková matice (tj. s jednotkovou diagonálou) a Dk je
diagonálńı matice s nezápornými prvky na diagonále. Označme

F k = L−1
k .

Vzhledem k definici matice Lk tato inverze vždy existuje a F k je rovněž dolńı trojúhelńıková
matice. Vynásob́ıme-li rovnici popisuj́ıćı měřeńı matićı F k, dostaneme

F kyk = F kCkx + F kek,
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neboli

yFk = CFkx + eFk,

kde indexem F jsou označené filtrované veličiny

yFk = F kyk

CFk = F kCk

eFk = F kek.

Kovariančńı matice filtrovaného šumu

RFk = E
{
eFke

T
Fk

}
= E

{
F keFke

T
FkF

T
k

}
= F kE

{
eFke

T
Fk

}
F T

k

= F kRkF
T
k

a využit́ım LD faktorizace a definice matice F k dostaneme

RFk = Dk.

Kovariančńı matice filtrovaného šumu je tedy diagonálńı a protože filtrovaný šum je b́ılý,
nazývá se filtr F k bělićı filtr (whitening filter). Označme dále jednotlivé prvky matice F k

F k =


1

f21 1
f31 f32 1
...

. . .
fk1 fk2 fk3 . . . 1

 .

Pak pro filtrované veličiny plat́ı

yFk = yk +
k−1∑
i=1

fk,iyk−i.

Řádky matice F k tedy definuj́ı posloupnost časově proměnných lineárńıch filtr̊u. Z dolńı
trojúhelńıkové struktury matice F k plyne, že tyto filtry jsou kauzálńı.

Matice R má často pásovou strukturu. Lze-li např́ıklad šum měřeńı popsat jako MA
proces v ustáleném stavu (tj. zač́ınaj́ıćı v čase −∞)

ek = vk +
n∑

i=1

civk−i,
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kde v je b́ılý šum, bude mı́t kovariančńı matice šumu strukturu

Rk =



r0 r1 . . . rn 0

r1 r0
. . . . . .

...
. . . . . . . . . rn

rn
. . . . . . . . .

...
. . . . . . r0 r1

0 rn . . . r1 r0


s hodnotami ri danými vztahem

ri =
n−i∑
j=0

cjcj+i,

přičemž pokládáme c0 = 1 (zkuste odvodit!). Potom posloupnost filtr̊u fk,i, vzniklých na
základě faktorizace této matice, konverguje k lineárńımu filtru

yFk = yk +
∞∑
i=1

fiyk−i,

jehož vlastnosti jsou dány spektrálńı faktorizaćı př́ıslušného MA procesu. Rozmyslete si, jak
lze výhodně tuto posloupnost filtr̊u poč́ıtat rekurentně.

7.2 Wiener̊uv filtr

7.2.1 Formulace problému

Předpokládejme, že x(t) je neznámá náhodná posloupnost, y(t) je měřená posloupnost a
chceme odhadovat hodnoty posloupnosti x(t) na základě měřeńı y(t) lineárńım, obecně
časově proměnným filtrem F . Předpokládejme dále, že známe autokovariančńı a vzájemné
kovariančńı funkce těchto posloupnost́ı a že k určeńı hodnoty odhadu x̂(t) máme k dispozici
data {y(t0), . . . ,y(T )}, kde t0 je počátečńı a T koncový čas měřeńı. Odhad x̂(t) lineárńım
filtrem lze obecně popsat jako

x̂(t) =
T∑

τ=t0

F (t, τ)y(τ). (7.10)

Filtr F , který realizuje LMS odhad veličiny x(t), se nazývá Wiener̊uv filtr. Přitom je
vhodné rozlǐsovat tři základńı př́ıpady:
- pro T < t hovoř́ıme o úloze optimálńı predikce
- pro T = t hovoř́ıme o úloze optimálńı filtrace
- pro T > t hovoř́ıme o úloze optimálńı interpolace.

K nalezeńı optimálńıho filtru, který bude realizovat jednu ze tř́ı výše uvedených úloh,
je třeba minimalizovat kritérium

JLMS = tr P x̃(t), (7.11)



7.2. WIENERŮV FILTR 215

kde

P x̃(t) = E
{
(x(t)− x̂(t)) (x(t)− x̂(t))T

}
.

Podle principu ortogonality však je toto kritérium minimálńı, je-li chyba odhadu ortogonálńı
k hodnotám dat (viz odstavec 6.2 o LMS odhadech), tj. plat́ı-li

E


x(t)−

T∑
τ=t0

F (t, τ)y(τ)

yT (ν)

 = 0 (7.12)

pro ν = t0, . . . , T . T́ım jsme źıskali diskrétńı tvar nestacionárńı Wiener-Hopfovy
rovnice

E
{
x(t)yT (ν)

}
= E


T∑

τ=t0

F (t, τ)y(τ)yT (ν)

 , ν = t0, . . . , T,

neboli

P xy(t, ν) =
T∑

τ=t0

F (t, τ)P yy(τ, ν) , ν = t0, . . . , T. (7.13)

Tento LMS filtr je v př́ıpadě normálńıho rozděleńı obou veličin též MS optimálńı a vede
tedy na podmı́něnou středńı hodnotu E {x(t)|y(t0), . . . ,y(T )}.

Je-li Wiener - Hopfova rovnice splněna, můžeme na základě ortogonality chyby odhadu
a dat dokončit výpočet kovariančńı matice chyby odhadu

P x̃(t) = E


x(t)−

T∑
τ=t0

F (t, τ)y(τ)

xT (t)

 (7.14)

= P xx(t, t)−
T∑

τ=t0

F (t, τ)P yx(τ, t).

Přejděme nyńı k časově invariantńımu Wienerovu filtru. Jsou-li oba procesy x(t) a y(t)
stacionárńı a počátečńı čas měřeńı t0 → −∞, bude Wiener̊uv filtr rovněž stacionárńı a
můžeme ho popsat ve tvaru

F (t, τ) = F (t− τ).

Dostaneme tak stacionárńı verzi diskrétńı Wiener-Hopfovy rovnice

P xy(t− ν) =
T∑

τ=−∞
F (t− τ)P yy(τ − ν) , ν = −∞, . . . , T,

kterou lze úpravou sč́ıtaćıch index̊u převést na jednodušš́ı tvar

P xy(τ) =
∞∑

ν=t−T

F (τ)P yy(τ − ν) , τ = t− T, . . . ,∞. (7.15)
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Rovnice pro kovariančńı matici chyby odhadu, která je ve stacionárńım př́ıpadě konstantńı,
bude

P x̃ = P xx(0)−
T∑

τ=−∞
F (t− τ)P yx(τ − t) (7.16)

= P xx(0)−
∞∑

τ=t−T

F (τ)P T
xy(τ),

nebot’ P yx(−τ) = P T
xy(τ) (ukažte! ). Řešeńı Wiener-Hopfovy rovnice velmi úzce souviśı se

spektrálńımi vlastnostmi signál̊u. Ukážeme řešeńı ve dvou př́ıpadech.

7.2.2 Řešeńı W-H rovnice pro úlohu interpolace s nekonečným zpoždě-
ńım

V tomto odstavci budeme předpokládat, že k odhadu hodnoty x(t) máme k dispozici
všechna data y(τ), τ = −∞, . . . ,∞. Tato úloha se nazývá interpolace s nekonečným
zpožděńım (infinite lag smoothing). Jej́ı význam je sṕı̌se teoretický - jej́ı řešeńı má velmi
jednoduchou interpretaci a umožňuje porovnat výsledek optimálńıho nekauzálńıho řešeńı a
řešeńı s omezuj́ıćım požadavkem na kauzalitu filtru.

Wiener - Hopfova rovnice a rovnice pro kovariančńı matici odhadu budou

P xy(t) =
∞∑

τ=−∞
F (τ)P yy(t− τ)

a

P x̃ = P xx(0)−
∞∑

τ=−∞
F (τ)P T

xy(τ).

Aplikaćı oboustranné Z-transformace dostaneme
∞∑

t=−∞
P xy(t)z−t =

∞∑
t=−∞

∞∑
τ=−∞

F (τ)z−τP yy(t− τ)z−(t−τ)

=
∞∑

τ=−∞
F (τ)z−τ

∞∑
t=−∞

P yy(t)z−t,

což jsou výrazy pro spektrálńı hustoty a přenos

Sxy(z) = F (z)Syy(z). (7.17)

Optimálńı filtr tedy bude

F (z) = Sxy(z)S−1
yy (z). (7.18)

K nalezeńı kovariančńı matice chyby použijeme následuj́ıćı obrat. Označme

P (t) = P xx(t)−
∞∑

τ=−∞
F (τ)P T

xy(τ).

Potom zřejmě P x̃ = P (0). Na funkci P (t) nyńı můžeme už́ıt oboustrannou Z-transformaci
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a dostaneme

P (z) = Sxx(z)− F (z)Syx(z).

Použit́ım (7.18) dostaneme

P (z) = Sxx(z)− Sxy(z)S−1
yy (z)Syx(z), (7.19)

nebo v časové oblasti

P x̃ = P (0) =
1

2ωN

∫ ωN

−ωN

[
Sxx(ejωTs)− Sxy(ejωTs)S−1

yy (ejωTs)Syx(ejωTs)
]
dω. (7.20)

Všimněte si podobnosti tohoto výsledku a vztahu pro LMS estimátor (6.10).

Př́ıklad (Interpolace s nekonečným zpožděńım pro systém 1.̌rádu)

Uvažujme skalárńı systém

x(t+1) = ax(t) + v(t)
y(t) = x(t) + e(t),

kde v ∼ N (0, σ2
v) a e ∼ N (0, σ2

e) jsou nezávislé b́ılé šumy. Z-transformaćı těchto rovnic
dostaneme přenos

[
x(z)
y(z)

]
= G(z)

[
v(z)
e(z)

]
=


1

z − a
0

1
z − a

1

[ v(z)
e(z)

]
,

a tedy

[
Sxx Sxy

Syx Syy

]
=


1

z − a
0

1
z − a

1

[ σ2
v 0
0 σ2

e

]
1

z−1 − a
0

1
z−1 − a

1


T

=


σ2

v

(z − a)(z−1 − a)
σ2

v

(z − a)(z−1 − a)
σ2

v

(z − a)(z−1 − a)
σ2

v

(z − a)(z−1 − a)
+ σ2

e

 .

Odtud optimálńı filtr s nekonečným zpožděńım bude

f(z) =
Sxy(z)
Syy(z)

=
σ2

v

σ2
v + (z − a)(z−1 − a)σ2

e

.

Tento výraz lze upravit na tvar

f(z) =
λ(1− α2)

(z − α)(z−1 − α)
= λ +

αλ

z − α
+

αλ

z−1 − α
,

kde λ, |α | < 1 jsou vhodné konstanty závisej́ıćı na dynamice systému a a poměru σ2
v/σ2

e .
Dostaneme tedy nekauzálńı interpolátor se symetrickou impulsńı charakteristikou

f(t) = λα| t |,
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nebot’ výraz αλ/(z−1 − α) zde interpretujeme jako nekauzálńı část filtru

αλ

z−1 − α
= αλz + α2λz2 + · · · .

Pokuste se odvodit vztahy pro λ a α. 2

7.2.3 Řešeńı W-H rovnice pro úlohu kauzálńı filtrace

V předchoźı sekci jsme viděli, že předpoklad T → ∞ sice dovoluje jednoduše odvodit
optimálńı interpolátor ve spektrálńı oblasti, ale ten je nekauzálńı. Výsledky proto maj́ı
velmi omezenou použitelnost. V tomto odstavci poṕı̌seme postup nalezeńı filtru, který
kromě požadavku optimality vyhovuje též omezuj́ıćım požadavk̊um kauzality. Tento filtr
je vhodný pro sekvenčńı zpracováńı dat měřených v reálném čase.

Uvažujme diskrétńı stacionárńı Wiener-Hopfovu rovnici (7.15) pro T = t, tj. problém
optimálńı filtrace

P xy(t) =
∞∑

τ=0

F (τ)P yy(t− τ) , τ = 0, . . . ,∞. (7.21)

Protože tato rovnice plat́ı pouze pro t ≥ 0, nemůžeme v tomto př́ıpadě př́ımočaře apliko-
vat oboustrannou Z-transformaci. Všimněme si však, že rovnice bude mı́t triviálńı řešeńı
v př́ıpadě, že data y(t) budou mı́t charakter b́ılého šumu, tedy pro

P yy(t) = P yy(0)δ(t).

Dostaneme totiž

P xy(t) =
∞∑

τ=0

F (τ)P yy(0)δ(t− τ)

= F (t)P yy(0),

a tedy

F (t) = P xy(t)P−1
yy (0) pro t ≥ 0

= 0 pro t < 0
. (7.22)

Předpoklad bělosti signálu y je samozřejmě velmi silným omezeńım a mohlo by se zdát,
že řešeńı (7.22) je prakticky nezaj́ımavé. Má-li však měřený signál racionálńı spektrálńı
hustotu Syy(z), můžeme tuto spektrálńı hustotu faktorizovat jako

Syy(z) = W−1(z)W (z−1)−T ,

kde W−1(z) je stabilńı, minimálně fázový filtr. Tedy i W (z) je stabilńı a podle věty o real-
izaci (přesněji řečeno použit́ım jej́ı inverze) pr̊uchodem signálu y(t) filtrem W (z) dostaneme
b́ılý šum w(t) s kovariančńı matićı

P ww(t) = P ww(0)δ(t) = Iδ(t).

Posloupnost w(t) je inovačńı posloupnost.
Původńı úlohu nalézt filtr F pro odhad x̂(t) na základě posloupnosti y(t) (viz obr. 7.1

vlevo), kde F vyhovuje rovnici (7.21), která je obt́ıžně řešitelná, jsme tedy transformovali
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na úlohu nalézt filtr F W pro odhad x̂(t) na základě posloupnosti w(t) (viz obr. 7.1 vpravo),
kde F W vyhovuje rovnici

P xw(t) =
∞∑

τ=0

F W(τ)P ww(t− τ) , τ = 0, . . . ,∞,

která má jednoduché řešeńı

F W(t) = P xw(t) pro t ≥ 0
= 0 pro t < 0

.

Zbývá tedy pouze určit kovariančńı funkci P xw(t), přesněji řečeno jej́ı kauzálńı část pro
t ≥ 0. Protože plat́ı

w(z) = W (z)y(z),

bude spektrálńı hustota

Sxw(z) = Sxy(z)W T (z−1).

������� � ���	� ��
������    
� ����� �� ����� � ����� ������� �� �����

Obrázek 7.1: Modifikace úlohy Wienerovy filtrace bělićım filtrem W (z)

Tato spektrálńı hustota je oboustrannou Z-transformaćı kovariančńı funkce P xw(t), takže
plat́ı

Sxw(z) = · · ·+P xw(−2)z2+P xw(−1)z+P xw(0)+P xw(1)z−1+P xw(2)z−2+· · · .

Tento rozvoj spektrálńı hustoty můžeme rozdělit na kauzálńı (realizovatelnou) část

[Sxw(z)]+ = P xw(0) + P xw(1)z−1 + P xw(2)z−2 + · · ·

a nekauzálńı část

[Sxw(z)]− = · · ·+ P xw(−2)z2 + P xw(−1)z .

Spektrálńı hustotu Sxw(z), která je racionálńı funkćı proměnné z, lze také interpretovat
z hlediska jednostranné Z-transformace. Obě tyto interpretace spolu souvisej́ı tak, že ro-
zlož́ıme-li tuto spektrálńı hustotu výše uvedeným zp̊usobem

Sxw(z) = [Sxw(z)]+ + [Sxw(z)]− ,

pak kauzálńı část [Sxw(z)]+ obsahuje všechny stabilńı póly a jej́ı relativńı řád je nula, tj. jej́ı
rozvoj obsahuje člen odpov́ıdaj́ıćı mocnině z0 a členy se zápornými mocninami z. Naproti
tomu nekauzálńı část [Sxw(z)]− obsahuje nestabilńı póly a má relativńı řád nenulový, tj.
obsahuje pouze členy s kladnými mocninami z. Stabilńı póly přitom interpretujeme jako póly
generuj́ıćı klesaj́ıćı posloupnost v záporných mocninách z, zat́ımco nestabilńı póly
generuj́ıćı nestabilńı posloupnost v záporných mocninách z (v jednostranné Z-transformaci)
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interpretujeme jako póly generuj́ıćı klesaj́ıćı posloupnost v kladných mocninách z, tj.
nekauzálńı část impulsńı charakteristiky (v oboustranné Z-transformaci). Porovnejte tuto
úvahu s výsledky předcházej́ıćıho př́ıkladu!

Optimálńı filtr F W tedy bude dán

F W(z) =
[
Sxy(z)W T (z−1)

]
+

a p̊uvodně hledaný filtr F , pracuj́ıćı nad posloupnost́ı y, bude dán sériovým spojeńım
bělićıho filtru a filtru F W, tj. vztahem

F =
[
Sxy(z)W T (z−1)

]
+

W (z). (7.23)

Porovnáme-li tento výsledek s nekauzálńım filtrem (7.18)

F nk(z) = Sxy(z)S−1
yy (z) = Sxy(z)W T (z−1)W (z),

je vzhledem k vlastnostem filtru W zřejmé, odkud je odstraněna složka impulsńı charak-
teristiky p̊usob́ıćı nekauzalitu filtru F nk(z).

K určeńı kovariančńı matice chyby odhadu

P x̃ = P xx(0)−
∞∑

τ=0

F (τ)P T
xy(τ)

definujme opět

P (t) = P xx(t)−
∞∑

τ=0

F (τ)P T
xy(τ)

s vlastnost́ı

P x̃ = P (0).

Potom

P (z) = Sxx(z)− F (z)Syx(z)

a použit́ım (7.23) dostaneme

P (z) = Sxx(z)−
[
Sxy(z)W T (z−1)

]
+

W (z)Syx(z) (7.24)

= Sxx(z)− [Sxw(z)]+ Swx(z).

Uvědomı́me-li si, že [Sxw(z)]+ odpov́ıdá v časové oblasti kauzálńı části kovariančńı funkce
P xw(τ) pro τ ≥ 0, odpov́ıdá tomuto součinu konvoluce

P (t) = P xx(t)−
∞∑

τ=0

P xw(τ)P wx(t− τ)

a odtud podle definice P (t)

P x̃ = P (0) = P xx(0)−
∞∑

τ=0

P xw(τ)P T
xw(τ). (7.25)

Pokud bychom stejným postupem určili kovariančńı matici chyby predikce pro nekauzálńı
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filtr, dostali bychom transformaćı výrazu

P (z) = Sxx(z)− Sxy(z)W T (z−1)W (z)Syx(z)

výsledek

P x̃nk
= P (0) = P xx(0)−

∞∑
τ=−∞

P xw(τ)P T
xw(τ).

Odtud je vidět ztráta v dosažitelné kvalitě odhadu zp̊usobená omezuj́ıćı podmı́nkou kauza-
lity filtru

P x̃ − P x̃nk
=

−1∑
τ=−∞

P xw(τ)P T
xw(τ).

Protože w je inovačńı posloupnost, obsahuje posloupnost {w(t+1), . . . } právě tu informaci
o x(t), která neńı obsažena v posloupnosti minulých hodnot { . . . , y(t−1),y(t)}.

Optimálńı predikce

Optimálńı prediktor źıskáme nyńı již poměrně jednoduše aplikaćı výsledk̊u předchoźıho
odstavce. Předpokládejme, že měř́ıme signál y(t) se známou spektrálńı hustotou Syy(z) a
chceme predikovat na základě známých hodnot měřeńı až do času t jeho hodnotu v čase
t + Tp, kde Tp budeme nazývat počet krok̊u predikce. Definujme proces x(t) jako

x(t) = y(t + Tp). (7.26)

Optimálńı prediktor pak je právě odhad hodnoty tohoto procesu

x̂(t) = ŷ(t + Tp).

Na základě (7.26) plat́ı pro potřebné spektrálńı hustoty vztahy

Sxy(z) = zTpSyy(z)

a

Sxx(z) = zTpSyy(z)z−Tp = Syy(z).

Označme opět spektrálńı faktorizaci Syy(z)

Syy(z) = W−1(z)W (z−1)−T .

Optimálńı prediktor pak podle (7.23) bude dán vztahem

F =
[
W−1(z)W (z−1)−T zTpW T (z−1)

]
+

W (z) (7.27)

=
[
W−1(z)zTp

]
+

W (z).

K nalezeńı kovariančńı matice chyby predikce urč́ıme hodnotu funkce

P (z) = Sxx(z)−
[
Sxy(z)W T (z−1)

]
+

W (z)Syx(z).
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Protože

Sxy(z) = zTpSyy(z) = zTpW−1(z)W−T (z−1)

a

Syx(z) = z−TpSyy(z) = z−TpW−1(z)W−T (z−1),

dostaneme

P (z) = Sxx(z)−
[
zTpW−1(z)

]
+

z−TpW−T (z−1)

a tomuto součinu odpov́ıdá konvoluce

P (t) = P xx(t)−
∞∑

τ=Tp

P xw(τ)P wx(t− τ).

Odtud

P (0) = P xx(0)−
∞∑

τ=Tp

P xw(τ)P wx(−τ)

= P yy(0)−
∞∑

τ=Tp

P yw(τ)P T
yw(τ).

Protože w je inovačńı posloupnost, plat́ı též

P yy(0) =
∞∑

τ=0

P yw(τ)P T
yw(τ)

(hodnoty P yw(t) jsou totožné s hodnotami impulsńı charakteristiky), a tedy

P x̃ =
∞∑

τ=0

P yw(τ)P T
yw(τ)−

∞∑
τ=Tp

P yw(τ)P T
yw(τ) (7.28)

=
Tp−1∑
τ=0

P yw(τ)P T
yw(τ).

Tento výsledek je velice názorný - pro predikci hodnoty y(t+Tp) neńı dostupná právě ta
informace, která je obsažena v posloupnosti {. . . , y(t),y(t+1), . . . ,y(t+Tp)}, ale zároveň
neńı obsažena v posloupnosti {. . . , y(t−1),y(t)}. To je však právě informace, obsažená
v hodnotách inovaćı {w(t+1), . . . ,w(t+Tp)}. Odtud vzhledem k ortogonalitě inovaćı plyne
právě (7.28).

Př́ıklad (optimálńı prediktor pro systém 1. řádu).

Najdeme prediktor pro signál

y(t) =
z

z − a
v(t),
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kde v(t) je diskrétńı b́ılý šum s rozptylem σ2
v . Spektrálńı hustota tohoto signálu zřejmě bude

Syy =
σ2

v

(z − a)(z−1 − a)

a bělićı filtr bude mı́t přenos

W (z) =
z − a

σvz
.

Optimálńı prediktor podle (7.27) bude

F (z) =

[
σvz

Tp+1

z − a

]
+

z − a

σvz

= σv

[
zTp + azTp−1 + · · ·+ aTp−1z + aTp + · · ·

]
+

z − a

σvz

= σv

[
aTp + aTp+1z−1 + · · ·

]
+

z − a

σvz

= aTp
σvz

z − a

z − a

σvz

= aTp ,

to znamená

x̂(t) = ŷ(t+Tp) = aTpy(t). (7.29)

Optimálńı prediktor tedy odpov́ıdá dynamice vývoje středńı hodnoty signálu. Chyba
predikce podle (7.28) bude

Px̃ = σ2
v(1 + a2 + · · ·+ a2(Tp−1)) =

σ2
v(1− a2Tp)

1− a2
. (7.30)

2

7.3 Kalman̊uv filtr

V předchoźım odstavci jsme řešili problém optimálńı filtrace pro signály, jejichž vlastnosti
a vzájemné vztahy byly charakterizovány autokovariančńımi funkcemi P xx(t) a P yy(t) a
vzájemnou kovariančńı funkćı P xy(t). Tento popis je možné chápat jako vněǰśı popis
zúčastněných signál̊u. Tato úloha byla vyřešena Wienerem a Kolmogorovem ve 40. letech.

V 60. letech se hlavńı pozornost v teorii ř́ızeńı obrátila k využ́ıváńı vnitřńıho
(stavového) popisu. Podmı́nkou řešitelnosti úloh filtrace, predikce a interpolace, formulo-
vaných pomoćı vnitřńıho popisu systému, je možnost odhadovat stav systému na základě po-
zorováńı vstup̊u a výstup̊u systému. V deterministické formulaci problému lze k odhadováńı
stavu sestrojit pozorovatel stavu. Ve stochastické formulaci problému lze úlohu odhadu
stavu formulovat ve smyslu optimálńıho LMS odhadu stavu a výsledný optimálńı pozorova-
tel stavu se nazývá Kalman̊uv filtr.
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7.3.1 Formulace problému

Uvažujme lineárńı stochastický systém

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) (7.31)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t), (7.32)

kde matice A, B, C a D jsou známé a v(t) a e(t) jsou nekorelované diskrétńı b́ılé šumy
s kovariančńı matićı (opět známou)

E


[

v(t)
e(t)

]
.

[
v(t)
e(t)

]T
 =

[
Q 0
0 R

]
. (7.33)

Zobecněńı úlohy pro korelované a barevné šumy ukážeme později. Rovněž počátečńı stav
systému (7.33) poṕı̌seme po zavedeńı potřebné symboliky.

Naš́ım ćılem bude naj́ıt algoritmus generuj́ıćı posloupnost lineárńıch odhad̊u stavu x̂(t)
a kovariančńıch matic chyb odhadu

P (t) = E
{
(x(t)− x̂(t))(x(t)− x̂(t))T

}
,

přičemž odhad stavu x̂(t) v každém kroku minimalizuje kritérium

JLMS(t) = tr P (t).

Přepokládejme, že v kroku t algoritmu známe apriorńı (tj. využ́ıvaj́ıćı data až do času
t−1, ale neberoućı v úvahu data y(t)) odhad stavu x(t), jehož podmı́něnou středńı hodnotu
budeme značit

x̂(t|t−1)

(přitom prvńı index označuje běžný čas a druhý index posledńı měřeńı, které je užito k určeńı
odhadu), a kovariančńı matici chyby odhadu stavu, kterou budeme značit

P (t|t−1).

Počátečńı stav systému je tedy charakterizován středńı hodnotou x̂(0) = x̂(0|−1) a kovar-
iančńı matićı P̂ (0) = P (0|−1).

Po změřeńı hodnoty výstupu y(t) chceme tyto hodnoty aktualizovat a źıskat aposteri-
orńı (tj. zahrnuj́ıćı měřeńı y(t)) odhad stavu

x̂(t|t)

a př́ıslušnou kovariančńı matici chyby odhadu

P (t|t).

Protože měřeńı y(t) bylo źıskáno pomoćı lineárńıho modelu (7.32), jde vlastně o úlohu,
kterou jsme vyřešili v odstavci 6.2 věnovaném LMS odhad̊um.

Dále budeme cht́ıt nalézt na základě aposteriorńıho odhadu stavu x̂(t|t) a kovariančńı
matice chyby odhadu P (t|t) v čase t apriorńı hodnoty těchto veličin x̂(t+1|t) a P (t+1|t)
v čase t+1. To je však opět již známá úloha vývoje stavu lineárńıho stochastického systému
(přesněji řečeno jeho prvńıch dvou moment̊u), popsaná v odstavci 5.1.
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Základńı myšlenka řešeńı úlohy je tedy zřejmá. Nyńı tento postup budeme realizovat.

7.3.2 Kalman̊uv filtr pro nekorelované šumy

Odvod́ıme nyńı podrobně Kalman̊uv filtr realizuj́ıćı LMS odhad stavu pro nekorelované
šumy procesu a měřeńı. Uvažujme lineárńı stochastický systém popsaný stavovou rovnićı
přechodu (7.31) a výstupńı rovnićı (7.32). Apriorńı odhad stavu x(t) na základě dat Dt−1 =
{u(0),y(0), . . . ,u(t−1),y(t−1)} necht’ je popsán prvńımi dvěma momenty

E {x(t)|Dt−1} = x̂(t|t−1)

a

E
{
(x(t)− x̂(t|t−1))(x(t)− x̂(t|t−1))T |Dt−1

}
= P (t|t−1).

Zd̊urazněme ještě jednou, že jde o podmı́něné středńı hodnoty. Na základě měřeńı y(t),
daného výstupńı rovnićı (7.32), chceme naj́ıt odhad x̂(t|t) minimalizuj́ıćı kritérium

JLMS(t) = tr P (t|t).

Podle (6.9) je tento odhad dán (pro P yy > 0)

x̂(t|t) = x̂(t|t−1) + P xy(t|t−1)P−1
yy (t|t−1) (y(t)− ŷ(t|t−1)) ,

kde

ŷ(t|t−1) = Cx̂(t|t−1) + Du(t)

je středńı hodnota měřeńı y(t) a P xy(t|t−1) a P yy(t|t−1) jsou kovariančńı matice

P xy(t|t−1) = E
{
(x(t)− x̂(t|t−1))(y(t)− ŷ(t|t−1))T |Dt−1

}
a

P yy(t|t−1) = E
{
(y(t)− ŷ(t|t−1))(y(t)− ŷ(t|t−1))T |Dt−1

}
.

Na základě (7.32) jsou jejich hodnoty

P xy(t|t−1) = P (t|t−1)CT

a

P yy(t|t−1) = CP (t|t−1)CT + R.

Přitom předpokládáme P yy(t|t−1) > 0 pro všechna t. Označme dále

ε(t|t−1) = y(t)− ŷ(t|t−1)

chybu predikce výstupu y(t). Potom pro odhad x̂(t|t) dostaneme vztah

x̂(t|t) = x̂(t|t−1) + P (t|t−1)CT
(
CP (t|t−1)CT + R

)−1
ε(t|t−1). (7.34)

Definujeme-li Kalmanovo ześıleńı datového kroku

L(t) = P (t|t−1)CT
(
CP (t|t−1)CT + R

)−1
, (7.35)
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můžeme (7.34) zjednodušit na

x̂(t|t) = x̂(t|t−1) + L(t)ε(t|t−1). (7.36)

Kovariančńı matice chyby odhadu je podle (6.10)

P (t|t) = P (t|t−1)− P xy(t|t−1)P−1
yy (t|t−1)P yx(t|t−1),

což je po dosazeńı

P (t|t) = P (t|t−1)− P (t|t−1)CT
(
CP (t|t−1)CT + R

)−1
CP (t|t−1), (7.37)

nebo s využit́ım Kalmanova ześıleńı (7.35)

P (t|t) = P (t|t−1)−L(t)
(
CP (t|t−1)CT + R

)
L

T (t). (7.38)

Použit́ım lemmatu o inverzi matice (6.24) lze (7.37) pro R > 0 psát ve tvaru

P−1(t|t) = P−1(t|t−1) + CT R−1C, (7.39)

který popisuje vývoj matice přesnosti. Z numerického hlediska je rovněž užitečný tvar

P (t|t) =
(
I −L(t)C

)
P (t|t−1)

(
I −L(t)C

)T
+ L(t)RL

T (t) (7.40)

(pokuste se odvodit!).
Poznámka: K odvozeńı vztah̊u pro datový krok Kalmanova filtru je možné též použ́ıt
princip ortogonality. Předpokládáme-li odhad ve tvaru

x̂(t|t) = A1x̂(t|t−1) + A2y(t),

pak (7.34) plyne rovněž z podmı́nek ortogonality chyby odhadu k použitým dat̊um

E
{
[x(t)−A1x̂(t|t−1)−A2y(t)]yT (t)

}
= 0

a

E
{
[x(t)−A1x̂(t|t−1)−A2y(t)] x̂T (t|t−1)

}
= 0.

2

K výpočtu apriorńıch hodnot odhadu x(t+1) použijeme stavovou rovnici přechodu (7.31).
Aplikaćı operátoru středńı hodnoty na tuto rovnici dostaneme

x̂(t+1|t) = Ax̂(t|t) + Bu(t). (7.41)

Pro chybu odhadu stavu dostaneme odečteńım (7.31) a (7.41)

x̃(t+1|t) = Ax̃(t|t) + v(t)

a odtud

P (t+1|t) = AP (t|t)AT + Q. (7.42)

Rovnice (7.34) a (7.37) popisuj́ı tzv. datový nebo též filtračńı krok algoritmu, rovnice
(7.41) a (7.42) popisuj́ı tzv. časový nebo predikčńı krok algoritmu.
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Rozděleńı algoritmu na časový a datový krok je výhodné z hlediska přesného porozuměńı
problému. Při praktickém použit́ı a analýze vlastnost́ı Kalmanova filtru je možné spojit
oba kroky v jedinou rovnici. Protože při standardńım zp̊usobu vzorkováńı, definovaném
v odstavci 1.3., použ́ıváme měřeńı výstupu y(t) k určeńı ř́ızeńı u(t+1), které je při použit́ı
stavové zpětné vazby funkćı odhadu stavu x̂(t+1|t), poṕı̌seme zde výpočet x̂(t+1|t) na
základě x̂(t|t−1). Dosazeńım (7.34) do (7.41) po úpravě dostaneme

x̂(t+1|t) = (A−AL(t)C)x̂(t|t−1) + (B −AL(t)D)u(t) + AL(t)y(t)

a

P (t+1|t) = AP (t|t−1)AT −AL(t)
(
CP (t|t−1)CT + R

)
L

T (t)AT + Q.

V těchto rovnićıch je výhodné použ́ıt Kalmanovo ześıleńı

L(t) = AL(t) = AP (t|t−1)CT
(
CP (t|t−1)CT + R

)−1
. (7.43)

Potom dostaneme

x̂(t+1|t) = (A−L(t)C)x̂(t|t−1) + (B −L(t)D)u(t) + L(t)y(t) (7.44)

a

P (t+1|t) = AP (t|t−1)AT −L(t)
(
CP (t|t−1)CT + R

)
LT (t) + Q. (7.45)

Rovnice (7.45) spolu s definićı Kalmanova ześıleńı (7.43) je známá Riccatiho rovnice.
Odečteńım (7.44) od (7.31) lze odvodit

x̃(t+1|t) = (A−L(t)C)x̃(t|t−1) + v −L(t)e

a odtud dostaneme alternativńı tvar Riccatiho rovnice

P (t+1|t) = (A−L(t)C)P (t|t−1)(A−L(t)C)T + L(t)RLT (t) + Q, (7.46)

výhodný pro některé teoretické úvahy i z hlediska numerických vlastnost́ı.

7.3.3 Kalman̊uv filtr pro korelované šumy

V tomto odstavci odvod́ıme rovnice Kalmanova filtru pro př́ıpad korelovaných šumů procesu
a měřeńı. Ukážeme zde bayesovský př́ıstup, tj. nalezeńı MS odhadu, a modifikaci úlohy, ve-
doućı na problém s nekorelovanými šumy, jež je významná pro teoretickou analýzu. Nejprve
ještě upřesńıme pojem stav stochastického systému z bayesovského hlediska.

Stav systému je veličina x(t) konečné dimenze taková, že

p (y(t)|x(t),u(t),Dt−1) = p (y(t)|x(t),u(t)) , (7.47)

tj. stav systému x(t) obsahuje veškerou informaci obsaženou v datech Dt−1, která je potřebná
k predikci výstupu y(t). Tuto predikci pak můžeme určit podle vztahu

p (y(t)|u(t),Dt−1) =
∫

p (y(t)|x(t),u(t)) p (x(t)|Dt−1) dx(t). (7.48)

Uvažujme opět systém (7.31), (7.32), kde v(t) a e(t) jsou gaussovské diskrétńı b́ılé šumy,
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tentokrát s kovariančńı matićı

E


[

v(t)
e(t)

]
.

[
v(t)
e(t)

]T
 =

[
Q S

ST R

]
. (7.49)

Ukážeme, jak je možné vyv́ıjet p.h.p. p (x(t)|Dt−1), kterou budeme nazývat odhad stavu.
Pro aktualizaci odhadu stavu na základě nově źıskaných dat {u(t),y(t)}

p (x(t)|Dt−1) → p (x(t)|Dt) ,

což je opět datový nebo filtračńı krok odhadu stavu, plat́ı

p (x(t)|Dt) =
p (y(t)|x(t),u(t))∫

p (y(t)|u(t),x(t)) p (x(t)|Dt−1) dx(t)
p (x(t)|Dt−1,u(t)) (7.50)

=
p (y(t)|x(t),u(t))
p (y(t)|u(t),Dt−1)

p (x(t)|Dt−1) ,

kde jsme využili předpokládanou vlastnost vstupu

p (x(t)|Dt−1,u(t)) = p (x(t)|Dt−1) ,

kterou nazýváme přirozené podmı́nky ř́ızeńı. K uzavřeńı rekurze je třeba ještě provést
přechod

p (x(t)|Dt) → p (x(t+1)|Dt) ,

což je časový nebo predikčńı krok odhadu stavu. Ten lze popsat jako

p (x(t+1)|Dt) =
∫

p (x(t+1)|x(t),Dt) p (x(t)|Dt) dx(t), (7.51)

kde soubor p.h.p.

p (x(t+1)|x(t),Dt) = p (x(t+1)|x(t),u(t),y(t)) (7.52)

popisuje vývoj stavu. Př́ıtomnost výstupu systému y(t) v p.h.p. (7.52) je nezbytná právě
v př́ıpadě korelovaného šumu výstupńı rovnice a stavové rovnice přechodu.

K existenci stavu systému je tedy potřebná existence podmı́něných hustot pravděpo-
dobnosti

p (y(t)|x(t),u(t))

a

p (x(t+1)|x(t),u(t),y(t)) ,

splňuj́ıćıch podmı́nky (7.47) a (7.52) a vstupńı signál (regulátor) splňuj́ıćı přirozené pod-
mı́nky ř́ızeńı. Tyto p.h.p. jsou definovány právě popisem systému ve stavovém prostoru.

Datový a časový krok algoritmu lze opět spojit do jediného kroku

p (x(t+1)|Dt) =
∫

p (x(t+1)|x(t),u(t),y(t)) p (y(t)|x(t),u(t))
p (y(t)|u(t),Dt−1)

p (x(t)|Dt−1) dx(t)
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=
p (x(t+1),y(t)|u(t),Dt−1)

p (y(t)|u(t),Dt−1)
. (7.53)

Tento vztah použijeme k odvozeńı algoritmu.
Předpokládejme, že

p (x(t)|Dt−1) = N (x̂(t|t−1),P (t|t−1)) .

V tomto př́ıpadě tedy x̂(t|t−1) je podmı́něná středńı hodnota stavu. Sdružená hustota
pravděpodobnosti stavu x(t+1) a výstupu y(t) bude

p

([
x(t+1)

y(t)

]∣∣∣∣∣Dt−1

)

= N
([

x̂(t+1|t−1)
ŷ(t|t−1)

]
,

[
AP (t|t−1)AT + Q AP (t|t−1)CT + S

CP (t|t−1)AT + ST CP (t|t−1)CT + R

])
,

kde

x̂(t+1|t−1) = Ax̂(t|t−1) + Bu(t)
ŷ(t|t−1) = Cx̂(t|t−1) + Du(t).

Odtud podle odstavce 6.3 pro parametry podmı́něného rozděleńı plat́ı (pro P yy > 0)

µx|y = µx + P xyP
−1
yy

(
y − µy

)
,

neboli

x̂(t+1|t) = Ax̂(t|t−1) + Bu(t) (7.54)

+
(
AP (t|t−1)CT + S

)(
CP (t|t−1)CT + R

)−1

(y(t)−Cx̂(t|t−1)−Du(t))

a pro podmı́něnou kovariančńı matici

P x|y = P xx − P xyP
−1
yy P yx,

neboli

P (t+1|t) = AP (t|t−1)AT + Q (7.55)

−
(
AP (t|t−1)CT + S

)(
CP (t|t−1)CT + R

)−1 (
CP (t|t−1)AT + ST

)
.

Struktura rovnic je tedy shodná jako v př́ıpadě nekorelovaných šumů, pouze Kalmanovo
ześıleńı se změnilo na

L(t) =
(
AP (t|t−1)CT + S

) (
CP (t|t−1)CT + R

)−1
. (7.56)

Jinou možnost́ı, jak odvodit Kalman̊uv filtr v př́ıpadě korelovaných šumů, je provést
vhodnou transformaci rovnic systému (7.31), (7.32). Jsou-li v(t) a e(t) diskrétńı b́ılé šumy
s pozitivně definitńı kovariančńı matićı

E


[

v(t)
e(t)

]
.

[
v(t)
e(t)

]T
 =

[
Q S

ST R

]
,
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pak po změřeńı výstupu y(t) nese hodnota šumu

e(t) = y(t)−Cx(t)−Du(t)

jistou informaci o hodnotě šumu v(t). Jeho hodnotu můžeme pro R > 0 odhadnout jako

v̂(t|t) = 0 + SR−1(e(t)− 0),

kde jsme dosadili v̂(t|t−1) = 0 a ê(t|t−1) = 0, s (opět pozitivně definitńı – proč?) kovariančńı
matićı

Q̂(t|t) = Q′ = Q− SR−1ST .

Z této úvahy plyne, že transformaćı stavové rovnice přechodu do tvaru

x(t+1) = A′x(t) + B′u(t) + SR−1y(t) + v′(t), (7.57)

kde

A′ = A− SR−1C

B′ = B − SR−1D.

dosáhneme blokově diagonálńıho tvaru kovariančńı matice

E


[

v′(t)
e(t)

]
.

[
v′(t)
e(t)

]T
 =

[
Q− SR−1ST 0

0 R

]
=

[
Q′ 0
0 R

]
. (7.58)

Protože při časovém kroku Kalmanova filtru je hodnota výstupu známá, lze y(t) považovat
za daľśı (deterministický) vstup soustavy.

Při daľśı analýze vlastnost́ı Kalmanova filtru tedy můžeme pro R > 0 bez újmy na
obecnosti předpokládat nekorelované šumy měřeńı.

7.3.4 Stochastické vlastnosti Kalmanova filtru

V tomto odstavci budeme analyzovat nejd̊uležitěǰśı stochastické vlastnosti Kalmanova fil-
tru. Pro zjednodušeńı nebudeme brát v úvahu deterministický vstup modelu, který tyto
vlastnosti neovlivňuje. Budeme tedy předpokládat lineárńı stochastický systém ve tvaru

x(t+1) = Ax(t) + v(t)
y(t) = Cx(t) + e(t)

s nekorelovanými b́ılými šumy.
Kalman̊uv filtr jsme odvodili jako filtr poskytuj́ıćı lineárńı odhad s nejmenš́ı středńı

kvadratickou chybou. Je-li nav́ıc šum gaussovský, splývá tento nejlepš́ı lineárńı odhad (LMS
odhad) s MS odhadem, tj. odhadem podmı́něnou středńı hodnotou.

Všimněme si nyńı vlastnost́ı posloupnosti chyb predikce

ε(t|t−1) = y(t)− ŷ(t|t−1).

Podle principu ortogonality plat́ı

E {[y(t)− ŷ(t|t−1)] 1} = C E {[x(t)− x̂(t|t−1)] 1} = 0
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a

E
{
[y(t)− ŷ(t|t−1)]yT (t− τ)

}
= C E

{
[x(t)− x̂(t|t−1)]yT (t− τ)

}
= 0 , τ = 1, . . . , t.

Nav́ıc též

E
{
ε(t|t−1)εT (t−τ |t−τ−1)

}
= C E

{
[x(t)− x̂(t|t−1)] [y(t−τ)− ŷ(t−τ |t−τ−1)]T

}
= 0.

Posloupnost chyb predikce ε(t|t− 1) je tedy b́ılý šum. Použit́ım výstupńı rovnice
dostaneme

ε(t|t−1) = y(t)− ŷ(t|t−1)
= C(x(t)− x̂(t|t−1)) + e(t),

a tedy

E
{
ε(t|t−1)εT (t|t−1)|Dt−1

}
= CP (t|t−1)CT + R.

Faktorizujeme-li tuto pozitivně definitńı matici na součin

CP (t|t−1)CT + R = Γε(t)ΓT
ε (t),

potom plat́ı

ε(t|t−1) = Γε(t)ν(t),

kde posloupnost ν(t) je b́ılá a má kovariančńı funkci

E
{
ν(t)νT (τ)

}
= Iδ(t− τ),

tedy je to inovačńı posloupnost procesu y(t). S použit́ım chyby predikce můžeme totiž
přepsat Kalman̊uv filtr do tvaru

x̂(t+1|t) = Ax̂(t|t−1) + L(t)ε(t|t−1)
y(t) = Cx̂(t|t−1) + ε(t|t−1)

a nahražeńım chyb predikce inovacemi dostaneme

x̂(t+1|t) = Ax̂(t|t−1) + L(t)Γε(t)ν(t) (7.59)
y(t) = Cx̂(t|t−1) + Γε(t)ν(t),

což je inovačńı model procesu y(t), tj. model, jehož vstupem je b́ılá posloupnost ν(t),
popř. ε(t|t−1), a výstupem proces y(t). Model (7.59) též nazýváme tvarovaćı filtr šumu
y(t).

Naopak vyjádř́ıme-li z rovnic Kalmanova filtru hodnotu chyby predikce, dostaneme
model

x̂(t+1|t) = (A−L(t)C) x̂(t|t−1) + L(t)y(t)
ε(t|t−1) = −Cx̂(t|t−1) + y(t)

a po přepočtu chyby predikce na inovace

x̂(t+1|t) = (A−L(t)C) x̂(t|t−1) + L(t)y(t) (7.60)
ν(t) = −Γ−1

ε (t)Cx̂(t|t−1) + Γ−1
ε (t)y(t)
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model, jehož vstupem je proces y(t) a výstupem b́ılá posloupnost ν(t), př́ıpadně ε(t|t−1),
což je již známý bělićı filtr pro proces y(t).

Poznamenejme ještě, že inovace jsou vlastně pouze ,,dekorelované“ chyby predikce. Tato
jejich vlastnost neńı v mnoha př́ıpadech podstatná, a proto se často v literatuře tyto
dva pojmy přesně nerozlǐsuj́ı. Podstatný rozd́ıl však je v tom, že kovariance inovaćı je
v př́ıpadě stacionárńıch proces̊u konstantńı, zat́ımco kovariance chyb predikce, generovaných
Kalmanovým filtrem, je časově proměnná, pokud filtr nedosáhl ustáleného limitńıho stavu.

V př́ıpadě systému s jedńım výstupem jsou oba pojmy totožné, pokud připust́ıme, aby
inovace měly obecný rozptyl σ2

ν . Transformujeme-li v tomto př́ıpadě inovačńı model (7.59)
pro limitńı hodnotu ześıleńı L do pozorovatelného kanonického tvaru a polož́ıme-li ki =
ci − ai

x̂(t+1|t) =


−a1 1 0

...
. . .

−an−1 1
−an 0

 x̂(t|t−1) +


c1 − a1

...
cn−1 − an−1

cn − an

 e(t) (7.61)

y(t) =
[

1 0 · · · 0
]
x̂(t|t−1) + e(t),

kde E
{
e(t)2

}
= σ2

e , dostaneme stavovou reprezentaci ARMA modelu

y(t) +
n∑

i=1

aiy(t−i) = e(t) +
n∑

i=1

cie(t−i).

V tomto př́ıpadě je výhodněǰśı použ́ıt jako vstupńı b́ılou posloupnost posloupnost chyb
predikce - pak plat́ı, že koeficient c0 = 1.

Vid́ıme tedy, že pojmy Kalman̊uv filtr, inovačńı model, bělićı filtr a ARMA model spolu
velice úzce souvisej́ı. Tuto souvislost ještě upřesńıme v sekci o frekvenčńıch vlastnostech
Kalmanova filtru.

7.3.5 Kalman̊uv filtr pro barevný šum

Dosud jsme předpokládali, že šumy p̊usob́ıćı na soustavu – at’ korelované nebo nekorelo-
vané – byly b́ılé, tj. jejich spektrálńı hustota byla konstantńı. V tomto odstavci ukážeme,
jak lze postupovat v př́ıpadě, kdy spektrálńı hustota šumu procesu a/nebo šumu měřeńı
neńı konstantńı. Takové šumy nazýváme na základě analogie z optiky barevné (jako b́ılé
světlo vńımáme světlo, které obsahuje rovnoměrně zastoupené všechny frekvence viditelné
části spektra; naopak světlo s nerovnoměrným zastoupeńım jednotlivých frekvenćı vńımáme
jako barevné). Využijeme přitom výsledky předchoźıho odstavce, kde jsme ukázali, jak
je možné sestrojit tvarovaćı filtr šumu, který vytvoř́ı z b́ılé posloupnosti posloupnost
s požadovanými spektrálńımi vlastnostmi.

Kalman̊uv filtr pro barevný šum procesu

Předpokládejme, že potřebujeme odhadovat stav soustavy

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t)
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y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t),

kde šum procesu neńı b́ılý. Spektrálńı hustotu šumu Svv(z) můžeme faktorizovat a realizovat
tvarovaćı filtr šumu ve tvaru (7.59)

xv(t+1) = Avxv(t) + Bvv
′(t)

v(t) = Cvxv(t) + Dvv
′(t),

kde v′(t) je b́ılý šum s kovariančńı funkćı Iδ(t) a plat́ı

Svv(z) =
(
Cv(zI −Av)−1Bv + Dv

) (
Cv(z−1I −Av)−1Bv + Dv

)T
.

Původńı systém pak lze popsat jako systém buzený b́ılým šumem se stavem složeným ze
stavu p̊uvodńıho systému a stavu tvarovaćıho filtru šumu[

x(t+1)
xv(t+1)

]
=

[
A Cv

0 Av

] [
x(t)
xv(t)

]
+

[
B
0

]
u(t) +

[
Dv

Bv

]
v′(t)

y(t) =
[

C 0
] [ x(t)

xv(t)

]
+ Du(t) + e(t).

Pro tento systém buzený b́ılým šumem s kovariančńı matićı

E


[

v′(t)
e(t)

]
.

[
v′(t)
e(t)

]T
 =

[
I 0
0 R

]

sestroj́ıme Kalman̊uv filtr standardńım postupem. Všimněte si však, že muśıme odhadovat
nejen stav soustavy, ale také stav tvarovaćıho filtru šumu.

Kalman̊uv filtr pro barevný šum měřeńı

Předpokládejme, že potřebujeme odhadovat stav soustavy

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t),

kde šum měřeńı neńı b́ılý. Opět můžeme spektrálńı hustotu šumu See(z) faktorizovat a
realizovat tvarovaćı filtr šumu

xe(t+1) = Aexe(t) + Bee
′(t)

e(t) = Cexe(t) + Dee
′(t),

kde e′(t) je b́ılý šum s kovariančńı funkćı Iδ(t) a plat́ı

See(z) =
(
Ce(zI −Ae)−1Be + De

) (
Ce(z−1I −Ae)−1Be + De

)T
.

Původńı systém pak lze popsat jako systém buzený b́ılým šumem se stavem složeným ze
stavu p̊uvodńıho systému a stavu tvarovaćıho filtru šumu[

x(t+1)
xe(t+1)

]
=

[
A 0
0 Ae

] [
x(t)
xe(t)

]
+

[
B
0

]
u(t) +

[
I 0
0 Be

] [
v(t)
e′(t)

]
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y(t) =
[

C Ce

] [ x(t)
xe(t)

]
+ Du(t) +

[
0 De

] [ v(t)
e′(t)

]
.

Dostaneme tak opět systém buzený b́ılým šumem, ale se šumem e′(t) vyskytuj́ıćım se
v obou rovnićıch. K sestrojeńı Kalmanova filtru je tedy třeba využ́ıt postup pro korelo-
vané šumy popsaný v odstavci 7.3.3. Opět muśıme odhadovat nejen stav soustavy, ale také
stav tvarovaćıho filtru šumu.

V př́ıpadě barevného šumu měřeńı je možné v př́ıpadě, že tvarovaćı filtr šumu má
speciálńı tvar, postupovat i jiným zp̊usobem, který nevede na zvýšeńı dimenze stavového
vektoru. Předpokládejme, že tvarovaćı filtr šumu lze upravit na tvar

xe(t+1) = Aexe(t) + Bee
′(t)

e(t) = xe(t).

Potom definujeme-li odvozené měřeńı jako

y′(t+1) = y(t+1)−Aey(t),

plat́ı

y′(t+1) = Cx(t+1) + Du(t+1) + e(t+1)−AeCx(t)−AeDu(t)−Aee(t)
= (CA−AeC)x(t) + (CB−AeD)u(t) + Du(t+1) + Cv(t) + e(t+1)−Aee(t)
= (CA−AeC)x(t) + (CB−AeD)u(t) + Du(t+1) + Cv(t) + Bee

′(t).

Použijeme-li p̊uvodńı stavovou rovnici přechodu a výstupńı rovnici

y′(t+1) = (CA−AeC)x(t) + (CB−AeD)u(t) + Du(t+1) + Cv(t) + Bee
′(t),

kde měřeńı realizujeme jako rozd́ıl y′(t +1) = y(t +1) − Aey(t), źıskáme opět systém
buzený b́ılým šumem. Šum procesu a šum měřeńı je korelovaný, a proto je třeba k sestrojeńı
Kalmanova filtru použ́ıt postup z odstavce 7.3.3.

Výše uvedený postup lze realizovat alternativně tak, že tvarovaćı filtry šumu jsou buzeny
posloupnost́ı ε(t). Ve tvarovaćıch filtrech jsou pak matice

Dv = I , popř. De = I

a posloupnosti v′ a e′ maj́ı obecné kovariančńı matice Q′ a R′. Je-li barevný jak šum
procesu, tak šum měřeńı, je možné použ́ıt kombinaci popsaných postup̊u.

Zařazeńım tvarovaćıho filtru šumu do Kalmanova filtru máme možnost ovlivnit jeho
frekvenčńı vlastnosti. Proto někdy předpokládáme, že šum je barevný, s ćılem potlačit
vliv poruch sṕı̌se deterministického charakteru (např. poruch typu skok nebo harmonických
poruch) nebo ovlivnit frekvenčńı vlastnosti přenosu otevřené regulačńı smyčky, které těsně
souvisej́ı s robustnost́ı regulátoru. Podrobněji budeme tuto otázku diskutovat v odstavci
8.2.

7.3.6 Konvergence a stabilita Kalmanova filtru

Řešeńı diferenčńı Riccatiho rovnice (DRR) (7.45)

P (t+1|t) = AP (t|t−1)AT −L(t)
(
CT P (t|t−1)C + R

)
LT (t) + Q
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s Kalmanovým ziskem (7.43)

L(t) = AP (t|t−1)CT
(
CP (t|t−1)CT + R

)−1

v mnoha př́ıpadech pro t →∞ konverguje k limitńı hodnotě

P = lim
t→∞

P (t+1|t). (7.62)

Jestliže řešeńı konverguje, pak limitńı řešeńı (7.62) vyhovuje algebraické Riccatiho
rovnici (ARR)

P = APAT −L
(
CT PC + R

)
LT + Q, (7.63)

kde L je limitńı hodnota Kalmanova ześıleńı

L = APCT
(
CPCT + R

)−1
. (7.64)

Limitńı chováńı Kalmanova filtru pak charakterizuje stavová matice přechodu

AF = A−LC (7.65)

Pro praktické využit́ı Kalmanova filtru je nezbytné znát odpověd’ na řadu kĺıčových otázek,
předevš́ım

• jaké jsou podmı́nky konvergence diferenčńı Riccatiho rovnice, kolik je možných lim-
itńıch řešeńı a jak závisej́ı na počátečńıch podmı́nkách

• jaký je vztah mezi limitńımi řešeńımi diferenčńı Riccatiho rovnice a řešeńımi alge-
braické Riccatiho rovnice

• za jakých podmı́nek je filtr odpov́ıdaj́ıćı limitńım hodnotám kovariančńı matice sta-
bilńı.

Protože struktura řešeńı je poměrně složitá, zavedeme následuj́ıćı definici.

Definice 14 Reálné symetrické pozitivně semidefinitńı řešeńı ARR nazveme stabilizuj́ıćı
řešeńı, jestlǐze odpov́ıdaj́ıćı stavová matice (7.65) má všechna vlastńı č́ısla uvnitř jednotkové
kružnice.

Reálné symetrické pozitivně semidefinitńı řešeńı ARR nazveme silné řešeńı, jestlǐze
odpov́ıdaj́ıćı stavová matice (7.65) má všechna vlastńı č́ısla uvnitř jednotkové kružnice nebo
na jednotkové kružnici.

Dále budeme předpokládat, že kovariančńı matice Q ≥ 0 a R > 0. Pak existuj́ı matice Γv

a Γe takové, že

Q = ΓvΓT
v a R = ΓeΓT

e

a matice Γe je invertovatelná.
Vlastnosti řešeńı algebraické Riccatiho rovnice shrnuje tato věta (Goodwin a Sin, 1984).

Věta 15 (Vlastnosti řešeńı ARR.) Necht’ dvojice (C,A) je detekovatelná. Potom
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(i) Existuje jediné silné řešeńı ARR.

(ii) Je-li dvojice (A,Γv) stabilizovatelná, je silné řešeńı jediným pozitivně semidefinitńım
řešeńım ARR.

(iii) Jestlǐze dvojice (A,Γv) nemá žádný nedosažitelný mód na jednotkové kružnici, je silné
řešeńı též stabilizuj́ıćım řešeńım.

(iv) Jestlǐze dvojice (A,Γv) má nějaký nedosažitelný mód na jednotkové kružnici, pak ne-
existuje žádné stabilizuj́ıćı řešeńı.

(v) Jestlǐze dvojice (A,Γv) má nějaký nedosažitelný mód uvnitř jednotkové kružnice nebo
na jednotkové kružnici, pak silné řešeńı neńı pozitivně definitńı.

(vi) Jestlǐze dvojice (A,Γv) má nějaký nedosažitelný mód vně jednotkové kružnice, pak
kromě silného řešeńı existuj́ı daľśı pozitivně semidefinitńı řešeńı ARE.

Věta vyjmenovává r̊uzné varianty podmı́nek pro existenci a jednoznačnost silného, př́ıpadně
stabilizuj́ıćıho řešeńı ARR. Poskytuje vod́ıtko pro konstrukci filtru i v př́ıpadech, kdy dvojice
(A,Γv) neńı stabilizovatelná. Takové př́ıpady mohou v praktických úlohách filtrace nastat
- zvláště významný je př́ıpad kořen̊u na jednotkové kružnici, které mnohdy zavád́ıme uměle
použ́ıváńım tzv. př́ır̊ustkových model̊u.

Z bod̊u (i)-(iii) této věty vyplývaj́ı postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost
stabilizuj́ıćıho řešeńı, které sice nejsou nutné, ale jsou snadno ověřitelné.

Věta 16 (Stabilizuj́ıćı řešeńı ARR - postačuj́ıćı podmı́nky.) Necht’ dvojice (C,A)
je pozorovatelná a dvojice (A,Γv) dosažitelná. Pak existuje jediné pozitivně definitńı řešeńı
ARR, které je zároveň stabilizuj́ıćım řešeńım.

Zat́ımco výsledky založené na dosažitelnosti a pozorovatelnosti byly známy již od 60. let,
obecněǰśı výsledky s oslabenými předpoklady byly publikovány až v 70. a 80. letech.

Daľśı okruh otázek se týká konvergence řešeńı DRR k silnému, př́ıpadně stabilizuj́ıćımu
řešeńı ARR, a vlivu počátečńıch podmı́nek. Konvergence je zaručena v několika př́ıpadech.

Věta 17 (Konvergence DRR I.) Necht’ dvojice (C,A) je detekovatelná, necht’ dvojice
(A,Γv) je stabilizovatelná a necht’ P (0| − 1) ≥ 0. Potom řešeńı DRR konverguje k silnému
řešeńı ARR, a to exponenciálně rychle.

Věta 18 (Konvergence DRR II.) Necht’ dvojice (C,A) je detekovatelná, necht’ dvojice
(A,Γv) nemá žádné nedosažitelné módy na jednotkové kružnici a necht’ P (0| − 1) > 0.
Potom řešeńı DRR konverguje k silnému řešeńı ARR a to exponenciálně rychle.

Věta 19 (Konvergence DRR III.) Necht’ dvojice (C,A) je pozorovatelná a počátečńı
podmı́nka Riccatiovy rovnice P (0| − 1) > P . Potom posloupnost matic P (t|t−1) konverguje
k silnému řešeńı P .

Na rozd́ıl od předchoźıch vět neńı v tomto př́ıpadě zaručena exponenciálńı konvergence.
Tyto věty nebudeme přesně dokazovat, ale k pochopeńı p̊usob́ıćıch mechanismů ukážeme

některé souvislosti. Protože vlastnosti řešeńı Riccatiho rovnice úzce souvisej́ı s vlastnostmi
diskrétńı Ljapunovovy rovnice, připomeneme nejprve některé jej́ı vlastnosti.
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Ljapunovova rovnice je lineárńı maticová rovnice ve tvaru

P = APAT + Q,

kde všechny matice jsou čtvercové dimenze n. Označ́ıme-li sloupce matic P , Q

P = [p1, . . . ,pn] , Q = [q1, . . . , qn] ,

pak tuto rovnici lze rozepsat jako

p1 = a11Ap1 + · · ·+ a1nApn + q1

...
pn = an1Ap1 + · · ·+ annApn + qn,

neboli p1
...

pn

 =

 a11A . . . a1nA
...

...
an1A . . . annA


 p1

...
pn

+

 q1
...

qn

 .

Definujeme-li operátor ,,přerovnáńı do vektoru“ v

v(P ) =

 p1
...

pn


a všimneme-li si, že matice v předchoźı rovnici je právě Kronecker̊uv součin A ⊗ A, lze
Ljapunovovu rovnici přepsat jako normálńı lineárńı rovnici

v(P ) = (A⊗A)v(P ) + v(Q),

neboli

(In2 −A⊗A)v(P ) = v(Q).

Tato rovnice má právě jedno řešeńı, neńı-li matice (In2 − A ⊗ A) singulárńı, tj. nemá-li
matice (A⊗A) žádné vlastńı č́ıslo rovno jedné. Protože pro Kronecker̊uv součin matic plat́ı,
že vlastńı č́ısla

λ(A⊗B) = {λAiλBj , i = 1, . . . , nA, j = 1, . . . , nB},

dostaneme odtud podmı́nku jednoznačnosti řešeńı Ljapunovovy rovnice

λAiλAj 6= 1.

Tato podmı́nka je automaticky splněna, je-li matice A asymptoticky stabilńı, tj. má všechna
vlastńı č́ısla uvnitř jednotkové kružnice.

Všimněme si dále, že pro stabilńı matici A lze řešeńı psát ve tvaru řady

P =
∞∑
i=0

AiΓΓT (AT )i,
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kde Q = ΓΓT . Je-li systém A,Γ dosažitelný, pak lineárńı kombinace matic Γ,AΓ,A2Γ, . . .
generuj́ı celý prostor dimenze n, a proto je řešeńı P pozitivně definitńı.

Nyńı se můžeme vrátit k vlastnostem Riccatiovy rovnice. Podmı́nka detekovatelnosti
dvojice C,A je přirozená. Neńı-li systém detekovatelný, existuje nestabilńı mód, který se
neprojev́ı na měřeném výstupu, a tud́ıž chyba odhadu x̃(t|t−1) nemuśı být omezená. Naopak
je-li dvojice C,A detekovatelná, existuje nějaká (neoptimálńı) matice stavové injekce L′

taková, že matice A − L′C je asymptoticky stabilńı. Uvažujeme-li tento neoptimálńı, ale
asymptoticky stabilńı filtr

x̂L(t+1) = (A−L′C)x̂L(t) + L′y(t),

jeho chyba odhadu bude

x̃L(t+1) = (A−L′C)x̃L(t) + v(t)−L′e(t)

a odtud kovariančńı matice chyby odhadu bude

P L(t+1) = (A−L′C)P L(t)(A−L′C)T + L′RL′T + Q.

Protože matice A − L′C je stabilńı, má tato Ljapunovova rovnice jednoznačné omezené,
symetrické, pozitivně semidefinitńı řešeńı P L. Protože však filtr L′ neńı optimálńı, plat́ı
pro libovolnou symetrickou pozitivně semidefinitńı počátečńı podmı́nku P L(0) = P (0)
nerovnost

P (t) ≤ P L(t).

Z (7.46) je vidět, že P (t) je symetrická pozitivně semidefinitńı matice. Nyńı jsme ukázali,
že z předpokladu detekovatelnosti plyne, že P (t) je nav́ıc omezená. Lze ukázat, že
při nulových počátečńıch podmı́nkách P (0) = 0 je posloupnost P (t) monotónně ros-
toućı. Je-li monotónně rostoućı posloupnost zároveň omezená, existuje jej́ı limita. To je
i př́ıpad duálńıho problému kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı v odstavci 2.4. Při nenulových
počátečńıch podmı́nkách je situace složitěǰśı, nebot’ nemonotónńı omezená posloupnost může
také oscilovat.

Souvislost stability Kalmanova filtru s dosažitelnost́ı dvojice (A,Γv) je poněkud překva-
pivěǰśı. Lze ji vysvětlit tak, že pokud nějaký mód neńı vybuzen šumem procesu v(t), pak
filtr neńı nucen jeho neurčitost korigovat, a t́ım stabilizovat matici A − LC. Přesněji je-li
dvojice (A,Γv) dosažitelná, podle PBH kritéria dosažitelnosti (Kailath, 1980) plat́ı

hod [zI −A, Γv] = n.

Tato plná hodnost matice se nezměńı přidáńım sloupc̊u, takže též

hod [zI −A, LΓe, Γv] = n,

a přičteńım Γ−1
e C násobku druhého sloupce k prvńımu sloupci, což je elementárńı úprava

neměńıćı hodnost matice, dostaneme

hod [zI −A + LC, LΓe, Γv] = n.
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Ukázali jsme tedy, že rovněž dvojice (A−LC, [LΓe, Γv]) je dosažitelná. S využit́ım tohoto
výsledku můžeme pro libovolný asymptoticky stabilńı filtr L psát Ljapunovovu rovnici

P L = (A−LC)P L(A−LC)T + [LΓe, Γv][LΓe, Γv]T ,

která má jednoznačné (v d̊usledku stability) pozitivně definitńı (v d̊usledku dosažitelnosti)
řešeńı. Protože systém je detekovatelný, konverguje diferenčńı Riccatiho rovnice a chyba
odhadu je zhora omezená chybou odhadu suboptimálńıho filtru L. Proto je i matice A−LC
asymptoticky stabilńı. Přeṕı̌seme-li algebraickou Riccatiho rovnici (7.63) stejným zp̊usobem
jako Ljapunovovu rovnici

P = (A−LC)P (A−LC)T + [LΓe, Γv][LΓe, Γv]T ,

ze stability A− LC vyplývá, že jej́ı řešeńı je jednoznačné, a z dosažitelnosti dvojice (A +
LC, [LΓe, Γv]) vyplývá, že toto řešeńı je pozitivně definitńı. To jsou však právě závěry
uvedené věty.

Všimněte si, že kovariančńı matice chyby odhadu stavu a Kalmanovo ześıleńı závisej́ı
pouze na kovariančńı matici chyby odhadu v předchoźım kroku a nezávisej́ı na datech.
V př́ıpadě potřeby tedy mohou být napoč́ıtány předem a mohou být zkontrolovány jejich
vlastnosti (pozitivńı definitnost a stabilita).

Výsledky týkaj́ıćı se stability ARR mohou být využity i pro vyšetřováńı stability
Kalmanova filtru pro nelimitńı hodnotu ześıleńı L(t). Lze k tomu využ́ıt tzv. falešnou al-
gebraickou Riccatiho rovnici (fake algebraic Riccati equation), kterou źıskáme přepsáńım
DRR do tvaru

P (t|t−1) = AP (t|t−1)AT −L(t)
(
CT P (t|t−1)C + R

)
LT (t) + Q + P (t|t−1)− P (t+1|t).

Označ́ıme-li

Q̃(t) = Q + P (t|t−1)− P (t+1|t),

pak stabilita matice A−L(t)C pro každé dané t vyžaduje kromě detekovatelnosti systému
též dosažitelnost dvojice (A, Γ̃v(t)), kde

Q̃(t) = Γ̃v(t)Γ̃
T
v (t).

Tato dvojice bude dosažitelná, bude-li (A, Γv) dosažitelná a zároveň bude matice

P (t|t−1)− P (t+1|t) > 0,

tj. pozitivně definitńı. Nav́ıc lze ukázat, že řešeńı DRR má vlastnost monotonicity, tj.

P (t|t−1) > P (t+1|t) ⇒ P (t+τ |t+τ−1) > P (t+τ +1|t+τ)

pro libovolné τ ≥ 1. Stability Kalmanova filtru v každém kroku a jeho konvergence tedy lze
dosáhnout také vhodnou volbou počátečńı podmı́nky P (0) (viz třet́ı varianta věty o kon-
vergenci).

Numericky robustńı metody k nalezeńı limitńıho řešeńı Riccatiovy rovnice jsou totožné
s metodami řešeńı Riccatiho rovnice odpov́ıdaj́ıćı problému kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı
uvedenými v kapitole 2.4. Hamiltonova matice pro problém optimálńı filtrace má pro nesin-
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gulárńı matici A a pozitivně definitńı matici R tvar

HF =

[
AT + CT R−1CA−1Q −CT R−1CA−1

−A−1Q A−1

]
. (7.66)

7.3.7 Frekvenčńı vlastnosti Kalmanova filtru

Vlastnosti limitńıho Kalmanova filtru, který je časově invariantńı, lze popsat rovněž
ve frekvenčńı oblasti. Ukážeme, že z limitńıho řešeńı Riccatiho rovnice plyne i řešeńı
úlohy spektrálńı faktorizace a souvislost kovarianćı šumů s geometrickým mı́stem kořen̊u
Kalmanova filtru. Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı Kalmanova filtru je možnost tvarovat jeho
frekvenčńı charakteristiku modelováńım spektrálńıch vlastnost́ı šumů. Naopak v tomto
odstavci vynecháme zaj́ımavý teoretický výsledek o ekvivalenci Kalmanova a Wienerova
filtru, který lze nalézt např. v (Lewis, 1986b).

Souvislost Kalmanova filtru a spektrálńı faktorizace

Uvažujme limitńı Kalman̊uv filtr daný rovnićı (7.44)

x̂(t+1|t) = (A−LC)x̂(t|t−1) + Ly(t),

kde L je limitńı hodnota Kalmanova ześıleńı (7.64)

L = APCT
(
CPCT + R

)−1

a P je řešeńı ARR (7.63)

P = APAT −L
(
CT PC + R

)
LT + Q.

Je-li dvojice (C, A) detekovatelná a dvojice (A, Γv) dosažitelná, pak takový filtr existuje,
ARR má jediné pozitivně definitńı řešeńı a matice A−KC je stabilńı.

Vytkneme-li z výrazu pro charakteristický polynom uzavřené smyčky stavové injekce
výraz zI−A, dostaneme

∆cl(z) = det(zI −A + KC)

= det
(
(zI−A)(I + (zI−A)−1KC)

)
= det(zI−A) det(I + (zI−A)−1KC),

a využijeme-li vlastnost determinantu

det(I+XY ) = det(I+Y X),

dostaneme

∆cl(z) = det(zI−A) det(I + C(zI−A)−1L). (7.67)

Přitom determinant det(zI−A) je charakteristický polynom otevřené smyčky

∆(z) = det(zI−A). (7.68)



7.3. KALMANŮV FILTR 241

K źıskáńı daľśıho výsledku použijeme identitu

P −APAT = (zI−A)P (z−1I−A)T + AP (z−1I−A)T + (zI−A)PAT ,

kterou lze dokázat př́ımým výpočtem. Z algebraické Riccatiovy rovnice tak dostaneme

(zI−A)P (z−1I−A)T + AP (z−1I−A)T + (zI−A)PAT + L
(
CT PC + R

)
LT = Q.

Abychom na pravé straně rovnice źıskali výraz pro spektrálńı hustotu signálu y,
vynásob́ıme tuto rovnici zleva výrazem C(zI−A)−1, zprava výrazem (z−1I−A)−T CT

a přičteme k oběma stranám matici R. T́ım dostaneme

CPCT + C(zI−A)−1APCT + CPAT (z−1I−A)−T CT

+ C(zI−A)−1L(CPCT + R)LT (z−1I−A)−T CT + R

= C(zI−A)−1Q(z−1I−A)−T CT + R.

Využijeme-li rovnosti

L(CPCT + R) = APCT ,

která plyne př́ımo z definice Kalmanova ześıleńı, můžeme levou stranu faktorizovat a
dostaneme identitu[

C(zI−A)−1L + I
]
(CPCT + R)

[
C(z−1I−A)−1L + I

]T
(7.69)

= C(zI−A)−1Q(z−1I−A)−T CT + R.

Připomeneme-li definici faktoru kovariančńı matice chyby predikce

CPCT + R = ΓεΓT
ε ,

pak spektrálńı hustotu

Syy(z) = C(zI−A)−1Q(z−1I−A)−T CT + R (7.70)

můžeme psát také ve tvaru

Syy(z) = W−1(z)W (z−1)−T , (7.71)

kde

W−1(z) =
[
C(zI−A)−1L + I

]
Γε, (7.72)

což je právě přenos tvarovaćıho filtru (7.59)

x̂(t+1|t) = Ax̂(t|t−1) + LΓεν(t)
y(t) = Cx̂(t|t−1) + Γεν(t).

Vrát́ıme-li se nyńı k výsledku (7.67), můžeme pro det W−1(z) psát

det W−1(z) = det
[
C(zI−A)−1L + I

]
detΓε (7.73)

=
∆cl(z)
∆(z)

detΓε.
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Pro bělićı filtr potom plat́ı

det W (z) =
∆(z)

∆cl(z) detΓε
. (7.74)

Tento výsledek ale odpov́ıdá přesně přenosu bělićıho filtru (7.60)

x̂(t+1|t) = (A−LC) x̂(t|t−1) + Ly(t)
ν(t) = −Γ−1

ε Cx̂(t|t−1) + Γ−1
ε y(t),

nebot’ jeho přenos

W (z) =
[
I −C(zI −A + KC)−1L

]
Γ−1

ε

je s použit́ım lemmatu o inverzi matice (6.24) právě

W (z) =
[
I + C(zI −A)−1L

]−1
Γ−1

ε .

Protože limitńı Kalman̊uv filtr (charakteristický polynom ∆cl(z)) je stabilńı, je rovněž
bělićı filtr (7.74) stabilńı a tvarovaćı filtr (7.73) minimálně fázový. Je-li nav́ıc tvarovaćı filtr
(7.73) (charakteristický polynom ∆(z)) stabilńı, pak bělićı filtr (7.74) je minimálně fázový.
Vyřešeńı ARR pro stabilńı tvarovaćı filtr šumu je tedy ekvivalentńı úloze naj́ıt spektrálńı
faktorizaci tohoto šumu s minimálńı fáźı.

Chang-Letovova rovnice a geometrické mı́sto kořen̊u

Označ́ıme-li přenos mezi vstupem v′ s jednotkovou kovariančńı matićı a výstupem y stocha-
stického systému

x(t+1) = Ax(t) + Γvv
′(t)

y(t) = Cx(t) + e(t)

jako

G(z) = C(zI −A)−1Γv,

můžeme identitu (7.69) s využit́ım vztahu (7.67) upravit na

∆cl(z)∆cl(z−1) =
det(G(z)GT (z−1) + R)∆(z)∆(z−1)

det(CPCT + R)
, (7.75)

což je tzv. Chang–Letovova rovnice. Jej́ı význam je v tom, že umožňuje pro systémy s jedńım
výstupem př́ımo nalézt póly limitńıho Kalmanova filtru, takže neńı třeba hledat řešeńı ARR.
Přenos G(z) je pro systémy s jedńım výstupem možné psát jako

G(z) =
cT adj (zI −A)Γv

det(zI −A)
=

bT (z)
a(z)

,

kde bT (z) je řádkový vektor a a(z) = ∆(z) charakteristický polynom. Rovnici (7.75) pak
můžeme psát jako

∆cl(z)∆cl(z−1) =
bT (z)b(z−1) + Ra(z)a(z−1)

cT PcT + R
(7.76)
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a k určeńı pól̊u limitńıho Kalmanova filtru ∆cl(z) je třeba určit kořeny výrazu

bT (z)b(z−1) + Ra(z)a(z−1),

které jsou symetrické v̊uči jednotkové kružnici, a vybrat z nich stabilńı kořeny, tj. kořeny
uvnitř jednotkové kružnice. Jmenovatel cT Pc+R je přitom pouze normalizačńı konstanta.
Tuto úlohu nazýváme faktorizace polynomu a jej́ım vyřešeńım převedeme (pro po-
zorovatelné systémy) úlohu nalezeńı Kalmanova filtru na úlohu umı́stěńı pól̊u (pole place-
ment), která může být snadno vyřešena např́ıklad použit́ım Ackermannova vzorce nebo
vyřešeńım př́ıslušné diofantické rovnice. Vztah (7.76) je tedy d̊uležitým styčným bodem
mezi stavovým a polynomiálńım př́ıstupem k řešeńı problému optimálńı filtrace.

Póly Kalmanova filtru, tj. kořeny rovnice (7.76), jsou pro pozorovatelné systémy, kdy
nedojde ke kráceńı nul a pól̊u, totožné s nulovými body výrazu

1 +
bT (z)b(z−1)
Ra(z)a(z−1)

= 1 +
1
R

G(z)GT (z−1). (7.77)

Chceme-li vyšetřit závislost polohy pól̊u Kalmanova filtru na poměru šumu procesu a šumu
měřeńı, můžeme využ́ıt podobnosti tohoto výrazu se vztahem použ́ıvaným v klasické metodě
geometrického mı́sta kořen̊u

1 + K Gol(z).

Je známo, že při změně ześıleńı K se pohybuj́ı póly uzavřené smyčky od pól̊u otevřené
smyčky k nulám otevřené smyčky (je třeba uvažovat i nuly v nekonečnu). Proto póly
pi Kalmanova filtru se při změně hodnoty 1/R od nuly do nekonečna budou pohybovat od
stabilńıch pól̊u součinu G(z)GT (z−1) k jeho stabilńım nulám. Při vyhodnocováńı tohoto
geometrického mı́sta kořen̊u je d̊uležité si uvědomit, že nestabilńı převrácené hodnoty těchto
1/pi se pohybuj́ı po trajektoríıch symetrických vzhledem k jednotkové kružnici. Pro pól nebo
nulu lež́ıćı na jednotkové kružnici je třeba tyto symetrické trajektorie uvažovat, abychom
źıskali jejich správné násobnosti, které jsou rozhoduj́ıćı pro určeńı asymptot trajektoríı
z pólu nebo nuly vycházej́ıćıch.

7.4 Interpolace

Největš́ı výhoda Kalmanova filtru spoč́ıvá v sekvenčńım vývoji středńı hodnoty stavu a
jeho kovariančńı matice na základě měřených dat. Proto je Kalman̊uv filtr vhodný např.
pro zpětnovazebńı ř́ızeńı zpětnou vazbou od stavu, kdy neměřitelný stav je nahrazen jeho
odhadem. Existuj́ı ale situace, kdy máme k dispozici množinu vstupńıch a výstupńıch dat
změřených na určitém intervalu a na základě těchto dat hledáme odhad stavu na stejném
intervalu.

Takovému zp̊usobu odhadováńı ř́ıkáme interpolace (vyrovnáváńı). Odhad stavu v dis-
krétńım čase t neńı založen pouze na minulých datech, ale i na datech budoućıch, źıskaných
v čase τ > t. Odhad založený na větš́ı množině dat bude lepš́ı než odhad založený pouze na
minulých měřeńıch.

Uvažujme lineárńı diskrétńı systém

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) (7.78)



244 KAPITOLA 7. FILTRACE, PREDIKCE A INTERPOLACE

y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t), (7.79)

kde matice A, B, C a D jsou známé a v(t) a e(t) jsou nekorelované diskrétńı b́ılé šumy
s kovariančńı matićı (opět známou)

E


[

v(t)
e(t)

]
.

[
v(t)
e(t)

]T
 =

[
Q 0
0 R

]
. (7.80)

Předpokládáme, že známe vstupńı posloupnost u(0),u(1), · · · ,u(N) a výstupńı posloupnost
y(0),y(1), · · · ,y(N) na časovém intervalu t ∈ [0, N ]. Naš́ım ćılem je na základě dat a
známého modelu provést odhad posloupnosti stav̊u x(0),x(0+1), · · · ,x(N).

Kalman̊uv filtr využ́ıvá k sekvenčńımu odhadu pouze stará data. K źıskáńı interpolo-
vaného odhadu je třeba tuto informaci složit s informaćı obsaženou v datech budoućıch.
Ukážeme, že Kalman̊uv filtr můžeme vyv́ıjet také v obráceném směru času a interpolaci je
tak možno efektivně realizovat př́ımým a zpětným během Kalmanova filtru.

Př́ımý běh Kalmanova filtru byl popsán v předchoźıch odstavćıch. Nyńı poṕı̌seme jeho
zpětný běh. Nejprve je třeba upravit stavovou rovnici stochastického systému. Existuje-li
inverze matice A, pro poč́ıtáńı v obráceném směru času plat́ı

x(t) = A−1x(t + 1)−A−1Bu(t)−A−1v(t) (7.81)
y(t) = Cx(t) + e(t).

Označeńım odhadu stavu při zpětném běhu x̂b(t|τ) (s horńım indexem b) budeme rozumět
podmı́něnou středńı hodnotu

x̂(t) = E {x(t)|u(τ),y(τ),u(τ + 1),y(τ + 1), · · · ,u(N),y(N)} .

Je to tedy odhad stavu v čase t založený na datech od času τ do konce intervalu odhadováńı.
V tom je rozd́ıl proti př́ımému běhu.

Zpětný běh se skládá opět z datového (filtračńıho) kroku a časového (predikčńıho) kroku.
Datový krok je popsán známým vztahem pro podmı́něnou středńı hodnotu

x̂b(t|t) = x̂b(t|t+1)+P b
xxCT (CP b

xxCT +Re)
−1(y(t)−Cx̂b(t|t+1)) (7.82)

Rb
xx(t|t) = Rb

xx −Rb
xxCT (CRb

xxCT + Re)
−1CRb

xx,

kde

Rb
xx = Rb

xx(t|t+1).

Predikčńı krok vycháźı z modelu. Podle (7.83) plat́ı

x̂b(t− 1|t) = A−1(x̂b(t|t)−Bu(t− 1)) (7.83)
Rb

xx(t− 1|t) = A−1(Rb
xx(t|t) + Rv)A−T . (7.84)

Źıskali jsme tedy vztahy pro zpětný běh Kalmanova filtru. Zbývá vyřešit problém, jak složit
oba běhy dohromady. To je možné provést jednoduše, jsou-li oba odhady nezávislé.

Zpětný odhad je nezávislý na př́ımém běhu pouze tehdy, jestliže počátečńı odhad pro
zpětný běh je nezávislý na odhadu při př́ımém běhu ve stejném čase. Proto zvoĺıme

(Rb
xx(N))−1 = 0 a x̂b(N) = 0
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(na počátku zpětného běhu nemáme žádnou informaci). Přitom je výhodněǰśı mı́sto ko-
variančńı matice vyv́ıjet v čase tzv. informačńı matici S(t|τ), která je rovna inverzi
podmı́něné kovariančńı matice S(t|τ) = [P b

x(t|τ)]−1. Zavedeme také novou proměnnou
ẑ(t|τ) podle vztahu

ẑ(t|τ) = S(t|τ)x̂b(t|τ). (7.85)

Nyńı odvod́ıme filtračńı krok pro nově zavedené proměnné. Informačńı matice bude

S(t|t) = [P b
xx(t|t)]−1 = [P b

xx − P b
xxCT (CP b

xxCT + Re)−1CP b
xx]−1,

kde P b
xx = P b

xx(t|t+1). Použijeme-li lemmatu o inverzi matice (6.24), je informačńı matice
rovna

S(t|t) = S(t|t−1) + CT R−1
e C. (7.86)

Z (7.82) dostaneme

x̂b(t|t) = x̂b(t|t+1) + L(t)(y(t)−Cx̂b(t|t+1)), (7.87)

kde L(t) je Kalman̊uv zisk pro zpětný běh. Pomoćı jednoduchých úprav můžeme źıskat
jednodušš́ı vztah pro Kalman̊uv zisk

L(t) = P b
xxCT (CP b

xxCT + Re)−1

= P b
xxCT (CP b

xxCT + Re)−1ReR
−1
e

= [P b
xxCT (CP b

xxCT + Re)−1(Re + CP b
xxCT −CP b

xxCT )]R−1
e

= [P b
xxCT − P b

xxCT (CP b
xxCT + Re)−1CP b

xxCT ]R−1
e

= [P b
xx − P b

xxCT (CP b
xx(t|t+1)CT + Re)−1CP b

xx(t|t+1)]CT R−1
e

= P b
xx(t|t)CT R−1

e ,

kde P b
xx = P b

xx(t|t + 1). Násobeńım (7.87) informačńı matićı dostaneme

S(t|t)x̂b(t|t) = S(t|t)x̂b(t|t+1) + CT R−1
e y(t)−CT R−1

e Cx̂b(t|t+1)
= S(t|t+1)x̂b(t|t+1) + CT R−1

e y(t).

Z předchoźıho vztahu plyne datový krok

ẑ(t|t) = ẑ(t|t+1) + CT R−1
e y(t). (7.88)

Filtračńı (datový) krok je popsán vztahy (7.88) a (7.86).
Nyńı odvod́ıme časový krok (zpětnou predikci). Začneme s kovariančńı matićı. Z (7.83)

plyne

S(t− 1|t) = [P b
xx(t− 1|t)]−1

= AT [P b
xx(t|t) + Rv]−1A

= AT [S−1(t|t) + Rv]−1A

= AT [S(t|t)− S(t|t)(R−1
v + S(t|t))−1S(t|t)]A

= AT (S(t|t)−Lp(t)S(t|t))A,

kde jsme ve čtvrtém kroku použili lemmatu o inverzi matice (6.24). Časový krok pro in-
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formačńı matici je

S(t− 1|t) = AT (I −Lp(t))S(t|t)A, (7.89)

kde pomocná matice Lp(t) je rovna

Lp(t) = S(t|t)[(S(t|t) + (Rv)−1]−1.

Pro vývoj středńı hodnoty plat́ı podle (7.83)

ẑ(t− 1|t) = S(t− 1|t)x̂b(t− 1|t)
= S(t− 1|t)A−1[x̂b(t|t)−Bu(t)]
= S(t− 1|t)A−1[S−1(t|t)ẑ(t|t)−Bu(t)]
= S(t− 1|t)A−1S−1(t|t)[ẑ(t|t)− S(t|t)Bu(t)]

a nakonec

ẑ(t− 1|t) = AT (I −Lp(t))[ẑ(t|t)− S(t|t)Bu(t)], (7.90)

kde jsme použili (7.89).
Nyńı známe podmı́něný odhad x̂f (t|t), P f

xx(t|t) pro př́ımý filtr a podmı́něný odhad
x̂b(t|t), P b

xx(t|t) nebo ẑ(t|t), S(t|t) pro zpětný filtr a zbývá ukázat, jak složit oba
odhady dohromady.

Problém odhadu neznámé proměnné x na základě dvou nezávislých měřeńı y1 a y2

za předpokladu. že nemáme žádnou apriorńı informaci o x, ale známe středńı hodnotu a
kovarianci y1 a y2, jsme již vyřešili v odstavci 6.5. Stručně zopakujeme tento výsledek.
Model měřeńı lze popsat jako

y = Cx + ε, (7.91)

kde

y =

[
y1

y2

]
; C =

[
I
I

]
; ε =

[
ε1

ε1

]
.

Protože nemáme žádnou apriorńı znalost o x, zvoĺıme µx = 0 a (Rx)−1 = 0. Nemůžeme
ale použ́ıt obvyklé vztahy pro podmı́něné středńı hodnoty a kovariance, protože Rx →∞.
Užijeme opět lemma o maticové inverzi (6.24) a dostaneme

P x|y = [CT R−1
e C]−1

x = [CT R−1
e C]−1CT R−1

e y,

který po dosazeńı za C a při nezávislých měřeńıch je roven

P x|y = [(Rε1)−1 + (Rε2)−1]−1 (7.92)

x̂ = [(Rε1)−1 + (Rε2)−1]−1[(Rε1)−1y1 + (Rε2)−1y2].

Nyńı můžeme použ́ıt model (7.91) na řešeńı našeho problému interpolace pomoćı
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př́ımého a zpětného odhadu. Apriorńı odhady jsou

y =

[
x̂f (t|t)

x̂b(t|t+1)

]
; ε ∼ N

[ [
0
0

]
,

[
P f

xx(t|t) 0
0 P b(t|t+1)

] ]
. (7.93)

Uvědomme si, že jsme použili x̂b(t|t+1) a ne x̂b(t|t), aby odhady byly opravdu nezávislé.
Z (7.92) a (7.93) okamžitě plyne

P xx(t) = [(P f
xx(t|t))−1 + (P b

xx(t|t+1)−1])−1 =
= [(P f

xx(t|t))−1 + S(t|t+1)]−1

x̂(t) = [(P f
xx(t|t))−1 + S(t|t+1)]−1[(P f

xx(t|t))−1x̂f (t|t) + ẑ(t|t+1)].

Použili jsme zde zjednodušené značeńı P xx(t) = P xx(t|N) a x̂(t) = x̂(t|N). Jsou to tedy
odhady založené na celé množině dat.

Předchoźı vztah můžeme ještě modifikovat, abychom př́ımo viděli, jak interpolace zlepš́ı
odhad. Použit́ım lemmatu o maticové inverzi (6.24) dostaneme pro kovariančńı matici

P xx(t) = P f
xx(t|t)−Ls(t)P f

xx(t|t), (7.94)

kde pomocná matice Ls(t) je rovna

Ls(t) = P f
xx(t|t)S(t|t + 1)[I + P f

xx(t|t)S(t|t + 1)]−1.

S použit́ım Ls(t) je podmı́něná středńı hodnota

x̂(t) = x̂f (t|t) + [P xx(t)ẑ(t|t + 1)−Ls(t)x̂f (t|t)] (7.95)

Pro interpolaci tedy potřebujeme tři filtry. Př́ımý Kalman̊uv filtr, jehož veličiny jsme
označovali s indexem f , zpětný filtr popsaný (7.88), (7.86) a (7.90), (7.89) a nakonec filtr
popsaný vztahy (7.94) a (7.95), který realizuje skládáńı informace z dopředného a zpětného
běhu.

Elegantńı modifikace právě popsaného algoritmu je uvedena v (Lewis, 1986b). Výsledný
filtr vyžaduje pouze jeden př́ımý a jeden zpětný běh Kalmanova filtru a složeńı obou běh̊u
již neńı třeba. Uvedeme zde pouze výsledky.

Nejprve je třeba provést normálńı př́ımý běh Kalmanova filtru. Jeho výsledkem je fil-
trovaný odhad x̂(t|t) a P xx(t|t) a predikovaný odhad x̂(t+1|t) a P xx(t+1|t). Vyhlazováńı
je provedeno zpětným během filtru

x̂(t) = x̂(t|t) + F (t)[x̂(t + 1)− x̂(t+1|t)] (7.96)
P xx(t) = P xx(t|t)− F (t)[P xx(t+1|t)− P xx(t + 1)]F T (t),

kde zisk filtru je roven

F (t) = P xx(t|t)AT [P xx(t+1|t)]−1.

Počátečńı podmı́nky zpětného filtru jsou rovny koncovým podmı́nkám př́ımého filtru.
Všimněme si, že pro zpětný filtr (7.96) nejsou potřebná žádná data. Všechna potřebná
informace je obsažena v predikovaném a filtrovaném odhadu.
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7.5 Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr

V tomto skriptu se téměř výhradně zabýváme lineárńımi modely. Přesto se na tomto mı́stě
zmı́ńıme o významné metodě k odhadováńı stavu nelineárńıch stochastických systémů,
nazvané rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr (extended Kalman filter). Rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr
je dobrou ilustraćı, jak lze některé myšlenky lineárńı teorie aplikovat poměrně úspěšně i na
nelineárńı problémy.

Problém nelineárńı filtrace jsme v podstatě vyřešili v odstavci 7.3.3, kde jsme nalezli
funkcionálńı rekurze pro datový (7.50) a časový (7.51) krok filtrace, založené na obecných
modelech vývoje stavu a měřeńı ve tvaru podmı́něných hustot pravděpodobnosti. Prak-
tická použitelnost těchto rekurźı je však omezena na př́ıpady, kdy funkcionálńı rekurze
lze nahradit algebraickými rekurzemi (jako v př́ıpadě Kalmanova filtru pro lineárńı model
a normálńı rozděleńı šumu), nebo na velmi jednoduché obecné úlohy, kdy lze zúčastněné
p.h.p. vhodným zp̊usobem aproximovat (např́ıklad tabulkou) a realizovat popsané operace
podmiňováńı a výpočtu marginálńıch p.h.p. numericky.

Mı́sto globálńı aproximace je však poměrně jednoduché aproximovat tyto operace lokálně
na základě linearizovaného modelu systému v okoĺı vhodně zvoleného bodu. To je základńı
myšlenka rozš́ı̌reného Kalmanova filtru.

Předpokládejme nelineárńı diskrétńı stochastický systém

x(t+1) = f (x(t),u(t),v(t)) (7.97)
y(t) = g (x(t),u(t), e(t)) ,

kde v(t) a e(t) jsou b́ılé posloupnosti s kovariančńı matićı

E


[

v(t)
e(t)

]
.

[
v(t)
e(t)

]T
 =

[
Q 0
0 R

]
. (7.98)

Označme standardńım zp̊usobem apriorńı odhad stavu v čase t jako x̂(t|t−1), kovariančńı
matici chyby odhadu jako P (t|t−1) a linearizujme výstupńı rovnici v okoĺı nejlepš́ıho dos-
tupného odhadu, to je v tomto př́ıpadě apriorńıch hodnot x̂(t|t−1), u(t) a ê(t|t−1) = 0.
Dostaneme

y(t) ≈ g (x̂(t|t−1),u(t), 0) + C(t) (x(t)− x̂(t|t−1)) + Γe(t)e(t), (7.99)

kde matice

C(t) =
∂g (x,u, e)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂(t|t−1), u=u(t), e=0

,

Γe(t) =
∂g (x,u, e)

∂e

∣∣∣∣
x=x̂(t|t−1), u=u(t), e=0

.

Nyńı můžeme jednoduše naj́ıt datový krok Kalmanova filtru pro linearizovaný model.
Kalmanovo ześıleńı bude

L(t) = P (t|t−1)CT (t)
(
C(t)P (t|t−1)CT (t) + Γe(t)RΓT

e (t)
)−1

, (7.100)
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korekce středńı hodnoty stavu

x̂(t|t) = x̂(t|t−1) + L(t) (y(t)− g (x̂(t|t−1),u(t), 0)) (7.101)

a korekce kovariančńı matice chyby odhadu

P (t|t) = P (t|t−1)−L(t)
(
C(t)P (t|t−1)CT (t) + Γe(t)RΓT

e (t)
)

LT (t). (7.102)

T́ım je ukončen popis filtračńıho kroku algoritmu. Predikčńı krok algoritmu je pro odhad
středńı hodnoty stavu dán př́ımo stavovou rovnićı přechodu (7.97)

x̂(t+1|t) = f (x̂(t|t),u(t), 0) . (7.103)

K výpočtu kovariančńı matice P (t+1|t) opět rovnici (7.97) linearizujeme v okoĺı nejlepš́ıho
dostupného odhadu, kterým je tentokrát již aktualizovaný aposteriorńı odhad x̂(t|t), a
dostaneme

x(t+1) ≈ f (x̂(t|t),u(t), 0) + A(t) (x(t)− x̂(t|t)) + Γv(t)v(t), (7.104)

kde matice

A(t) =
∂f (x,u,v)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂(t|t), u=u(t), v=0

,

Γv(t) =
∂f (x,u,v)

∂v

∣∣∣∣
x=x̂(t|t), u=u(t), v=0

.

Odtud pak pro vývoj kovariančńı matice chyby odhadu plyne

P (t+1|t) = A(t)P (t|t)AT (t) + Γv(t)QΓT
v (t). (7.105)

Vzhledem k závislosti matic źıskaných linearizaćı na datech je také kovariančńı matice chyby
odhadu závislá na datech a nejde ji již napoč́ıtat předem.

T́ım je ukončen predikčńı krok algoritmu. V př́ıpadě korelovaných šumů procesu a měřeńı
můžeme využ́ıt statistické závislosti těchto šumů stejným zp̊usobem jako v odstavci 7.3.3 a
v predikčńım kroku algoritmu pak použ́ıt hodnotu v(t|t).

Protože rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr je pouze lokálńı lineárńı aproximaćı, může doj́ıt k jeho
divergenci. Proto je třeba při jeho použit́ı jisté opatrnosti. Často použ́ıvaným opatřeńım
při aplikaćıch rozš́ı̌reného Kalmanova filtru je použit́ı fiktivńıho šumu procesu, který bráńı
př́ılǐs rychlému poklesu kovariančńı matice chyb odhadu, a t́ım udržuje dostatečně velké
Kalmanovo ześıleńı, a tedy i schopnost filtru reagovat na chyby predikce výstupu. Daľśı
podrobnosti o divergenci Kalmanova filtru lze naj́ıt v (Lewis, 1986b).

Ukážeme dále, jak může být rozš́ı̌rený Kalman̊uv filtr použit k odhadu stavu lineárńıho
systému s neznámými parametry. Podrobněǰśı diskuzi o použit́ı rozš́ı̌reného Kalmanova
filtru k adaptivńı filtraci stavu systému s neznámými parametry lze nalézt v (Goodwin a
Sin, 1984).
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Př́ıklad (Odhad stavu a parametr̊u systému 1. řádu).

Uvažujme systém 1. řádu

x(t+1) = ax(t) + v(t)
y(t) = cx(t) + e(t),

kde a a c jsou neznámé parametry a v, e b́ılé šumy s rozptyly σ2
v , σ2

e . Zavedeme-li rozš́ı̌rený
stav

x(t) =

 x1(t)
x2(t)
x3(t)

 =

 x(t)
a(t)
c(t)

 ,

můžeme rovnice systému přepsat do tvaru

x1(t+1) = x2(t)x1(t) + v(t)
x2(t+1) = x2(t)
x3(t+1) = x3(t)

y(t) = x3(t)x1(t) + e(t).

Odtud matice C(t), Γe(t) ve filtračńım kroku algoritmu budou

C(t) =
[

x3(t) 0 x1(t)
]
,

Γe(t) = 1

a matice A(t), Γv(t) v predikčńım kroku algoritmu

A(t) =

 x2(t) x1(t) 0
0 1 0
0 0 1

 ,

Γv(t) = 1.

Tyto matice pak použijeme v (7.100) až (7.105). Vyzkoušejte konvergenci rozš́ı̌reného
Kalmanova filtru pro r̊uzné volby počátečńıch podmı́nek P (1|0) a x̂(1|0)!



Kapitola 8

Kvadraticky optimálńı zpětná
vazba od výstupu

V kapitole 2 jsme ukázali, že kvadraticky optimálńı regulátor může být realizován zpětnou
vazbou od stavu systému. V př́ıpadě, že všechny potřebné stavové veličiny nejsou měřitelné,
ale systém je pozorovatelný, můžeme k jejich odhadu použ́ıt pozorovatel stavu. Pokud
tento pozorovatel stavu navrhneme tak, aby minimalizoval středńı kvadratickou chybu
odhadu stavu, nazýváme takový optimálńı pozorovatel stavu Kalman̊uv filtr. Návrhem a
vlastnostmi Kalmanova filtru jsme se podrobně zabývali v kapitole 7.3.

Je známo (viz např. skriptum (Štecha a Havlena, 1993)), že při použit́ı metody
umı́stěńı pól̊u lze dynamické vlastnosti stavového regulátoru a pozorovatele stavu navrhnout
nezávisle a plat́ı tzv. separačńı princip. Ukážeme, že podobné vlastnosti plat́ı i v př́ıpadě
kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı a kvadraticky optimálńıho odhadu stavu lineárńıho stocha-
stického systému, buzeného gaussovským šumem (tzv. LQG problém). K řešeńı tohoto
problému lze zobecnit metodu dynamického programováńı, popsanou v odstavci 2.3, na
tzv. stochastické dynamické programováńı. Hlavńı myšlenky tohoto postupu ukážeme
v následuj́ıćım odstavci.

Optimalizace kvadratického kritéria jakosti regulace neńı ve většině př́ıpad̊u konečným
ćılem návrhu; je sṕı̌se prostředkem, jak nalézt regulátor s př́ıznivými vlastnostmi (viz např.
frekvenčńı vlastnosti LQ regulátoru v odstavci 2.5 nebo frekvenčńı vlastnosti Kalmanova
filtru v odstavci 7.3.7). Využ́ıváme např́ıklad toho, že kvadraticky optimálńı regulátory sta-
bilizuj́ı ř́ızenou soustavu a nav́ıc maj́ı na základě (2.95) zaručenou amplitudovou bezpečnost
(2.98)∣∣∣ 1 + kT (ejωTsI−A)−1b

∣∣∣ ≥ γ,

tj. jejich frekvenčńı charakteristika se vyhýbá kružnici se středem v kritickém bodě −1+0j
a poloměrem γ, z čehož plynou i př́ıznivé vlastnosti z hlediska robustnosti (viz odstavec 2.5).
Lze ukázat, že všechny stabilizuj́ıćı regulátory s touto vlastnost́ı jsou právě všechny kvadrat-
icky optimálńı regulátory, parametrizované pozitivně semidefinitńımi maticemi kritéria.

Tyto vlastnosti však mohou být ztraceny, nahrad́ıme-li zpětnou vazbu od stavu
systému zpětnou vazbou od výstupu systému a využ́ıváme odhadu stavu generovaného po-
zorovatelem. Vhodným návrhem Kalmanova filtru však lze dosáhnout (alepoň částečného)
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obnoveńı těchto př́ıznivých vlastnost́ı přenosové funkce otevřené smyčky. Tato metoda
návrhu se nazývá loop transfer recovery nebo též LTR. Jinou metodou jak tvarovat
přenos otevřené smyčky při zachováńı vlastnost́ı uzavřené smyčky je využit́ı zpětné vazby
od rezidúı, tj. chyb predikce Kalmanova filtru y(t)− ŷ(t|t−1). Přestože tyto metody jsou
stále do značné mı́ry založeny na inženýrském citu a metodě zkoušek a omyl̊u, významně
rozšǐruj́ı použitelnost rozsáhlých teoretických výsledk̊u v oblasti kvadraticky optimálńıho
ř́ızeńı při praktických aplikaćıch, a proto jim budeme věnovat zbývaj́ıćı část této kapitoly.

8.1 Úloha LQG regulátoru

V tomto odstavci ukážeme hlavńı myšlenky odvozeńı tzv. separačńıho principu (v lit-
eratuře nazývaného též certainty equivalence principle). Předpokládejme, že ř́ızený
systém je popsán modelem

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) (8.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t)

s počátečńım stavem x(0), který je normálně rozdělenou náhodnou veličinou s danou středńı
hodnotou x̂(0) a kovariančńı matićı P x(0). Vstup systému u(t) může v každém okamžiku
záviset na známých datech

Dt−1 = {u(0),y(0), . . . ,u(t−1),y(t−1)} (8.2)

a v(t), e(t) jsou stacionárńı b́ılé posloupnosti s kovariančńımi maticemi Qv a Re.
Budeme-li hledat ř́ızeńı minimalizuj́ıćı kritérium

J = xT(N)Q(N)x(N) +
N−1∑
t=0

{
xT(t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t)

}
, (8.3)

zjist́ıme, že hodnota kritéria je vlivem p̊usob́ıćıch šumů náhodnou veličinou. Proto je třeba
přej́ıt k minimalizaci jeho středńı hodnoty

J = E
{

xT(N)Q(N)x(N) +
N−1∑
t=0

{
xT(t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t)

}}
. (8.4)

Uvažujme nejprve jednodušš́ı př́ıpad kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı stochastického sys-
tému, jehož stav je měřitelný. Systém je tedy popsán rovnićı

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) (8.5)

s počátečńım stavem x(0), který je normálně rozdělenou náhodnou veličinou s danou středńı
hodnotou x̂(0) a kovariančńı matićı P x(0). Šum procesu v(t) je stacionárńı b́ılá posloupnost
s kovariančńı matićı Qv. Př́ıpustná strategie ř́ızeńı je taková, že pro výpočet vstupu systému
u(t) v čase t lze využ́ıt informaci o stavu systému x(t) v čase t. Přitom chceme naj́ıt takový
zákon ř́ızeńı, který minimalizuje kritérium (8.4).

Definujme ztrátovou funkci

V (x(t),uN−1
t , t) = E

{
xT(N)Q(N)x(N) + (8.6)
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+
N−1∑
k=t

{
xT(k)Q(k)x(k) + uT (k)R(k)u(k)

}}
.

Pro optimálńı hodnotu ztrátové funkce pak plat́ı rekurze

V ∗(x(t), t) = min
u(t)

E
{
xT(t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t) + V ∗(x(t+1), t+1)

∣∣u(t),x(t)
}

. (8.7)

V čase t = N dostaneme

V ∗(x(N), N) = xT(N)Q(N)x(N) = xT(N)P (N)x(N). (8.8)

V čase t = N−1 plat́ı

V ∗(x(N−1), N−1) = min
u(N−1)

E
{

xT(N−1)Q(N−1)x(N−1) + (8.9)

+ uT(N−1)R(N−1)u(N−1) +

+ xT(N)P (N)x(N)
∣∣∣∣u(N−1),x(N−1)

}
.

K vyč́ısleńı této středńı hodnoty lze použ́ıt následuj́ıćı úvahu: necht’ x = x̂ + x̃, kde x̂ =
E {x}. Potom zřejmě E {x̃} = 0 a kovariančńı matice x bude rovna

cov {x} = E
{
x̃x̃T

}
= P x.

Středńı hodnota kvadratické formy xT Qx pak je

E
{
xT Qx

}
= E

{
(x̂ + x̃)T Q(x̂ + x̃)

}
= E

{
x̂T Qx̂

}
+ E

{
x̃T Qx̃

}
= x̂T Qx̂ + E

{
tr x̃T Qx̃

}
= x̂T Qx̂ + E

{
tr x̃x̃T Q

}
= x̂T Qx̂ + tr P̃ xQ.

Středńı hodnotu kvadratické formy tedy můžeme vyjádřit pomoćı kvadratické formy středńı
hodnoty a stopy součinu kovariančńı matice a matice kvadratické formy. Na základě tohoto
výsledku a skutečnosti, že pro známé matice systému plat́ı

E {x(t+1)|x(t),u(t)} = Ax(t) + Bu(t)

a pro kovariančńı matici

cov {x(t+1)|x(t),u(t)} = Qv,

lze (8.9) psát jako

V ∗(x(N−1), N−1) = min
u(N−1)

(
xT(N−1)Q(N−1)x(N−1)+ (8.10)

+ uT(N−1)R(N−1)u(N−1) +
+ (Ax(N−1) + Bu(N−1))T P (N)(Ax(N−1) + Bu(N−1)) +
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+ tr QvP (N)
)

.

Prvńı část tohoto výrazu je totožná s výrazem, který minimalizujeme při hledáńı kvadraticky
optimálńıho ř́ızeńı pro deterministický systém. Zbývaj́ıćı část výrazu tr QvP (N) popisuje
zvětšeńı hodnoty kritéria vlivem šumu procesu. Protože tento př́ır̊ustek nezáviśı na hodnotě
ř́ızeńı, neovlivńı minimalizaci této kvadratické formy ani optimálńı zákon ř́ızeńı. Provedeme-
li podobnou úvahu pro libovolné t, dostaneme

V ∗(x(t), t) = xT(t)P (t)x(t) +
N∑

k=t+1

tr QvP (k), (8.11)

kde matice P (t) je řešeńım Riccatiho rovnice s počátečńı podmı́nkou P (N) = Q(N), kterou
bychom odvodili indukćı stejně jako v odstavci 2.3. Optimálńı zákon ř́ızeńı je tedy shodný
s deterministickým zákonem ř́ızeńı a optimálńı hodnota kritéria je pak

J∗ = V ∗(x(0), 0) = xT (0)P (0)x(0) +
N∑

t=1

tr QvP (t), (8.12)

kde druhý člen popisuje zvětšeńı hodnoty kritéria zp̊usobené př́ıtomnost́ı nepredikovatelné
složky stavu vlivem šumu v(t).

Nyńı se vrat’me k p̊uvodńımu problému, kdy stav systému neńı př́ımo měřitelný. Použi-
jeme-li k rekonstrukci stavu systému x(t) na základě dostupných dat Dt−1 Kalmanova filtru,
dostaneme pro odhad stavu rovnici (viz odstavec 7.3)

x̂(t+1|t) = Ax̂(t|t−1) + Bu(t) + L(t)ε(t|t−1), (8.13)

kde L(t) je optimálńı ześıleńı Kalmanova filtru a

ε(t|t−1) = y(t)− ŷ(t|t−1)

je chyba predikce výstupu. Je známo, že posloupnost ε(t|t−1) je b́ılá a má kovariančńı
matici

Qε(t|t−1) = cov {ε(t|t−1)} = cov {Cx̃(t|t−1) + e(t)} = CP x(t|t−1)CT + Re, (8.14)

kde

x̃(t|t−1) = x(t)− x̂(t|t−1)

a

P x(t|t−1) = cov {x(t)|Dt−1} = E
{
x̃(t|t−1)x̃(t|t−1)T |Dt−1

}
.

Protože stav Kalmanova filtru x̂(t|t− 1) je dostupný, matice P x(t|t− 1) je vzhledem k
optimalitě Kalmanova filtru minimálńı kovariančńı matićı chyby odhadu stavu a plat́ı

x(t) = x̂(t|t−1) + x̃(t|t−1), (8.15)

lze převést úlohu s měřeńım výstupu na úlohu s př́ımou zpětnou vazbou od stavu pro
systém popsaný rovnićı (8.13) buzený b́ılým šumem s kovariančńı matićı (8.14). Pro středńı



8.1. ÚLOHA LQG REGULÁTORU 255

hodnotu kvadratické formy xT(t)Qx(t) lze totiž na základě (8.15) psát

E
{
xT(t)Qx(t)

}
= x̂T(t|t−1)Qx̂(t|t−1) + tr P x(t|t−1)Q. (8.16)

Pro optimálńı hodnotu ztrátové funkce plat́ı rekurze

V ∗(t) = min
u(t)

E
{
xT(t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t) + V ∗(t+1)|u(t),Dt−1

}
. (8.17)

Všimněte si rozd́ılu mezi touto rovnićı a (8.7).
Uvažujme nyńı optimálńı hodnotu ztrátové funkce v čase t = N . Dostaneme

V ∗(N) = E
{
xT(N)Q(N)x(N)|DN−1

}
(8.18)

= x̂T(N |N−1)Q(N)x̂(N |N−1) + tr P x(N |N−1)Q(N).

V čase t = N−1 bude platit

V ∗(N−1) = min
u(N−1)

E
{

xT(N−1)Q(N−1)x(N−1) + (8.19)

+ uT(N−1)R(N−1)u(N−1) +

+ E
{
xT(N)Q(N)x(N)|DN−1

}∣∣∣DN−2,u(N−1)
}

= min
u(N−1)

(
x̂T(N−1|N−2)Q(N−1)x̂(N−1|N−2) +

+ uT(N−1)R(N−1)u(N−1) +

+
(
Ax̂(N−1|N−2) + Bu(N−1)

)T
P (N)

(
Ax̂(N−1|N−2) + Bu(N−1)

)
+ tr P x(N−1|N−2)Q(N−1) +
+ tr L(N−1)Qε(N−1)LT(N−1)P (N) +

+ tr P x(N |N−1)Q(N)
)

.

Prvńı část tohoto výrazu je opět totožná s výrazem, který minimalizujeme při hledáńı
kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı pro deterministický systém a který vede na jeden krok
diferenčńı Riccatiho rovnice. Stopy matic ve zbývaj́ıćı části výrazu popisuj́ı zvětšeńı hodnoty
kritéria vlivem nepřesné znalosti stavu procesu a šumu procesu. Protože však opět tento
př́ır̊ustek nezáviśı na hodnotě ř́ızeńı, neovlivńı minimalizaci této kvadratické formy ani op-
timálńı zákon ř́ızeńı. Opakováńım tohoto postupu dostaneme pro obecný čas t optimálńı
hodnotu kritéria

V ∗(t) = x̂T(t|t−1)P (t)x̂(t|t−1) + (8.20)

+
N∑

k=t+1

tr L(k)Qε(k)LT (k)P (k) +

+
N−1∑
k=t

tr P x(k|k−1)Q(k),
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kde výraz

N∑
k=t+1

tr L(k)Qε(k)LT (k)P (k)

popisuje zhoršeńı dosažitelné kvality regulace vlivem stochastické složky systému (šumu
procesu ε v rovnici (8.13)) a výraz

N−1∑
k=t

tr P x(k|k−1)Q(k)

popisuje zhoršeńı dosažitelné kvality regulace vlivem použit́ı odhadu stavu mı́sto jeho př́ı-
mého měřeńı. Tato složka je minimálńı právě pro odhad Kalmanovým filtrem, který mini-
malizuje hodnotu

tr P x(k|k−1)Q

pro libovolnou matici Q. Optimálńı hodnota kritéria bude

J∗ = V ∗(x̂(0|−1), 0) = x̂T (0|−1)P (0)x̂(0|−1) + (8.21)

+
N∑

t=1

tr L(t)Qε(t)L
T(t)P (t) +

+
N−1∑
t=0

tr P x(t|t−1)Q(t).

Tyto výsledky můžeme shrnout takto. Kvadraticky optimálńı ř́ızeńı využ́ıvaj́ıćı pouze
měřeńı výstupu lze nalézt v následuj́ıćıch kroćıch:

1. urč́ıme optimálńı odhad stavu x̂(t|t−1), minimalizuj́ıćı středńı kvadratickou chybu
odhadu a využ́ıvaj́ıćı dostupných dat Dt−1. Tento odhad lze naj́ıt Kalmanovým filtrem
se ześıleńım L(t) a má kovariančńı matici chyby odhadu P x(t|t− 1). Posloupnost
těchto kovariančńıch matic a ześıleńı najdeme řešeńım Riccatiho diferenčńı rovnice
pro problém optimálńı filtrace.

2. urč́ıme kvadraticky optimálńı zákon ř́ızeńı u(t) = −K(t)x(t), minimalizuj́ıćı kritérium
(8.3) pro deterministický systém, źıskaný zanedbáńım stochastické složky v mod-
elu (8.1). Posloupnost těchto ześıleńı najdeme na základě řešeńı Riccatiho diferenčńı
rovnice pro problém optimálńıho ř́ızeńı.

3. aplikujeme nalezený zákon ř́ızeńı, přičemž neznámý stav x(t) nahrad́ıme jeho op-
timálńım odhadem x̂(t|t−1).

Poznamenejme, že vzhledem ke zvolenému indexováńı veličin (viz odstavec 1.3) má ř́ızený
systém obecně nenulovou př́ımou vazbu mezi vstupem a výstupem, tj. matice D 6= 0. Proto
ve zpětnovazebńı větvi regulátoru muśı být alespoň jednokrokové zpožděńı. Toto zpožděńı
se projevuje právě ve využit́ı odhadu x̂(t|t−1) využ́ıvaj́ıćıho měřeného výstupu y(t−1) k
výpočtu ř́ızeńı u(t).

Abychom źıskali časově invariantńı filtr a časově invariantńı zákon ř́ızeńı, budeme
prodlužovat horizont optimalizace N → ∞. V d̊usledku p̊usob́ıćıch poruch však jsou obě
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kvadratické formy v kritériu (8.4) trvale nenulové a hodnota tohoto kritéria roste pro ros-
toućı N nade všechny meze. Proto je při uvažováńı nekonečného horizontu optimalizace
vhodné použ́ıt modifikované kritérium

J = lim
N→∞

1
N
E
{

xT(N)Q(N)x(N) +
N−1∑
t=0

{
xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)

}}
. (8.22)

Pokud výsledný časově invariantńı regulačńı obvod bude stabilńı, budou pro t →∞ posloup-
nost stav̊u i vstup̊u stacionárńı ergodické posloupnosti (viz odstavec 5.2) a minimalizace
kritéria (8.22) bude ekvivalentńı minimalizaci středńı hodnoty kvadratické formy

E
{
xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)

}
pro stacionárńı náhodné procesy x a u. Zd̊urazněme ještě jednou, že k źıskáńı ustáleného
Kalmanova filtru je třeba prodlužovat počátečńı čas měřeńı výstupu t0 → −∞ a k źıskáńı
ustáleného ześıleńı optimálńıho regulátoru je třeba prodlužovat koncový čas horizontu op-
timalizace N → +∞.
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Obrázek 8.1: LQG regulátor
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Regulačńı obvod s limitńım ześıleńım kvadraticky optimálńıho regulátoru K a limitńım
ześıleńım Kalmanova filtru L je na obr. 8.1. Tento obvod je popsán rovnicemi

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t) (8.23)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t)

x̂(t+1|t) = Ax̂(t|t−1) + Bu(t) + Lε(t|t−1)
ŷ(t|t−1) = Cx̂(t|t−1) + Du(t)

u(t) = −Kx̂(t|t−1)
ε(t|t−1) = y(t)− ŷ(t|t−1).

Poṕı̌seme-li tento obvod v transformovaných stavových souřadńıćıch x(t) a x̃(t|t−1), kde

x̃(t|t−1) = x(t)− x̂(t|t−1),

dostaneme rovnici dynamiky[
x(t+1)
x̃(t+1|t)

]
=

[
A−BK BK

0 A−LC

] [
x(t)
x̃(t|t−1)

]
+

[
v(t)
v(t)−Le(t)

]
. (8.24)

Ze struktury složené matice dynamiky stavu je vidět, že opět plat́ı separačńı princip
a vlastńı č́ısla uzavřené smyčky jsou dány vlastńımi č́ısly matice A − BK kvadraticky
optimálńıho regulátoru a vlastńımi č́ısly matice A−LC Kalmanova filtru.

8.2 Vliv pozorovatele na vlastnosti regulátoru

V tomto odstavci se budeme zabývat možnou ztrátou robustnosti, ke které může doj́ıt
zavedeńım pozorovatele stavu do regulačńı smyčky, a možnost́ı jej́ıho (alespoň částečného)
obnoveńı.

8.2.1 Metoda LTR

Uvažujme regulačńı obvod na obr. 8.1 bez p̊usobeńı náhodných vstup̊u v a e. Uspořádáme-li
tento obvod podle obr. 8.2, dostaneme standardńı schéma s jednotkovou zpětnou vazbou.
Veličina ve zpětnovazebńı větvi bude pro pozorovatelný a stabilizovatelný systém, stabilńı
pozorovatel stavu a stabilizuj́ıćı stavovu zpětnou vazbu pro t →∞

u(t) = −Kx̂(t|t−1) → u(t) = −Kx(t).

Přenos otevřené smyčky rozpojené v bodě A bude potom

Gol(z) = −K(zI −A)−1B, (8.25)

což je právě přenos otevřené smyčky stavového regulátoru s př́ımým měřeńım stavu. V
odstavci 2.5 jsme ukázali, že pro tento přenos plat́ı v jednorozměrném př́ıpadě

| 1 + Gol(z) | ≥ γ , 0 < γ ≤ 1. (8.26)

Tento přenos otevřené smyčky však neńı ani přenosem otevřené smyčky rozpojené na vstupu
ř́ızeného systému v bodě B, ani přenosem otevřené smyčky rozpojené na výstupu ř́ızeného
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Obrázek 8.2: Regulačńı smyčka s pozorovatelem stavu

systému v bodě C. Rozpoj́ıme-li regulačńı smyčku na vstupu soustavy v bodě B, dostaneme
přenos otevřené smyčky

G′
ol(z) = [−K(zI −A + BK + LC)−1L][C(zI −A)−1B + D], (8.27)

kde

R(z) = −K(zI −A + BK + LC)−1L (8.28)

je přenos mezi body C a B, tj. přenos regulátoru, a

S(z) = C(zI −A)−1B + D (8.29)

je přenos mezi body B a C, tj. přenos ř́ızené soustavy. Přenos otevřené smyčky G′
ol(z) může

být podstatně odlǐsný od přenosu Gol(z).
Podmı́nka (8.26) může být na základě kruhového kritéria (viz odstavec 2.5) interpre-

tována tak, že uzavřená regulačńı smyčka z̊ustane stabilńı, je-li do regulačńı smyčky vložena
libovolná (i časově proměnná) nelinearita Φ( . ) vyhovuj́ıćı omezeńı

1
1− γ

u ≥ Φ(u) ≥ 1
1 + γ

u. (8.30)

Takovou nelinearitu nazýváme sektorová nelinearita. Pro γ → 1, což je limitńı hodnota
(dosahovaná pro spojitý kvadraticky optimálńı regulátor), potom

∞ > Φ(u) ≥ 1
2
u.

Pokud tuto nelinearitu vlož́ıme do smyčky v bodě A, bude na základě (8.26) regulačńı
obvod stabilńı i v př́ıpadě použit́ı pozorovatele stavu. V reálném regulačńım obvodu však je
nelinearita vložena do obvodu na vstupu ř́ızené soustavy, tj. v bodě B, kde podmı́nka (8.26)
neńı splněna. Poměrně jednoduchým řešeńım by bylo vložeńı modelu této nelinearity na
vstup pozorovatele stavu do bodu D. Problém však je v tom, že nelinearita Φ(u) obvykle neńı
přesně známa a nav́ıc může reprezentovat i nepřesnou znalost modelu ř́ızeného systému. Lze
však postupovat jiným zp̊usobem, který jej́ı znalost nevyžaduje: vliv přemı́stěńı nelinearity
z ,,př́ıznivého“ bodu A do ,,nepř́ıznivého“ bodu B nebude významný, jestliže omeźıme
vliv vazby procházej́ıćı bodem D na přenos otevřené smyčky. Tato vazba přivád́ı na vstup
pozorovatele stavu akčńı veličinu u a jej́ı vliv bude omezen, bude-li odhad stavu podstatně
v́ıc záviset na přivedeném výstupu soustavy y než na vstupu u. Toho však lze dosáhnout
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jednoduše tak, že k šumu procesu v přidáme fiktivńı složku, která by vznikla přičteńım
jistého šumu k akčńı veličině. Kovariančńı matice takto modifikovaného šumu bude

Q′
v = Qv + σ2BBT . (8.31)

Tento šum pro σ →∞ bude eliminovat vliv vstupu u na odhad stavu x̂. Lze ukázat, že pro
pozorovatelný a stabilizovatelný systém s minimálńı fáźı plat́ı

lim
σ→∞

[−K(zI−A+BK +LσC)−1Lσ][C(zI−A)−1B +D] = K(zI−A)−1B, (8.32)

kde Lσ je ześıleńı Kalmanova filtru pro modifikovanou matici šumu procesu (8.31). Tak lze
dosáhnout obnoveńı p̊uvodńıch vlastnost́ı otevřené smyčky regulátoru s př́ımým měřeńım
stavu.

Daľśıch ,,stupň̊u volnosti“ při tvarováńı frekvenčńı charakteristiky otevřené smyčky lze
dosáhnout volbou frekvenčně závislého fiktivńıho šumu. Model soustavy je pak třeba rozš́ı̌rit
o tvarovaćı filtr šumu.

Výsledný Kalman̊uv filtr již nebude optimálńı z hlediska p̊uvodńıho šumu, ale zaruč́ı lepš́ı
frekvenčńı vlastnosti otevřené regulačńı smyčky. Tento postup je proto vhodný i pro návrh
deterministických regulátor̊u, kde kovariančńı matice šumu (př́ıpadně i jeho frekvenčńı vlast-
nosti) a váhové matice kvadratického kritéria optimality chápeme hlavně jako nástroje,
kterými inženýr lad́ı vlastnosti regulátoru. Omezeńı metody LTR jsou poměrně zřejmá z
jej́ı motivace.

8.2.2 Zpětná vazba od rezidúı

Základńı myšlenkou schématu v předchoźım odstavci byla skutečnost, že pro t →∞ je ř́ızeńı
rovno u(t) = −Kx(t). Ukážeme zde jiný zp̊usob, jak tuto vlastnost zachovat a přitom mı́t
možnost ovlivnit přenos otevřené smyčky.

���������
	 ��
� � �� ��
� ��� � ���������  �
��� �����

�  ������� ��
� ��� � � ��  ���

�! #"%$'&

( ( (
)+*-,/.01�*-,�2 ,43657.89*-,/.);:<*-,/.

(
= > ?

@

((

0A *-,�2 ,43B57.

( C(

D

E

Obrázek 8.3: Regulačńı smyčka se zpětnou vazbou od rezidúı

Uvažujme schéma podle obr. 8.3. Nebudeme-li uvažovat p̊usobeńı šumu, pak pro t →∞
posloupnost rezidúı

ε(t|t−1) → 0.
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Přidáńım nulového signálu, filtrovaného libovolným stabilńım filtrem Gε(z), zřejmě
neovlivńıme vlastnosti regulačńıho obvodu na obr. 8.3; vlastnosti obvodu však budou
ovlivněny, jakmile tato posloupnost nebude identicky rovna nule.

Urč́ıme-li přenos otevřené smyčky nebo přenos regulátoru, tj. přenos mezi body C a
B, zjist́ıme, že na přenosu filtru Gε(z) záviśı. Lze ukázat (viz např. (Anderson a Moore,
1990)), že pro schéma regulátoru podle obr. 8.3, kde ześıleńı K a L jsou taková, že matice
A − BK a A − LC jsou stabilńı, źıskáme parametrizaćı stabilńımi filtry rezidúı Gε(z)
právě všechny stabilizuj́ıćı regulátory s daným přenosem mezi vněǰśım vstupem systému
u′(t) a výstupem y(t). Tak jsme alternativńım zp̊usobem dospěli k parametrizaci všech
stabilizuj́ıćıch regulátor̊u, popsané v odstavci 4.2.3.

Volbou filtru Gε(z) můžeme např́ıklad minimalizovat rozd́ıl mezi přenosem otevřené
smyčky stavového regulátoru s př́ımým měřeńım stavu a stavového regulátoru s po-
zorovatelem stavu. Tento postup se nazývá v literatuře ,,sensitivity recovery“.
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Kapitola 9

Stochastické metody identifikace

V této kapitole se budeme zabývat odhadováńım parametr̊u lineárńıch stochastických sys-
témů. Budeme přitom využ́ıvat převážně bayesovského př́ıstupu. Nejvýznamněǰśı reference
pro tuto kapitolu jsou (Box a Tiao, 1973), (Peterka, 1981a) a (Peterka, 1986).

9.1 Model dynamického systému

Než budeme aplikovat výsledky odstavce 6.6 k identifikaci parametr̊u dynamických systémů,
upřesńıme nejprve pojem model dynamického systému.

�
�����

� �
�	��
�����
�

Obrázek 9.1: Dynamický systém

9.1.1 Souvislost úlohy modelováńı a ř́ızeńı

Motivaćı úlohy identifikace parametr̊u systému je obvykle úloha nalezeńı optimálńıho ř́ızeńı.
Požadavky na model systému pak z této úlohy vyplývaj́ı. Uvažujme dynamický systém se
vstupem u(t) a výstupem y(t) podle obr. 9.1. Označme Dt0,t (počátečńı index t0 = 1
budeme obvykle vynechávat) množinu vstupńıch a výstupńıch dat

Dt0,t = {u(t0),y(t0), . . . ,u(t),y(t)} .

Předpokládejme, že známe historii systému Dt0 a naš́ım úkolem je nalézt optimálńı ř́ızeńı
minimalizuj́ıćı na horizontu konečné délky T kritérium ve tvaru

J = E {J (Dt0+1,t0+T ) |Dt0} .

K nalezeńı optimálńıho zákona ř́ızeńı je tedy třeba určit rozděleńı pravděpodobnosti

p (Dt0+1,t0+T | Dt0) .

265
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Použit́ım řetězového pravidla (6.28) dostaneme

p (Dt0+1,t0+T | Dt0) = p (y(t0+T )|u(t0+T ),Dt0+T−1) . p (u(t0+T )|Dt0+T−1) .

...

. p (y(t0+1)|u(t0+1),Dt0) . p (u(t0+1)|Dt0) .

Soubor podmı́něných hustot pravděpodobnosti

p (y(τ)|u(τ),Dτ−1) (9.1)

pro τ = t0+1, . . . , t0+T popisuje závislost výstupu systému v čase τ na historii systému
a vstupu systému v čase τ ; tento soubor p.h.p. nazveme model systému. Model systému
je tedy možno interpretovat jako prediktor hodnoty výstupu na základě známé historie
systému a současného vstupu systému. Soubor podmı́něných hustot pravděpodobnosti

p (u(τ)|Dτ−1)

popisuje závislost vstupu systému v čase τ na historii systému. Tato závislost je definována
zákonem ř́ızeńı (všimněte si informačńıho zpožděńı v zákonu ř́ızeńı).

9.1.2 Struktura a parametry modelu

Aby byl model systému (9.1) prakticky použitelný, je třeba, aby tento soubor p.h.p. byl
parametrizován pomoćı konečného počtu parametr̊u. Identifikovaný model systému pak je
charakterizován dvojićı p.h.p.

p (y(τ)|u(τ),Dτ−1) =
∫
Ωθ

p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ) . p (θ|u(τ),Dτ−1) dθ,

kde p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ) definuje strukturu modelu a p (θ|u(τ),Dτ−1) popisuje neurčitost
parametr̊u, odpov́ıdaj́ıćıch této struktuře.

Nyńı ukážeme, jak lze při známé struktuře modelu aktualizovat znalost parametr̊u
podmı́něnou daty Dτ−1

p (θ|Dτ−1)

na základě nově źıskaných dat {u(τ),y(τ)}. Zřejmě Dτ = Dτ−1 ∪ {u(τ),y(τ)} a plat́ı

p (θ|Dτ ) =
p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ) p (θ|u(τ),Dτ−1)∫

Ωθ
p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ) p (θ|u(τ),Dτ−1) dθ

(9.2)

=
p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ) p (θ|Dτ−1)∫

Ωθ
p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ) p (θ|Dτ−1) dθ

.

Druhá rovnost plat́ı pouze za předpokladu

p (θ|u(τ),Dτ−1) = p (θ|Dτ−1) , (9.3)

který se nazývá přirozené podmı́nky ř́ızeńı (Peterka, 1981a). Tento předpoklad nelze
odvodit z vlastnost́ı dynamických systémů a muśı být postulován jako axiom. Interpretace
podmı́nky (9.3) je dvoj́ı:



9.1. MODEL DYNAMICKÉHO SYSTÉMU 267

– Rovnost (9.3) ř́ıká, že samotná operace vygenerováńı vstupu do soustavy (bez změřeńı
odpov́ıdaj́ıćıho výstupu) nezměńı subjektivńı představu o neurčitosti parametr̊u. Ten-
to požadavek je splněn, je–li vstup do soustavy generován nejvýše na základě znalosti
dat Dτ−1.

– Protože

p (θ|u(τ),Dτ−1) p (u(τ)|Dτ−1) = p (u(τ)|θ,Dτ−1) p (θ|Dτ−1) ,

plyne z (9.3) rovněž rovnost

p (u(τ)|θ,Dτ−1) = p (u(τ)|Dτ−1) , (9.4)

tj. jsou–li parametry určovány pouze na základě znalosti dat Dτ−1, pak všechna znalost
o parametrech je zprostředkována daty Dτ−1.

Dosud použ́ıvaná parametrizace popisuje systém s neznámými, avšak konstantńımi
parametry (časově invariantńı systém). Obecně systém může být časově proměnný, a tedy

p (y(τ)|u(τ),Dτ−1) =
∫
Ωθ

p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ(τ)) p (θ(τ)|u(τ),Dτ−1) dθ(τ).

Potom k aktualizaci rozděleńı parametr̊u na základě dat potřebujeme kromě vztahu (9.2),
který popisuje přechod

p (θ(τ)|Dτ−1) → p (θ(τ)|Dτ ) ,

nazývaný datový, objektivńı nebo též filtračńı krok algoritmu, popsat také přechod

p (θ(τ)|Dτ ) → p (θ(τ +1)|Dτ ) ,

nazývaný časový, subjektivńı nebo též predikčńı krok algoritmu. Tento krok může být
bayesovsky popsán jako

p (θ(τ +1)|Dτ ) =
∫
Ωθ

p (θ(τ +1)|θ(τ),Dτ ) p (θ(τ)|Dτ ) dθ(τ), (9.5)

kde soubor p.h.p. p (θ(τ +1)|θ(τ),Dτ ) je stochastický model vývoje parametr̊u.

9.1.3 Přehled použ́ıvaných struktur lineárńıch model̊u

V tomto odstavci budeme konkretizovat pojem struktura modelu dynamického systé-
mu, pod kterým chápeme soubor p.h.p.

p (y(τ)|u(τ),Dτ−1,θ) .

Ukážeme, jak tato abstraktńı definice souviśı s našimi dosavadńımi poznatky o lineárńıch
stochastických systémech. Obecně je model vždy pouhou aproximaćı vlastnost́ı reálného
objektu. V tomto odstavci bude náš př́ıstup poněkud odlǐsný: budeme přepokládat, že data
jsou vygenerována přesně definovaným modelem (lineárńım stochastickým systémem) a
budeme vyšetřovat, jaký model je schopen přesně popsat vlastnosti použitého generátoru
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dat. Vyjdeme z lineárńıho časově invariantńıho stavového modelu

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + v(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t),

kde v(t) a e(t) jsou b́ılé posloupnosti s kovariančńı matićı

E


[

v(t)
e(t)

]
.

[
v(t)
e(t)

]T
 =

[
Q 0
0 R

]
.

Tento popis definuje dvě d̊uležité a v podstatě nezávislé vlastnosti, a to

• přenos deterministické části modelu

G(z) = C(zI −A)−1B + D,

• spektrálńı hustotu náhodné složky modelu

Syy(z) = C(zI −A)−1Q(z−1I −A)−T CT + R.

K úplnému popisu vlastnost́ı výstupu systému bychom ještě potřebovali znát popis rozděleńı
vstupńıch šumů p(v) a p(e).

Faktorizaćı spektrálńı hustoty

Syy(z) = H(z)HT (z−1)

dospějeme k obecné struktuře vněǰśıho popisu (input-ouput model) lineárńıho stocha-
stického systému

y(t) = G(d)u(t) + H(d)e(t), (9.6)

kde d = z−1 je operátor zpožděńı,

G(d) = G0 + G1d + G2d
2 + · · ·

je matice impulsńıch charakteristik deterministického přenosu a

H(d) = I + H1d + H2d
2 + · · ·

je matice impulsńıch charakteristik tvarovaćıho filtru šumu. Šum e(t) v tomto modelu
přitom neńı totožný se stejně označeným šumem stavového modelu.

Pro účely identifikace jsme strukturu modelu definovali jako podmı́něnou hustotu prav-
děpodobnosti veličiny y(t) na základě dostupných dat Dt−1 a parametr̊u θ. Teorie lineárńıch
stochastických systémů naopak pracuje s modelem ve tvaru ,,generátoru dat“ založeném
na deterministickém vstupu a (hypotetické) b́ılé posloupnosti vstupńıho šumu. Model ve
tvaru ,,generátoru dat“ je však s modelem ve tvaru prediktoru ekvivalentńı. Model (9.6)
můžeme totiž vždy transformovat do tvaru prediktoru. Vı́me, že tvarovaćı filtr šumu źıskaný
spektrálńı faktorizaci je stabilńı a má minimálńı fázi. Inverzńı filtr H−1(d) je tedy rovněž
stabilńı. Na základě měřitelných dat y(t) můžeme tedy určit posloupnost e(t) jako

e(t) = H−1(d)(y(t)−G(d)u(t)).
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Budoućı hodnotu výstupu y(t) pak můžeme rozložit na

y(t) = ŷ(t|t−1) + e(t), (9.7)

kde e(t) je vzhledem k bělosti šumu nepredikovatelná složka výstupu a hodnota

ŷ(t|t−1) = H−1(d)G(d)u(t) +
(
I −H−1(d)

)
y(t) (9.8)

je jednoznačně určena minulými hodnotami výstupu a hodnotami vstupu systému. T́ım jsme
převedli model (9.6) do tvaru prediktoru. Chceme-li zd̊uraznit, že predikovaná hodnota
záviśı na parametrech přenos̊u deterministické a stochastické složky systému, použ́ıváme
značeńı

ŷ(t|t−1) = ŷ(t|t−1,θ).

Vzhledem k (9.7) pak plat́ı

p(y(t)|u(t),Dt−1,θ) = pe(y(t)− ŷ(t|t−1,θ)), (9.9)

kde pe( . ) je hustota pravděpodobnosti šumu e(t). Pokud plat́ı standardńı předpoklad

E {e(t)} = 0,

je ŷ(t|t−1,θ) středńı hodnotou výstupu.
Źıskaná obecná struktura prediktoru (9.8) však stále ještě neńı prakticky použitelná

k identifikaci, nebot’ nesplňuje požadavek parametrizace konečným počtem parametr̊u.
Vı́me však, že vhodnou parametrizaćı impulsńıch charakteristik lineárńıch systémů je jejich
vyjádřeńı ve tvaru pod́ılu polynomů v operátoru d. Toho nyńı využijeme k odvozeńı možných
struktur model̊u ve tvaru ,,generátoru dat“ (9.6) a jim odpov́ıdaj́ıćıch model̊u ve tvaru
prediktoru (9.8).

ARX model

Uvažujme nejprve lineárńı diferenčńı rovnici doplněnou stochastickým nebo chybovým čle-
nem

y(t)+a1y(t−1)+ · · ·+anay(t−na) = b0u(t)+ b1u(t−1)+ · · ·+ bnb
u(t−nb)+ e(t).(9.10)

Všimněte si, že na základě dohody o vzorkováńı spojitých dynamických systémů může vstup
u(t) př́ımo ovlivnit hodnotu výstupu y(t). V této konvenci se literatura často lǐśı.

Model (9.10) nazýváme model s chybou rovnice nebo též ARX model na základě
jeho složek (AutoRegressive model with eXternal input). Definujeme-li polynomy

a(d) = 1 + a1d + · · ·+ anad
na

a

b(d) = b0 + b1d + · · ·+ bnb
dnb ,

lze ARX model popsat vztahy

a(d)y(t) = b(d)u(t) + e(t), (9.11)
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nebo též

y(t) =
b(d)
a(d)

u(t) +
1

a(d)
e(t). (9.12)

Zpožděńı na a nb nazýváme strukturńı parametry modelu. Jestliže dynamický systém
popsaný modelem (9.10) má pevné a předem známé dopravńı zpožděńı Td, lze mı́sto
použit́ı nulových hodnot parametr̊u b0, . . . , bTd

použ́ıt též modelu ve tvaru

y(t) =
b(d)
a(d)

u(t−Td) +
1

a(d)
e(t). (9.13)

Parametr Td je pak daľśım strukturńım parametrem ARX modelu.
Je vidět, že zat́ımco přenos deterministické části systému může být zvolen libovolně,

tvarovaćı filtr náhodné složky je AR proces a je implicitně definován jako jmenovatel přenosu
deterministické části modelu. Přes toto strukturńı omezeńı je ARX model velmi významný,
nebot’ (právě v d̊usledku tohoto omezeńı) predikovaná středńı hodnota výstupu ŷ(t|t−1)
je lineárńı funkćı měřitelných dat. K odhadu parametr̊u tohoto modelu proto můžeme
použ́ıt lineárńı regresi.

Přeṕı̌seme model do tvaru

ŷ(t|t−1) = −
na∑
i=1

aiy(t−i) +
nb∑
i=0

biu(t−i), (9.14)

neboli

ŷ(t|t−1) = (1− a(d))y(t) + b(d)u(t). (9.15)

Definujeme-li vektor parametr̊u

θ = [a1, a2, . . . , ana , b0, b1, . . . , bnb
]T

a vektor dat neboli regresor

z(t) = [y(t−1), y(t−2), . . . , y(t−na), u(t), u(t−1), . . . , u(t−nb)]T ,

pak závislost predikované středńı hodnoty výstupu na parametrech lze vyjádřit kompaktńım
zp̊usobem jako

ŷ(t|t−1) = zT(t)θ = θT z(t). (9.16)

ARMAX model

Zásadńım nedostatkem ARX modelu jsou jeho omezené možnosti modelováńı stochastické
složky. Tento nedostatek však lze jednoduše odstranit popisem chyby rovnice ve tvaru MA
procesu

y(t) + a1y(t−1) + · · ·+ anay(t−na) = (9.17)
= b0u(t) + b1u(t−1) + · · ·+ bnb

u(t−nb)
+ e(t) + c1e(t−1) + · · ·+ cnce(t−nc).
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Tento model nazýváme ARMAX model na základě jeho složek (AutoRegressive Moving
Average model with eXternal input). Definujeme-li polynom

c(d) = 1 + c1d + · · ·+ cncd
nc ,

lze ARMAX model popsat vztahy

a(d)y(t) = b(d)u(t) + c(d)e(t), (9.18)

nebo též

y(t) =
b(d)
a(d)

u(t) +
c(d)
a(d)

e(t). (9.19)

Chceme-li explicitně popsat vliv dopravńıho zpožděńı, použijeme tvar

y(t) =
b(d)
a(d)

u(t− Td) +
c(d)
a(d)

e(t). (9.20)

ARMAX model je ekvivalentńı popisu lineárńıho stochastického systému v pozorovatelném
kanonickém tvaru a dovoluje nezávisle specifikovat vlastnosti deterministické i stochastické
složky modelu. ARMAX model je proto standardńım modelem použ́ıvaným v řadě aplikaćı.

Označ́ıme-li v modelu (9.6) čitatele a jmenovatele jednotlivých složek

G(z) =
bg(z)
ag(z)

a

H(z) =
bh(z)
ah(z)

,

potom lze tento model psát ve tvaru

y(t) =
bg(d)ah(d)
ag(d)ah(d)

u(t) +
ag(d)bh(d)
ag(d)ah(d)

e(t),

tj. jako ARMAX model s parametry

a = agah , b = bgah , c = agbh.

Jsou-li vhodně zvoleny strukturńı parametry (řády) na, nb a nc, pak polynomy a(d), b(d) a
c(d) nemaj́ı (jako trojice) společný dělitel, polynomy a(d), b(d) a a(d), c(d) (po dvojićıch)
však společné dělitele mı́t mohou. Z hlediska počtu identifikovaných parametr̊u tedy neńı
ARMAX model minimálńı.

Převedeme-li rovnici (9.18) do tvaru prediktoru, dostaneme použit́ım obecného výsledku
(9.8) vztah

ŷ(t) =
a(d)
c(d)

b(d)
a(d)

u(t) + (1− a(d)
c(d)

) y(t). (9.21)

Odtud

c(d)ŷ(t|t−1) = b(d)u(t) + [c(d)− a(d)] y(t),
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neboli

ŷ(t|t−1) = b(d)u(t) + [1− a(d)] y(t) + [c(d)− 1] (y(t)− ŷ(t|t−1)) .

Definujeme-li opět chybu predikce jako

ε(t|t−1) = y(t)− ŷ(t|t−1),

lze pro vektor parametr̊u

θ = [a1, a2, . . . , ana , b0, b1, . . . , bnb
, c1, c2, . . . , cnc ]

T

a regresor

z(t) = [y(t−1), . . . , y(t−na), u(t), . . . , u(t−nb), ε(t−1|t−2), . . . , ε(t−nc|t−nc−1)]T

opět vyjádřit závislost predikované středńı hodnoty výstupu na parametrech kompaktńım
zp̊usobem jako

ŷ(t|t−1) = zT(t)θ = θT z(t).

V tomto př́ıpadě však již nejde o lineárńı regresi, nebot’ část vektoru dat ε(t−1|t−2), . . .
záviśı na hodnotách parametr̊u θ. Tuto závislost, kterou pro zd̊urazněńı závislosti regresoru
na parametrech můžeme psát také ve tvaru

ŷ(t|t−1) = zT(t,θ)θ = θT z(t, θ),

nazýváme pseudolineárńı regrese. Vzhledem k výpočetńı jednoduchosti v př́ıpadě
rekurźıvńıho výpočtu je tato přibližná metoda velmi často použ́ıvaná; analýza jej́ıch vlast-
nost́ı je však podstatně komplikovaněǰśı než v př́ıpadě lineárńı regrese (9.16). Při použit́ı
pseudolineárńı regrese k identifikaci ARMAX model̊u je v literatuře doporučováno též
použit́ı aposteriorńıch chyb predikce ε(t|t) v regresoru.

Přesné rekurźıvńı odhadováńı parametr̊u ARMAX modelu bayesovským př́ıstupem neńı
možné. Je však možné přesně odhadovat parametry ai a bi pro známé hodnoty parametr̊u
ci (Peterka, 1981b). Pro známé parametry ci je též možné odhadovat současně parametry
i stavy lineárńıho stochastického systému v pozorovatelném kanonickém tvaru, který je
ekvivalentńı ARMAX systému (Havlena, 1993a), tj. realizovat adaptivńı Kalman̊uv filtr.

Model s chybou výstupu

V mnoha př́ıpadech lze vztah mezi vstupem a výstupem popsat lineárńı diferenčńı rovnićı
a jediným zdrojem stochastické složky je chyba měřeńı, která má charakter b́ılého šumu.
Pak dostaneme popis systému

x(t) + a1x(t−1) + · · ·+ anax(t−na) = b0u(t) + b1u(t−1) + · · ·+ bnb
u(t−nb)(9.22)

y(t) = x(t) + e(t).

Tento model nazýváme model s chybou výstupu. Zaṕı̌seme-li tento model pomoćı poly-
nomů a(d), b(d)

y(t) =
b(d)
a(d)

u(t) + e(t), (9.23)
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neboli

a(d)y(t) = b(d)u(t) + a(d)e(t), (9.24)

vid́ıme, že je (ve stacionárńım př́ıpadě) ekvivalentńı ARMAX modelu s parametry c(d) =
a(d). Z rovnice prediktoru

ŷ(t|t−1) =
b(d)
a(d)

u(t) (9.25)

dostaneme

a(d)ŷ(t|t−1) = b(d)u(t),

neboli

ŷ(t|t−1) = b(d)u(t) + [1− a(d)]ŷ(t|t−1). (9.26)

Predikovanou středńı hodnotu výstupu lze tedy opět psát ve tvaru pseudolineárńı regrese

ŷ(t|t−1) = zT(t, θ)θ = θT z(t, θ),

kde vektor parametr̊u je

θ = [a1, a2, . . . , ana , b0, b1, . . . , bnb
]T

a regresor

z(t) = [ŷ(t−1|t−2), . . . , ŷ(t−na|t−na−1), u(t), u(t−1), . . . , u(t−nb)]T .

Polohové a př́ır̊ustkové modely

V mnoha praktických situaćıch nelze stochastickou složku modelu považovat za stacionárńı
b́ılý šum, ale má charakter driftu, který lze modelovat jako náhodnou procházku

v(t) = v(t−1) + e(t) =
t∑

τ=−∞
e(τ), (9.27)

to jest posloupnost, jej́ıž př́ır̊ustky jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny
s nulovou středńı hodnotou, tj. b́ılý šum. Použit́ım této stochastické složky (formálně)
např́ıklad v ARX modelu dostaneme

y(t)+a1y(t−1)+ · · ·+anay(t−na) = b0u(t)+ b1u(t−1)+ · · ·+ bnb
u(t−nb)+v(t).(9.28)

Odečteme-li od této rovnice rovnici popisuj́ıćı výstup v čase t−1, dostaneme ARX model
pracuj́ıćı na př́ır̊ustćıch dat

∆y(t) + a1∆y(t−1) + · · ·+ ana∆y(t−na) (9.29)
= b0∆u(t) + b1∆u(t−1) + · · ·+ bnb

∆u(t−nb) + e(t),

kde ∆x(t) = x(t)− x(t−1). Prediktor pak bude mı́t tvar

ŷ(t|t−1) = y(t− 1) + (1− a(d))∆y(t) + b(d)∆u(t), (9.30)
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tj. referenčńı hodnotou pro predikci je předchoźı hodnota výstupu. Stejným zp̊usobem lze
transformovat i daľśı popsané modely.

Modely popisuj́ıćı dynamiku př́ır̊ustk̊u výstupu na základě př́ır̊ustk̊u vstupu nazýváme
př́ır̊ustkové nebo inkrementálńı modely. Standardńı dosud popisované modely nazýváme
modely polohové. V polohových modelech je třeba obecně uvažovat i absolutńı člen, který
se v př́ır̊ustkovém modelu vyruš́ı.

9.2 Identifikace parametr̊u lineárńıho regresńıho modelu

V předchoźım odstavci jsme dospěli k obecné struktuře modelu popisuj́ıćı predikovanou
středńı hodnotu výstupu ve formě lineárńı (popř. pseudolineárńı) regrese

y(t) = ŷ(t|t−1) + e(t) = zT (t)θ + e(t).

Představme si nyńı, že jsme provedli měřeńı vstupńıch a výstupńıch dat Dt a chceme na
základě těchto dat učinit racionálńı závěry o hodnotě parametr̊u θ, př́ıpadně σ2

e . Připomeň-
me, že klasická statistika v této situaci hledá zobrazeńı

Dt → θ̂t,

které poskytuje v nějakém smyslu nejlepš́ı bodový odhad neznámých parametr̊u. Tato
zobrazeńı odpov́ıdaj́ı jednotlivým metodám odhadu; přehled některých klasických metod
byl uveden v kapitole 6.

Rozumným př́ıstupem k nalezeńı takových zobrazeńı je vyhodnotit chyby predikce,
odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým hodnotám parametr̊u ε(t, θ), a nejlepš́ı odhad θ̂t pak určit mini-
malizaćı vhodně zvoleného kritéria ve tvaru

θ̂t ∈ Arg min
θ
E
{

1
t

t∑
τ=1

lτ (ε(τ,θ))

}
.

T́ım dostáváme širokou tř́ıdu metod, nazývaných prediction error methods (PEM) a
podrobně analyzovaných v (Ljung, 1987). Typickým představitelem této tř́ıdy je metoda
nejmenš́ıch čtverc̊u, kdy

θ̂t ∈ Arg min
θ
E
{

1
t

t∑
τ=1

‖ ε(τ,θ) ‖2
W (τ)

}
,

tj. odhad parametr̊u minimalizuje vážený součet čtverc̊u chyb predikce. PEM metody rovněž
úzce souvisej́ı s metodou maximálńı věrohodnosti (viz poznámka v odstavci 6.5.).

Bayesovský př́ıstup naopak považuje neznámé parametry rovněž za náhodné veličiny
(viz souvislost neurčitosti a pravděpodobnosti, odstavec 6.6.1) a využ́ıvá data k výpočtu
(nikoli odhadu) podmı́něné hustoty pravděpodobnosti těchto parametr̊u. Tato p.h.p. dává
uživateli úplnou informaci o parametrech, která je v daných datech obsažena. Jako bodový
odhad (pokud je nezbytný) pak lze vźıt např́ıklad maximum této aposteriorńı p.h.p. (tzv.
MAP odhad) nebo podmı́něnou středńı hodnotu (což je vlastně MS odhad). Pro symetrická
unimodálńı (tj. s jediným lokálńım maximem) rozděleńı jsou tyto dva odhady totožné.

V př́ı̌st́ım odstavci ukážeme, jak lze aplikovat tento př́ıstup na lineárńı regresńı model
v př́ıpadě normálńıho rozděleńı chyb predikce. Uvid́ıme, že výsledky (ve smyslu bodového
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MAP odhadu) jsou ekvivalentńı rekurźıvńı metodě nejmenš́ıch čtverc̊u. Tento výsledek
je hlubš́ım zd̊uvodněńım této numericky atraktivńı, ale jinak v podstatě ad hoc zvolené
metody.

Poznamenejme ještě, že kromě klasických a bayesovských statistických př́ıstup̊u existuje
řada jiných racionálńıch postup̊u k určeńı odhadu ve smyslu uvedeného zobrazeńı. Je možné
např. minimalizovat ,,vzdálenost“ mezi empirickou h.p. pozorovaných dat p(Zt), kde (pro
lineárńı regresńı model)

Zt =
{
[y(τ),zT(τ)], τ = 1, . . . , t

}
,

a empirickou hustotou pravděpodobnost́ı dat generovaných danou strukturou a parametry
modelu p(Ẑt(θ)), kde

Ẑt(θ) =
{
[zT(τ)θ,zT(τ)], τ = 1, . . . , t

}
.

Rozd́ılnost dvou hustot pravděpodobnosti ve smyslu teorie informace lze měřit tzv. Kull-
back-Leiblerovou vzdálenost́ı (mı́rou divergence)

D(p(Zt), p(Ẑt(θ))) =
∫

p(Zt) log
p(Zt)

p(Ẑt(θ))
dZt.

Potom

θ̂t ∈ Arg min
θ

D(p(Zt), p(Ẑt(θ))).

Protože tato ,,vzdálenost“ je zároveň záporně vzatou vzájemnou entropíı p(Zt) vzhledem
k p(Ẑt(θ))

S(p(Zt), p(Ẑt(θ))) = −D(p(Zt), p(Ẑt(θ))),

lze tento odhad interpretovat také ve smyslu maximalizace entropie změřených dat vzhledem
k dat̊um generovaných modelem. Tento př́ıstup použil (Akaike, 1981) k nalezeńı známého
Akaikova informačńıho kritéria (AIC)

θ̂t ∈ Arg min
θ

1
t

[
t∑

τ=1

l(ε(τ,θ)) + dim θ

]
,

které bere v úvahu také složitost modelu a může tak sloužit i k výběru vhodné struktury
modelu.

9.2.1 Jednorázová identifikace

Pod pojmem jednorázová identifikace máme na mysli jednorázové zpracováńı celého souboru
naměřených dat D1,t. Výsledkem této identifikace je podmı́něná hustota parametr̊u, kterou
jsme pro př́ıpad známého i neznámého rozptylu chyb odvodili pro př́ıpad normálńıho
rozděleńı těchto chyb v odstavci 6.6.4. Budeme aplikovat tyto obecné výsledky na ARX
model dynamického systému.

Ukázali jsme, že v př́ıpadě ARX modelu jsou predikované středńı hodnoty výstupu
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dynamického systému

ŷ(τ |τ − 1) , τ = 1, . . . , t

lineárńı funkćı známých dat z(τ) a n neznámých parametr̊u θ a že měřené hodnoty výstupu
jsou dány jako

y(τ) = zT(τ)θ + e(τ) , τ = 1, . . . , t,

kde hodnoty šumu jsou nekorelované veličiny. Nyńı předpokládejme nav́ıc, že tyto hodnoty
jsou normálně rozdělené

e(τ) ∼ N (0, σ2
e),

kde σ2
e je konstantńı, rovněž neznámá veličina. Definujeme–li vektor měřeńı výstupu

y = [y(1), y(2), . . . , y(t)]T ,

matici dat

Z =

 zT(1)
...

zT(t)


a vektor chyb

e = [e(1), e(2), . . . , e(t)]T ,

lze tuto situaci popsat kompaktńım zp̊usobem jako

y = Zθ + e. (9.31)

V odstavci 6.6.4 jsme ukázali, že sdružená aposteriorńı p.h.p. parametr̊u θ a σe bude

p(θ, σe| Dt) ∝ σ−(t+1)
e e

{
− νs2

2σ2
e

− 1
2σ2

e

(θ − θ̂)T P−1(θ − θ̂)

}
.

Tuto p.h.p. lze psát také ve tvaru součinu podmı́něné hustota pravděpodobnosti θ
pro dané σe

p(θ|σe, ) =

∣∣∣ZT Z
∣∣∣1/2

(
√

2πσ)n
e
− 1

2σ2
e

(θ − θ̂)T P−1(θ − θ̂)
,

která má normálńı rozděleńı

p(θ|σe,Dt) = N (θ̂, σ2
eP ),

kde podmı́něná středńı hodnota parametr̊u je (neńı-li použita žádná apriorńı informace)

θ̂ = (ZT Z)−1ZT y

a podmı́něná normovaná kovariančńı matice chyby odhadu parametr̊u

P = (ZT Z)−1,
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a marginálńı hustoty pravděpodobnosti σe

p(σe| Dt) =
2

Γ(ν/2)

(
νs2

2

)ν/2

σ−(ν+1)
e e

− νs2

2σ2
e ,

kde výraz

νs2 = (y − ŷ)T (y − ŷ)

je reziduálńı součet čtverc̊u a ν = t− n je počet stupň̊u volnosti. Veličina νs2

σ2
e

má rozděleńı
ch́ı–kvadrát s ν stupni volnosti. Pro odhad rozptylu šumu odtud dostaneme

σ̂2
e = E

{
σ2

e |Dt

}
= s2.

Marginálńı rozděleńı parametr̊u θ je

p(θ| Dt) =
|P |−1/2

(νs2)n/2

Γ ((ν+n)/2)
Γ(ν/2)Γ(1/2)n

[
1 +

(θ − θ̂)T P−1(θ − θ̂)
νs2

]−(ν+n)/2

,

což je n–rozměrné Studentovo rozděleńı s ν stupni volnosti

p(θ| Dt) = tn
(
θ̂, s2P , ν

)
.

Pokud prvky matice dat Z jsou nekorelované s hodnotami e(τ), je podmı́něná středńı hod-
nota θ̂ nevychýleným odhadem parametr̊u θ. Plat́ı totiž

E
{
θ̂|θ

}
= E

{
(ZT Z)−1ZT (Zθ + e)|θ

}
= θ.

Tento závěr je z hlediska identifikace dynamických systémů značně omezuj́ıćı: nevychýlený
odhad parametr̊u źıskáme pouze pro modely s konečnou impulsńı charakteristikou (FIR)

y(t) =
nb∑
i=1

biu(t−i) + e(t)

se šumem nezávislým na hodnotách vstupu. Pro ARX modely obsahuje matice dat hodnoty
měřeńı y(t) a tento předpoklad tedy neńı splněn.

9.2.2 Rekurźıvńı identifikace konstantńıch parametr̊u

Výsledky předchoźıho odstavce nyńı využijeme k odvozeńı rekurźıvńıch vztah̊u pro p.h.p.
p(θ, σe|y). Plyne z nich totiž, že tato p.h.p. se reprodukuje při aplikaci Bayesova vzorce, lze
tuto funkcionálńı rekurzi popsat pomoćı algebraické rekurze pro parametry tohoto rozděleńı
θ̂, P , s2 a ν, popř. t. Tuto rekurzi nyńı odvod́ıme.

Budeme realizovat postup popsaný vztahem (9.2). Pod pojmem parametry použ́ıvaným
v tomto koncepčńım řešeńı nyńı budeme chápat dvojici ,,parametry ARX modelu θ“
(parametry v užš́ım smyslu) a ,,parametr rozděleńı šumu σ2

e“. Na základě výsledk̊u jed-
norázového odhadu předpokládejme, že apriorńı znalost těchto parametr̊u na základě dat
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Dt−1 je popsána p.h.p.

p (θ, σe|Dt−1) ∝ σ−(ν(t−1)+1)
e e

−ν(t−1)s2(t−1)
2σ2

e

σ−n
e e

− 1
2σ2

e

(θ − θ̂(t−1))T P (t−1)−1(θ − θ̂(t−1))
.

Pro aktualizaci této p.h.p. plat́ı (9.2) (pro zjednodušeńı vynecháváme výpočty všech nor-
malizačńıch koeficient̊u nezávislých na θ a σ2

e), tj.

p (θ, σe|Dt) ∝ p (y(t)|θ, σe, u(t),Dt−1) p (θ, σe|Dt−1) .

Potřebná p.h.p. výstupu y(t) je na základě modelu (9.16) normálńı

p (y(t)|θ, σe, u(t),Dt−1) = N (ŷ(t), σ2
e),

kde

ŷ(t) = zT(t)θ.

Tato hustota pravděpodobnosti tedy bude

p (y(t)|θ, σe, u(t),Dt−1) ∝ σ−1e
− 1

2σ2
e

(y(t)− zT(t)θ)2
.

Uvědomte si, že veličina θ vyskytuj́ıćı se v podmı́nce je v této p.h.p. známá, a tedy jediným
zdrojem neurčitosti výstupu je šum e(t). Dosazeńım těchto p.h.p. do vztahu (9.2) dostaneme
(opět s vynecháńım normalizačńıch konstant)

p (θ, σe|Dt) ∝ σ−(ν(t)+1)
e e

−ν(t)s2(t)
2σ2

e

σ−n
e e

− 1
2σ2

e

(θ − θ̂(t))T P (t)−1(θ − θ̂(t))

∝ σ−1e
− 1

2σ2
e

(y(t)− zT(t)θ)T (y(t)− zT(t)θ)

σ−(ν(t−1)+1)
e e

−ν(t−1)s2(t−1)
2σ2

e

σ−n
e e

− 1
2σ2

e

(θ − θ̂(t−1))T P (t−1)−1(θ − θ̂(t−1))
.

Porovnáńım těchto výraz̊u, které jako funkce neznámých parametr̊u θ a σe musej́ı být
totožné, dostaneme daľśı dvě podmı́nky: prvńı z nich je

ν(t) + n = ν(t−1) + n + 1,

což plyne z porovnáńı exponent̊u σe, a druhá

ν(t)s2(t) + (θ − θ̂(t))T P (t)−1(θ − θ̂(t)) = ν(t−1)s2(t−1) (9.32)
+ (y(t)− zT(t)θ)2 + (θ − θ̂(t−1))T P (t−1)−1(θ − θ̂(t−1)),
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což plyne z porovnáńı exponent̊u exponenciálńı funkce. Úpravami tohoto výrazu dospějeme
k rekurźıvńım vztah̊um pro statistiky uvažovaného rozděleńı, které lze snadno dokázat
dosazeńım do (9.32), a to pro normalizovanou kovariančńı matici chyby odhadu

P (t)−1 = P (t−1)−1 + zT(t)z(t), (9.33)

neboli (použit́ım lemmatu o inverzi matice (6.24))

P (t) = P (t−1)− P (t−1)z(t)zT(t)P (t−1)
1 + zT(t)P (t−1)z(t)

, (9.34)

a pro středńı hodnotu parametr̊u

θ̂(t) = θ̂(t−1) + P (t)z(t)(y(t)− zT(t)θ̂(t−1)) (9.35)

= θ̂(t−1) +
P (t−1)z(t)

1 + zT(t)P (t−1)z(t)
(y(t)− zT(t)θ̂(t−1)).

Tyto dvě statistiky plně popisuj́ı p.h.p. parametr̊u θ pro dané σe a jejich vývoj je totožný
s výsledky známými jako rekurźıvńı metoda nejmenš́ıch čtverc̊u. Zavedeme-li značeńı

ε(t|t−1) = y(t)− zT(t)θ̂(t−1) (9.36)

a

ζ(t) = zT(t)P (t−1)z(t), (9.37)

můžeme tyto vztahy psát ve tvaru

P (t) = P (t−1)− P (t−1)z(t)zT(t)P (t−1)
1 + ζ(t)

(9.38)

a

θ̂(t) = θ̂(t−1) +
P (t−1)z(t)

1 + ζ(t)
ε(t|t−1). (9.39)

Pro statistiky popisuj́ıćı marginálńı p.h.p. rozptylu σe dostaneme pro počet stupň̊u vol-
nosti

ν(t) = ν(t−1) + 1 (9.40)

a pro reziduálńı součet čtverc̊u

ν(t)s2(t) = ν(t−1)s2(t−1) +
(y(t)− zT(t)θ̂(t−1))2

1 + zT(t)P (t−1)z(t)
. (9.41)

Plat́ı též

E
{

ε(t|t−1)2
∣∣∣σe

}
= σ2

e(1 + ζ(t)).

Odtud je vidět souvislost posledńı uvedené statistiky s odhadem rozptylu šumu. Z vlastnost́ı
rozděleńı χ2 plyne

σ̂2
e(t) = E

{
σ2

e

∣∣∣Dt

}
= s2(t)
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a

cov
{

σ2
e

∣∣∣Dt

}
=

2
ν(t)− 2

s4(t).

Na základě výsledk̊u jednorázového odhadováńı dále v́ıme, že počet stupň̊u volnosti

ν = t− n.

Proto při inicializaci rekurźıvńıho algoritmu s2(0) určuje apriorńı informaci o rozptylu šumu,
zat́ımco hodnota ν určuje váhu této apriorńı informace, nebot’ j́ı můžeme přǐradit fiktivńı
počet vzork̊u dat, na jejichž základě byla tato informace źıskána (viz diskuze o informa-
tivńıch apriorńıch h.p. v odstavci 6.6.2). Interpretace počátečńıho nastaveńı vektoru θ̂(0)
je zřejmá, při nastavováńı počátečńıch hodnot kovariančńı matice P (0) je opět třeba si
uvědomit, že tato kovariančńı matice je normalizovaná a že absolutńı hodnoty kovarianćı
jsou zhruba s2(0)P (0).

9.2.3 Sledováńı časově proměnných parametr̊u

Výsledky předchoźıho odstavce jsou založeny v podstatě pouze na datovém kroku algoritmu
(9.2). V př́ıpadě, že se parametry v čase vyv́ıjej́ı, je třeba provést ještě časový krok algo-
ritmu koncepčně popsaný rovnićı (9.5). Model vývoje parametr̊u vystupuj́ıćı v (9.5) ovšem
v mnoha př́ıpadech neńı dostupný, a proto úplně bayesovské řešeńı nelze naj́ıt. Ukážeme
zde, že hlavńı vlastnost́ı aktualizace p.h.p. (9.5) z hlediska sledováńı časově proměnných
parametr̊u je zvýšeńı neurčitosti apriorńı (predikčńı) p.h.p. v daľśım kroku v̊uči aposte-
riorńı p.h.p. Na základě této vlastnosti ukážeme některé heuristické př́ıstupy, zvyšuj́ıćı
v časovém kroku algoritmu neurčitost parametr̊u. Tyto postupy se nazývaj́ı zapomı́náńı.

Předpokládejme opět, že apriorńı znalost hodnot parametr̊u v čase t na základě dat Dt−1

je popsána p.h.p.

p (θ(t), σe(t)|Dt−1) ∝ σ−(ν(t|t−1)+1)
e e

−ν(t|t−1)s2(t|t−1)
2σ2

e

σ−n
e e

− 1
2σ2

e

(θ − θ̂(t|t−1))T P (t|t−1)−1(θ − θ̂(t|t−1))
.

Zopakujeme zde v podstatě datový krok uvedený v předchoźı sekci, povšimněte si však
rozd́ılu ve značeńı, který odráž́ı skutečnost, že pracujeme s časově proměnnými parametry.
Pro datový krok aktualizace této p.h.p. plat́ı (9.2)

p (θ(t), σe(t)|Dt) ∝ p (y(t)|θ(t), σe(t), u(t),Dt−1) p (θ(t), σe(t)|Dt−1) .

Potřebná p.h.p. výstupu y(t) je

p (y(t)|θ(t), σe(t), u(t),Dt−1) = N (zT(t)θ(t), σ2
e(t)),

neboli

p (y(t)|θ(t), σe(t), u(t),Dt−1) ∝ σe(t)−1e
− 1

2σe(t)2
(y(t)− zT(t)θ(t))2

.
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Dosazeńım těchto p.h.p. do vztahu (9.2) dostaneme

p (θ(t), σe(t)|Dt) ∝ σ−(ν(t|t)+1)
e (t) e

−ν(t|t)s2(t|t)
2σ2

e(t)

σ−n
e (t)e

− 1
2σ2

e(t)
(θ(t)− θ̂(t|t))T P (t|t)−1(θ(t)− θ̂(t|t))

∝ σ−1
e (t)e

− 1
2σ2

e(t)
(y(t)− zT(t)θ(t))T (y(t)− zT(t)θ(t))

σ−(ν(t|t−1)+1)
e (t) e

−ν(t|t−1)s2(t|t−1)
2σ2

e(t)

σ−n
e (t)e

− 1
2σ2

e(t)
(θ(t)− θ̂(t|t−1))T P (t|t−1)−1(θ(t)− θ̂(t|t−1))

a porovnáńım těchto výraz̊u, které jako funkce neznámých parametr̊u θ(t) a σe(t) muśı být
totožné, dostaneme podmı́nky

ν(t|t) + n = ν(t|t−1) + n + 1

a

ν(t|t)s2(t|t) + (θ(t)− θ̂(t|t))T P (t|t)−1(θ(t)− θ̂(t|t)) = ν(t|t−1)s2(t|t−1)
+ (y(t)− zT(t)θ(t))2 + (θ(t)− θ̂(t|t−1))T P (t|t−1)−1(θ(t)− θ̂(t|t−1)).

Úpravami tohoto výrazu dospějeme opět k rekurźıvńım vztah̊um pro statistiky uvažovaného
rozděleńı. Pro normalizovanou kovariančńı matici chyby odhadu plat́ı

P (t|t)−1 = P (t|t−1)−1 + zT(t)z(t),

neboli (použit́ım lemmatu o inverzi matice (6.24))

P (t|t) = P (t|t−1)− P (t|t−1)z(t)zT(t)P (t|t−1)
1 + ζ(t|t−1)

, (9.42)

kde

ζ(t|t−1) = zT(t)P (t|t−1)z(t). (9.43)

Pro potřeby daľśıho výkladu definujme ještě aposteriorńı hodnotu

ζ(t|t) = zT(t)P (t|t)z(t). (9.44)

Dále dostaneme pro středńı hodnotu parametr̊u

θ̂(t|t) = θ̂(t|t−1) +
P (t|t−1)z(t)
1 + ζ(t|t−1)

ε̂(t|t−1)), (9.45)

kde

ε(t|t−1) = y(t)− zT(t)θ̂(t−1). (9.46)

Pro statistiky popisuj́ıćı marginálńı p.h.p. rozptylu σe(t) dostaneme pro počet stupň̊u vol-
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nosti

ν(t|t) = ν(t|t−1) + 1 (9.47)

a pro reziduálńı součet čtverc̊u

ν(t|t)s2(t|t) = ν(t|t−1)s2(t|t−1) +
ε2(t|t−1)

1 + ζ(t|t−1)
. (9.48)

Všimněte si, že korekce odhadu parametr̊u θ̂(t| t) novými daty {zT(t), y(t)} je dána
Kalmanovým ześıleńım

K(t) =
P (t| t−1)z(t)
1 + ζ(t| t−1)

,

které je úměrné normalizované kovariančńı matici odhadu parametr̊u P (t| t−1). Je-li systém
dostatečně buzen, takže pro nějaké α > 0 plat́ı

P (t| t−1)−1 =
t−1∑
τ=1

z(t)zT(t) > αtI,

je kovariančńı matice chyby odhadu shora omezená

P (t| t−1) <
1
αt

I

a pro omezená data klesá toto ześıleńı s časem k nule. Vliv nových dat na odhad parametr̊u
klesá. Porovnejte tento výsledek se vztahem pro rekurźıvńı odhad středńı hodnoty (7.2).
Schopnost sledovat časově proměnné parametry tedy vyžaduje, aby prvky kovariančńı
matice nebyly ‘př́ılǐs malé’.

Pod́ıvejme se nyńı na časový krok koncepčńıho řešeńı (9.5)

p (θ(τ +1)|Dτ ) =
∫
Ωθ

p (θ(τ +1)|θ(τ),Dτ ) p (θ(τ)|Dτ ) dθ(τ), (9.49)

kde vývoj parametr̊u v čase je popsán p.h.p. p (θ(τ +1)|θ(τ),Dτ ). Předpokládejme, že odhad
p (θ(τ)|Dτ ) zkonvergoval do jediného bodu, tj.

p (θ(τ)|Dτ ) = δ(θ(τ)− θ̂(τ |τ)).

Potom apriorńı odhad je

p (θ(τ +1)|θ(τ),Dτ ) = p
(
θ(τ +1)|θ̂(τ |τ),Dτ

)
a má právě neurčitost popsanou touto p.h.p. Obecně tedy konvoluce (9.49) popisuje právě
zvyšováńı neurčitosti parametr̊u v čase, které též nazýváme zapomı́náńı, nebot’
potlačuje vliv starš́ıch dat na současné hodnoty odhadu.

Obvykle se použ́ıvaj́ı dva př́ıstupy: prvńı možnost́ı je předpokládat, že časové změny
(drift) parametr̊u mohou být popsány modelem

θ(t+1) = θ(t) + ν(t), (9.50)

kde ν(t) ∼ N
(
0; σ2

eV (t)
)
. Z rovnice (9.50) pak plyne rovnice časového vývoje kovariančńı
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matice parametr̊u

P (t+1| t) = P (t| t) + V (t). (9.51)

Nebudou–li vlastńı č́ısla této matice opět omezována v př́ı̌st́ıch datových kroćıch algoritmu
(9.45) (např. při nedostatečném vybuzeńı systému), vede (9.50) na jejich lineárńı r̊ust; proto
se zapomı́náńı indukované modelem vývoje parametr̊u (9.48) nazývá lineárńı zapomı́náńı.
Kovariančńı matice V (t) přitom může obsahovat apriorńı informaci o možných smě-
rech změn parametr̊u. Tento př́ıstup neřeš́ı problém sledováńı časově proměnného
rozptylu šumu.

Druhou možnost́ı je zvyšovat neurčitost parametr̊u (vznikaj́ıćı jejich časovým vývojem)
př́ımo. Výsledkem konvoluce (9.5) je ,,zploštěńı“ nebo ,,rozptýleńı“ výsledné p.h.p. Tohoto
účinku lze dosáhnout i př́ımo (i když bez možnosti ovlivňovat jeho velikost nezávisle v jed-
notlivých směrech) umocněńım p.h.p. koeficientem ϕ ∈ (0, 1 ]

p (θ(t + 1)|Dt) ∝ pϕ(θ(t)|Dt) .

Tento postup nazýváme exponenciálńı zapomı́náńı a koeficient ϕ obvykle nazýváme
faktor zapomı́náńı.

Analyzujme nyńı vliv exponenciálńıho zapomı́náńı na aposteriorńı p.h.p.

p (θ(t), σe(t)|Dt) ∝ σ−(ν(t|t)+1)
e (t) e

−ν(t|t)s2(t|t)
2σ2

e(t) (9.52)

σ−n
e (t)e

− 1
2σ2

e(t)
(θ(t)− θ̂(t|t))T P (t|t)−1(θ(t)− θ̂(t|t))

.

Porovnáme-li parametry na obou stranách úměrnosti

p (θ(t+1), σe(t+1)|Dt) ∝ pϕ(θ(t), σe(t)|Dt)|θ(t)=θ(t+1), σe(t)=σe(t+1) (9.53)

(tento zápis použ́ıváme proto, že rozlǐsujeme p.h.p. v čase pouze jejich argumenty),
dostaneme

σ−(ν(t+1|t)+1)
e (t+1) e

−ν(t+1|t)s2(t+1|t)
2σ2

e(t+1) (9.54)

σ−n
e (t+1)e

− 1
2σ2

e(t+1)
(θ(t+1)− θ̂(t+1|t))T P (t+1|t)−1(θ(t+1)− θ̂(t+1|t))

∝ σ−(ν(t|t)+1)ϕ
e (t+1) e

−ν(t|t)s2(t|t)ϕ
2σ2

e(t+1)

σ−nϕ
e (t+1)e

− 1
2σ2

e(t+1)
(θ(t+1)− θ̂(t|t))T P (t|t)−1ϕ(θ(t+1)− θ̂(t|t))

.

Porovnáńım odpov́ıdaj́ıćıch si člen̊u této úměrnosti na obou stranách (obě strany musej́ı být
jako funkce θ(t+1) a σe(t+1) ekvivalentńı) dostaneme vztahy pro časový krok algoritmu
v př́ıpadě exponenciálńıho zapomı́náńı

P (t+1|t) =
1
ϕ

P (t|t), (9.55)
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θ̂(t+1|t) = θ̂(t|t), (9.56)

ν(t+1|t) + n + 1 = ϕ (ν(t|t) + n + 1), (9.57)

ν(t+1|t)s2(t+1|t) = ϕ ν(t|t)s2(t|t). (9.58)

Všimněte si, že zapomı́náńı zvyšuje neurčitost p.h.p. parametr̊u násobeńım jejich kovar-
iančńı matice faktorem 1/ϕ ≥ 1 a neměńı středńı hodnotu p.h.p. parametr̊u. Nejsou–li
v tomto př́ıpadě vlastńı č́ısla této matice opět omezována v datovém kroku algoritmu, vede
(9.55) na jejich exponenciálńı r̊ust.

Dále zapomı́náńı snižuje efektivńı počet dat použitý pro odhad σ2
e(t), nebot’ bez za-

pomı́náńı výraz ν + n = t. Z (9.57) plyne pro ustálený efektivńı počet vzork̊u tef vztah

tef = ϕ(tef +1),

a tedy

tef =
1

1− ϕ
. (9.59)

Protože zároveň by mělo platit νef = tef − n > 0, vid́ıme, že rozumný rozsah faktoru
zapomı́náńı je např. pro n = 5 zhruba ϕ ∈ 〈0.8 , 1〉, čemuž odpov́ıdá tef > 5. Úměrně
efektivńımu počtu dat je také modifikován reziduálńı součet čtverc̊u (9.58). Pro odhad
parametru σ2

e(t) plat́ı

σ̂2
e(t+1|t) =

ϕ(t−n−1)2

(ϕt−n−1)2
σ̂2

e(t|t). (9.60)

Pro t � n jsou tyto odhady totožné, pro relativně malé hodnoty t je apriorńı odhad σ̂2
e(t+

1|t) > σ̂2
e(t|t). Vid́ıme též, že rozumné chováńı odhadu σ̂2

e vyžaduje (ϕt−n−1) > 0.
Zahrnut́ı apriorńı informace při zapomı́náńı exponenciálńıho typu lze dosáhnout využi-

t́ım tzv. alternativńı p.h.p. pa( . ), zapomı́náńı pak lze popsat multiplikativńı směśı p.h.p.

p (θ(t+1), σe(t+1)|Dt) ∝ pϕ(θ(t), σe(t)|Dt)|θ(t)=θ(t+1), σe(t)=σe(t+1) (9.61)

p1−ϕ
a (θ(t+1), σe(t+1)|Dt) .

Tento př́ıstup je podrobně analyzován v (Kulhavý, 1987).
V praxi se často použ́ıvaj́ı vztahy zahrnuj́ıćı oba kroky algoritmu. V př́ıpadě expo-

nenciálńıho zapomı́náńı můžeme pro odhad parametr̊u a vývoj kovariančńı matice dostat
na základě (9.42), (9.45) a (9.55) bud’ rovnice

θ̂(t+1|t) = θ̂(t|t−1) +
P (t|t−1)z(t)
1 + ζ(t|t−1)

ε(t|t−1)) (9.62)

a

P (t+1|t) =
1
ϕ

(
P (t|t−1)− P (t|t−1)z(t)zT(t)P (t|t−1)

1 + ζ(t|t−1)

)
, (9.63)

které popisuj́ı rekurzi na apriorńıch (predikovaných) hodnotách, nebo

θ̂(t|t) = θ̂(t−1|t−1) +
P (t−1|t−1)z(t)

ϕ + ζ(t|t−1)
ε(t|t−1)) (9.64)
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a

P (t|t) =
1
ϕ

(
P (t−1|t−1)− P (t−1|t−1)z(t)zT(t)P (t−1|t−1)

ϕ + ζ(t|t−1)

)
, (9.65)

které popisuj́ı rekurzi na aposteriorńıch (filtrovaných) hodnotách.

9.2.4 Omezené zapomı́náńı

Jestliže neńı identifikovaný systém dostatečně vybuzen, může při vývoji kovariančńı matice
podle (9.51) nebo (9.55) docházet k neustálému snižováńı množstv́ı akumulované infor-
mace o parametrech (považované za zastaralou), aniž je tato informace nahrazována infor-
maćı novou. Tento jev se v literatuře nazývá covariance wind–up. Jádrem problému je
možnost neomezeného r̊ustu některých vlastńıch č́ısel, tedy ,,pr̊uměru“ kovariančńı matice
v některých směrech během fáze nedostatečného vybuzeńı soustavy a následná extrémńı
citlivost odhadu parametr̊u na př́ıpadné vybuzeńı soustavy v těchto směrech.

K odstraněńı tohoto jevu se použ́ıvá řada heuristických i hlouběji zd̊uvodněných metod.
Jednoduchým opatřeńım je použit́ı exponenciálńıho zapomı́náńı s proměnným faktorem
zapomı́náńı, který je volen tak, aby stopa kovariančńı matice byla udržována kon-
stantńı. Protože stopa matice je součtem jej́ıch vlastńıch č́ısel, je t́ımto jednoduchým
opatřeńım omezeno největš́ı vlastńı č́ıslo matice P (t+1|t).

Jiným opatřeńım je udržováńı konstantńıho informačńıho obsahu kovariančńı mat-
ice. Tento postup navržený v (Fortescue a daľśı, 1981) vede rovněž na časově proměnný
koeficient exponenciálńıho zapomı́náńı

ϕ(t) = 1− α
ε2(t|t−1)

1 + ζ(t|t−1)
. (9.66)

Tato volba má poměrně snadno interpretovatelný účinek. Dojde-li ke změně parametr̊u,
vzroste chyba predikce a klesne dočasně faktor zapomı́náńı. Po korekci parametr̊u se faktor
zapomı́náńı vrát́ı k hodnotě bĺızké jedné.

Podrobná analýza algoritmu exponenciálńıho zapomı́náńı z hlediska r̊ustu vlastńıch č́ısel
kovariančńı matice P je analyzován v (Kulhavý, 1987), kde je také navrženo odstraněńı
tohoto jevu vhodným omezeńım exponenciálńıho zapomı́náńı. Omeźıme-li se nyńı na vývoj
p.h.p. parametr̊u θ, lze exponenciálńı zapomı́náńı považovat za speciálńı př́ıpad lineárńıho
zapomı́náńı, odpov́ıdaj́ıćı volbě kovariančńı matice

V (t) =
(

1
ϕ
− 1

)
P (t| t). (9.67)

Plat́ı totiž

P (t+1| t) =
1
ϕ

P (t| t) = P (t| t) +
(

1
ϕ
− 1

)
P (t| t). (9.68)

Omeźıme se proto v následuj́ıćım výkladu na odvozeńı omezeného lineárńıho zapomı́náńı.
Výsledek pro exponenciálńı zapomı́náńı pak dostaneme na základě (9.67).

Základńı myšlenkou omezeného zapomı́náńı je zapomı́nat v predikčńım kroku algoritmu
(9.51) pouze tu informaci, která byla modifikována daty ve filtračńım kroku (9.45). Všim-
něme si, že ve filtračńım kroku (9.45) docháźı ke změně hodnoty výrazu zT(t)θ̃(t| t−1), což
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je projekce neurčitosti vektoru parametr̊u θ̃(t| t−1) na směr dat z(t). Tato neurčitost je
redukována součinitelem (1 + ζ(t| t−1))−1, nebot’

cov
{

zT(t)θ(t)
∣∣∣ Dt

}
= zT(t)P (t| t)z(t) =

zT(t)P (t| t−1)z(t)
1 + ζ(t| t−1)

.

Naopak pro směry P –ortogonálńı na data x(t)⊥P z(t), to je takové, že plat́ı

xT(t)P (t| t−1)z(t) = 0,

neńı projekce neurčitosti parametr̊u na tyto vektory x(t) filtračńım krokem algoritmu
ovlivněna, protože

cov
{

xT(t)θ(t)
∣∣∣ Dt

}
= xT(t)P (t| t)x(t) = xT(t)P (t| t−1)x(t).

Omezeńım zapomı́náńı proto umožńıme v predikčńım kroku algoritmu zvyšovat neurčitost
parametr̊u podle neomezeného modelu (9.51) pouze ve směru z(t), takže bude platit

zT(t)P (t+1| t)z(t) = zT(t)P (t| t)z(t) + zT(t)V (t)z(t) (9.69)
= ζ(t| t) + ζν(t),

kde jsme označili

ζν(t) = zT(t)V (t)z(t), (9.70)

zat́ımco pro všechny směry x(t)⊥P z(t) zvýšeńı neurčitosti nepřipust́ıme a tedy bude platit

xT(t)P (t+1| t)x(t) = xT(t)P (t| t)x(t). (9.71)

Splněńı těchto podmı́nek dosáhneme volbou ,,omezené kovariančńı matice“ V o(t| t) (časové
indexováńı naznačuje závislost této matice na datech z(t)) ve tvaru

V o(t| t) =
ζν(t)

ζ2(t| t)
P (t| t)z(t)zT(t)P (t| t).

Př́ımým výpočtem se lze jednoduše přesvědčit, že tato omezená kovariančńı matice vyhovuje
podmı́nkám (9.69) a (9.71) Využit́ım vztahu

P (t| t)z(t) =
P (t| t−1)z(t)
1 + ζ(t| t−1)

= K(t)

dostaneme vztah pro tuto omezenou kovariančńı matici

V o(t| t) = K(t)
ζν(t)

ζ2(t| t)
KT(t). (9.72)

Predikčńı krok algoritmu (9.51) s takto modifikovanou kovariančńı matićı V o(t| t) nazveme
omezené lineárńı zapomı́náńı

P (t+1| t) = P (t| t) + V o(t| t). (9.73)

Jeho výhodnou vlastnost́ı je i efektivněǰśı numerická implementace, nebot’ matice V o(t| t)
má jednotkovou hodnost.

Ukážeme nyńı aplikaci tohoto postupu na exponenciálńı zapomı́náńı. Protože podle
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(9.67)

V (t) =
1− ϕ

ϕ
P (t| t),

plat́ı

ζν(t) =
1− ϕ

ϕ
ζ(t|t), (9.74)

a tedy

V o(t| t) = K(t)
1−ϕ

ϕ ζ(t|t)
ζ2(t| t)

KT(t) = K(t)
1− ϕ

ϕζ(t|t)
KT(t).

Spojeńım (9.42) s (9.73), kde omezená kovariančńı matice je dána předchoźım vzta-
hem, dostaneme vztah pro aktualizaci kovariančńı matice s omezeným exponenciálńım za-
pomı́náńım

P (t+1|t) = P (t|t) + K(t)
1− ϕ

ϕζ(t|t)
KT(t)

= P (t|t−1)− P (t|t−1)z(t)zT(t)P (t|t−1)
1 + ζ(t|t−1)

+
1− ϕ

ϕζ(t|t−1)
P (t|t−1)z(t)zT(t)P (t|t−1)

1 + ζ(t|t−1)

= P (t|t−1)− ϕζ(t|t−1) + ϕ− 1
ϕζ(t|t− 1)

×

P (t|t−1)z(t)zT(t)P (t|t−1)
1 + ζ(t|t−1)

,

kde jsme využili skutečnosti, že

ζ(t|t) =
ζ(t|t−1)

1 + ζ(t|t−1)
.

Po úpravě dostaneme výsledný vztah

P (t+1|t) = P (t|t−1)− P (t|t−1)z(t)zT(t)P (t|t−1)
α(t)−1 + ζ(t|t−1)

, (9.75)

kde koeficient

α(t) =
ϕ(1+ζ(t|t−1))− 1

ζ(t|t− 1)
(9.76)

lze podle lemmatu o inverzi matic (6.24) interpretovat jako váhu dyády z(t)zT(t) při aktu-
alizaci kovariančńı matice

P (t+1|t)−1 = P (t|t−1)−1 + α(t)z(t)zT(t).

Z (9.76) je vidět, že pro ϕ < 1/(1 + ζ) je α < 0, a tedy neurčitost roste, zat́ımco pro
ϕ > 1/(1 + ζ) je α > 0, a tedy neurčitost klesá.

Zaj́ımavá je také souvislost omezeného lineárńıho zapomı́náńı indukovaného modelem
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(9.51) s omezeným exponenciálńım zapomı́náńım. Protože zapomı́náńı modifikuje kovar-
iančńı matici v jediném směru, lze je interpretovat z obou hledisek. Podle (9.74) je omezené
lineárńı zapomı́náńı ekvivalentńı s omezeným exponenciálńım zapomı́náńım s proměnným
faktorem zapomı́náńı

ϕ(t) =
ζ(t| t)

ζ(t| t) + ζν(t)
. (9.77)

Všimněte si, že tento faktor zapomı́náńı je ř́ızen jak apriorńı informaćı, tak daty. Pro
směry, ve kterých jsou očekávány změny parametr̊u, a tedy

ζν(t) > 0,

je faktor zapomı́náńı ϕ(t) < 1. Naopak pro směry, ve kterých změny parametr̊u očekávány
nejsou, a tedy

ζν(t)
.= 0,

se faktor zapomı́náńı bĺıž́ı jedné ϕ(t) .= 1, tj. nezapomı́ná se.

9.2.5 Implementace algoritmu nejmenš́ıch čtverc̊u

V předchoźıch odstavćıch jsme odvodili rekurentńı vztahy pro statistiky sdružené p.h.p.
veličin θ a σ2

e , a to jak pro datový krok, tak pro časový krok, který je v př́ıpadě časově
proměnných parametr̊u netriviálńı. Nyńı ukážeme jednu z výhodných implementaćı obou
těchto krok̊u, která kromě efektivnosti má i dobré numerické vlastnosti.

Pro datový krok algoritmu plat́ı vztahy (9.42)– (9.48), tj. označ́ıme-li rozptyl výstupu

ζ(t|t−1) = zT(t)P (t|t−1)z(t),

chybu predikce výstupu

ε(t|t−1) = y(t)− zT(t)θ̂(t| t−1)

a Kalmanovo ześıleńı (které v tomto př́ıpadě neńı matice, ale vektor)

k(t) =
P (t| t−1)z(t)
1 + ζ(t| t−1)

,

dostaneme pro středńı hodnotu parametr̊u

θ̂(t|t) = θ̂(t|t−1) + k(t)ε̂(t|t−1)),

pro kovariančńı matici parametr̊u

P (t|t) = P (t|t−1)− P (t|t−1)z(t)zT(t)P (t|t−1)
1 + ζ(t|t−1)

,

pro počet stupň̊u volnosti

ν(t|t) = ν(t|t−1) + 1
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a pro reziduálńı součet čtverc̊u

ν(t|t)s2(t|t) = ν(t|t−1)s2(t|t−1) +
ε2(t|t−1)

1 + ζ(t|t−1)
.

Předpokládejme nyńı, že kovariančńı matice chyby odhadu je dána svými LD-faktory ve
tvaru

P (t|t−1) = L(t|t−1)D(t|t−1)LT (t|t−1) =
∣∣∣d(t|t−1);LT (t|t−1)

∣∣∣ , (9.78)

kde L(t|t−1) je monická dolńı trojúhelńıková matice a D(t|t−1) = diag [d(t|t−1)] je
diagonálńı matice s nezápornými prvky na diagonále. Sdruženou kovariančńı matici výstupu
y(t) a parametr̊u θ(t| t−1) lze psát ve tvaru∣∣∣∣∣

[
1

d(t|t−1)

]
;

[
1 0 . . . 0

LT (t|t−1)z(t) LT (t|t−1)

] ∣∣∣∣∣ . (9.79)

Převed’me nyńı tuto matici vhodnou ortogonálńı transformaćı zpět na horńı trojúhelńıkovou
matici. Lze použ́ıt např́ıklad algoritmus dyádové redukce, uvedený v odstavci 6.4.3, pro
i = 1, j = n+1, . . . , 2, č́ımž budeme postupně pomoćı prvńıho řádku matice nulovat zdola
nahoru prvky prvńıho sloupce matice a generovat zprava doleva nenulové prvky v prvńım
řádku matice podle schématu

1 0 0 · · · 0 0
x 1 x · · · x x
x 0 1 · · · x x
...

. . .
x 1 x
x 1


→



1 0 0 · · · 0 x
x 1 x · · · x x
x 1 · · · x x
...

. . .
x 1 x
0 1


→· · ·→



1 x x · · · x x
0 1 x · · · x x
0 1 · · · x x
...

. . .
0 1 x
0 1


.

Výslednou faktorizovanou sdruženou kovariančńı matici rozděĺıme na bloky odpov́ıdaj́ıćı
výstupu a parametr̊um. Podle výsledk̊u odstavce 6.4.2 bude mı́t tato matice strukturu∣∣∣∣∣

[
dy

d(t|t)

]
;

[
1 kT(t)
0 LT (t|t)

] ∣∣∣∣∣ , (9.80)

takže v prvńım řádku dostaneme př́ımo hodnotu Kalmanova ześıleńı k(t), ve vektoru d
hodnotu rozptylu výstupu

dy = 1 + ζ(t| t−1) (9.81)

a ve zbylých řádćıch aktualizovanou kovariančńı matici

P (t|t) = L(t|t)D(t|t)LT (t|t) =
∣∣∣d(t|t);LT (t|t)

∣∣∣ . (9.82)

K provedeńı datového kroku algoritmu tedy po triangularizaci matice (9.79) zbývá určit
aktualizovanou středńı hodnotu parametr̊u

θ̂(t|t) = θ̂(t|t−1) + k(t)ε(t|t−1), (9.83)

počet stupň̊u volnosti

ν(t|t) = ν(t|t−1) + 1 (9.84)
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a reziduálńı součet čtverc̊u

ν(t|t)s2(t|t) = ν(t|t−1)s2(t|t−1) +
ε2(t|t−1)

dy
. (9.85)

Efektivńı numerická implementace datového kroku algoritmu tedy spoč́ıvá v sestaveńı mat-
ice (9.79), jej́ım převedeńı posloupnost́ı dyadických redukćı na tvar (9.80) a ve vyč́ısleńı ak-
tualizovaných statistik (9.83), (9.84) a (9.85). V (9.85) provád́ıme děleńı veličinou dy ≥ 1,
takže je-li dobře ošetřen algoritmus dyadické redukce, je výsledný algoritmus dostatečně
robustńı i pro ,,on line“ použit́ı v reálném čase.

V př́ıpadě konstantńıch parametr̊u je časový krok algoritmu triviálńı, nebot’

P (t+1|t) = P (t|t),

θ̂(t+1|t) = θ̂(t|t),

ν(t+1|t) = ν(t|t)

a

ν(t+1|t)s2(t+1|t) = ν(t|t)s2(t|t).

V př́ıpadě časově proměnných parametr̊u je časový krok definován použitou metodou za-
pomı́náńı. Všimneme si několika metod.

Exponenciálńı zapomı́náńı

V př́ıpadě exponenciálńıho zapomı́náńı je časový krok algoritmu popsán vztahy (9.55)–
(9.58). Potřebnou modifikaci kovariančńı matice chyby odhadu

P (t+1|t) =
1
ϕ

P (t|t)

dosáhneme ve faktorizovaném tvaru změnou diagonály rozkladu

d(t+1|t) =
1
ϕ

d(t|t), (9.86)

ostatńı vztahy se neměńı.

Lineárńı zapomı́náńı

V př́ıpadě lineárńıho zapomı́náńı je vývoj kovariančńı matice chyby odhadu popsán vztahem
(9.51)

P (t+1|t) = P (t|t) + V (t).

Předpokládejme, že i kovariančńı matice driftu parametr̊u je dána ve faktorizovaném tvaru
jako

V (t) = Lv(t)Dv(t)LT
v(t) =

∣∣∣dv(t);LT
v(t)

∣∣∣ .
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Korekci kovariančńı matice pak lze zapsat ve faktorizovaném tvaru jako∣∣∣d(t+1|t);LT (t+1|t)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

[
d(t|t)
dv(t)

]
;

[
LT (t|t)
LT

v(t)

] ∣∣∣∣∣ . (9.87)

Vlastńı realizace zapomı́náńı znamená obnovit vhodnou ortogonálńı transformaćı trojúhel-
ńıkový tvar faktoru L(t+1|t). Lineárńı zapomı́náńı tedy vyžaduje v časovém kroku trans-
formaci n řádk̊u matice Lv(t), což je výpočetně poměrně náročná operace.

Omezené zapomı́náńı

Časový krok algoritmu se při omezeném exponenciálńım zapomı́náńı lǐśı v aktualizaci ko-
variančńı matice chyby odhadu, kde z (9.73) plyne

P (t+1|t) = P (t|t) +
(1− ϕ)dy

ϕ(dy − 1)
k(t)kT(t).

Tento vztah lze ve faktorizovaném tvaru psát jako

∣∣∣d(t+1|t);LT (t+1|t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
 d(t|t)

(1− ϕ)dy

ϕ(dy − 1)

 ;

[
LT (t|t)
kT(t)

] ∣∣∣∣∣∣ . (9.88)

Zapomı́náńı tedy realizujeme transformaćı matice ve výrazu na pravé straně této rovnice
na horńı trojúhelńıkovou matici. V př́ıpadě omezeného lineárńıho zapomı́náńı je postup
obdobný, pouze váha posledńıho řádku se změńı na

∣∣∣d(t+1|t);LT (t+1|t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
 d(t|t)

ζν(t)d2
y

(dy − 1)2

 ;

[
LT (t|t)
kT(t)

] ∣∣∣∣∣∣∣ . (9.89)

Omezené zapomı́náńı je tedy výhodné nejen z hlediska bezpečnosti algoritmu, ale - zvláště
v př́ıpadě lineárńıho zapomı́náńı - i jeho rychlosti.

9.2.6 Konvergence metody nejmenš́ıch čtverc̊u a návrh identifikačńıho
experimentu

V tomto odstavci ukážeme, jakým zp̊usobem lze přistupovat k řešeńı otázky konvergence
metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Uvid́ıme, že podmı́nka konvergence souviśı s vlastńımi č́ısly
matice ZT Z. Tato vlastńı č́ısla jsou tedy d̊uležitým indikátorem správnosti navrženého
identifikačńıho experimentu.

V tomto odstavci budeme předpokládat, že použitá data jsou deterministická a byla
vygenerována na základě ,,správné“ hodnoty parametr̊u θ∗ jako

y(t) = zT(t)θ∗. (9.90)

Pro odhad hodnoty parametru plat́ı (9.39)

θ̂(t) = θ̂(t−1) +
P (t−1)z(t)

1 + ζ(t)
ε(t|t−1),
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kde

ε(t|t−1) = y(t)− zT(t)θ̂(t−1),

ζ(t) = zT(t)P (t−1)z(t)

a

P (t) = P (t−1)− P (t−1)z(t)zT(t)P (t−1)
1 + ζ(t)

.

Pro chybu odhadu

θ̃(t) = θ∗ − θ̂(t)

dostaneme podle rovnice pro vývoj odhadu parametr̊u

θ̃(t) = θ̃(t−1)− P (t−1)z(t)zT(t)
1 + ζ(t)

θ̃(t−1)

=

(
I − P (t−1)z(t)zT(t)

1 + ζ(t)

)
θ̃(t−1).

Výraz v závorce můžeme psát jako

I − P (t−1)z(t)zT(t)
1 + ζ(t)

=

(
P (t−1)− P (t−1)z(t)zT(t)P (t−1)

1 + ζ(t)

)
P−1(t−1)

= P (t)P−1(t−1)

a pomoćı této úpravy dostaneme

θ̃(t) = P (t)P−1(t−1)θ̃(t−1). (9.91)

Uvažujme nyńı Ljapunovovu funkci ve tvaru kvadratické formy

V (t) = θ̃
T
(t)P−1(t)θ̃(t), (9.92)

kde P (t)a tedy i P−1(t) je pozitivně definitńı matice. Bude-li tato Ljapunovova funkce neros-
toućı, bude chyba odhadu Ljapunovsky stabilńı. Poč́ıtejme proto jej́ı př́ır̊ustek v každém
kroku identifikace. Dostaneme

V (t)− V (t−1) = θ̃
T
(t)P−1(t)θ̃(t)− θ̃

T
(t−1)P−1(t−1)θ̃(t−1)

= θ̃
T
(t)P−1(t)

(
P (t)P−1(t−1)θ̃(t−1)

)
− θ̃

T
(t−1)P−1(t−1)θ̃(t−1)

= θ̃
T
(t)P−1(t−1)θ̃(t−1)− θ̃

T
(t−1)P−1(t−1)θ̃(t−1)

=
(
θ̃(t)− θ̃(t−1)

)T
P−1(t−1)θ̃(t−1).

Nyńı s použit́ım (9.91) dostaneme

θ̃(t)− θ̃(t−1) =
(
P (t)P−1(t−1)− I

)
θ̃(t−1)

a po dosazeńı a transponováńı, které pro symetrické matice neńı třeba značit, ale měńı
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pořad́ı jejich násobeńı

V (t)− V (t−1) = θ̃
T
(t−1)

(
P−1(t−1)P (t)− I

)
P−1(t−1)θ̃(t−1)

= θ̃
T
(t−1)

(
P−1(t−1)

(
P (t−1)− P (t−1)z(t)zT(t)P (t−1)

1 + ζ(t)

)
− I

)
P−1(t−1)θ̃(t−1)

= −θ̃
T
(t−1)

z(t)zT(t))
1 + ζ(t)

θ̃(t−1).

Dospěli jsme tedy k závěru, že Ljapunovova funkce

V (t)− V (t−1) ≤ 0,

tj. je nerostoućı. Z hlediska ljapunovské teorie stability je tedy chyba odhadu ljapunovsky
stabilńı, a tedy omezená. Dále v́ıme, že plat́ı

P−1(t) = P−1(t−1) + z(t)zT(t).

Proto také pro nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice přesnosti plat́ı

λmin

(
P−1(t)

)
≥ λmin

(
P−1(t−1)

)
.

Aby chyba odhadu konvergovala k nule, stač́ı, aby platilo

lim
t→∞

λmin

(
P−1(t)

)
= lim

t→∞
λmin

(
t∑

τ=1

z(τ)zT(τ)

)
= ∞. (9.93)

Je-li totiž funkce

V (t) =
∥∥∥ θ̃(t)

∥∥∥2

P−1(t)

omezená, pak pro nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λmin

(
P−1(t)

)
plat́ı∥∥∥ θ̃(t)

∥∥∥2

P−1(t)
≥ λmin

(
P−1(t)

) ∥∥∥ θ̃(t)
∥∥∥2

,

a tedy z (9.93) plyne

lim
t→∞

θ̃(t) = 0. (9.94)

Podmı́nce (9.93) ř́ıkáme podmı́nka dostatečného vybuzeńı systému (sufficient excita-
tion condition). Zároveň tato úvaha ukazuje, že vlastńı č́ısla matice

∑t
τ=1 z(τ)zT(τ) jsou

d̊uležitým indikátorem, zda zvolená data byla vhodná k vybuzeńı systému z hlediska iden-
tifikace.

V př́ıpadě sledováńı časově proměnných dat, kdy kovariančńı matice je nejen ,,stlačová-
na“ daty, ale také ,,expandována“ zapomı́náńım, je nutné zajistit k zajǐstěńı omezené chyby
odhadu dostatečné vybuzeńı systému ve všech časových intervalech. Odpov́ıdaj́ıćı podmı́nka
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existence intervalu Tp takového, že existuj́ı č́ısla α1 a α2 taková, že

α1I >

t+Tp∑
τ=t

z(τ)zT(τ) > α2I, (9.95)

se nazývá podmı́nka trvalého vybuzeńı systému (persistent excitation condition). Tato
podmı́nka implikuje platnost podmı́nky dostatečného vybuzeńı. Jestliže plat́ı podmı́nka
trvalého vybuzeńı (9.95) pro konstantńı parametry, lze ukázat, že chyba odhadu konverguje
k nule rychlost́ı 1/t (Goodwin a Sin, 1984).
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Kulhavý, R. (1986). Directional Tracking of Regression Type Model Parameters. 2nd IFAC
Workshop on Adaptive Systems in Control and Signal Processing, Lund.
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