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Predhovor

Tato publikacia sa zaoberd teoretickymi a praktickymi aspektmi dynamickej optimalizécie.
Vznikla na zaklade vyskumnej ¢innosti autora v tejto oblasti v poslednych desiatich rokoch.
Je rozdelend na styri casti.

V prvej teoretickej Casti sa zaoberdame jednak odvodenim zakladnych metéd a pradov v ob-
lasti dynamickej optimalizacie a jednak ich aplikaciou na linearne systémy. Preberajt sa principy
variacného poctu, Pontrjaginovho principu minima a Bellmanovho principu optimality. Metody
st aplikované na jednoduché problémy z linedrnych systémov.

Druha cast je venovana numerickym metdédam. Tieto nadvézuji na material z predoslej ¢asti
a rozsiruju ho tak, aby dynamickt optimalizaciu bolo mozné pouzit na sirsiu triedu problémov.
Na zéklade rozlicného stupna aproximécie si rozdelené jednotlivé triedy metéd, ktoré st potom
rozoberané v individudlnych kapitolach. Déraz je kladeny na deterministické pristupy. Dalej sa
v tejto casti venujeme aj niektorym otdzkam a problémom, ktoré sa v dynamickej optimalizacii
moézu vyskytovaf.

V tretej casti st uvedené programové baliky, v ktorych vyvoji autor participoval. Pomocou
tychto je mozné jednoduchym sposobom riesif niektoré z uvedenych problémov v predoslych
kapitolach.

Stvrté cast je venovand aplikdcidm v oblasti dynamickej optimalizacie. Ukazuje nielen po-
uzitie metéd a programovych balikov, ale aj problémy, ktoré sa mézu vyskytnit. Vybrané su
tri aplikacie, ktoré si zoradené od jednoduchsich az po zlozité problémy na hranici riesitelnosti
v stcasnom stave poznania v problematike.

Tato publikacia by nevznikla nebyt bohatej a dlhej spoluprace so skolou chemického in-
zinierstva ENSIC v Nancy, Franctuzsko a konkrétne s profesormi M. A. Latifi, J.-P. Corriou,
pracovnikmi a doktorandmi B. Chachuat, F. Fournier, F. Lesage.

V Bratislave by som sa chcel podakovat Prof. J. Miklesovi za uvedenie do problematiky
a svojim doktorandom a diplomantom M. Cizniarovi a T. Hirmajerovi, S. Sevéikovi, ktorych
vyskum otvoril nové moznosti v tejto oblasti.

Zaverom dakujem obom lektorom, ktorymi boli prof. Ing. B. Rohal-ITkiv, PhD. a doc. Ing.
J. Cvejn, PhD., ktori vyznamnou mierou prispeli k skvalitneniu viacerych casti diela.

Bratislava, november 2007
M. Fikar
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Cast I

Teoretické zaklady



Kapitola 1

Optimalne riadenie procesov

Tato kapitola sa zaobera teoretickymi zakladmi dynamickej optimalizacie. Vysvetlené su tri
zékladné pohlady a pristupy: variacny pocet, Pontrjaginov princip minima a Bellmanovo dyna-
mické programovanie. V druhej casti kapitoly je pre linedrne systémy vysvetleny navrh spatno-
vazbového optimalneho riadenia.

1.1 Formulacia tlohy optimalneho riadenia a princip minima

Pri riadeni procesov bolo formulovanych a vyrieSenych mnoho tloh optimalneho riadenia. Jednu
takuto dlohu, ktora vedie k optimalnemu spétnoviazbovému riadeniu procesov so sustredenymi
parametrami mézeme formulovat nasledovne (Bryson a Ho, 1975; Kirk, 1970; Lee a Markus,
1967; Pontryagin, 1964; Stecha, 1999; Vitecek a Viteckova, 2002; Corriou, 2004).

Majme riadeny proces, ktorého matematicky model je v tvare

da(t)
dt

= f(x(t), u(t)), x(to) = xo (1.1.1)

pricom x je n-rozmerny vektor stavovych veli¢in a u je m-rozmerny vektor riadiacich (akénych)
velicin. f je n-rozmerova vektorova funkcia, o ktorej predpokladame, ze je spojito diferencova-
telnd podla vsetkych premennych.

Ulohou optimalneho riadenia je najst takd trajektoriu w(t), kde t € [to,t ], aby funkciondl
v Bolzovom tvare

ty
J(u(t)) = Gep(z(ty)) + . F(x(t), u(t))dt (1.1.2)
dosiahol minimalnu hodnotu. Predpoklada sa, ze na prvky vektora  a w nie su kladené ohra-
nicenia. Gy a I st spojito diferencovatelné skaldrne funkcie.

7 praktickych tloh riadenia mézu vyplynat roézne dalsie poziadavky a ohranicenia, ktoré
treba zahrnit do formulacie dlohy riadenia. Jedna sa najmé o ohranicenia na riadiace velic¢iny,
ohranicenia na stavové veliciny, dalsie poziadavky na koncovy stav vektora x(ts). Mo6zu existovat
tlohy s volnym koncovym ¢asom, alebo s pevnym koncovym casom ;.

Predpokladajme, Ze optimalne riadenie u*(t) existuje. Pre vSetky mozné riadenia w(t) plati:

Ju(t)] = J[u(t)] (1.1.3)

Vztah (1.1.3) plati vo vSeobecnosti. Mo6ze sa stat, ze u*(t), ktoré vyhovuje rovnici (1.1.3) ne-
existuje. Dokazat problém existencie optimalneho riadenia je matematicky tazké. V aplikdciach
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si ¢asto pomahame intuiciou a na zdklade nej predpokladdme existenciu optimélneho riadenia.
Dokaz existencie je zalozeny na Hamiltonovej-Jacobiho rovnici.

Za ucelom vyriesenia nami formulovanej tlohy riadenia budeme predpokladat existenciu opti-
mélneho riadenia u*(t). Odvodime podmienky, ktorym musi vyhovovat. Jedna sa o podmienky
nevyhnutné, ktoré vyplyvaji zo zmeny J pri malej odchylke w(t) od w*(t). Pokisime sa teda
riadiacu veli¢inu velmi malo zmenif oproti w*(¢) a ur¢it nevyhnutné podmienky.

Nech uw*(t) je optimélne riadenie a x*(t) optimélna odozva systému dand rovnicou (1.1.1) na
toto optiméalne riadenie. Budeme predpokladat, Ze odozva na varidciu riadiacej veli¢iny du(t) je
varidcia dx(t). Teraz mdzeme pisat odozvu systému

x(t) = " (t) + ox(t) (1.1.4)

ktora zodpoveda riadeniu

u(t) = u*(t) + ou(t) (1.1.5)
Dalej mozeme pisat
dx de dz*
5<dt> = % & (1.1.6)

de* d(é6x) da*

= & + ETRR (1.1.7)
d (0x)
= 1.1.
p” (1.1.8)

Z rovnice (1.1.8) vyplyva, ze pre linedrne operatory d/dt¢ a ¢ plati komutativny zékon. Rozvojom
do Taylorovho radu v okoli optiméalneho stavu plati

flx,u) = f(z*, u)+ (gi)*&x + (;{)*511 (1.1.9)

s tym, Ze sa bert do tvahy len linedrne ¢leny. Parcidlne derivacie v rovnici (1.1.9) su pocitané
pre optiméalne trajektorie uw*(t) a x*(¢).

Vyrazy
of of o
ox1 0Oxo 0xy,
, o on . op
((9;2) _ 83261 a?:g a:zcn (1.1.10)
0r1 Oxo oxy,
of of . oh
Ouyp  Ouo ou
) on 0k . Of
(aﬁ) _ 3?1 3?2 81:Lm (1.1.11)
Ohy Ofu . O
Oour  Ous Oupm,

su Jacobiho matice. Matice (-)* st matice zodpovedajice optimalnym priebehom u* a x*. S uva-
zovanim rovnic (1.1.1) a (1.1.8) mo6zeme rovnicu (1.1.9) pisat

d((ftm) - (gi) 6z + <g£> ou (1.1.12)
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Funkcional J(u) dosahuje absolitne minimum pre funkciu u* = w*(¢) z triedy dovolenych
funkcii, ak pre IubovoIni dovolent funkciu w(t) plati nerovnost (1.1.3).

Poznamka 1.1.1 Vo vseobecnosti inkrement funkciondlu J(x) je definovany ako

AJ = J(x+dx) — J(x) (1.1.13)
teda ho moézeme vyjadrit funkciondlne ako

AJ =AJ(xz, ox) (1.1.14)

Prud varidcia funkciondlu §J je cast prirastku funkciondlu AJ, ktord je linedrna vo varidcii
dx. Fundamentdlna veta variacného poctu hovori, Ze ak x* je extremdlne, potom nevyhnutnou
podmienkou pre extrém funkciondlu je

dJ(x*, éx) =0 (1.1.15)

pre vsetky dovolené dx.
Na tomto mieste treba poznamenat, Ze existuje urcitd formdlna podobnost podmienky extrému
funkcie y = y(x) v tvare (dy/dx) =0 a vztahu (1.1.15).

D4 sa ukazat, ze ak prirastok funkciondlu AJ a jeho varidcia §J st spojité funkciondly a
variacia du dosahuje kladné a zaporné hodnoty, potom rovnost

5J =0 (1.1.16)

je nevyhnutnou podmienkou extrému. Ak st dovolené len jednostranné variacie, napr. du > 0,
potom §.J = 0 nie je nevyhnutnou podmienkou extrému.
Pre varidciu funkcionalu (1.1.2) plati

oG, T t T T
§J = <8$C§t;)> dx(ty) + tof [(gﬁj) 5m+<§i> 5u] di (1.1.17)

Parcidlne derivacie v (1.1.17) st pocitané pre optimélne trajektorie.
Rovnica (1.1.17) plati pre pevny koncovy cas t¢. Koncovy stav systému x(ty) uvazujeme

volny.
Definujme adjungovany (zdruzeny) vektor A(¢) a upravme rovnicu (1.1.12) nasledovne
d(ox) of of
T _\T T
A & A (833)(593—1—)\ <8u> ou (1.1.18)
Integrovanim rovnice (1.1.18) v hraniciach od t = ¢y do t = t; dostaneme
t d(é
/f Ard02) _ r (af> sz — AT (8> 5u]dt:0 (1.1.19)
to dt ox ou

Spoc¢itanim rovnic (1.1.17) a (1.1.19) mo6zeme pre 6J pisat

[ 0Gy \"
oJ = <8$(tf)> 5:c(tf)

LG ()

(gﬁ)T Y (gm 5u} at
d (éx)

ty
_ ATV 4 1.1.20
/to dt ( )

ox +
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Derivaciou ¢lena ATdx dostaneme

d(ox) d dA”
rdlox)  d /47 _aA
A " iy ()\ 6m) & ox (1.1.21)

a rovnica (1.1.20) bude
T
_ | 9Gy
0J = <3$ (tf)> ox (tf)

+/t:f { [(ZI;)T+AT (gi) + Cﬁ‘:’] ox + [<21:>T+AT <gu)] 6u}dt

+ AT(;CL"t:tO — )\T5m|t:tf (1122)

Ak zavedieme Hamiltonovu funkciu
H=F+Af(x, u) (1.1.23)

a ak adjungovany vektor A(t) vyhovuje diferencidlnej rovnici

A\ OH

== "5 (1.1.24)

potom pre pevny zaciatoény stav x(ty) = xg, pre ktory plati dx(tg) = 0, je nevyhnutnd pod-
mienka optimélneho riadenia dané ako

0J =

ty fOH
( ou

T
) Sudt = 0 (1.1.25)

to

pricom koncova podmienka pre adjungovany vektor A(¢) bude

Alty) = <a§;f>”f (1.1.26)

Rovnica (1.1.25) udéva vztah medzi varidciou funkciondlu a variaciou riadenia. Ak nie st
vsetky prvky vektora x(ts) volné, potom varidcie riadenia nie st Iubovolné. D4 sa ukazat, ze
v tlohach s volnymi ako aj pevnymi koncovymi bodmi dostdvame ekvivalentny vysledok.

Ak predpokladame, ze varidcia du(t) je lubovolnd (teda implicitne w(t) uvazujeme ako neo-
hranicené), ak plati vztah

OH
T o 1.1.27
S ( )
potom je nevyhnutnd podmienka pre extrém (minimum) funkcionalu splnena.

Ak riadiace veli¢iny maji ohranicenia
—o <u(t) < By, j=1,2,..., (1.1.28)

kde a; a (B su konstanty urcujice najmensiu a najvacsiu mozni hodnotu prvkov u; vektora u,
potom du(t) nemoze byt Tubovolnd a (1.1.27) nezabezpeci nevyhnutni podmienku pre extrém.
Ak riadiaca veli¢ina u; je na svojom dolnom ohraniceni, moze len platit, ze du; > 0. Aby platilo
0J > 0 v rovnici (1.1.25), je nutné aby gTIi >0

OH
u; = —aj, ak e 0 (1.1.29)
j
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Ak riadiaca veli¢ina u; je na svojom hornom ohraniceni, moze len platit, Ze du; < 0. Preto
je opét z rovnice (1.1.25) vyzadované, aby platilo
OH
uw; =, ak — <0 (1.1.30)
J ’ 8Uj
V obidvoch pripadoch je zrejmé, ze riadiaca veli¢ina bude minimalizovat H, ked sa bude nacha-
dzat na ohraniceni.
Nevyhnutné podmienky optimélneho riadenia w*(¢) pre Iubovolni varidciu du vyplyvaji
teda z rovnice (1.1.27).
Zhrnutie délezitych rovnic teda déva

%{ I (1.1.31)
8(%1 _ ((i%: (1.1.32)
%’ _ 21;+<AT£>T (1.1.33)
% _ _?;_<AT2£>T (1.1.34)
% _ _%T (1.1.35)

Derivaciu H podla ¢asu mdzeme pisat v tvare

L _ (0T e (08 (01170 (1.136)

dt  \ oz /) dt ou/) dt ox)/ dt o
Z rovnic (1.1.32) a (1.1.24) vyplyva

OHN\" dz  (9H\T dA

(5%) F+(Gx) G =0 (1.1.37)
Pretoze plati rovnica (1.1.27), pravéd strana rovnice (1.1.37) sa rovna nule, teda

dH

—_— = 1.1.

=0 (1.1.38)

za predpokladu neohrani¢eného riadenia, alebo za predpokladu, ze riadenie nikdy nedosiahne
ohranicenie. Z rovnice (1.1.38) vyplyva, ze Hamiltonova funkcia je v ¢ase ¢ pocas trvania opti-
malnej odozvy systému konstantna.

Priklad 1.1.1: Optimdlne riadenie vymennika tepla
Majme vymennik tepla (obr. 1.1.1), v ktorom ohrievame kvapalinu. Predpokladame Ze vo
vymenniku je idedlne mieSanie a straty tepla do okolia st nulové. Zadrz vo vymenniku,
ako aj prietok na vstupe a vystupe vymennika st v ¢ase konstantné. Matematicky model
vymennika ma tvar

w
—— + 9 = 791] + —
q dt qpcp
kde 9 je vystupné teplota, 9, — vstupnd teplota, t' - ¢as, w — tepelny prikon, p — hustota
kvapaliny, V' — objem kvapaliny vo vymenniku, ¢ — objemovy prietok kvapaliny, ¢, —
Specifickd tepelna kapacita.
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L
CL 8
(VM 5
| >
Obr. 1.1.1: Vymennik tepla

\Y

Oznacme
w
Yy = ——
qapcp

Pretoze w/qpc, ma rozmer teploty, moézeme v, povazovat za riadiacu teplotu. Predpokla-
dajme, ze dostatocne dlhy ¢as mame konstantnu riadiacu teplotu 9, = 0. Ak teplota na
vstupe do vymennika bude konstantna, teda ¢, = 9,9, potom vymennik tepla v ustalenom
stave bude opisany rovnicou

Yo = Vo + Vuo

Uvazujme teraz novy ustaleny stav pre riadiacu teplotu 9,1 , ktory je dany rovnicou

Y = Vyo + V1

Ulohou optimélneho riadenia v otvorenom obvode bude uréit priebeh 9, (#) z hodnoty
Y40 na hodnotu 9, tak, aby nejaké kritérium kvality prechodového javu (funkcional) bolo
minimalne. Toto kritérium kvality (funkciondl) definujeme neskoér. Prv nez zacneme riesit
problém, definujeme si stavovi veli¢inu ako odchylku od koncového ustaleného stavu.

Stavovu velic¢inu definujeme v bezrozmernom tvare

I(t') —
)= ————
x( ) ﬁul - 01}0
Riadiacu (akéni) veli¢inu definujeme takto
Py (t') — D
)=/ ul
U( ) 79u1 - 191)0

Dalej definujeme bezrozmerni ¢asovi premennt

Model vymennika teraz mozeme pisat

dxz(t) B
w T x(t) = u(t)
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so zaciatoénou podmienkou

Jo — V1

R

Majme teda riadeny systém, ktory je opisany diferencidlnou rovnicou prvého radu dz/dt +
x = u. Budeme hladat taky priebeh u(¢), aby sme dosiahli minimum funkciondlu

Ly
J= [ [0+ r )] at
to
kde tg = 0 je zaciatocny cas, v ktorom je urc¢end hodnota x(0) = x¢ , ty — Cas urcujici
hornt hranicu uvazovaného casového intervalu, r > 0 — vahovy koeficient.

Koncova hodnota z(tf) je nie zadand, teda budeme riesit problém s volnym koncovym
bodom. Ked je zadand zaciatoéna podmienka, potom J zavisi len od w(t), pretoze u(t)
urcuje z(t) podla rovnice riadeného systému.

Hamiltonova funkcia pre nas pripad bude

H =2+ ru? + M~z +u)

Dalej musi platit

dA OH
R
det ox THA

Koncova podmienka pre adjungovani veli¢inu A(t) je
A(tg) =0

Pre pripad neohranicenej riadiacej veliciny minimum H podla v dostaneme z rovnice

oH
ou
z ktorej vyplyva

0

2ru+A =0

Optimélne riadenie teda je
1

w(t) = =5 A1)

Treba poznamenat, ze
0*H
ou?

takze pre u(t) v skuto¢nosti H dosahuje absolitne minimum.

=2r>0

Vyriesenim systému rovnic

d\*

1 " +
da* 1
A B —

dt 2
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so zaciatocnou a koncovou podmienkou

A(tf) =0
x*(0) = xo
mozeme dostat optiméalne riadenie zo vztahu u*(t) = —(1/2r)\*(t). Vyssie uvedeny systém
diferencidlnych rovnic ma jediné riesenie
2
A (t) = % sinhy(ty —1t)
' (t) = % [ycoshy(ty —t) + sinhy(ty —t)]

pricom § = ycosh~ts +sinh~ts, v = /14 1/r. To, ze X*(t) a 2*(t) st rieSenim daného
systému diferencidlnych rovnic, mozeme jednoducho dokézat priamo dosadenim. D& sa
ukézat (veta o jednoznacnosti rieSenia diferencidlnych rovnic), ze toto riesenie je jediné. Ak
rieSenie problému optimalneho riadenia existuje, potom optiméalne riadenie musi vyhovovat
nevyhnutnej podmienke

Ty .
u*(t) = ——sinh~y(t; —t

(1) = 55 sinh(ty —1

Existenciu optiméalneho riadenia mozno dokazat aj matematicky, avsak v praktickych ap-
likdcidch sa existencia optimalneho riadenia posudzuje z fyzikalneho rozboru. u*(t) déava
priebeh optiméalneho riadenia a z*(t) priebeh odozvy na optimalny priebeh riadiacej veli-
éiny.

V mnohych aplikacidch neprichddza do tivahy konecny cas t. Casovy interval, v ktorom
hladdme optimalne riadenie, je od ¢asu t = 0 do ¢asu t = co. Priebeh optimalnej odozvy
a optiméalneho riadenia potom je

z*(t) = woe
* Lo —~t
t I
w(?) r(1 +’y)€

Na obr. 1.1.2 st optimélne priebehy u(t) a x(t) pre ty = oo, zg =1, r = 1.

1.2 Dynamické programovanie

V patdesiatych rokoch minulého storocia Bellman a jeho spolupracovnici rozpracovali novy pri-
stup k rieseniu varia¢nych tloh — metddu dynamického programovania. Metéda dynamického
programovania sa ¢asto pouziva pri analyze a syntéze systémov automatického riadenia (Bell-
man, 1957).

Sktimajme vektorovu diferencidlnu rovnicu

da(t)
dt

= fz(t), u(®), t) (1.2.1)
kde f a @ maji rozmer n, u ma rozmer m. Vektor riadiacich veli¢in w vyhovuje ohraniceniam
uclU (1.2.2)

kde U je niektora uzavreta oblast Euklidovho priestoru E,,.
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Obr. 1.1.2: Optimélne priebehy vstupnej a stavovej veli¢iny vymennika tepla

Kritérium optimalizacie bude funkcionél

ty
J = F (x(t), u(t), t)dt (1.2.3)
to
Horna hranica integralu — koncovy cas ty > fo mdze byt pevny alebo volny. Majme pripad,
v ktorom koncovy cas ty sa rovnd nejakej konstante.
Definujme novi stavovi veli¢inu

Tni1(t) = ttF(w(T), u(T), 7)dr (1.2.4)

Uloha minimalizacie funkciondlu J je ekvivalentnd minimalizacii stavu a,41(tf) systému,
rovnice ktorého moézeme napisat v tvare

dz?) — F(E0), u(t), (1.2.5)
kde

' = (.’BT, :cn+1)

o= (7 F)
Vektor zac¢iatocnych podmienok je dany

& (to) = (=" (to), 0) (1.2.6)

Ak plati F =1 (a volny koncovy ¢as), potom ide o ¢asovo optimdlne riadenie.
Principidlne mozno postupovat aj tak, ze zavedieme dalsiu stavovi veli¢inu xo(t) =t a este
jednu diferencialnu rovnicu

d$0 (t)
dt

=1 (1.2.7)



1.2 Dynamické programovanie 25

X, [

X(to)

\j

bl

Obr. 1.2.1: Optimalna trajektoria v n-rozmernom stavovom priestore

so zacCiatocnou podmienkou z¢(t9) = 0. V tomto pripade sa namiesto ¢asu skiima stavova velic¢ina
xo a uloha sa meni na vysSetrovanie systému typu

20 _ f () un) (1.25)
namiesto systému (1.2.1).

Dynamické programovanie je zalozené na principe optimalnosti, ktoré ako prvy formuloval
Bellman. Skiimajme optimélnu trajektériu v n-rozmernom stavovom priestore (obr. 1.2.1). Po-
lohu pohybujiceho sa bodu v ¢ase t = t/(tg < t' < ts) oznac¢ime x(t'). Tento bod rozdeluje
trajektoriu na dve Casti.

Princip optimélnosti hovori, ze tsek optimdlnej trajektérie z bodu x(t') do bodu x(tf) je
tiez optimélnou trajektériou. Z toho vyplyva, Ze pre pociatoény stav x(t') ta cast trajektorie,
ktora zodpovedd prechodu z bodu x(t') do bodu x(ty) je optimalna a nezavisi od predhistérie
systému, t. j. od toho, akym spdsobom sa systém dostal do bodu x(t’'). Predpokladajme, ze
toto neplati, t. j. ndjdeme trajektoériu (na obr. 1.2.1 je oznafend prerusovanou c¢iarou), pozdlz
ktorej je hodnota funkciondlu mensia. Hodnota funkcionalu J sa rovnd stuctu jeho hodnét vypo-
¢itanych na dvoch cCastiach trajektérie. Z toho vyplyva, ze mozno najst trajektériu, ktorda bude
lepsia ako vychodiskova. Za tcelom toho treba néajst vektor dovoleného riadenia tak, aby prva
cast trajektorie ostala ako predtym a jej druhd cast aby bola totozna s prerusovanou ciarou.
Takymto spésobom sme dospeli k protire¢eniu s hypotézou optimalnosti povodnej trajektorie.
7 predchadzajuceho vyplyva, ze nemozno zlepsit druhu cast trajektérie, a ze teda druhd cast
optimalnej trajektérie je tiez sama o sebe optiméalna.

Bellmanov princip optimalnosti umoznuje ziskat dostatoc¢ne vseobecné podmienky optima-
lizacie, ktoré mozno pouzit tak pre spojité, ako aj pre nespojité systémy. Nehladiac na jedno-
duchost tohto principu, mézeme na jeho zdklade ziskat nevyhnutné podmienky pre optimalnu
trajektoriu.

Princip optimalnosti mozno formulovat i takto: optimalna stratégia nezavisi od predhistérie
a je urcend len zaciato¢nou podmienkou a koncovym cielom.
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Obr. 1.2.2: Optimélna trajektoria

Zvlastnost metdédy, ktord vyuziva princip optimélnosti, spociva v tom, ze casti optimélnej
trajektérie sa urcuji od konca trajektorie, zacinajic z predpisaného koncového stavu x(ty).
Este raz zdoraznujeme, ze v silade s principom optiméalnosti je usek trajektorie, ktory konéi
v koncovom bode optimélnej trajektérie, optimalny. Inak povedané, optimalnost tohto tseku
vzdy vyplyva z optimélnosti celej trajektorie.

Pri deleni trajektérie na niekolko tisekov mozno, pohybujic sa od konca trajektérie, pre-
svedcit sa o optimalnosti posledného tseku trajektorie a potom o optiméalnosti vsetkych pred-
chadzajucich tsekov. Optiméalnost jednotlivych tsekov trajektorie zavisi od optimalnosti celej
trajektérie. Opacné tvrdenie neplati, t.j. optimalnost celej trajektérie nevyplyva z optimélnosti
jednotlivych tsekov.

Majme vektoroviu diferencialnu rovnicu nelinearneho riadeného objektu v tvare

dx(t
U0 _ f (o). u. o (129)
Funkcional, ktory ma byt minimalny, je
ty
J = F (x(t), u(t), t)dt (1.2.10)
to

Predpokladajme, ze x*(t) je optimdlna trajektoria, ktorej zaciatoény stav je x(tp) a koncovy
stav je x(ts) (obr. 1.2.2). Oznac¢me pomocou J*(x*(tp), to) minimum funkciondlu J. Z principu
optimélnosti vyplyva, Ze tsek trajektérie, ktorého zaciatocny stav je x*(t), koncovy stav je x(t)
a ktory vyhovuje rieSeniu rovnice (1.2.9), je tiez optimélny.
7 toho vyplyva, ze plati
ty

J* (2" (t), t) = min F (x*(7), u(r), 7)dr (1.2.11)

uel J¢
Této rovnica nazyva Bellmanova funkciondlna rovnica. Pre dostatoéne maly interval At a pre
¢as t' = t + At minimdlna hodnota funkciondlu, ktord sa uréi na tiseku optimélnej trajektorie sa
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zaCiatoénym stavom x*(t') = x*(t + At) a s koncovym stavom x(ty), je dand vyrazom

J* (), t) = 27161(1]1 t,tf F(z*(7), u(r), 7)dr (1.2.12)

Na lavej strane rovnice (1.2.12) argumenty x*(¢') a ¢’ oznacuju zac¢iato¢ény stav na vySetrovanom
useku trajektorie. Z porovnania integralov (1.2.11) a (1.2.12) dostaneme

J* (@' (), t) = min { YR (@ (), w(r), ) dr + F (@*(t), w(t), 1) At} +o1 (At) (1.2.13)

= min {J (z*(t'), t') + F (" (1), u(t), t) At} + o1 (At) (1.2.14)

kde o1 (At) je zvysok, pre ktory plati

01 (At)
At—0 At

=0 (1.2.15)

pretoze interval At méa koneéni hodnotu v pravych ¢astiach rovnic (1.2.13) a (1.2.14), treba ¢len
01 (At) uvazovat.
Rozkladom do Taylorovho radu dostaneme

z (') =x(t+ At) = z(t) + &(t) At + 0z (Al) (1.2.16)
02(At) je zvySok. S uvazovanim rovnice (1.2.9) mozeme pisat
z(t) =z(t) + f(x(t), u(t), t) At + oz (At) (1.2.17)
Ked dosadime x(t') z rovnice (1.2.17) do vyrazu J*(x(t'), t’) a rozlozime ho do Taylorovho radu
za predpokladu, ze existuju parcidlne derivacie 0J*/0z;, (i =1, 2, ..., n) a 9J*/0t, dostaneme
T (x(t'), t') = J* (x (t + At), t + Al) (1.2.18)
=J{z(t)+ f (x () u(t), )At+02(At),t+At} (1.2.19)
&]* ,t
0+ 3 G0 s w0, ), 0 61
+ Wm + 03 (A1) (1.2.20)
03(At) je zvySok. Ked zavedieme oznacenie
oJ* _ (9J* dJ* o \"
— .. 1.2.21
ox ((%Ul’ 0xo’ ’ aﬂin) ( )

potom rovnicu (1.2.20) méZzeme prepisat do tvaru

T (@), t') = T (2(t), )
oJ* (x(t), t) oJ* (x(t), t)
+ Tf (m(t), u(t), t) At + TAt + 03 (At) (1222)
Tento vyraz dosadime do pravej strany rovnice (1.2.14) s uvazovanim x(t) = x*(t). Pretoze
vyrazy J*(x(t), t) a 0J*/0t nie st zavislé od w(t), mozno ich vynat pred operator min. Ked
zjednodusime ziskany vyraz a predelime celii rovnicu At, dostaneme vztah

oJ* (x*(t), t)
T

min
uclU

{Wf(w*(t), u(t), t) + F (2" (1), u(t), t)}+ A (1223)
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04(At) je zvysok. Ak At — 0, m6zeme posledny ¢len na pravej strane rovnice zanedbat a dosta-
neme Hamiltonovu-Jacobiho rovnicu (niekedy sa nazyva aj Hamiltonova-Jacobiho-Bellmanova
rovnica)

Lo (@), {&]*(:c*(t),t)
ot = uet Ox*T

f @ (t), u(t), t) + F (z*(t), u(t), t)} (1.2.24)

Tato parcidlna diferencidlna rovnica je zdkladnou rovnicou dynamického programovania pre spo-
jité systémy. Prva Cast rovnice je po minimalizdcii nezévisld od riadenia w(¢). Rovnica plati len
pre optimalne riadenia w*(¢). Hamiltonova-Jacobiho rovnica sa ¢asto pouziva v tvare

aT* (z*(t), t) 9T (z*(t), t)
B ot - oz*T

Pretoze (0J* /0t + (0J*/0xT) f) sa rovna dJ*/dt, mdzeme tiito rovnicu napisat v tvare

dJ* (z*(t), 1)
at

Analogicky sa zékladné rovnica dynamického programovania (1.2.24) méze pouzit v tvare

£ (), w'(t), t) + F (x*(t), w(t), t) (1.2.25)
+F (2 (1), u*(t), t) = 0 (1.2.26)

dJ* (x*(t), t)
inq ————>—2> + F(x*(t), u"(t), t) p =0 1.2.27
min { SO 4P @), w0, 0)) (1:2.27)
7 odvodenia zékladnej rovnice dynamického programovania vyplyva, ze Hamiltonova-Jacobiho
rovnica v tvare (1.2.24) alebo (1.2.27) urc¢uje nevyhnutné podmienky optimélnosti. Za urcitych
predpokladov dostatoéni podmienku optimalnosti mozno formulovat analogicky.

1.3 Pontrjaginov princip minima

V tejto casti odvodime treti pristup k optimalnemu riadeniu — Pontrjaginov princip minima (Pon-
tryagin, 1964). Budeme pritom vychadzat z dynamického programovania.

Uvazujme, ze tloha optimélneho riadenia ma riesenie a oznac¢me vektor adjungovanych pre-
mennych

oJ (z(t), t)
oxT

takze Hamiltonova funkcie bude v tvare

= A(t) (1.3.1)

H(z,u,\,t) = F(z,u,t) + AT f(x,u,t) (1.3.2)
Rovnicu (1.2.25) moézeme potom pisat v tvare (vynechdme oznacenie optimélnych premen-
nych hviezdic¢kou)

oJ
5 = H(xz,u,At) (1.3.3)

Zderivovanim podla @ dostaneme

0%J oH 9%JOH

- - 1.3.4

uol 0w | 027 OA (1.3.4)
Podobne, zderivovanim (1.3.1) podla ¢ ziskame
. 9% 02J 0%J S

A= 0 e et T a2 (1.3.5)
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Na poradi derivovania nezalezi. Porovnanim lavych a pravych stran ostatnych rovnic dostaneme

a;:a—H, o o (1.3.6)
oA ox
Prva z rovnic reprezentuje diferencidlne rovnice systému, druhd systém diferencidlnych rovnic
adjungovanych premennych.
Ak mé teda tloha optimalneho riadenia riesenie, potom musi mat Hamiltonova funkcia
globalne minimum podla riadenia, tj.

H* :rneigH(w(t),u, A t) (1.3.7)

a musia platit predoslé diferencidlne rovnice. To je podstata Pontrjaginovho principu minima.

1.4 Spatnoviazbové optimalne riadenie linearnych systémov

Optimalne riadenie dynamického systému prezentované v casti 1.1 je mozné realizovat aj pomo-
cou spéatnej vazby.

Ulohou optiméalneho spatnovizbového riadenia linedrneho ¢asovoinvariantného dynamického
systému mozno formulovat nasledovne (Mikles a Hutla, 1986).

Majme tuplne riaditelny systém

(t) = Az(t) + Bu(t) (1.4.1)
so zacCiatocnou podmienkou v case tg = 0
z(0) = o (1.4.2)

a volnou koncovou podmienkou x(t¢), pricom ¢; je zname. Dalej majme funkcionél

1

J = in(tf)Qtfo(tf) +

|

ty
/ (27 (1)Qu(t) + u” () Ruf(t)) dt (1.4.3)
0

kde Q:, a @ su redlne symetrické kladne semidefinitné vahové matice a R je redlna symetricka
kladne definitna vahova matica.
Ulohou je najst spatnovéizbovy zakon riadenia

u = funkcia(x) (1.4.4)
tak, aby J bolo minimélne pre kazdé x.
Optimélne spdtnovizbové riadenie zabezpeci prechod systému v case od nuly do ¢asu t; zo

stavu xg do okolia stavu x = 0.
Hamiltonova funkcia pre nas pripad bude

1
H= §($TQ$ +u’ Ru) + AT (Az + Bu) (1.4.5)

kde adjungovany vektor A(t) vyhovuje diferencidlnej rovnici

A=—-Qx—AT) (1.4.6)
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s koncovou podmienkou
Alty) = Qi,a(ty) (1.4.7)
Pre neohranic¢ené u(t) podmienka optimélneho riadenia je
Ru+B'x=0 (1.4.8)
Optimalne riadenie u je dané vzfahom
u(t) = —R'BTA(t) (1.4.9)

R~ vzdy existuje, pretoze R je Stvorcova symetrickd kladne definitnd matica.

Optimalne riadenie musi minimalizovat hamiltonidn. Nevyhnutnd podmienka 0H /0w dava
len extrém podla u. Aby extrém bol minimom pre w, matica 0°H/Ou? rozmeru m x m musi
byt kladne definitnd. Z rovnice (1.4.5) vyplyva

9*H
= R (1.4.10)

Pretoze o matici R sme predpokladali, Ze je kladne definitnd, riadenie u(t), ktoré zodpoveda
rovnici (1.4.9), skutoéne minimalizuje hamiltonin.
Dosadme teraz u(t) z rovnice (1.4.9) do rovnice (1.4.1) a dostaneme

i(t) = Az(t) - BR'BT (1) (1.4.11)
Zavedieme oznacenie
S=BR 'BT (1.4.12)
S je matica rozmeru n X n a pomocou nej moézeme rovnice (1.4.11) a (1.4.6) pisat v tvare

& (t) A | -8 x(t)
I — (1.4.13)
A(t) -Q | -AT A(t)

Posledna rovnica predstavuje 2n linearnych homogénnych diferencidlnych rovnic s konstant-
nymi koeficientmi. Jediné riesenie tohoto systému dostaneme vtedy, ked pozname 2n zaciatoc-
nych podmienok; n zaciatoénych podmienok vyplyva zo zaciatoéného stavu systému x(0) = xg.
Zostavajucich n podmienok je danych vztahom (1.4.7).

Nech ®(t, tp) je fundamentalna matica systému (1.4.13) rozmeru 2n x 2n, pricom ty = 0.
Ak oznacime A(0) nezndmu zaciatoéni hodnotu adjungovaného vektora, potom rieSenie rov-
nice (1.4.13) bude mat tvar

< igg ) = (1, 1) ( f‘ggg ) (1414)

Pre t =ty musi platit

z(ty) | _ x(t)
< A(ti) ) =@y 1) ( A(t) > (1.4.15)
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Rozdelme dalej maticu ®(ty, t), ktord ma rozmer 2n x 2n, na Styri matice rozmeru n x n
takto

o, | Y T (1.4.16)
‘I’Ql(tf, t) | '1)22(tf7 t)

Rovnicu (1.4.15) mozeme pisat v tvare

w(ty) = Pulty, )a(t) + Pty H)A(L) (1.4.17)
Alty) = @olty, )a(t) + Paalty, )A(E) = Q¢ x(ty) (1.4.18)

Z rovnic (1.4.17) a (1.4.18) po tprave dostaneme
A(t) = [®o(ty,t) — Qi ra(ty, 1)) 7 [Qr, ra(ty,t) — o (ty, t)]2(t) (1.4.19)

za predpokladu, ze inverzna matica v rovnici (1.4.19) existuje. Rovnica (1.4.19) hovori, ze ad-
jungovany vektor A(t) a stavovy vektor x(t) st vo vzajomnom vztahu podla rovnice

At) = P(t)a(t) (1.4.20)
pricom
P(t) = [®9(t,t) — Qi 1a(ty, 1)) ' [Qr, P11 (ty, 1) — ®ou(ty,1)] (1.4.21)

Vztah (1.4.20) determinuje optimélnu spatnd vézbu v tvare
u(t) = —RIBTP(t)x(t) (1.4.22)

Odvodenim tejto rovnice sme nasli spatnoviazbovy zakon riadenia (1.4.4), ktory zabezpeci
minimalizaciu J, ktory je uréeny vztahom (1.4.3). Mozno dokézat, ze P(t) existuje pre Iubo-
volny cas t, kde tg <t < ty. Urcenie matice P(t) z rovnice (1.4.21) je tazké. Vznika otazka, ¢i
nejestvuje nejaky iny sposob urcenia P(t). Odpoved na tuto otdzku je kladna a spociva v od-
vodeni diferencidlnej rovnice, ktorej riesenie je P(t). Tdto rovnicu odvodime velmi jednoducho
nasledovne.

Predpokladajme, zZe riesenia rovnice (1.4.13) st zviazané rovnicou (1.4.20) pre t € (to, ty).

Derivovanim rovnice (1.4.20) podla ¢asu dostaneme

A(t) = P(t)x(t) + P(t)&(t) (1.4.23)

Ked dosadime do rovnice (1.4.1) w(t) z rovnice (1.4.9) a potom A(f) z rovnice (1.4.20),
dostaneme vyraz

#(t) = Az(t) - BR™'BTP(t)x(t) (1.4.24)
Z rovnic (1.4.23) a (1.4.24) dostaneme

A(t) = [P(t)+ P(t)A — P(t)BR ' BT P(t)|x(t) (1.4.25)
Z rovnic (1.4.6) a (1.4.20)

Alt) = [-Q — ATP(t)]x(t) (1.4.26)
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Z rovnosti pravych stran rovnic (1.4.25) a (1.4.26) vyplyva rovnica
[P(t) + P(t)A - P(t)BR'B"P(t) + ATP(t) + Qlx(t) =0, t € (to, tf) (1.4.27)

Pretoze x(t) je rieSsenim homogénnej rovnice (1.4.24), matica P(t) musi vyhovovat maticovej
diferencialnej rovnici

dP(t)

— TP®A+ ATP(t)- Pt)BR'BTP(t) = -Q (1.4.28)
Porovnanim vztahu
A(ty) = P(ty)x(ty) (1.4.29)

a vztahu (1.4.7) dostaneme koncovii podmienku potrebnii na riesenie rovnice (1.4.28) v tvare
P(ty) = Qy, (1.4.30)

Rovnica (1.4.28) je maticova diferencidlna rovnica Riccatiho typu. RieSenie tejto rovnice
existuje a je jediné. D4 sa ukézat, ze P(t) je kladne definitnd symetrickd matica, t.j. plati

P(t) = PT(t) (1.4.31)

a dalej, ze pre systém (1.4.1) a funkcional (1.4.3) optimélne riadenie existuje, je jediné a je
urcené rovnicou

u(t) = —K(t)x(t) (1.4.32)
pricom
K(t)=R'BTP(t) (1.4.33)

Délezité je uvedomit si, ze maticu P(t) mozno vypocitat pred zac¢iatkom ¢innosti spatnovéz-
bového systému.

Riaditelnost systému (1.4.1) nie je nevyhnutnou podmienkou toho, Ze optimalne riadenie je
vyjadrené zdkonom riadenia (1.4.32) preto, ze pdsobenie neriadenych prvkov vo funkciondli J je
vzdy konecné, ak je konecny interval riadenia, a preto J je tiez konec¢ny. V pripade t; — oo sa
vyzaduje riaditelnost systému, aby bola zabezpecena konec¢né hodnota J.

Priklad 1.4.1: Optimdlne spdtnovizbové riadenie vimennika tepla
Majme vymennik tepla z prikladu 1.1.1, ktory chceme optiméalne riadit pomocou spéatnej
vizby tak, aby sme minimalizovali funkcional, ktory je tiez uvedeny v tomto priklade. Pre
tento riadeny systém A = —1, B = 1. Pre funkciondl plati Q;, =0, Q@ =2, R = 2r' =r.
Optiméalna spatna vézba je
1
u(t) = —=P(t)x(t)
r

pricom P(t) je rieSenim diferencidlnej rovnice v tvare

dP(t) P2(t)
—= —2P(t) — =-2
dt (*) r
s koncovou podmienkou
P(tf) =0

Na obr. 1.4.1 st znazornené riesenia rovnice pre P pre rozne hodnoty koeficientu r pre
ty=1.
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Obr. 1.4.1: Priebeh P(t) pre rézne hodnoty koeficientu r

Priklad 1.4.1 ilustruje velmi doleziti skutocnost. Ak zaciname riesit Riccatiho maticovi
diferencialnu rovnicu v Case ty = 0o, potom riesenie tejto rovnice dané prvkami matice P(t) sa
ustali na konstantnych hodnotach. Takto matica P, ktorej prvky st ustalené hodnoty riesenia
diferencidlnej maticovej Riccatiho rovnice, mdze byt pouzitd pri optimédlnom riadeni pre vsetky
konecné casy so zaciatkom riesenia v case t = 0.

Navrh optimalneho reguldtora pre pripad nekoneéného koncového casu sa zjednodusuje na-
sledovne.

Majme systém (1.4.1) so zac¢iatoénou podmienkou (1.4.2) a funkcional

1

J=3 /0 (2" ()Qa (1) + uT () Ru(1)) di (1.4.34)

kde @ je reilna symetricka kladne semidefinitnd vahova matica a R je redlna symetricka kladne
definitnd vahova matica.

Riesenie optimaliza¢ného problému, t. j. minimalizaciu J pre kazdé xy zabezpedi stavova
spatna véizba

u(t) = —Kx(t) (1.4.35)
kde
K=R'B'P (1.4.36)
pricom P je symetrické kladne semidefinitné rieSenie maticovej Riccatiho rovnice
PA+ATP-PBR 'BTP=-Q (1.4.37)
Vztah (1.4.35) sa velmi lahko implementuje. Jedna sa o zdkon riadenia, ktory mé spétno-
vazbové vlastnosti. Kedze K je matica konstant, spatnovazbovy optimalny regulator je propor-

ciondlneho typu. Pri optimalnom spatnovizbovom riadeni linedrneho systému (L) vychadzame
z kvadratického kritéria (Q) a stavova spétnd vizba zabezpecuje reguldciu (R) v okoli ziadanej
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—» X= Ax+ Bu >

-K |—

Obr. 1.4.2: Optimélne spatnoviazbové riadenie

veli¢iny x,, = 0. Pre optimalny reguldtor sa pouziva oznacenie LQR. Blokova schéma spétno-
vazbového riadenia s LQR riadiacim ¢lenom je na obr. 1.4.2.

Priklad 1.4.2: Optimdlne spitnovizbové riadenie dvoch vimennikov tepla zapojengch v sérii
Majme dva vymenniky tepla (obr. 1.4.3), v ktorych ohrievame kvapalinu.

J9 ¢ 9y 92, .

Ty ey [
V1®L’91 Vziﬂz
A4 (M

=

‘a) ‘!

4 Q.

2

Obr. 1.4.3: Dva vymenniky tepla zapojené v sérii

Predpokladame, ze tepelné toky zo zdrojov do ohrievanej kvapaliny st nezavislé od teploty
kvapaliny. Predpokladdame dokonalé miesanie ohrievanej kvapaliny a nulové straty tepla
do okolia. Zanedbame akumula¢nii schopnost stien vymennikov. Zadrze vo vymennikoch,
ako aj prietoky na vstupe a vystupe oboch vymennikov, hustota kvapaliny, sSpecificka
tepelna kapacita kvapaliny st konstantné. Za tychto predpokladov matematicky model
vymennikov mé tvar

Vi dh w1
21 9 = 9 et
q dt’ h o qpcp
Vo dds w2
—= o = U

g ar + V2 1+ 0%

kde 9, je teplota kvapaliny v prvom vymenniku, 92 — teplota v druhom vymenniku, ¢/
— cas, Jg — teplota kvapaliny na vstupe do prvého vymennika, wi, ws — tepelny prikon,
q — objemovy prietok kvapaliny, p — hustota kvapaliny, V1, Vo — objem kvapaliny, ¢, —
Specifickd tepelna kapacita.

Oznacme

w1

79u1 = ) u2 — )
qpCp qpCp q q
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Yu1, Uyo maji rozmer teploty a 171 a T s ¢asové konstanty. Vstupné veli¢iny procesu st
teploty g, Yu1 & . Stavové veli¢iny st ¢ a 9. Ako akéni veli¢inu procesu uvazujme
teplotu ¥,;. Predpokladajme, ze dostatocne dlhy ¢as mame konstantnt akénd veli¢inu
PYu10. Ak teplota na vstupe do prvého vymennika bude konStantnd, teda ¢g = g a
tepelny prikon do druhého vymennika bude tiez konstantny, teda 1,2 = 20, potom dva
vymenniky tepla zapojené v sérii zndzornené na obr. 1.4.3 v ustalenom stave budi opisané
rovnicami

Y10 = Yoo + Yu10, V20 = Y10 + Vw20

Uvazujme teraz novy ustaleny stav urceny akénou veli¢inou 1,11, ktory je urc¢eny rovnicami

Y11 = Yoo + Vu11, V21 = V11 + Vu20

Ulohou optimélneho riadenia bude pomocou spatnej vézby zabezpecit prechod systému
z ustdleného stavu daného akénou velic¢inou ¥,1¢9 do nového ustaleného stavu daného aké-
nou veli¢inou 9,11 tak, aby nejaké kritérium kvality prechodového javu (funkciondl) bolo
minimélne.

Prv nez zacneme riesit formulovany problém optimalneho riadenia, definujeme si nové
stavové veli¢iny ako odchylky od koncového ustdleného stavu. Stavové veli¢iny definujeme
v bezrozmernom tvare

Al (t/) — Y1

ty = ———
zi(t) Yu11 — Yoo
ﬁg(t/) — o1

t _ =

72 (t) Pu20 — V11

Akénn veli¢inu definujeme takto

D1 (') — Yu11

n(t) = Yu11 — Yoo

Dalej definujeme bezrozmernu ¢asovi premenni

Model dvoch vymennikov zapojenych v sérii teraz mozno pisat

G ) = w)
kldxjt(t) +.C62(t) = kQ(L’l(t)

priéom kl = VQ/Vl a kg = (79u11 — ﬂog)/(ﬁugo — 1911).

Zaciatocné podmienky st

901(0) =Ti0 = 1;91101__79191(]1()
952(0) = T20 = m

Za ucelom splnenia tlohy optimalneho riadenia navrhneme spéatnd vizbu tak, aby sme
dosiahli minimum funkcionalu

J= % /0 T 2" () Qa(t) + run(t)] at
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pricom x = (z1 x2)

g1 O
Q ( 0 (J22> "

Pre riadeny systém plati

A=k 1/, B= <0>
k1 k1
Optiméalna spatna vézba je

1
uy(t) = —=BT Px(t)
r
pricom P je rieSenim rovnice

PA+ATP-PBR 'BTP=-Q

kde
P= <p11 p12>
P12 D22

Na obr. 1.4.5 st priebehy z1, £ a uy pri spatnovazbovom riadeni dvoch v sérii zapojenych
vymennikov tepla (obr. 1.4.3) pre ky =1, ko = —1/5, 11 = g2 =1l ar =1.

Matica
1
K = (ki1 ki2) = - (p11 p12)

bola vypocitand v MATLABe (program 1.4.1) a priebehy z1, xo a u; na obr. 1.4.5 su
vysledkom SIMULINK programu na obr. 1.4.4 pri zaciatocnych podmienkach z;9 = 1,
Ton = —1/3.

Program 1.4.1 (Program na vypocet zosilneni LQ reguldtora z prikladu 1.4.2)
% Vypocet parametrov LQR spatnovazboveho clena pre vymennik tepla

% program: lqvym2rm.m

x0 = [1;-1/3];

A=1[-10; -0.2 -1];
B = [1; 0];
C=eye(2);
D=zeros(2,1);

Q=eye(2);
R=1;

[K,S,E]=LQR(A,B,Q,R);
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> X' = Ax+Bu
y = Cx+Du
System
-1\ Gain

Ny

Matrix
Gain

Scope X

lgvym2rm

lgvym2rm

Obr. 1.4.4: Simulink program na riesenie odozvy spétnovézbového systému z prikladu 1.4.2
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\
\
\
o5f
\
\
x \
5
O L
-0.5
0 1

t

Obr. 1.4.5: Priebehy x1, x9, up pri spatnovizbovom LQ riadeni dvoch v sérii zapojenych vymen-

nikov
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Sktimajme teraz systém, ktory je znazorneny na obr. 1.4.2. Rovnica dynamiky tohoto systému
je

z(t) = Az(t) — BKz(t) (1.4.38)
so zacCiato¢nou podmienkou v case tg = 0
x(0) = xo (1.4.39)

pricom K = R"!BT P a P je riesenim rovnice (1.4.37).
Rovnicu (1.4.38) mozeme upravit do tvaru

z(t)=(A— BK)z(t), x(0)=x (1.4.40)
Jednd sa o volny systém s maticou uzavretého systému
A=A-BK (1.4.41)

Systém (1.4.40) je vysledkom riesenia optimalizacného problému zalozeného na minimalizécii
funkciondlu (1.4.34). Tento funkcional moézeme pisat v tvare

J= % /0 " (@ (1) Qe(t) + 27 (1) KTRKa(t)) dt (1.4.42)
resp.
J= % /0 e (@ + K"RK) a(t)dt (1.4.43)

a mozeme si ho tiez predstavit nasledovne

J = % /0 T AT Qe g dt (1.4.44)
resp.

J= %azOTP:L'O (1.4.45)
kde

Q=Q+K'RK (1.4.46)
a

P= /0 T AT At gy (1.4.47)

Matica P moze byt pomocou metédy integrovania per partes prepisana do tvaru
— _ = 100 oo _ — _ —
P = eATtQA_leAt’() - / ATeATtQA_leATtdt (1.4.48)
0
Pre stabilnti maticu A dostaneme vjraz

P--QA'-AT / AT QA A (1.4.49)
0
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a po uprave rovnicu
ATP+PA=-Q (1.4.50)

ktora je Ljapunovovou rovnicou. Vieme, ze pre Iubovolnt symetricki kladne definitnd maticu Q
existuje vtedy symetricka kladne definitnd matica P, ktora je riesenim tejto rovnice, ak matica
A je asymptoticky stabilna.

Ked spétne dosadime do rovnice (1.4.50) A z rovnice (1.4.41) a Q z rovnice (1.4.46), potom
dostaneme rovnicu

(A—-BK)"P+P(A-BK)=-Q - (R—IBTP)T R(R'B"P) (1.4.51)

Tito rovnicu moézeme jednoducho prepisat do tvaru rovnice (1.4.37).

Pri optimédlnom spétnovizbovom riadeni znazornenom na obr. 1.4.2 si treba vSimnuf este
jednu doleziti skutocnost a to t1, ze optimalnou spatnou viazbou vlastne optiméalne umiestnujeme
poly uzavretého obvodu.

Syntéza uzavretého obvodu zalozend na umiestneni pélov (Pole-Placement — PP) je taky spo-
sob navrhu spétnej vizby, ak K v rovnici (1.4.41) volime na zéklade poziadavky asymptotickej
stability matice A. LQR riadenie z tohoto hladiska je $pecidlnym pripadom PP riadenia.

Majme teraz systém

z(t) = Axz(t)+ Bu(t), =(0)=x (1.4.52)
y(t) = Cx(t) (1.4.53)

a funkcional

J=3 /0 T (VT 0Quu(t) + U () Ru(t)) dt (1.4.54)

Dosadenim rovnice (1.4.53) do (1.4.54) dostaneme

J=, /0 (2" ()CTQ,Ca(t) + u (H)Ru(t)) dt (1.4.55)

Ak oznac¢ime

potom funkcional (1.4.55) mé tvar funkcionalu (1.4.34) a problém optimélnej reguldcie vystupu
sa transformoval na klasicky LQR problém. RieSenie optimalneho problému, t. j. minimalizaciu
J podla rovnice (1.4.55) pre kazdé x( zabezpeci stavova spatna vizba dand rovnicou (1.4.35).
Blokova schéma LQ regulacie vystupu je na obr. 1.4.6.

1.4.1 Dynamické programovanie a linearne systémy

V dalsom dokézeme vetu, ktorti mozno pouzit pri dokaze existencie optimélneho riadenia a pre
vy¢islenie optimélneho J*(x*(t), t).

Veta 1.4.1 Majme dany linedrny systém (1.4.1) a funkciondl J podla rovnice (1.4.3). Oznacme

T (z(t), t) = %mT(t)P(t):c(t) (1.4.57)
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—» X= Ax+ Bu > y = CX Y

K -

Obr. 1.4.6: Optimalna LQ regulacia vystupu

kde P(t) je symetrickd matica rozmeru n X n, ktord je riesenim Riccatiho rovnice (1.4.28) a
vyhovuje koncovej podmienke (1.4.30). Ak je optimdlne riadenie u(t) # 0 pre vdetky stavy,
potom P(t) je kladne definitnd matica v lubovolnom case t, to <t <ty a P(ty) = Qy, je kladne
semidefinitnd. Pretoze
1
J* = §wT(t)P(t)a:(t)

je uréend pri vsetkych x(t) a t, optimdlne riadenie existuje a minimdlna hodnota funkciondlu sa
skutocne rovnd J*.

Dokaz:
Vetu dokézeme takto: Ukazeme, ze J* je riesenim Hamiltonovej-Jacobiho parcidlnej diferencial-
nej rovnice a ze vyhovuje prislusnym hrani¢nym podmienkam.

Predovsetkym poznamendvame, Ze pre t = t; rovnica (1.4.57) moze byt napisand v tvare

T (@), t7) = 5o (01)Qu,(t) (1.458)

a teda predstavuje koncovy stav.

Hamiltonova-Jacobiho rovnica pre systém (1.4.1) a funkcionél (1.4.3) ma tvar

a *
5 @, 0

- ??(151 {;wT(t)Qw(t) -

Vyraz v zatvorkach bude minimalizovany pre
70J" ((t), 1)

1uT(t)Ru(t) + 8J;;wT((tt)), 2

: (Az(t) + Bu(t))} —0 (1.4.59)

__p-1
u(t)=—-R "B () (1.4.60)
Ked dosadime vztah (1.4.60) do rovnice (1.4.59) dostaneme
0" 1 g 1/ o 0 )T r OJ*
o T 2% Q) +5 (R B ozw) B @
0. oI \" oJ*
T _ 1T _
+(Az(t)” (BR B 8w(t)> G =0 (146D
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Dalej plati

arr 1 dP(t)
i 5xT(t) ATV (1.4.62)
oJ*
52 = P(t)z(t) (1.4.63)

Ked dosadime vztahy (1.4.62) a (1.4.63) do rovnice (1.4.61), dostaneme rovnicu

2(t) + 22" (1)Qa (1) + (Az(t) P(H(t)

_ % (BR—lBTP(t>x(t)>TP(t)x(t) —0 (1.4.64)

1
§$T(ﬂ

Pretoze matica P(t) je symetrickd, mozeme pisat

(Az(t)” P(t)a(t) = % (Az(t)T P(t)z(t) + % (Az(t)” P(H)a(?) (1.4.65)
alebo
(Az(t))T P(t)a(t) = %a:T(t)ATP(t)a:(t) 4 %a:T(t)P(t)Aa:(t) (1.4.66)

Ked rovnicu (1.4.66) dosadime do rovnice (1.4.64) a upravime ju, mozeme pisat

1 dP(t
3 {wT(t) <dt() + P(t)A+ ATP(t) - P(t)BR'BT P(t) + Q(t)> w(t)} =0 (1.4.67)
Ak P(t) vyhovuje Riccatiho rovnici (1.4.28), potom matica v zatvorkach v rovnici (1.4.67) bude
zrejme nulovou maticou, a teda rovnica (1.4.67) je splnend. Plati aj opacné tvrdenie.

Kladnt definitnost matice P dokdzeme takto: Predpokladajme, ze pri t = t' < t; matica P(t)

nie je kladne definitnd. V tomto pripade existuje také z(t'), Ze 3 (azT tYP(t)ax (t’)) < 0. Pri
tomto by zrejme neplatilo tvrdenie, ze J(w) mé kladni hodnotu pre u # 0. Z tohto dévodu P(t)

musi byt kladne definitnd pre Iubovolné ¢, £y <t < t;. O
Dalej pre optimalny systém mozeme pisat

dJs

F = 1.4.
+ =0 (1.4.68)

7 tejto rovnice dostaneme

dJ*
=—-F 1.4.
T (1.4.69)

Nech pre skimanu tlohu funkcia J* je Ljapunovova funkcia. Funkcia —F' je zaporne definitna.
Ak funkcia J* bude kladne definitnd, potom optimélny systém je asymptoticky stabilny.

1.5 Optimalne sledovanie, servo problém a odstranenie poriuch

V predchadzajtcej casti sa riesil problém reguldcie v ktorom je cielom previest systém z nejakého
zacCiatocného stavu do nového stavu optimalnym spdsobom. Tento problém je v skutocnosti
Specidlny pripad vseobecného problému, v ktorom sa vyzaduje, aby vystupy riadeného systému
sledovali urcité ziadané priebehy definovanym optimalnym spdsobom.
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Problém sledovania urcitych ziadanych priebehov mézeme rozdelit podla charakteru vyza-
dovanych trajektorii. Ak vyzadované trajektérie si predpisané funkcie ¢asu, potom hovorime
o probléme sledovania. Ak vystupy riadeného objektu maju sledovat urciti triedu vyzadovanych
trajektorii, potom hovorime o servo probléme.

LQR riadenie vedie k proporcionalnej stavovej spatnej vazbe. Je vSeobecne zname, ze pouzi-
tie proporcionalnych regulatorov v spétnej viazbe spdsobuje pri zmenéch ziadanych veli¢in a pri
existencii porich na Iubovolnom mieste uzavretého regulac¢ného obvodu vznik trvalej regulac-
nej odchylky. Odstranenie trvalej regulacnej odchylky v tychto pripadoch sa dé zabezpecit LQ
spatnovizbovym riadenim s integracnou cinnostou.

1.5.1 Problém sledovania

Majme linearny riaditelny a pozorovatelny systém
z(t) = Axz(t)+ Bu(t), x(0)=x (1.5.1)
y(t) = Cx(t) (1.5.2)

Nech w(t) je ziadany vektor vystupnych veli¢in, ktory mé rozmer r. Nasou tlohou bude
riadif systém tak, aby pre vektor odchylky

e(t) =w(t) —y(t) (1.5.3)
platilo, ze y(t) ma byt ,blizky“ k w(t) pri najmensich moznych stratach riadiacej energie.
Funkciondl, ktory budeme minimalizovaf, ma tvar

J = %eT(mQytfe(tf) + % /0 / (e"(1)Qe(t) + u" () Ru(t)) dt (1.5.4)

Predpokladdme, ze t ¢ je zadané, Qyt, a Qy si redlne symetrické kladne semidefinitné matice,
R je redlna symetricka kladne definitnd matica.
Hamiltonian v tlohe sledovania méa tvar

H= % (w—Cz)" Q, (w— Cx) + %uTRu + A (Az + Bu) (1.5.5)

7 podmienky
orr _
ou

vyplyva
u(t) = —RI'BTA(1) (1.5.6)

0

A(t) je rieSenim rovnice

. OH
A= o
alebo
d)O‘h(f) =CTQ, (w(t) — Cx(t)) — ATA(t) (1.5.7)

Podobne, ako sme urcili rovnicu (1.4.20), teraz plati

A(t) = P(H)z(t) — ~(t) (1.5.8)
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Rovnica (1.5.8) po derivovani podla ¢asu bude mat tvar

ax(D) _ dP() de(t) _ dy(t)

gy ozt + P~ by (1.5.9)
7 rovnic (1.5.1) a (1.5.6) vypl§va rovnica

&(t) = Az(t) — BR™*BT (1) (1.5.10)
7 rovnic (1.5.10) a (1.5.8) dostaneme

&(t) = Az(t) —- BR™'BTP(t)z(t) + BR'BT~(t) (1.5.11)
Rovnicu (1.5.9) teraz moZeme prepisat

A(t) = [P(t) + P()A - P()BR™' BT P(1)| =(t) + PBR™'B"4(t) - ¥(1) (1.5.12)
7 rovnic (1.5.7) a (1.5.8)

A(t) = [-CTQ,C — ATP®)| a(t) + ATA(t) + CTQuuw(t) (1.5.13)

Pretoze optimélne riesenie existuje, rovnice (1.5.12) a (1.5.13) musia platit pre Tubovolné x(t) a
w(t). Z toho vyplyva, Ze matica P(t), ktord mé rozmer n x n, musi vyhovovat rovnici

P(t)=-P{t)A- A"P(t)+ P(t)BR'B"P(t) - CTQ,C (1.5.14)
Dalej, n-rozmerny vektor ~(t) musi vyhovovat rovnici
() = [P()BR™'BT — A™| 5(t) - CTQuu(t) (1.5.15)
Koncové podmienky dostaneme takto: z rovnice (1.5.8) plati
A(ty) = P(tg)a(ty) —v(ty) (1.5.16)
7 principu minima vyplyva
0 1
Alty) = —el(t t 1.5.1
(ts) D (t;) [26 (tr)Qyt, el f)] (1.5.17)
= C"Qu,Cx(ty) — CTQy wlty) (1.5.18)
Rovnice (1.5.16) a (1.5.18) platia pre Iubovolné x(t;) a w(ty), a preto plati
P(t;) = CTQu,C (1.5.19)
Y(tr) = CTQyw(ty) (1.5.20)

Vektor stavovych veli¢in optimalneho systému je rieSenim linedrnej diferencialnej rovnice (1.5.11).
Zakon riadenia mozno vyjadrit

u(t) = R'BT [y(t) — P(t)z(t)] (1.5.21)

Symetrickd, kladne definitnd matica P(t) rozmeru n X n je rieSenim rovnice (1.5.14) s kon-
covou podmienkou (1.5.19). Vektor «(¢) rozmeru n je riesenim rovnice (1.5.15) s koncovou pod-
mienkou (1.5.20).

Aby sme mohli vypocitat priebezné ~(t), musime poznat w(t) v celom intervale riesenia
[0, t¢]. Toto je dovod, preco vyssie formulovany problém sledovania nie je pre vic¢sinu problémov
prakticky. Ak vsak w(t) =0 a t; — oo, potom optimédlny zakon riadenia bude v tvare (1.4.35),
pricom matica P je riesenim rovnice (1.4.37) s tym, ze Q = CTQC.
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1.5.2 Servo problém

Skiimajme teraz problém optiméalneho spétnovizbového riadenia, pri ktorom ziadany vektor
vystupnych veli¢in je vystupom nasledovného systému

Tw(t) = Apxy(t), xw(0)= Wy (1.5.22)
w(t) = Cypxy(t) (1.5.23)

Ulohou bude zabezpecit, aby y(t) bolo ,blizke* w(t) pri najmensich moznych stratach ria-
diacej energie. Tato tloha sa da splnit takym spéatnovazbovym riadenim, ktoré je zalozené na
minimalizacii funkcionalu

o0
J = /0 () —w(®)" Qy(y(t) — w(t) + u () Ruf(t)) dt (1.5.24)
Dosadenim y(t) z rovnice (1.5.2) a w(t) z rovnice (1.5.23) do funkcionalu dostaneme

7= [ ((Cs(t) - Comal®) @, (€o) — Cumutt) +u ORu(0)dt (1529

alebo po tprave

_ [~ c’'Q,c -c'q,C,) [ =(t)
I= <(mT(t) wi(t) (—Cich c1Q,C., ) (avw(t)) +uT(f)RU(t>> dt (1.5.26)

Za ucelom optimalneho riadenia sa minimalizuje funkcional (1.5.26) pre rozsireny riadeny
systém

<a:ww(2)> - (f)l :w> (;J%) + (1(?) u(t) (1.5.27)

Je zrejmé, ze riesenie problému optiméalneho spétnovazbového riadenia sa zabezpedci riesenim
Riccatiho rovnice v tvare

T
A 0 A 0 B 4+ (B
(0 a)rer(s 2)-r(0)= () #
_ ( crQ,C —cTchw> (1.5.28)

-cig,c C,Q,C,

Ak maticu P napiseme v tvare

Py Py
P 1.5.29
<P21 Pzz) ( )

potom zakon optimalneho riadenia bude

u(t) = —R_lBT {an(t) + Plzww(t)] (1530)
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1.5.3 LQ riadenie s integracnou ¢innostou

Vysledkom LQ navrhu riadenia je proporcionalna stavova spétna vizba. Désledkom proporci-
onalnej spatnej vazby vznikd v uzavretom obvode pri zmenach ziadanych veli¢in a portch trvald
regulacné odchylka. Odstranenie trvalej regula¢nej odchylky sa da zabezpecit tak, ze regulator
bude mat integra¢ni ¢innost.

Jeden zo sposobov navrhu regulatora s integrac¢nou ¢innostou je klasicky LQ navrh na zaklade
funkciondlu, v ktorom namiesto vektora w(t) budeme uvazovat (t).

Druhy sp6sob navrhu regulatora s integra¢nou c¢innostou je klasicky LQ navrh pre pripad
rozsirené¢ho vektora stavovych veli¢in a tolko novych stavovych veli¢in, pre ktoré sa vyzaduje
mat integracni ¢innost. Vektor derivacii novych stavovych veli¢in je sti¢inom matice konstant a
vektora pévodnych stavovych velic¢in.

1.6 Dalsie priklady

V tejto casti si ukdzeme pouzitie analytickych metod optimalneho riadenia. Uvidime, ze sa prak-
ticky pouzitelné iba na najjednoduchsie pripady linearnych systémov a Specidlnych ucelovych
funkeii.

Priklad 1.6.1: Casovo optimdlne riadenie auta
Uvazujme nasledovny klasicky priklad z mechaniky: auto, ktoré dokazeme zredukovat na
hmotny bod opisany svojou polohou y = x1, rychlostou z2 a zrychlenim wu. Tento proces
je opisany diferencidlnou rovnicou dvojitého integratora

v =u (1.6.1)
alebo, v stavovom opise, dvojicou diferencialnych rovnic

l"l = T2 (162)

i’gzu

Ulohou je prejst vzdialenost A v ¢o najmensom case, pricom auto je na zaciatku aj na
konci v pokoji a akcelerdcia (brzdenie) stt obmedzené maximélnou hodnotou 1.

Z matematického hladiska mozeme teda definovat kritérium v tvare

Ly
J= / 1dt = ¢ (1.6.4)
0
pociatocné a koncové podmienky
.%‘1(0) - 0, .%'2(0) = 0, a:l(tf) = A, :L'Q(tf) =0 (1.6.5)

a obmedzenie |u(t)] < 1.

Okrajové hodnoty pre stav x5 vyplyvaju z faktu, ze rychlost na zac¢iatku aj na konci musi
byt nulova.

Pre tento problém zostavime Hamiltonovu funkciu
H(xz, A\ u) =1+ Aza+ Aou (1.6.6)

pre ktord hladdme minimum podla riadenia. Kedze je H afinnou funkciou vzhladom na
u, potom jej minimum bude na obmedzeniach v a bude zavisiet iba od znamienka Ao —
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pre pozitivne hodnoty Ay bude u ¢o najmensie (—1) a pre negativne ¢o najvacsie (+1).
Minimum H dostaneme, ak riadenie bude alebo 1 alebo —1 a opacné, ako hodnota Ao,
teda

u* = —sign Ao (1.6.7)
Diferencialne rovnice pre adjungovany vektor si dané ako

M =0 (1.6.8)
Ay = —\ (1.6.9)

Riesenim diferencidlnych rovnic adjungovanych premennych st rovnice
)\1 =C1 (1610)
Ao = —cit+ ¢ (1.6.11)

kde konstanty c1, co zavisia od koncovych hodndt pre . Optimélne riadenie je potom dané
ako

u* = —sign(ca — c1t) (1.6.12)

Od konstant ci1,co zavisi, ¢i bude riadenie +1 alebo —1. V kazdom pripade k prepnutiu
moze prist maximalne raz, kedZze sa jednd o rovnicu priamky. Riadenie bude teda +1
v intervale (0,¢,) a potom v intervale (ts,ts) bude mat opa¢ni hodnotu F1. Veli¢ina t;
oznacuje ¢as prepnutia.

Fyzikédlne riesenie bude mat zmysel iba vtedy, ak bude riadenie na zaciatku pozitivne.
V opacnom pripade by automobil na zaciatku stal na mieste so stlacenou brzdou a jeho
rychlost by ostavala nulova.

Na prvom intervale ziskame riesenie diferencidlnych rovnic pre u = 1:

z2(t) t
dx2—1<:>/2 dl‘QZ/dt
dt 2(0) 0

xo(t) =1t (1.6.13)
d z1(t) t
S po(t) day = / tdt
dt 21(0) 0
2
x1(t) = 5 (1.6.14)
V ¢ase prepnutia bude teda platit xq(ts) = t2/2, xa(ts) = ts.
Na druhom intervale ziskame riesenie diferencidlnych rovnic pre u = —1, pricom pociatoc-
nou podmienkou st hodnoty stavov v tg:
d za(t) t
i PN doy = — [ dt
dt T2 (ts) ts
xo(t) = wao(ts) +ts —t =2ts — t (1.6.15)
d z1(¢) t
% = 25(t) = day = / (2t, — t)dt
.Z‘l(ts) ts

(1) = 21 (ts) + 2ot — t) — %(# _2)

1
z1(t) = —t2 + 24t — §t2 (1.6.16)
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Obr. 1.6.1: Optimdlne riadenie auta (x; — vzdialenost, zo — rychlost, u — akcelerédcia)

Zaroven vsak musia platit koncové podmienky:
l’g(tf) :0:2t5—tf:>tf:2t5 (1.6.17)

1
z1(tp) = A= —t2 + 25ty — 5@ (1.6.18)

7 ostatnej rovnice dostaneme vztah pre vypocet ¢4

te=VA (1.6.19)
a z neho aj vysledny vztah pre ¢

tr=2VA (1.6.20)

Optimélne riadenie je teda prvia polovicu ¢asu na maxime — maximalne pridavame plyn,
a v druhej polovici ¢asu maximélne brzdime.

Vysledky simuldcie pre A =9, a teda ty = 6 a t; = 3 st zobrazené na obr. 1.6.1.

Priklad 1.6.2: Casovo optimdlne riadenie auta s obmedzenim na rijchlost

Uvazujme rovnaké zadanie ako v predoslom priklade a naviac predpokladajme, ze rychlost
auta moze byt ohranicena. Z pohladu stavov to znamenéd podmienku na veli¢inu xo

|zo] < w (1.6.21)
alebo

3 —0v? <0 (1.6.22)
Pre tento problém zostavime Hamiltonovu funkciu

H(x, A u,p) = 14 Mizg + dou + p(zi —0v?) (1.6.23)

kde p je dalsia adjungovand premennd, ktort na zéklade Kuhn-Tuckerovych podmienok
z optimalizacie zvolime tak, aby bol v optime posledny ¢len na pravej strane vzdy rovny
nule

(1.6.24)

=0 ak 23 —v? <0 (neaktivne obmedzenie)
>0 ak 2% —0v?2=0 (aktfvne obmedzenie)
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Obr. 1.6.2: Optimélne riadenie auta s obmedzenim rychlosti (z; — vzdialenost, xa — rychlost, u
— akcelerdcia)

Diferencialne rovnice pre adjungovany vektor s dané ako

M =0 (1.6.25)

Ao = —A1 — 2z (1.6.26)
V priebehu trajektorie budu teda existovat najviac dva ¢asy prepnutia také, ze plati

S te =ty —t (1.6.27)

tsl -
|uo

Pre stavové trajektérie potom plati

x1 = %t% 29 = uot, ak t € (0,ts1) (1.6.28)

e u%ﬂ(% —te1), T2 = Ugtel, ak t € (ts1,ts2) (1.6.29)

1 ==t =t + 4, 2y = —ug(t — ty), ak t € (to,t;)  (1.6.30)
kde v prvom intervale platilo u = ug, v druhom u = 0 a v trefom u = —uy.

Podobnou tvahou ako v predoslom priklade ziskame pre ¢

2\ 4
t;= [uol <A+”> =~ sign(uo) + ! (1.6.31)

 uglv ug Juo|

Vysledky simulécie pre v = 1.5 sl zobrazené na obr. 1.6.2. Pochopitelne, vysledny cas je
dlhsi a je v tomto pripade ty = 7.5.

Priklad 1.6.3: Casovo optimdlne riadenie auta — ndvrat do pociatku
Uvazujme teraz problém, ktory je urcitym spdsobom inverzny k prikladu 1.6.3. Opéat sa
budeme zaoberat autom, ktoré je v pociatku v stave x(0) = xo, ktory je nenulovy a
potrebujeme ho dostat za najmensi ¢as do pociatku a do zastavenia. Opét, riadenie bude
obmedzené s |u| < 1.

Hamiltonian, rovnice adjungovanych premennych a rovnica optimalneho riadenia sa to-
tozné ako predtym. Casové priebehy stavov sa budu lisit tym, ¢i je riadenie kladné alebo
ZAporneé.
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Pre uw =1 je riesenie stavovych rovnic v tvare

2
T (t) = 5 + 172(0) + x1 (0), xz(t) =t+ :1:2(0) (1.6.32)
alebo tiez
2 2
z1(t) = % + z1(0) — x2(20) (1.6.33)
Pre u = —1 je riesenie stavovych rovnic v tvare
2
T (t) = —5 + mg(O) + .Tl(O), :Ez(t) =—t+ $2(0) (1.6.34)
alebo tiez
2 2
21(t) = —% 4 a1 (0) + ngo) (1.6.35)

Stavové trajektorie maju tvar casti paraboly a riadenie bude nadobtudat iba hodnoty +1.
Je zjavné, ze k prepnutiu méze dojst iba raz, ale budt existovat aj také pociatocné body,
kedy nebude treba riadenie prepnit a bude stacit alebo hodnota +1 alebo —1. Mnozina
tychto bodov udava tzv. prepinaciu krivku.

Pre vsetky pociatocné body xg prepinacej krivky plati, ze z nich bude stacif pouzif iba
jedno riadenie a systém dojde do pociatku stavového priestoru & = 0, Cize z1(ty) =
x2(ty) = 0. Z rovnic (1.6.33), (1.6.35) potom dostaneme vztahy

21(0) = ”(20)2 pre z2(0) > 0 (1.6.36)
72(0)?
x1(0) = — 5 pre z2(0) < 0 (1.6.37)

U ostatnych pociato¢nych bodov bude teda pouzita ina ¢ast paraboly az dovtedy, kym sa
nepretne s prepinacou krivkou, po ktorej budu stavové trajektorie nasledne pokracovat az
do pociatku.

Cas prepnutia je mozné zistit podobne ako v predoslych prikladoch. Kedze sledovat ¢as
na urcenie prepnutia nemusi byt vzdy spolahlivé, jednoduchsie je navrhnat spatnoviazbové
riadenie.

Optimalne spatnovéizbové riadenie je urc¢ené nasledovnymi podmienkami:

u(t) = (1.6.38)
~1 x1+%20, zg >0 alebo 1’1—%>07 7 <0

Stavova rovina je zobrazena na obr. 1.6.3. Plnou ¢iarou je zndzornena prepinacia krivka.
Pre bod = [—1, 2.5], ktory nelezi na prepinacej krivke, je najprv potrebné sa na nu dostat
(¢iarkovand Ciara), prepnut riadenie a potom prist k pociatku.
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Obr. 1.6.3: Stavova rovina a prepinacia krivka
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Numerické metdédy



Kapitola 2

Uvod do numerickych metdd

2.1 Rozdelenie numerickych metéd

Vo vseobecnosti problémy dynamickej optimalizacie vyzaduju riesenie systému diferencidlnych
rovnic v tvare

& = d(x, A\, 1), x(to) = xo (2.1.1)
A=Az, A\ 1), Ats) =Xy (2.1.2)

kde ¢y je zaCiatocny a ty koncovy cas optimalizicie. Toto je dvojbodovy problém (TPBVP —
two point boundary value problem), kedze kazda z nezndmych veli¢in je zndma v inom bode.
Vo vSeobecnosti a pre nelinearne systémy je nemozné tieto rovnice riesit analyticky a je nutné
vyriesit ich numericky s istym stupniom aproximéacie pévodného problému.

Vyvoj numerickych metéd bol v poslednych 30tich rokov velmi intenzivny. Vdaka tomu bolo
vyvinuté velké mnozstvo algoritmov, casto velmi podobnych s rozdielnym nazvom. Je preto
obtiazne rozdelit metody do skupin.

Napriklad je mozné urcovat, ¢i pri rieSeni si pouzité baliky NLP alebo nie. Inou moznostou
by bolo vybrat si sposob, akym sa dostaneme k rieseniu. Mohli by sme potom hovorit o metédach
na zaklade tedrie optimalneho riadenia, citlivostny pristup, heuristické, stochastické a podobne.

Zvolili sme si rozdelenie, ktoré berie do tvahy stupen aproximacie povodného problému.
Takto mdzeme definovat tri skupiny:

1. Aj stavy, aj riadenie st uvazované ako spojité veli¢iny, takze neuvazujeme ziadnu aproxi-
maciu. Riesenie obvykle vychéddza s Pontrjaginovho principu a priameho riesenia dvojbo-
dového problému. Ziskané rieSenie je optimélne pre dany problém (Ray a Szekely, 1973;
Ray, 1981).

2. Stavy su spojité, riadenie je aproximované nejakou funkciou alebo linedrnou kombinéciou
funkcii. Toto je metéda parametrizcie vektora riadenia (Control Vector Parametrization
— CVP). Najcastejsie sa predpokladd, ze riadenie je po Castiach konstantné. RieSenie je
optimélne pre dant aproximéciu riadenia a suboptimélne pre povodny problém (Goh a
Teo, 1988b,a; Chen a Hwang, 1990).

3. Aj stavy aj riadenie st aproximované postupnostou funkcii. Takto riesia problém metody
zalozené na ortogonalnej kolokacii. RieSenie je opéf optimélne iba pre dant aproximéciu,
nie pre origindlnu formulaciu (Cuthrell a Biegler, 1987, 1989; Logsdon a Biegler, 1989).
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2.2 Hladanie spojitej trajektorie riadenia

V prvom kroku sa snazime o explicitné vyjadrenie optimélneho riadenia u(t) ako funkciu stavov
x(t) a adjungovanych premennych A(t) z podmienky optimality 0H/0u = 0. Ak toto nie je
mozné, je optimalne riadenie vypocitavané priamo pocas integracie diferencidlnych rovnic (Ray
a Szekely, 1973; Hicks a Ray, 1971).

2.2.1 Iteracia hrani¢nej podmienky

Iterdcia hrani¢nej podmienky (Boundary Condition Iteration — BCI) je metdda, ktord iterac-
nym sposobom hladéd pociatoéné hodnoty vektora adjungovanych premennych A(0). Na zaklade
ich volby je cely systém diferencidlnych rovnic stavov a adjungovanych premennych integrovany
popredu smerom v ¢ase a v koncovom c¢ase st porovnavané ziskané hodnoty A(ty) s hodnotami
vyplyvajicimi z podmienok optimality. Na zdklade tohto rozdielu st potom aktualizované hod-
noty A(0) pre dalsiu iterdciu. Tento postup sa opakuje, kym nenastane zhoda medzi koncovymi
hodnotami adjungovanych premennych v koncovom case.

Tato metoda je vhodna pre problémy malej velkosti a mierne nelinearne. Jej zavaznym nedos-
tatkom st problematické uréenie poc¢iatoénych hodnét adjungovanych premennych, ktoré nemaju
fyzikdlne opodstatnenie, ako aj fakt, ze doprednd integracia rovnic adjungovanych premennych
vykazuje nestabilitu.

2.2.2 Iteracia vektora riadenia

Iterdcia vektora riadenia (Control Vector Iteration — CVI) je zaloZend na postupnom rieSeni
diferencidlnych rovnic stavov a adjungovanych premennych.

Na zaciatku je inicializovand trajektoria riadenia a z nej doprednou integraciou ziskané hod-
noty stavovych trajektérii. Na zaklade ich znalosti st integrované rovnice adjungovanych pre-
mennych spédtne v ¢ase, pricom sa zaroven aktualizuje hodnota riadenia

0H
u(t) = uoa(t) — ap, a> 0 (2.2.1)

kde o moze byt alebo konstantné alebo najdené pomocou jednorozmerovej optimalizécie.



Kapitola 3

Parametrizacia vektora riadenia

Tato cast uvadza jeden zo sposobov numerického riesenia problémov dynamickej optimalizécie.
Spociva v parametrizicii vektora riadenia (parameterisation of the control vector, CVP), a tak
pévodne spojita trajektéria riadenia je nahradend takou, ktord je opisatelnd iba niekolkymi
parametrami. Takymto sposobom mdézeme previest pévodny problém dynamickej optimalizacie
na nelinedrne programovanie (nonlinear programming problem, NLP).

3.1 Formulacia problému

3.1.1 Opis systému a funkcionalu

Uvazujme systém obycajnych diferencidlnych rovnic v tvare

z = f(t,x,u,p), x(to) = xo(p) (3.1.1)

kde t oznacuje Cas z intervalu [to, tp], €€ R, je vektor diferencidlnych (stavovych) premennych,
u€ Ry, je vektor riadenia a p€ Ry, je vektor parametrov. Vektorova funkcia f€ R;,, opisuje
pravé strany diferencidlnych rovnic. Predpokladame, Ze pociatoéné podmienky procesu moézu
byt funkciou parametrov.

Predpokladame, ze pévodne spojité riadenie mdze byt aproximované po cCastiach konstant-
nym na P ¢asovych intervaloch

u(t) = uj, tj_l <t< tj (3.1.2)

a oznac¢me dlzky casovych intervalov ako At; =t; —t;_1.
Uvazujme ucelova funkciu Jy, ktora ma byt minimalizovand a obmedzenia J; v tvare

lp
Jo = Goltj,x(tr),...,z(tp),u(tr),...,u(tp),p) + ) Fy(t,z,u,p)dt (3.1.3)
0
tp
Ji = Gi(tj,z(t1),...,x(tp),u(t1),...,u(tp),p) + Fi(t,x,u,p)dt (3.1.4)
to
kde obmedzenia si pre indexy i = 1,...,m, (m je pocet obmedzeni). V dalsom budeme pred-

pokladat, ze obmedzenia st tak zoradené, ze prvych me st obmedzenia v tvare rovnosti J; = 0
a ostatnych m; = m — m, st nerovnosti J; > 0.

Dalej budeme tiez uvazovat obmedzenia na spodnt a hornd hranicu optimalizovanych pre-
mennych v tvare

u; € [u?“in,u?“ax]
Aty € [AEP™, AP (3.1.5)

min max]

p € [p"p
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3.1.2 Optimalizované premenné

Optimalizované premenné y s parametre p, po castiach konstantné riadenie u; a dizky ca-
sovych intervalov At;. Nepouzivame absolitne Casy ¢; ale ich prirastky At;, pretoze s nimi je
jednoduchsia formulacia spodnych a hornych ohranic¢eni (spodné je obycajne malé kladné ¢islo).
NLP baliky obycajne riesia takto definované problémy jednoduchsie.

Takze je vektor optimalizovanych premennych y€ R, dany ako

yl = (Atl,...,Atp,ulT,...,ug,pT). (3.1.6)

3.1.3 Typy obmedzeni

Obmedzenia v Bolzovom tvare (3.1.3) st dostato¢ne vSeobecné na to, aby pokryli sirokud triedu
problémov. Uvedme najcastejsie sa vyskytujice formulécie:

1. Obmedzenia typu rovnost na intervale — st pretransformované na rovnost na konci intervalu
g(t,x,u,p) =0, tE€ [to,ty] (3.1.7)
Plati

Gj=0, F;= [g(t,:c,u,p)]Q, J; =0 (3.1.8)

2. Obmedzenia typu nerovnost na intervale — st pretransformované na rovnost na konci in-

tervalu

g(t,z,u,p) >0, tE€ lto,y] (3.1.9)
Plati

G; =0, F;j=min0,g(t,z,u,p)*, J;=0 (3.1.10)

3. Obmedzenia typu rovnost vo voitornom (alebo koncovom) bode
g(t,xz,u,p) =0 (3.1.11)
Plati

Gj=g(r,z,u,p), F;j=0, J=0 (3.1.12)

4. Obmedzenia typu nerovnost vo vntitornom (alebo koncovom) bode
g(t,z,u,p) >0 (3.1.13)
Plati

Gj=g(r,z,u,p), F;=0, J;>0 (3.1.14)
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3.2 Transformacia na staticku optimalizaciu

Ak predpokladame, ze riadenie je po Castiach konstantné, potom je mozné transformovat po-
vodny problém dynamickej optimalizacie na statickd — nelinedrne programovanie.
Formulacia statickej optimalizacie nelinedrneho programovania je v tvare

myin Jo(y) vzhladom na:

Ji(y) =0 i=1...me (3.2.1)
Ji(y) >0 i=me+1...m;

Pre ziskanie hodnoty funkcionalu a obmedzeni J; je potrebné integrovat diferencidlne rovnice
procesu od tg do tp. Baliky NLP vSak okrem hodnét J; potrebuju poznat aj parcidlne derivacie
vzhladom k optimalizovanym premennym vy (gradienty). Ak J; nezavisia od stavovych premen-
nych x, su gradienty ziskatené jednoduchymi algebraickymi operaciami. V opa¢nom pripade je
situacia komplikovanejsia a je mozné pouzit viacero metdd: systém adjungovanych premennych
vyplyvajuci z tedrie optimalneho riadenia, vypocet citlivosti, ¢i numerickd aproximécia pomocou
kone¢nych diferencii. Dalie moznosti zahftiaji napriklad viacndsobny nastrel (Bock a kol., 2000;
Binder a kol., 2001).

3.3 Odvodenie gradientov

Na tomto mieste uvedieme odvodenie vypoctu gradientov pomocou teérie optimalneho riadenia
na zéklade podmienok optimality prvého radu (Bryson a Ho, 1975). V terminol6gii optimélneho
riadenia sa jednd o urcenie podmienok optimalnosti pre spojity systém minimalizujtci ucelovi
funkciu obsahujtcu stavové premenné urcené vo volnom konec¢nom case a volnych vnitornych
casoch.

Uvazujme problém funkciondlu J;. Rovnica (3.1.1) je obmedzenie v tvare rovnosti a je pri-
pojend k funkcionalu pomocou vektora blizsie neur¢enych Lagrangeovych multiplikatorov — ad-
jungovanych premennych \;(t)€ R,,,, ¢im dostaneme

Jim Gt [ (B AT (f — @)t (3.3.1)

to

Pre lubovolné J; mézeme definovat Hamiltonovu funkciu (Hamiltonidn) H; v tvare

Substiticiou pre F; v (3.1.3) a rozdelenim celého ¢asového tseku na casti zodpovedajice
optimalizovanym casom dostaneme pre .J;

L
J; = Gi+z/+’ (H; — Al&)dt (3.3.3)
j=17%j 1

kde t; urCuje Cas tesne predt =t; a t;r je ¢as tesne po t = t;. Posledny ¢len méZeme integrovat
po castiach

P T . P
Jo= G+ /j (Hi + M @)t + 3 AT (4 (bl ) — A (5)a(t) (3.3.4)
j=1"t-1 j=1
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Nutné podmienky optimality ziskame varidciou funkciondlu. Tato je spdsobend (vid Bryson
a Ho (1975)) varidciou optimalizovanych premennych 6t;, du, 0p a varidciou premennych, ktoré
od optimalizovanych signalov zavisia, t.j. dx, dA;. Takto dostaneme

P P
0G; oG ¢ 8G-
j; ot (t;) %)+ Z ouT Z TP
P—-1
— Hit§)oto + H(tp)otp + > [Hilt (t+)} 5t ;
7=1
P-1
+ AT (t)0a(to) = N (tp)om(tp) + Y [N (t)) = AT (¢))] dw(ty)
j=1
e [(cp  OH; oH; . OH,
Ty ot
. KA o )5 Gut 0+ 0P| (3.3.5)

kde sme pouzili vztahy dA; = 60t a dx(t;) = 5:1:(75}) (spojitost stavov na hraniciach interva-
lov).

Zoskupovanim spolo¢nych vyrazov, pricom dtg = 0 (tg je pevné) a dx(to) = (Oxo/Op’)dp,
dostaneme

les _ P o,

+ AT (E) = AT (Y )1 (L)
[ <>'\iT + aHl’) o dt

to 8a:T
6G 0G;
+ [H( p)+ Stp + Z [ Hi(t]) 0t
ot
tj_ OH;
+Z 8uT , Oul ]6%
8G T’ axo tp aH
+ [ ot + AT ()58 + / (3.3.6)

Teraz si zvolime vektor \; tak, aby sa zrusSili vSetky vyrazy obsahujice varidciu stavového
vektora dx

. OH;
T _ 2
A= o7 (3.3.7)
dG;
T . _9¥
Aty = ATah) + oG j=1,...,P—1 (3.3.9)
v v oxT(t;)’ Y

Potom mozeme vyjadrif varidciu J; v tvare

G i I 1y 9Gi
5 = [Hi(tp)+ %} LAY [Hz‘(tj )~ Hilt}) -]&j

o
t; OH;
+z ] & Tdt] su,
8G2 8:1:0 tr OH;
It ——dt 3.
+ apT ) ( 0 )8}) + to apT 6p (3 3 10)
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Nutné podmienky optimality vyplyvaji z ostatnej rovnice. Kedze v optime musi byt varidcia
funkciondlu J; rovna nule, vsetky ¢leny v zatvorkach musia byt nulové.

Gradienty kritéria vzhladom na optimalizované veli¢iny ¢;, u;, p ziskame z nutnych podmie-
nok a su to prave c¢leny v hranatych zatvorkach. Napriklad parcidlnu derivaciu kritéria podla
koncového casu tp ziskame tak, ze budeme uvazovat vSetky variacie okrem dtp rovné nule

0J; = |:Hz(t1_3) + % otp (3.3.11)
otp

0J; _ G,

— = H;(t 3.12

T (tp) + Dip (3.3.12)

3.3.1 Postup

Predpokladajme, Ze pozndme funkcie G, F; a ich parcidlne derivacie vzhladom na t;,x,u, p.
Dalej pozname funkcie f a ich derivacie vzhladom na x, u, p.
Algoritmus vypoctov pre NLP je potom nasledovny:

1. Integrujeme systém (3.1.1) a podintegralne ¢leny F; dopredne v ¢ase od t = to do t = tp.
Restartujeme integraciu na zaciatkoch intervalov v pripade nespojitosti v riadeni

2. Pre 1 =0,...,m opakujeme
(a) Inicializujeme adjungované premenné \;(tp)

0G;

= 5T (3.3.13)

)\Z‘(tp)

(b) Inicializujeme nové stavové premenné pre vypocet integralnych ¢lenov v podmienkach
optimality J,, J, rovné nule.

(c¢) Integrujeme spitne od t = tp do t = ty systém adjungovanych rovnic a integral-
nych ¢lenov. V bodoch nespojitosti adjungovanych premennych (3.3.9) restartujeme

integraciu
: OH;
A = - 3.3.14
r= -2 (3:3.14)
. 0H;
Jr, = - 3.3.15
o= ot (3:3.15)
. 0H;
T _ (3
Jyi = opT (3.3.16)

Integracia ostatnych dvoch diferencialnych rovnic novych stavovych premennych J,,
J, zabezpeci vypocet integrélnych clenov.

(d) Vypocitame gradienty .J; vzhladom na casy t;, riadenie u a parametre p

8Ji . - 8Gi
otp HZ(tP)—i—atp
o, = Hi(t;) Hl(tj)+atj, j=1,...,P—1 (3.3.17)
&]i B OGZ 4 T+ %
g = opr ~ IrO A (@) (3.3.18)
0J; 0G;

= 4 Tualty) = Jua(tj) (3.3.19)

Ou,j oul
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Vypocet gradientu podla u; v ostatnej rovnici vyplyva z vlastnosti urcitého integralu,
pretoze plati

‘s OH; tr OH; th OH;
dt = —~ dt 3.3.20

t;tl oul tj—l ouT t; ouT ( )
= —Jui(tj-1) + Juilty) (3.3.21)

a zaporné znamienko jednotlivych ¢lenov je dosledkom integracie spétne v case.

Takto ziskame hodnoty funkciondlov J; v kroku 1 a hodnoty gradientov v kroku 2d. Tieto
potom mozeme odovzdat algoritmu NLP pre riesenie transformovaného problému dynamickej
optimalizécie.

3.3.2 Poznamky

Gradienty vzhladom na c¢asy

Vztahy (3.3.17) pre vypocet gradientov funkciondlov vzhladom na Casy nezobrali do tvahy, ze
optimalizujeme prirastky ¢asov. Absolitne ¢asy a ich prirastky st vo vztahu
t = At
ty = Aty + Aty

(3.3.22)
tp = YA
Kedze pre derivacie plati
8Ji = 0J; Oty (3:3.23)
OAt; = Oty OAL; o
st vysledné gradienty dané ako
8 N0
OAt; 2 ot (3.3.24)
J k=j k

Integracia adjungovanych rovnic

Ked je systém diferencidlnych rovnic adjungovanych premennych integrovany spétne v case, je
potrebna znalost stavov @(t). Je viacero sposobov, ako si zapamétat z doprednej integracie tieto
informécie. Napriklad, stavové rovnice mézu byt simultanne integrované spolu s adjungovanymi
rovnicami smerom spét. Hoci je to spravny pristup, méze dochddzat k numerickym problémom,
pretoze spatnd integracia stavov moze byt nestabilnd. V Rosen a Luus (1991) je navrhnuty
spoOsob zapamétania stavov v pravidelnych intervaloch, na zaciatku ktorych st pociatoéné pod-
mienky pre stavy opéf spravne nastavené. My sme pouzili iny spdsob: v doprednej integracii
su stavy zapamétané s krokom At; a interpolujeme stavy pocas spétnej integracie. Nevyhodou
tohto spdsobu s znac¢né poziadavky na paméat. Druhym sposobom je ukladat pocas doprednej
integracie iba stavy na zaciatku intervalov. Potom, v spétnej integracii sa opéat integruje ale
iba dany Casovy interval s opdtovnym zapamétanim s krokom At;. Poziadavky na pamaf si
vyrazne nizsie, ale vypoctovy cas sa predizi. Bolo vyskusanych viacero typov interpolécii, naj-
lepsie vysledky boli dosiahnuté s aproximéaciami, ktoré maju nielen spojité stavy v ramci dvoch
susednych intervalov, ale aj prvé derivacie. Takze sa jednd o interpolédcie polynémom tretieho
radu. Aj ked cas vypoctu takejto interpolécie je vyrazne vyssi, integricia adjungovanych rovnic
je jednoduchsia a celkovy cas pre vypocet gradientov je tym znizeny.
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3.4 Iné spésoby odvodenia gradientov

Okrem vypoctu gradientov pomocou tedrie optimélneho riadenia je mozné pouzif aj iné spo-
soby. Cisto numericky, pomocou aproximovanych gradientov metédou konec¢nych rozdielov a na
zaklade citlivostnych rovnic.

3.4.1 Metbéda konecénych rozdielov

Systém (3.1.1) je integrovany g-krat a v kazdom z nich je jedna z veli¢in y; zmenené. Potom st
gradienty dané nasledovne

Y1y AYjy e Yg) — i
V9 = 9i(y1 ygA Ya) gz(y)7
Yj

i=0,...,m (3.4.1)

Vyhodou je jednoduchost implementécie. Nevyhodou je mnozstvo integracii, ktoré je nutné
opakovat pre kazdy optimalizovany parameter. Naviac, gradienty st vypocitané len s urcitou
presnostou a ich pouzitie pri silne nelinearnych alebo ¢asovo-optimélnych problémoch je disku-
tabilné, pretoze moézu skomplikovat alebo tplne zastavit konvergenciu NLP.

Pouzitie doprednej diferencie je uvedené iba pre informéciu. Vhodnejsia by bola zrejme
centralna diferencia alebo vzorce pre vypocet pomocou viacerych bodov. Nevyhodou kazdej
inej aproximécie oproti uvedenej je nutnost integrovat rovnice systému viackrat, a teda casova
naroc¢nost sa neimerne zvysuje.

3.4.2 Citlivostné rovnice

Zaroven s integraciou stavovych rovnic je mozné aj ziskat informécie o citlivosti jednotlivych
stavov k optimalizovanym parametrom (Caracotsios a Stewart, 1985; Morshedi a kol., 1986).

Malé zmeny v optimalizovanych premennych produkuji zmeny v stavovych trajektoridch
podla rovnice

, ~(afT\" of™\" up  (0F7\" op
silt) = <8:c> sf'(tH(au) ay;  \op ) oy

tho1 <t<ty, k=0,...,P—1 j=1,....q (3.4.2)

kde s;(t) je vektor citlivostnych funkcii

50 =20 50~ 0 (3.4

Ak budeme uvazovat, Ze optimalizované parametre st nespojité na zaciatku intervalov (napriklad
riadenie), ale Ze stavy st spojité, potom pre celkovy diferencidl stavu musi platit na hranici k-
teho intervalu

de(t]) = dz(t;) (3.4.4)
Sx(t)) + &(th)dt = sz (t;,) + & (¢, )dt (3.4.5)

Parcialna derivicia tejto rovnice podla optimalizovanej premennej y; je potom v tvare

dm(t)) Ox(ty) ., _ Oty ., Ot
= +x(t, ) — —x(t] ) =— 3.4.6
_ ot
S](t]i_) :Sj(tk)+[f(wvuk)pvt)_f(w7uk+lap7t)] b k= 17"'7P_]- (347)

tkaiy]j
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Ak ziskame riesenim diferencidlnych rovnic hodnoty citlivosti v Case tp, potom je vypocet gra-
dientu kritéria vzhladom na optimalizované premenné jednoduchy a ziskame ho parcialnou de-
rivaciou kritéria J;(tp, x(tp),u(tp), p) podla optimalizovanych parametrov nasledovne

aJ; [0\ otp (0T \T
dy; (37513) dy; - (3$P>

V tomto pripade je potrebné integrovat rovnice optimalizovaného systému len raz a spolu
s nimi pre kazdy parameter rovnaky pocet diferencidlnych rovnic citlivostnych premennych.
Vidime, ze pocet integracii je zhodny s vypoctom na zaklade kone¢nych rozdielov. Vyhodou tejto
metddy je presnost gradientov, vo vSeobecnosti minimalne taka, ako pri vypocte z adjungovanych
rovnic.

Pomocou citlivostnych rovnic je vyhodné riesit problémy, v ktorych je malé mnozstvo opti-
malizovanych premennych, ale vicsie mnozstvo obmedzeni. Pocet integrovanych rovnic v tomto
pripade nezavisi od poc¢tu obmedzeni a je teda mozné, ze celkovy pocet diferencidlnych rovnic
bude nizsi, ako v pristupe pomocou adjungovanych premennych.

Otp

sj(tp) + f(fUP,up,p,tp)ayj} + (

\T
w’) ® (348

op

9y,

Priklad 3.4.1: Pouzitie systému citlivostnich rovnic pri vgpocte gradientov v chemickom reak-
tore
Uvazujme jednoduchy vsadzkovy reaktor s naslednymi reakciami A — B — C a problém
jeho optimalizécie podla ¢lanku Crescitelli a Nicoletti (1973).

Diferencialne rovnice opisujtice proces prebiehajici v reaktore st nasledovné

i’l = —ur (3.4.9)

To = ux] — cuxy (3.4.10)
s poc¢iato¢nymi podmienkami

z1(0) = 1, 22(0) = f2 (3.4.11)

Ulohou optimalizdcie je maximalizovat vytazok produktu B v ¢ase tr: wo(ty), pricom
riadenie m4a byt po castiach konstantné. Budeme uvazovat 2 intervaly riadenia.

Uvazovany problém obsahuje jedno riadenie u, ktoré bude mat dve zlozky w1, us. Kedze
existuju dva stavy, budua celkovo styri citlivosti

0z ory
811 = 75— S12 = 71— 3.4.12
1 8u1 12 81},2 ( )
02 0o
21 = 5 S99 = —— 3.4.13
17 By 2= Buy ( )
Ich diferencialne rovnice ziskame vo vSeobecnosti derivovanim diferencialnych rovnic stavov
podla u:
810 = —u;s1; — X1, 51:(0) =0 (3.4.14)
$i = U;S1; — Cuso; + 11 — acul Y, $2:(0) =0 (3.4.15)

Konkrétny systém diferencidlnych rovnic citlivostnych funkcii bude zavisief od konkrétneho
intervalu. Pre prvy interval bude v tvare

311 = —U1S11 — T1, 312 = —U1812 (3.4.16)

R 1 R
$91 = urs11 — cuf'sg1 + &1 — acu S99 = —u1S12 — cuf S92 (3.4.17)
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Pre druhy interval bude v tvare

SH = —U2S11, 312 = —U2812 — I (3.4.18)

. . -1

S91 = —U2S11 — Cuy S, S92 = U2S12 — cug S22 + 1 — arcus (3.4.19)
Kedze kritérium je J = xa(ty), jeho gradient vzhladom na wu; a up nebude ni¢ iné ako
hodnota citlivosti v koncovom case

oJ oJ
— — 3.4-20
Dur s21(tf), Duy s22(ty) ( )



Kapitola 4

Kompletna parametrizacia

Problémy dynamickej optimalizacie je mozné numericky riesit pomocou ortogonalnej koloka-
cie na konec¢nych prvkoch — jednd sa o kompletnii parametrizaciu stavov a riadenia. Takymto
sposobom je problém pretransformovany na staticki optimalizaciu (NLP), pricom nie je nutné
riesit diferencidlne rovnice explicitne (Cuthrell a Biegler, 1987, 1989; Logsdon a Biegler, 1989;
Lauw-Bieng a Biegler, 1991; Biegler a kol., 2002).

4.1 Definicia optimalizacného problému

Optimaliza¢ny problém je definovany svojou ticelovou funkciou, obmedzenim vyplyvajicim z opisu
optimalizovaného procesu a systémom dalsich obmedzeni.

4.1.1 TUéelova funkcia

Ucelova funkeia je v baliku dynopt definovand v Mayerovom tvare, t.j. zévisi iba od hodnot
v koncovom case

J(u(t),p) = G(z(ty),p,tf) (4.1.1)

kde J oznacuje ucelova funkciu, ktort budeme minimalizovat vzhladom na trajektériu riadenia
u(t) a parametre p, od ktorych zévisia stavy procesu & v koncovom case ¢ spésobom definova-
nym pomocou funkcie G.

Kritérium v Mayerovom tvare dostaneme z kritéria v Bolzovom tvare (1.1.2) tak, Ze si vy-
tvorime novu stavovu veli¢inu, ktorej derivicia je rovna podintegralnej casti kritéria F. Tento
postup je napriklad pouzity v kapitole 8.1.3 na strane 102.

4.1.2 Optimalizovany proces

Uvazujme procesy, ktoré mozeme opisat alebo oby¢ajnymi diferencidlnymi rovnicami (ODE)
alebo kombindciou diferencidlnych a algebraickych rovnic (DAE) v semiexplicitnom tvare

Miz(t) = f(x(t),u(t),p,t), x(to) =xzo(p) over to<t <ty (4.1.2)

kde M je konStantnd matica urcujica, ktoré rovnice su diferencidlne a ktoré algebraické. Aj
pociatocné podmienky aj pravé strany rovnic moézu byt funkciou optimalizovanych parametrov.

Takto dany ODE/DAE systém urcuje potom dvojicu obmedzeni v tvare rovnosti — jedno
v pociato¢nom case a jedno pozdié trajektorie.
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4.1.3 Obmedzenia

Obmedzenia mdzeme rozdelit na jednoduché ohranic¢enia optimalizovanych premennych a na ich
funkcie v pociato¢nom case, pozdlz trajektorie a v koncovom c¢ase. Dostavame tak systém rovnic
a nerovnic v tvare

h(z(t),u(t),p,t) =0 (4.1.3)
g(x(t), u(t),p,t) <0 (4.1.4)
x(t)" < a(t) < z(t)" (4.1.5)
u(t)" < u(t) <u(t)? (4.1.6)
p"<p<p’ (4.1.7)

kde veli¢iny s indexmi L, U reprezentuji dolné a horné ohranicenia.

4.1.4 Transformacia do NLP tvaru

Na to, aby sme mohli dany problém vyriesit, pouzijeme ortogondlnu kolokaciu na konecnych
prvkoch. Nahradime povodne spojité stavy a riadenie po castiach polynomickymi aproximaciami.
Potom je mozné prepisat aj diferencidlne rovnice aj obmedzenia na celi trajektériu na systém
algebraickych rovnic, ktory ma platit uz nie na celej trajektoérii, ale iba vo vybranych bodoch.

Uvazujme teda interval i s ¢asmi t € [t;,t;11]. Na niom definujeme aproximdcie stavov a
riadenia pomocou Lagrangeovych polynémov v tvare

Ko

& (t — tin)
wr, (t) =Y mioi(t); ¢jt)= [[ 7—~ (4.1.8)
=0

k=0,j (tij - tik)
pre ¢ 1=1,...,NE

Ky K., L
ur, () =Y _wi;(t); 0;(t) = [] (= tik)
j=1

(4.1.9)
k=1, (tij - tik)

pre ¢ i=1,...,NE

Zéapis k = 0, j znaci, ze k za¢ina od nuly a k # j a NE oznacuje pocet intervalov. Takto mame
definovany polyném xg, (t) rddu (K, + 1) a polyném wug,(t) rddu K,. Pre polyném xg, (t)
pridavame jeden bol s ohladom na pociatocné podmienky na kazdom intervale.

Vyber poctu kolokacnych bodov zavisi od viacerych faktorov. Vyssi rad polynémov znamend
lepsiu aproximaciu ale aj nebezpecenstvo kmitavosti polynému medzi jednotlivymi koloka¢nymi
polynémov. Na druhej strane prilis nizky stupen polynémov méze sposobif nedostato¢ne presni
aproximaciu povodnej trajektorie.

Ak budeme uvazovat K = K, = K, potom je rozlozenie koloka¢nych bodov zndzornené na
obr. 4.1.1.

Lagrangeove polynémy maji vyhodni vlastnost ortogonality, pretoze plati

rr, (tij) = i (4.1.10)

kedZe ¢y (tj) = 0r; kde dy; je rovna jednej iba vtedy, ak k = j, inak je nulova. To znamena, ze
mozeme jednoducho inicializovat nezname koeficienty a prepisat obmedzenia trajektorie.
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Ui—1,1 Ui—1,2 Uj,1 Uj,2 Ui+1,1 Ui+1,2

Ti—1,0 Ti—1,1 Ti—1,2 €40 Ti,1 €52 Ti+1,0 Tit+1,1 Ti4+1,2 Ti4+2,0
| 1 1 1 1 1 1

ti—1 t; Lit1 tit2o
At;

Obr. 4.1.1: Vyznacenie intervalov a bodov kolokécie pre stavové a riadiace profily

Rovnice systému mézu potom byt v koloka¢nych bodoch prepisané nasledovne (uvazujeme
normalizovany interval At;(7 € [0, 1]), takze t = TAt a dz/dt = dz/AtdT )

Ky
Atir(tip) = MY ijéi (i) — At f (tik, Tik, Wik, P) (4.1.11)
i=0

i=1,....,NE, j=0,....K,, k=1,...,K,

kde Cleny gﬁj (1) = dtg;/dtT a ¢(1), 0;(T) moézu byt vypocitané vopred, pretoze nezavisia od
skutocnej velkosti intervalu, ale iba na rozlozeni bodov v rdmci normalizovaného ¢asu. V lite-
ratire sa najcastejsie uvadza pre ich vyber volba korefiov Legendrovych polynémov. Cleny r
oznacuju tzv. rezidid, ktoré maju byt rovné nule.

Vztah medzi kolokac¢nymi bodmi ¢;;, skutoénym ¢asom na zaciatku intervalu ¢; a normova-
nym ¢asom 7 € [0, 1] je potom

ti = t; + Aty (4.1.12)

Diiky intervalov At; potom mozeme tiez zahrnit medzi optimalizované premenné.

Okrem prepisania rovnic systému do diskretizovaného tvaru je tiez potrebné pridat obme-
dzenia, aby stavy na zaciatku kazdého elementu boli zhodné so stavmi na konci predoslého
elementu, aby bola zabezpecend ich kontinuita. Plati teda

ol (t) =i (t:), i=2,...,NE (4.1.13)

alebo
Tio =Y xi_1;¢;(r=1), i=2,...,NE, j=0,... K, (4.1.14)

Na rozdiel od stavov obycajne nepozadujeme spojitost riadenia, a teda podobné rovnice
v pripade optimalizovanej trajektoérie u(t) nepozadujeme.

Konstrukcia Lagrangeovych polynémov pre riadenie so stupnom K, znamena, ze pripadné
ohranicenia riadenia budi splnené iba v kolokacnych bodoch (ktoré st vo vnitri kazdého inter-
valu), ale nie na jeho hraniciach. Takze k normalnym ohranic¢eniam v kazdom koloka¢nom bode

v tvare
ul <ub () <uf i=1,...,NE (4.1.15)
ul <ule (ti) <uf i=1,....NE (4.1.16)

pridame este dve v bodoch ¢; a t;41 nasledovne

ul (t Zuw (r=0), i=1,...,NE (4.1.17)
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7'—1

Z ;0

'U/Ku tz+1

i=1,...,NE

Vysledna formulacia NLP problému je potom nasledovné

min [G(mf,p, tf)}

Tij,uq5,At,p
vzhladom na

x10 — xo(p) =0

r(tix) =0 i=1,...,NE k=1,.... K,
mlo—mK Y(t)=0 i=2,...,NE

zy— g, (INg41) =0
ufﬁu}(u(tl)gug i=1,...,NE
uiL<uZKu(tH1)§ulU i=1,...,NE
uiLj<uKu(Tj)§u% i=1,...,NE j=1
:niLj<:1:Kz(Tj)§:c% i = ,NE j=0
Ath < At; <AV i=1,...NE
p"<p<p”

NE
Z Ati = tiotal
i=1

h(tij, zij, u;j,p) =0
g(tijxij, uij,p) <0

kde index 7 reprezentuje interval, j, k kolokacné body.
Pre riesenie problému vyuzivame optimalizaény toolbox MATLABu, konkrétne funkciu frmin-

con.

(4.1.18)

(4.1.19)
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Problémy optimalneho riadenia

5.1 Parametrizacia riadenia

Na prvy pohlad sa méze zdat, ze poziadavka na riadenie, aby bolo po castiach konstantné, je
prilis obmedzujtca a ze nebudeme schopni aproximovat pévodne spojitu trajektériu dostatocne
presne.

Samozrejme, je mozné pouzit velky pocet casovych intervalov P taky, aby sme pracovali
s lepsou presnostou. Toto ale nie je vhodny postup, pretoze to zvacsi zlozitost NLP problému,
zvysi pravdepodobnost lokdlnych minim ¢i konvergencénych problémov.

Nastastie je mozné preformulovat aj iné spésoby parametrizacie pomocou riadenia po castiach
konstantného. Uvazujme napriklad po castiach linedrnu aproximaciu v tvare

u(t) =a+ bt (5.1.1)
V tomto pripade moézeme uvazovat koeficienty a, b ako nové riadenie. Takze uy, us vo vzorci
u(t) = uy + uat (5.1.2)

st nové riadiace veli¢iny.
Dalsim vhodnym kandiddtom na parametriziciu s Lagrangeove polynémy. Tieto st defino-
vané nasledovne

N

Pit)=[] Lt (5.1.3)

izt~ ti

kde N je stupeti polynému P;(t) a oznacenie i = 0, j znamend ¢ idice od nuly a zaroven ¢ # j.
Casy t; st obvykle vypoéitané ako korene Legendrovych polynémov (Villadsen a Michelsen,
1978; Cuthrell a Biegler, 1989).
Parametrizaciu riadenia potom mozeme vyjadrit ako

N N )
u(t) = Y wit), i) = ] — (5.14)
7j=1 i=1,5 J 1

a prvky u; budu po castiach konstantné riadenie v optimalizacii. Vyhodou Lagrangeovych po-
lynémov je fakt, ze plati

Koeficienty u; majui fyzikdlny zmysel, ¢o je vyhodné najma pre definovanie intervalovych obme-
dzeni na ne.
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5.1.1 Po castiach spojité riadenie

Standardne st riadiace premenné v jednotlivych ¢asovych intervaloch nezévislé. Ak vSak potre-
bujeme, aby bola celkové trajektéria riadenia spojitd, mézeme pouzit dva sposoby:

1. Priddme obmedzenia na riadenie medzi intervalmi v tvare
u(t;) = u(t]) (5.1.6)

Takto priddme P — 1 podmienok rovnosti (kazdi rozmeru rovného poc¢tu riadeni). Kedze
tieto obmedzenia neobsahuji stavy, si jednoducho vyjadritelné (aj ich gradienty). Avsak
NLP algoritmus moéze mat problémy s konvergenciou z dévodu velkého poctu obmedzeni
v tvare rovnosti.

2. Definujeme nové riadenie, ktoré bude derivaciou povodného a budeme optimalizovat jeho
pociatoént hodnotu a rychlost rastu (smernicu). Napriklad, pre linedrnu parametrizaciu
riadenie v tvare u; = a; + b;t bude existovat nova diferencialna rovnica

Tt = bj, :E(to) = aj (5.1.7)

a " nahradi v rovniciach u. Optimalizované premenné potom budt by, ..., bp,a; — sklony
riadenia a pociatoc¢na hodnota.

5.2 Obmedzenia na stavy pozdlZ trajektérie

Obmedzenia, ktoré zahinaju stavy a musia byt dodrzané pozdlz celej optiméalnej trajektorie,
mozeme vo vSeobecnosti vyjadrit v nasledovnom tvare

g(x,u,p,t) > 0, teltotp] (5.2.1)
g(m7u7p7t) = 0, te [to,tp]

Takéto obmedzenia predstavuju zlozity problém a pomocou techniky parametrizacie vektora
riadenia su riesitelné len obtiazne. Existuje viacero sposobov, ako takéto obmedzenia odstranit
alebo transformovat do tvaru (3.1.3). Pri transforméciach je dolezité zabezpecit, aby nazaviedlo
nespojité (nediferencovatelné) spravanie.

Problematika obmedzeni v tvare rovnosti je objasnend nizsie, obmedzenia v tvare nerovnosti
su preberané v kapitole 6.

5.2.1 Obmedzenia v tvare rovnosti

Tieto obmedzenia predpisuju vztahy medzi stavmi a riadenim. Z toho vyplyva, ze niektoré
riadiace premenné nemozu byt uvazované ako optimalizované, a teda klesa pocet stupnov volnosti
optimalizacie.

Najjednoduchsou metédou pre obmedzenia v tvare rovnosti, ktoré zavisia priamo na riadia-
cich veli¢inach, je najst priamu zavislost riadenia od stavov a nahradif zodpovedajice riadenia
v diferencialnych rovniciach a vo funkcionali a obmedzeniach.

Ak obmedzenia nezavisia priamo na riadeni, alebo je tato zavislost obtiazne ziskatelnd, je
mozné pouzit vSeobecny postup transforméacie obmedzeni do integralneho tvaru. Definujeme
novu stavovi premennu

i’ =g(z,u,p,t), 29(00)=0 (5.2.3)
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a tato diferencidlna rovnica je pripojend k ostatnym. Ak je obmedzenie splnené, je derivacia
prislusného stavu rovna po cely ¢as nule a mozeme definovat integralne obmedzenie v tvare
tp ) tr
9 :/ (#9)2 dt :/ (9)%dt =0 (5.2.4)
to t

0

Ak je teda integrdlne obmedzenie nula, potom je tiez splnené povodné stavové obmedzenie.
7 doévodov zlepsenia konvergencie NLP ¢asto nahradzujeme rovnost nerovnostou

lp
J9 = gdt<e, >0 (5.2.5)
to

To teda znamend, ze povolujeme malé porusenie obmedzenia pocas celej trajektoérie.

5.3 Minimalizacia ¢asu

Vela problémov v dynamickej optimalizacii vedie k formulacidm, ktoré minimalizuji koncovy
¢as. Na transforméciu do vSeobecného tvaru (3.1.3) je mozné pouzit dva spdsoby.
Najjednoduchsie je definovat ticelovi funkciu nasledovne

P
J(]:GQZAtl—FAtQ—F--'—‘rAtp:ZAtj (5.3.1)
j=1

takze jej gradient podla ¢asu je dany ako

aJy
DAL = 1 (5.3.2)

Inou moznostou je definovat parameter p, = tp a normalizovat diferencidlne rovnice procesu
vzhladom na ¢as 7 = t/p;, 7 € [0, 1] (pre jednoduchost predpokladdme ty = 0). Z toho vyplyva

dx

e pef(t, x, u,p) (5.3.3)
-

Tato normalizacia tiez ovplyvni tcelovi funkciu, ktord je teraz v tvare

1
J; = Gi(rj,2(1/P), ..., 2(1),w(1/P),...,u(1), p,pt) + /O Fi(t,z,u, p, po)dt (5.3.4)
Takze problém minimalizicie ¢asu je potom

J(] = GO = Dt (5.3.5)

5.4 Periodické problémy

V niektorych pripadoch je potrebné pomocou dynamickej optimalizacii urcit periodicky rezim
operacie, t.j. proces je v dynamickom rezime, ktory sa ale stale opakuje, takze sa jedna o kvézi
stacionarny pripad. Uvazujme napriklad dvojpolohové riadenie. V takomto pripade proces nikdy
nedosiahne ustaleny stav. Avsak, mézeme definovat ustdleny stav urcitou mnozinou stavov, medzi
ktorymi sa proces bude stale nachadzat a v takomto pripade bude mozné pouzit aj dvojpolohové
riadenie.
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7 ¢isto matematického pohladu moézeme periodicky rezim definovat nasledovne. Je potrebné
najst také riadenie a také pociatocné stavy oy = p, aby bolo dodrzané obmedzenie

x(tp) =p (5.4.1)

Aj ked je mozné prepisat toto obmedzenie do n, podmienok rovnosti, takdto formulacia
nie je vhodnd, ak maji byt gradienty vypocitavané pomocou adjungovanych rovnic (ako napr.
v baliku DYNO). V takomto pripade je vhodnejsie preformulovat obmedzenie do tvaru

z(tp) — plE = 3 (@iltp) —p)2 <e, €>0 (5.4.2)

7



Kapitola 6

Obmedzenia na stavy v dynamicke;j
optimalizacii

Tato cast skima rozlicné spdsoby pre zahrnutie obmedzeni v tvare nerovnosti obsahujice stavy,
ktoré musia byt dodrzané pozdlz celej optimélnej trajektérie. Pri kazdej z metéd budu diskuto-
vané jej vyhody a nevyhody.

V zavere su jednotlivé metédy porovnané na jednoduchom priklade pomocou balika DYNO.

6.1 Uvod a definicia problému

Budeme uvazovat problém dynamickej optimalizicie v tvare
ty

minJ = G, x(ts),p) +/ F(t,z,u,p)dt, j=1,...,P (6.1.1)
0

u,tj

vzhladom na obmedzenia na optimalizovany systém opisany diferencidlnymi rovnicami

= f(t,x,u,p), x(0)=xo (6.1.2)
a vzhladom na nerovnosti, ktoré musia byt splnené pozdlz celej trajektorie

0<g(t,z,u,p) (6.1.3)

kde t oznacuje cas, x€ R, je vektor stavovych premennych, u€ Ry, je vektor riadenia a p€ R,
je vektor parametrov. Vektorové funkcie fe R, ,g€ R, opisuju pravé strany diferencidlnych
rovnic a obmedzenia v tvare nerovnosti.

Optimalizované premenné su trajektoria riadenia u, ktora je parametrizovana ako po ¢astiach
konstantnd, dizky intervalov tj (j =1,...,P), naktorych je riadenie konstantné, kde P je pocet
intervalov casu.

6.2 Metédy pre obmedzenia v tvare nerovnosti pozdlz trajek-
torie

Existuje viacero pristupov k rieseniu problematiky obmedzeni v tvare nerovnosti pozdii trajek-

térie (Vassiliadis a kol., 1994; Feehery a Barton, 1998).

V tomto prehlade nebudeme uvadzat pouzitie stochastickych pristupov, pretoze ich vykon-
nost v blizkosti optima je velmi nizka a pre najdenie optima potrebuji velké mnozstvo vypoctov.
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6.2.1 Celkova diskretizacia

Ortogonalna kolokacia na konecnych prvkoch parametrizuje vsetky stavy ako polynémy na kaz-
dom optimalizovanom intervale. Najcastejsie pouzité aproximécie s Lagrangeove polynémy.

Origindlny problém je tak transformovany na systém obmedzeni v urcitych bodoch, ktoré st
priamo rieSené pomocou NLP algoritmu. Nevyhodou tohto pristupu je velky pocet optimalizo-
vanych premennych.

6.2.2 Koncové obmedzenia

Originalny problém moze byt transformovany na koncové obmedzenie v tvare rovnosti v tvare
ty
) = / h(t, @, u, p)dt = 0 (6.2.1)
0

kde h je stupnom prekrocenia obmedzenia. Aby NLP algoritmus nemal problémy s konvergen-
ciou, nahradzame casto rovnost nerovnostou

ty
Ji = / h(t,z,u,p)dt < e (6.2.2)
0
¢o spoOsobi, ze malé prekrocenie obmedzenia je povolené.

Pre vyber vhodnej penalizacie h bolo navrhnutych viacero funkcii:

Max Najjednoduchsi sposob je pouzit h = min(g,0). Avsak, gradient je v tomto pripade nespo-
jity, moze sposobit problémy pri integracii a vo vSeobecnosti sa neodporica pouzivat.

Max2 Zlepsenim predoslého riesenia pre odstranenie nespojitosti je napriklad kvadraticky tvar
h = [min(g, 0)]*.

Vyhladzovanie V Teo a kol. (1991) je navrhnutd ndhrada nespojitosti pomocou spojitej apro-
ximdcie. V oblasti, kde plati |g| < J, je pouzité kvadratické vyhladzovanie:

g ak g < =0
— 52
h={J 46) ak |g < 0 (6.2.3)
0 ak g >

Vyhodou oproti Max2 metdde je odstranenie umocnovania, takze malé porusenia obmedze-
nia su penalizované viac. Na druhej strane dava tento postup mensiu oblast riesitelnosti.

Nevyhodou tychto metdéd moze byt fakt, ze nerozlisuju, ¢ je stavové obmedzenie neaktivne
pocas celej trajektorie, alebo ¢i je prave splnené. V oboch pripadoch je integrdl rovny nule.

6.2.3 Systém bodovych obmedzeni

V predoslych metédach bolo obmedzenie v tvare nerovnosti pocas celej trajektorie transformo-
vané na koncové pomocou integralu. Inym riesenim je diskretizovat toto ohranicenie a vyzadovat,
aby bolo splnené v niektorych bodoch pozdlz trajektorie — obycajne na konci kazdého ¢asového
intervalu ¢;

g(t;) >0 (6.2.4)

Hoci takato formulacia je pre NLP algoritmus vhodnejsia ako integralny pristup, moze dojst
k pripadom, kedy je sice obmedzenie dodrzané v koncovych bodoch casov, ale nie medzi nimi.
Ak su casy t; pevné a dostatocne blizko pri sebe, nemusi byt poruSenie pévodného obmedzenia
vyrazné. Ak vsak optimalizujeme aj Casy, obycCajne najdeme rieSenie s jednym velkym casovym
intervalom ¢, v ramci ktorého bude obmedzenie vyrazne porusené.
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6.2.4 Kombinacia koncovych a vnitornych obmedzeni

Vyrazné zlepsenie mozeme ocakavat, ak spojime oba pristupy k rieSeniu obmedzeni — aj integ-
ralna transformécia aj bodové ohranicenia na konci kazdého intervalu. Takto dostane NLP viac
informécii aj v pripade, ze je integral rovny nule. Avsak, ak st pocitané gradienty pomocou
adjungovanych premennych, ako je to napriklad v DYNO, kazdé obmedzenie implikuje riesenie
nového systému adjungovanych diferencidlnych rovnic, ¢o vyrazne predizi ¢as rieSenia.

6.2.5 Pridavné premenné

Metéda pridavnych premennych (Jacobson a Lele, 1969; Bryson a Ho, 1975; Feehery a Barton,
1998) vychddza z postupov optimélneho riadenia a v porovnani s ostatnymi metédami poskytuje
najspravnejsi postup riesenia. AvSak ma viacero nedostatkov a nie je pouzitelnd vo vseobecnosti.

Principom tejto metdédy je zmena povodnej nerovnice na rovnost pridanim novej pridavnej
premennej a(t):

g(x) — %aQ =0 (6.2.5)

Uvazuje sa stvorec pridavnej premennej, aby mohla nadobtudat aj zadporné hodnoty.

Téato rovnica je potom derivovana tolkokrat, kym nendjdeme explicitné riesenie pre riadenie
u. Toto je potom vyjadrené a dosadené do ostatnych rovnic. Takze principom tejto metddy je
vyjadrif riadenie ako novt stavovi premennt pre dané obmedzenie. Priddme teda stavové obme-
dzenie k ostatnym diferencidlnym rovniciam, vypocitame riadenie ako novi stavovi premenni
a optimalizujeme pridavni premenni a(t) — tito parametrizujeme zvycajnym sposobom.

Pévodny pristup uvedeny v Jacobson a Lele (1969) umoznoval rieSenie iba pre diferencidlne
rovnice. Zovseobecnenie pre vSeobecny systém algebraicko-diferencidlnych rovnic bolo publiko-
vané v Feehery a Barton (1998).

Hoci je metéda atraktivna a poskytuje velmi dobré vysledky, méa aj niekolko slabych miest:

e Celkovy pocet stavovych obmedzeni nemdze byt vicsi ako je pocet riadeni. V inych pristu-
poch mo6zeme néjst riesenie, ked je pocet aktivnych obmedzeni mensi ako pocet riadeni.
Jedno z moznych rieSeni tohto problému bolo navrhnuté v Feehery a Barton (1998) pomo-
cou detekcie stavovych udalosti.

e Kedze sa riadenie stdva stavom, sii obmedzenia na riadenie obtiazne riesitelné, pretoze sa
stavaju stavovymi.

e Ak existuje viacero moznosti, ktoré riadenie pouzijeme ako stavovil premenni, nie je jed-
noznacny jeho vyber. V takomto pripade je zrejme rieSenim pouzit kombinaciu riadeni ako
stavovu veli¢inu. navrhovany postup vsak neddava odpoved na otazku, ako takuto kombi-
naciu najst.

e Transforméciou riadenia na stav automaticky predpokladame, Ze riadenie je spojita ve-
licina. Existuju pripady, kedy je pozadované, aby bolo riadenie po castiach konstantné
— napriklad v dvojpolohovom riadeni, kde potrebujeme iba optimalizovat diiky casovych
intervalov, nie hodnotu riadenia.

Na druhej strane st vyhody metédy nasledovné:

e Pocas integrovania diferencialnych rovnic automaticky generujeme riadenie, ktoré splna
stavové obmedzenia. Toto je obzvlast dolezité v pripadoch, kde riesenie nesplnajice stavové
obmedzenie by mohlo sposobif nestabilitu rieSenia diferencialnych rovnic.
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e Obmedzenia st splnené na zaklade presnosti danej integraciou a nie je potrebné ich riesit
pomocou NLP.

6.3 Porovnanie vybranych metéd na priklade
Uvazujme problém dynamickej optimalizacie, v ktorom minimalizujeme LQ kritérium a linedrny
systém (Jacobson a Lele, 1969; Logsdon a Biegler, 1989; Feehery, 1998):
1
m(ilgl J= [ (2% + 2%+ 0.005u2)dt (6.3.1)
u(t 0

vzhladom na:

il = X9, $1(O) =0 (632)
To = —x2+u, :CQ(O) =-1 (633)
0 > x3—8(t—0.5)%40.5 (6.3.4)

Predpokladajme rozdelenie ¢asu [0, 1] na 10 intervalov s optimalizovanou dizkou a parametrizéciu
riadenia s jednym alebo dvomi parametrami na kazdy interval.
Tento problém méze byt prepisany nasledovne (g = x5 — 8(t — 0.5)% + 0.5):

Max2 obmedzenie:

¢ — /O (max(g, 0))2dt > 0 (6.3.5)

Vyhladzovanie obmedzenie:

1

6 — / h(t)dt > 0 (6.3.6)

0
kde

g ak g; < =0

h={ U=0" L <s (6.3.7)

46 -

0 ak g > §

Body obmedzenie:
To(t;) — 8(t; —0.5)> +0.5<0, i=1...10 (6.3.8)
kde ¢; s konce intervalov.

Pridavné premenné KedZe obmedzenie nie je funkciou u, derivujeme ho vzhladom na cCas a
dostaneme

1
x9 — 8(t —0.5)2 4+ 0.5 + 5a2 =0 (6.3.9)
iy —16(t —0.5) +aa = 0, a(0)=+5 (6.3.10)

Pociatoénd podmienka pre a(0) vyplyva z podmienok v c¢ase ¢ = 0, kedy st oba stavy
zname.
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Porovnanim (6.3.4) a (6.3.10) dostaneme vztah pre u
w= s+ 16(t — 0.5) — aa (6.3.11)

Ak zvolime a; = a ako optimalizovanti premennt (a obmedzime a tak, aby bolo spojité),
dostaneme nasledovny optimaliza¢ny problém:
1
m%% J= [ (24 224 0.005(z + 16(t — 0.5) — aa1)?)dt (6.3.12)
ay(t 0

vzhladom na:

l"l = T2, .1‘1(0) =0 (6.3.13)
t9 = 16(t—0.5) —aay, x2(0)=—1 (6.3.14)
a = a;, a(0)=+5 (6.3.15)

a a1 je parametrizované ako optimalizovand premenna.

6.3.1 Vysledky

Na riesenie problému sme pouzili parametriziciu riadenia v tvare u(t) = uj + uat (po castiach
linedrne s moznymi nespojitostami) a s presnostami integrécie a optimalizacie alebo 10~7/107°
alebo 1077/107. Presnost integracie uddva maximalnu relativnu chybu, s ktorou si integrované
diferencidlne rovnice procesu a adjungovanych veli¢in pri vypocte tcelovije funkcie a gradientov.
Presnost optimalizacie urcuje toleranciu pri vypocte ukoncenia NLP iteracii — presnost tolerancie
obmedzeni a tiez kritérium ukoncenia optimalizacie na zaklade Kuhn-Tuckerovych podmienok.
Na riesenie bol pouzity balik DYNO (Fikar a Latifi, 2001). Vysledky udava tab. 6.3.1 pre me-
t6du pridavnych premennych (pricom bola pouzitd aj konstantna a kvadratickd parametrizécia
riadenia) a v tab. 6.3.2 pre ostatné met6dy.

Ako naznacuju vysledky z tab. 6.3.1, metéda pridavnych premennych je relativne necitliva
na volbu presnosti. Pocet integracii a dosiahnuté minimum funkcionalu ostavaja priblizne kon-
stantné. Typ parametrizacie je ale dolezity, hodnota kritéria sa vyrazne meni.

Obr. 6.3.1 porovnava jednotlivé aproximécie riadenia vypocitaného z (6.3.11) ako aj priebeh
obmedzenia (6.3.4). Vidime, ze obmedzenie nebolo nikdy porusené.

Ako bolo poznamenané vyssie, s touto metédou je obtiazne zvolit obmedzenie na riadiacu
veli¢inu — napr. horné ohranicenie u < 10.

Metédy (Max2, Max2+body, vyhladzovanie) zdielaji niektoré spolo¢né ¢rty (vid tab. 6.3.2):

e Nijdené optimum je lokalne a zavisi od nastavenej presnosti.

e Vypoctovy cas potrebny na zlepsenie vysledku o dalSie platné ¢islice rastie geometrickym
radom.

e Medzi metédami nie st vyrazné rozdiely, ¢o sa tyka presnosti, ¢i poctu iterdcii. Rychlost
konvergencie je priblizne rovnaka.

Zda sa, ze najjednoduchsi pristup (Max2) ma dostatocne dobré vlastnosti, ¢o sa riesenia
tohto problému tyka, aj ked v literatire je mozné néjst opacné tvrdenia (Teo a kol., 1991;
Vassiliadis a kol., 1994).



76 Obmedzenia na stavy v dynamickej optimalizacii

Tabulka 6.3.1: Statistika pre metédu pridavnych premennych

J Presnosti  Iteracie (integ, optim)
Konstantna | 0.1744 1077/107° 75/59
Kongtantna | 0.1740 1079/1077 123/105
Linedrna 0.1729 1077/107° 53/48
Linearna 0.1729 1072/1077 73/68
Kvadratickd | 0.1714  1079/1077 193/174

Tabulka 6.3.2: Statistika pre ostatné metédy

J Presnosti  Iterdcie (integ, optim)
Max?2 0.1743 1077/1075 72/59
Max2 0.1677 107?/1077 1381/627
Max2-+body 0.1737 1077/107° 107/84
Max2+body 0.1680 1079/10~7 1306/656
Vyhladzovanie | 0.1758 10~7/107° 187/142
Vyhladzovanie | 0.1703 1079/10~7 680/490
Body (volné t;) | 0.0690 10~7/107° 132/130
Body (pevné t;) | 0.2991 1077/107° 62/62
Riadenie Obmedzenie
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Obr. 6.3.1: Porovnanie rozliénych parametrizacii (konstantnd, linedrna, kvadratickd) v pristupe
s pridavnymi premennymi. Vlavo: riadiaca veli¢ina, vpravo: stavové obmedzenie
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Obr. 6.3.2: Porovnanie pristupov Max2 a pridavnych premennych. VIavo: riadiaca veli¢ina,

vpravo: stavové obmedzenie

Obr. 6.3.2 ukazuje rozdiely medzi metédou pridavnych premennych s kvadratickou aproxi-
méciou a Max2 (presnosti 1072/1077). V ¢asti trajektérie, kde je aktivne stavové obmedzenie,
mozeme vidief urcité kmity v pripade Max2. Toto je charakteristické pre integralne metddy,
kedze obmedzenie mé na starosti NLP algoritmus. Trajektorie riadenia pomocou pridavnych pre-
mennych nezdielaju tento nedostatok, kedze obmedzenie je rieSené na trovni integracie. Hodnota
ucelovej funkcie je v tomto pripade nizsia, ¢o je dané aj faktom, ze v Max2 pripade je povolené
porusenie integralneho obmedzenia o hodnotu e = 107°.

V dalsom ukazeme nebezpecenstvo pri pouziti vniatornych bodovych obmedzeni na obr. 6.3.3
a v poslednych dvoch riadkoch v tab. 6.3.2. V prvom pripade uvazujeme intervaly ¢asov s pre-
menlivou dizkou a vidime, ze tcelova funkcia dosiahla velmi mald hodnotu. V tomto pripade
vidime na obr. 6.3.3 (plné ¢iara vpravo), ze jeden z intervalov je velmi velky. Hoci st bodové
obmedzenia splnené na konci kazdého intervalu (¢asy t; = 0.25, to = 0.75), dizka intervalu
sposobi, ze obmedzenie je vyrazne porusené v strede intervalu.

Avsak, prave takyto sposob pre pracu so stavovymi obmedzeniami je obvykly v prediktivnom
riadeni. Vtedy vSak uvazujeme dizky intervalov rovnaké (periéda vzorkovania). Vidime potom,
ze tieto praktiky si vhodné, ako ukazuje bodkovand ¢iara na obr. 6.3.3 (vpravo). Maximéalna
hodnota porusenia obmedzenia je asi 0.07, ¢o moze este byt akceptovatelné. Nevyhodou moze byt
hodnota tucelovej funkcie (tab. 6.3.2, posledny riadok), ktora je skoro dvakrat vac¢sia v porovnani
s miniméalnou.

6.4 Zaver

V tejto casti boli skiimané viaceré pristupy pri rieSeni obmedzeni v tvare nerovnosti, ktoré musia
byt splnené pocas celej trajektérie a v ktorych vystupuju stavové veliciny. Prva cast sa zaoberala
vSeobecnym prehladom metdd.

Druhé cast bola zamerané na porovnanie jednotlivych metéd. Da sa vyhodnotif, ze ako
najvhodnejsia sa javi metéda pridavnych premennych. Jej nevyhodou je ale, Ze nie je dostatocéne
vSeobecna a nemoéze byt pouzitd pre vsetky typy problémov.

7 kategorie metod vhodnych pre kazdé pouzitie sa javi najvhodnejsim transformacia pévod-
ného obmedzenia na integralne v koncovom case pouzitim stvorca operatora max.
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Obr. 6.3.3: Bodové obmedzenia s pevnou alebo premenlivou dlzkou ¢asovych intervalov. VIavo:
riadiaca veli¢ina, vpravo: stavové obmedzenie



Kapitola 7

Optimalne riadenie systémov
s hybridnou dynamikou

Této cast sa zaobera dynamickou optimalizaciou hybridnych systémov. Je zaloZzend na metdde
CVP (Hirmajer a Fikar, 2006a).

Podrobne odvodime podmienky optimality pre hybridné systémy. Tieto vysledky buda pou-
zité pri metéde CVP na vypocet gradientov pre NLP problém.

Na priklade spojenych zasobnikov kvapaliny s hybridnou dynamikou ukidzeme viacero simu-
la¢nych prikladov, ktoré zahinaju ¢asovi minimalizaciu a LQ problémy.

7.1 Uvod

Velka mnozina procesov v chemickom priemysle, ale aj v praktickom zivote je opisana hyb-
ridnym spravanim, kedy matematicky opis systému sa v urcéitych casovych okamihoch meni.
Za vsetky mozeme spomenuf napriklad termodynamicky proces zrazania a rozpustania, zmena
prietoku kvapaliny z laminarneho toku na turbulentny tok, zmena priebehu procesu (miesanie,
usadzovanie) v chemickom reaktore (Srinivasan a kol., 2003; Bonvin, 1998; Dostél a kol., 2004;
Barton a kol., 2000a; Schlegel a Marquardt, 2006), procesy biologického spracovania odpadovych
vod (Lin a Cheng, 2001; Zhao a kol., 1995, 1994b; Coelho a kol., 2000; Isaacs, 1997) a mnoho
dalsich procesov.

Pre optimalizaciu takychto procesov mdzeme pouzit viacero pristupov. Ak je mozné proces
s dostato¢nou presnostou opisat ako po castiach linedrny, moézeme pouzit algoritmy explicitného
prediktivneho riadenia Bemporad a Morari (1999).

V pripade plne nelinearnych procesov musime pouzif zjednodusujice metédy a formulacie.
Najcastejsie sa pouziva uplnéd diskretizacia stavovych a riadiacich premennych — ortogondalna
kolokacia Avraam a kol. (1998). Inym sposobom je nechat stavové veli¢iny spojité a aproximo-
vat iba riadiace veli¢iny. Tento pristup je zndmy ako parametrizicia vektora riadenia (CVP).
V tejto oblasti existuje viacero pristupov podla toho, ako sa vypocitaju gradienty vysledného
nelinedrneho programovania (NLP). V Vassiliadis a kol. (1994) sa skonstruuje systém citlivost-
nych rovnic. Tento spo6sob ma vyhodu v jednoduchej formulacii problému a doprednej integracii
stavov a citlivostnych rovnic. Nevyhodou je velky pocet riesenych diferencidlnych rovnic, pretoze
kazdy optimalizovany parameter vytvara systém diferencialnych rovnic s rovnakym rozmerom
ako je pocet stavov.

Inou moznostou, ktord je pouzitd v tejto Casti, je vypocitavat gradienty na zaklade tedrie
optimélneho riadenia pouzitim systému adjungovanych rovnic (Ruban, 1997). Vyhodou je nizky
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pocet diferencidlnych rovnic, ktory nezavisi od poc¢tu optimalizovanych parametrov, ale od po-
¢tu obmedzeni. Na druhej strane, nevyhodou je, ze rovnice adjungovanych premennych treba
integrovat spétne, z ¢oho vyplyva obtiaznejsia implementovatelnost. Ak ale uvazujeme procesy
s velkym poctom stavovych rovnic a iba malym poc¢tom obmedzeni, ktoré zavisia od stavov,
tento pristup je vhodnejsi, ako vypocet citlivosti.

Hlavnym cielom tejto casti je ukazat podrobné odvodenie postupu dynamickej optimaliza-
cie pre hybridné systémy pomocou tedrie optimalneho riadenia. Vysledky budii objasnené na
priklade systému dvoch zasobnikov s hybridnou dynamikou.

7.2 Formulacia problému

Uvazujme systém, ktory je opisany nasledovnymi diferencidlnymi rovnicami

&= fi(z(t),u,t), ti1<t<t;, i=1In, (7.2.1)
&= foa(x(t),ut), t,<t<tp (7.2.2)

s pociatoénymi a koncovymi podmienkami (tg = to(u), =t (tg) = xo(to,u) a tp = tp(u)).
Uvazujeme n — rozmerny vektor stavov x(t) a konstantny m — rozmerny vektor optimalizova-
nych parametrov w. Predpokladame, zZe stavy systému st si zviazané s rozlicnymi stavovymi
rovnicami f;(-), ktoré st spojito diferencovatelné.

Cas prepnutia t;, v ktorom je jeden systém rovnic nahradeny inym, je uréeny prepinacou
podmienkou

Predpokladame, ze funkcie g;(-) st spojito diferencovatelné vzhladom k vSetkym premennym.
Stavovy vektor & moze mat v prepinacich ¢asoch nespojitosti dané rovnicami

! =z + Az, t,u), 1=1,n (7.2.4)

)

kde A;(-) st spojito diferencovatelné vektorové funkcie a @; = x(t; ), =7 = (") st hodnoty
stavového vektora @ pred a po prepinacom case. V (7.2.4) uvazujeme aditivne skoky na pévodne
spojitej trajektorii v casoch ¢; (t.j. ak A; = 0, potom x(t) je spojity v case t;).

Dalej predpokladajme rovnicu vystupu v tvare

n(t) =n(x(t),u,t), te[totp] (7.2.5)

kde n(-) je tiez spojita, spojito diferencovatelnd a ohrani¢end (spolu s prvymi deriviciami)
vektorova funkcia. Rozmery stavového a vystupného vektora  a m mdzu byt rozlicné.

V dalsom kroku definujme ti¢elovii funkciu J, ktord bude optimalizované (alebo obmedzenie,
ktoré ma byt splnené) vo vSeobecnom Bolzovom tvare (Bryson a Ho, 1975).

T(w) = G(n(tp),u, tp) + / F(n(t), u, t)d (7.2.6)

to

kde J je skaldrnu ucelova funkcia, ktord ma byt minimalizovand, G definuje koncové podmienky
a F' poziadavky pozdlz casovej osi.
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7.3 Odvodenie podmienok optimality

Podmienky optimality odvodime na zaklade variacného poctu.
K funkcionélu (7.2.6) pripojime obmedzenia vzhladom na dynamiku systému (7.2.1), (7.2.2)
a k pociatoénym podmienkam

J=J(u)+ /AT(t) [£(t) — &(t)]dt + AT (to) [xo(to, wo) — 2™ (t0)] (7.3.1)

kde sme zaviedli nasledovné zjednodusenia:

.f(w(t>7uvt) - f(t)v F(n(t>7uvt) = F(t)v (7'3'2)
n(z(tr),u,tp) = n(tp), n(x(t), u,t) = n(t), (7.3.3)
Gln(tp),utp) = G() (7.3.4)

Ak uvazujeme casy prepnutia, moézeme rozdelif podintegralnu funkciu na dve cCasti

_7)\T Z / AT (t) t)dt—7)\T(t)a'c(t)dt (7.3.5)
to =l tn

Po integracii per partes dostaneme

/AT t)dt = /)\
to

T ()a(tg) — AT (tp)z(tp) + 30 N () () — AT (1 ) ()] (7.3.6)
=1

Ucelova funkeia (7.3.1) je teda v tvare

J :G() + )\T(to)wo(to, uo) - )\T(tp)ic(tp)

- / )+ AT @) F(t) + 2T (A @)]dt + zn:[AT(tj)m(tj) — ATt (t))] (7.3.7)

i=1

Ak uvazujeme zmenu pravych stran rovnic dynamiky (7.2.1)—(7.2.2), mézeme rozdelit integ-
ral v (7.3.7) pocas ¢asovych intervalov

J :G() + )\T(to)ibo(to, UO) — )\T(tp)w(tp)

+/ )+ AT(OF 1 (8) + 2" (DAt

T

+> / [F(t) + AT (@) f:(t) + X" (H)z(t)]dt
=1y "
£ T () - AT e )] (738)
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Urobime teraz prvi varidciu J pricom zoberieme do uvahy vztahy (7.2.5) medzi n(t) a x(t)
a zavislosti tgp a tp od u

IG()\T IG()\T OG()\T
+5>\T(t0)x0(t0, ’u,()> + )\T(t0>5x0(t0, ’u,()>
)\T(tp)wp(tp, UP) — )\T(tp)éwp<tp,uP>

-
+5{/ [F () + AT (1) Frpr () + 2T (A ()] dt

ti
T

+§I/ +Aﬂ>nm+x<nmwm@
zlt

{En: = AT(t )z (ﬁ)]} (7.3.9)

=1

Prva varidcia posledného ¢lena v rovnici (7.3.9) d4 varidciu dodato¢ného ¢lena vzhladom na
x at;, i = 1,n s ohladom na c¢as prepnutia

i=1
- ;:;[AT(tEF)(IJr (85A;i(~)))_)\ir(ti—)}5m(t;) +iz: [)\T(t;r)(8gt( ))&Z}
+ Xn: {)\T(tJr) (ag’;())} du + z”: [)\T(t;r):l:(t:r) B ).\T(t;)w(t;)}éti 73.10)
=1 i=1

kde I je jednotkova matica. Vztah medzi éx(t;") a d=(t; ) vzhladom na ¢as prepnutia, ktory bol
pouzity v (7.3.10) je ziskany z (7.2.4)

Sw(th) =dz(t7) + (%A;(’))éa;(t;) + (agt( ))& + (agz('))(su (7.3.11)

Variacia integrélov v (7.3.9) vzhladom na ¢as prepnutia ¢;, ¢ = 1, n dava nasledovny vysledok

{Z ) / {}dt+/{}dt}
T

=. IR + XTDF00) + XD ()

— F(t]) = AT Foa (6) = X (6))2(t)] st (7.3.12)

Nespojitosti vzhladom na stavové premenné vyriesime pomocou nasledovnych ¢lenov (spo-
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sobenych ¢asmi prepnutia)

SN (14 (%)) X )
F 0[P + AT ) - P
=1
N L)+ ) (P ot 3 [N ) (P o 7313

Zavislost varidcie ¢asu prepnutia 0¢; na variacii stavovych premennych dx(t; ) a na varidcii
parametrov du ziskame z prepinacich podmienok (7.2.3)

Agi() = (%)m(q) + (6%’2'))5@ + (858”19)5% (7.3.14)
ot; = ‘(65(;;5))1((922%)5@(@) - (agii'))l(af’aif))éu’ (7.3.15)
ot; = CLZ(S:BZ(tZ_) + b;0u, (7316)
0 i(wz‘_7ti’u) ~1/0 i(xi_vtivu)
a; = _( 9 o ) ( gami(ti—) )7 (7.3.17)
by — _<agi(a:§_t;ti,u))—l(agi(mg’l;ti,u)> (7.3.18)
0g;()

V rovniciach (7.3.17)—(7.3.18) nie je derivdcia =3 = rovnd nule, pretoze rovnica (7.2.3) musf
byt vyriesena vzhladom na casy 6t;. Spojenim vysledkov ziskanych vyssie dostaneme

0J =0J1 +J (7.3.19)
kde
= (L
+t {gf;((f)) gzgg + AT(t)giEg + AT (1) sz (t)ar
; z{ Xty (1 (220)) x|
i=1 7
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5.Jy =

{37 (22202 i)
[y 25533 , AT<t><§u§i§>]dt
[ gy (S0 ] 2
N (10) P 877(t(p)) augi; (5D

+3 (%52

[N + () = P = N () o () + AT >(6Ai<'>)]bi”au

ot;

Teraz je mozné polozit ¢leny dx(t) v rovnici (7.3.19) rovné nule a ziskame adjungované
rovnice

A (tp) = Fniir) Fa(ir)’ (7.3.22)
A = AT (@) gigg ?)l;((f)) gzg?, to<t<tp (7.3.23)

s koncovymi podmienkami v ¢ase tp a podmienky pre adjungované premenné v ¢asoch prepnutia

A (ty) =
{)\T(t?)[1+ gA_z + (662' .fiJrl(t;r))ai}
() = F(E)as [ (T = £,(t)a))” (7.3.24)

kde i = 1, n a Casy zdvisia explicitne na parametroch. Ak a; = 0, potom st prepinacia podmienky
vyrazne zjednodusené (ak hodnota skoku stavovych premennych A; nezavisi od x; , potom st
adjungované premenné spojité):

02

AT(t7) = AT(tj)[I + (83&_

i=Tn (7.3.25)
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Vidime, ze koeficienty varidcie parametrov du vo funkciondli (7.3.19) st potom dané

as { 0G() Onlir) (OG0T
du on(tp) du(tp) ou

+ [~ F(to) + AT(t())(a:”(’(gig"“) ~ £(t0))| g

OF(t) On(t)  OF(t) of(t)
Ju(t) " oult) ’\T(t)(aT(t))}dt
<8G(-) T dtp

9tp ) —l-F(tP)}E

Q
Q@

TUE) N (tp) (tr) +

4 AT (1) IZll00) | 5 UAT@)(a@j) )+ AT £)

du i=1

+F(t7) = F(t) = Xt fin (6) + AT(tj)<8?;())}b11 }5u (7.3.26)

Dalsie ¢leny obsahuji informécie o prepnutiach

0A(+)

SN (P,

=1

+ [FOD) + ATOF07) = X Feae) = ) + M 6D (3o} (ra2n)

Ak st stavové premenné spojité v prepinacich ¢asoch (A; = 0), potom je podintegralna
funkcia F' vo funkciondli spojitd, ale adjungované premenné obsahuji nespojitost v ¢asoch pre-
pnutia

N'(t7) = AT T = fop () ailx(I = £,(t7)a;) ™, i=Tn (7.3.28)

a dalsie ¢leny (7.3.27) z vysledného vzorca (7.3.26) sa zjednodusia na

n

YOI Fit) = AT Fia (8D)]bi (7.3.29)

=1

Ak cas prepnutia zavisi priamo na parametroch (¢; = t;(u), a; = 0 a b; = %), potom su
adjungované premenné spojité.

7.4 Postup optimalizacie

7.4.1 Algoritmus

Predpokladame, ze pévodna spojita trajektoria riadenia je aproximovana po castiach konstant-
nou na NN intervaloch. Tymto sposobom transformujeme povodny problém dynamickej optima-
lizicie na nelinedrne programovanie (Fikar a Latifi, 2001). V tomto algoritme predpokladame,
ze problém obsahuje funkciondl Jy a k obmedzeni J;, kde j = 1,k. Potom modzeme napisat
nasledovny algoritmus:
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1. Integrujeme systém diferencialnych rovnic (7.2.1)-(7.2.2) a podintegralnych ¢lenov F}j od
Casu t = tg po t = tp. Restartujeme integraciu v prepinacich ¢asoch (7.2.3), stavy mozu
byt nespojité podla rovnice (7.2.4).

2. Pre j = 0, k opakujeme

(a) Inicializujeme adjungované premenné )\;‘-r(t p), podla rovnic (7.3.22)

_9G;(-) dn(tp)
8n(tp) am(tp)

AT (tp) (7.4.1)

(b) Inicializujeme pomocné premenné J p ; rovné nule.

(c¢) Integrujeme spétne od ¢asu t = tp do t = ty systém adjungovanych rovnic (7.3.23)
a docasnych premennych, pricom berieme do tvahy nespojitosti adjungovanych pre-
mennych podla (7.3.25), restartujeme integraciu v tychto bodoch a v ¢asoch zmeny
dynamiky

7 Of() OF(t)om(t) _ 0H,

Aj == 21(0) oz(t) on(t) om(t) ozl (7.4.2)

OF() | OF;(t) om(t) | OF,(t) _ oH,
du(t) " om(t) dult) | oult)  oul

Jh; =X (1) (7.4.3)

Rovnice (7.4.2), (7.4.3) st vypoditane z (7.3.19) a Jp; reprezentujii podintegrélne
Casti gradientov.

(d) Vypocitame gradienty .J; vzhladom na casy t; a riadenie u na zaklade (7.3.19).

aJ; CaGi()
o, = Hi n 4.4
8tp J(tP> + 8tp ) (7 )
0J; _ 1 (4= oy 9Gi0) L s

9J; .

9a. ~ I Dilti-) = JIpti), i=1,N (7.4.6)

Tymto sposobom ziskame hodnoty kritéria a obmedzeni J; v kroku 1 a hodnoty ich gradientov
v kroku 2d. Tieto idaje potrebuje algoritmus NLP.

7 numerickych dévodov je vhodnejsie optimalizovat rozdiely casov At; a nie ¢asy t;. V tomto
pripade je potrebné prepocitat aj gradienty vzhladom na c¢asy. Vztah medzi prirastkami a abso-
latnymi ¢asmi je nasledovny

N
tp =Y _ Al (7.4.7)
=1

7 toho vyplyvaju vztahy pre derivacie

0J; _ i 8.J; ot,
OAt; = 9t DAL

(7.4.8)
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7.4.2 Implementacia algoritmu

Tento algoritmus bol naprogramovany v jazyku FORTRAN 77. Pre riesenie diferencialnych
rovnic bol pouzity balik LSODAR (Petzold a Hindmarsh, 1997), ktory dokéze riesit aj prob-
lémy s nespojitostami a udalostami vyvolanymi stavmi. Pre rieSenie NLP bol vyuzity balik
NLPQL (Schittkowski, 1981).

7.4.3 Integracia adjungovanych rovnic

Pocas spétnej integracie systému adjungovanych rovnic st potrebné aj znalosti o stavoch x(t).
V nasom pripade boli stavy zapamétané pocas doprednej integracie a interpolované v spatnej
integracii.

Naprogramovali sme dva sposoby interpolacie stavovych rovnic: linedrnu a kubickd so spoji-
tymi prvymi derivaciami na hraniciach intervalov. Vsetky simulacné vysledky vyuzivaju kubickt
interpolaciu.

7.5 Priklady

188 Uz
X1 —
qi
S
Tank 1 ki w
X2 | X2
h
qz
P
Tank 2 k2

Obr. 7.5.1: Systém dvoch zasobnikov

7.5.1 Proces

Uvazujeme nelinearny systém dvoch zasobnikov zobrazenych na obr. 7.5.1, ktory je mozné opisat
dvomi systémami diferencidlnych rovnic

daziy % _ kuF\/Il
_ dt — 1 1
Ji1= dziz | 7\ wy | KFuiy/@1 kaoy/T2 | 7 (7'5'1)
dt FQ + F2 B F2
daor w;  kuy/zi—(z2—h)
— dt — F I 7.5.2
f2 % U + kll\/ -731_($2_h) . k22\/332 ( )
Fy Fs> F>



88 Optimalne riadenie systémov s hybridnou dynamikou

x(l)‘
0.6} X(2)

h [m]

0 5 10 15 20
time [s]

Obr. 7.5.2: Odozva hybridného systému na skokovi zmenu vstupného prietoku

kde Fy, Fy [m?] st prierezy zasobnikov, ki1, kag [129s71] — konstanty; z1, xo — stavové premenné
— vysky hladin v prvom a druhom zasobniku, uy, us [1s7!] — riadiace premenné — prietoky a h
[m] je vertikdlna vzdialenost medzi zasobnikmi.

Rovnice opisujiice prvii dynamiku charakterizujt pripad bez interakcie, kedy vyska ho v dru-
hom zasobniku je mensia ako h. V opac¢nom pripade st zasobniky s interakciou a si opisané
rovnicami dynamiky fs.

Vyska h urcuje podmienku prepnutia medzi dvomi dynamikami fi a fo podla rovnice

g1 =h—x (7.5.3)

Parcidlne derivacie diferencidlnych rovnic vzhladom na stavy a riadenie su v tvare

1 1
o _ (7 7). 0F2 _ (1 7). (7.5.4)
df1 — il 0
oz :< W | (7.5.5)
2F5/T1 /72
ok ko
Of2 _ [ 2h/or—Gah) 2P /e (w21 750
oxr k1 _ k11 koo 5.
2y /w1~ (22 —h) 2Fy\/x1—(za—h)  2F2/T2

Uvazujeme nasledovné hodnoty parametrov zdsobnikov: odpory ki1 = 1.75 120571 koo =
1.50125s~1 prierezy F; = 2.00m?, Fy = 4.00 m?, vzdialenost h = 0.40 m, poc¢iatoéné podmienky
z1(0) = 22(0) = 0.10 m, ziadana hodnota z¥% = 1.00 m.

Pociatoéné podmienky optimalizovanych parametrov boli zvolené u; = 11s™1, At; = 1s
s ohrani¢eniami u; € [0,3] a At; € [0.01,10.00].

Obr. 7.5.2 ukazuje odozvu procesu na takto nastavené pociatocné podmienky optimalizova-
nych parametrov s celkovym ¢asom simulacie tp = 20.00s. V case t = 2.19s mozeme pozorovat
vplyv zmeny dynamiky na proces.

7.5.2 Problém casovej optimalizacie

Uvazujme problém dosiahnutia pozadovanej hodnoty a dosiahnutia nového ustéleného stavu
v minimalnom case, pricom budeme predpokladat, ze ziadany stav sa nachadza v opacnom
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regione dynamiky ako pociatocny. V tomto pripade mézeme definovat ticelovi funkciu v tvare

min J() = tp, (757)

tp,u

vzhladom na obmedzenia:

Jl = .Tg(tp) - .%‘721) = 0, (758)
dx
Jo=—"=0 7.5.9
2T a7 (7.5.9)
dl’g
J3=—"=0 7.5.10
STt ( )

kde x4 je ziadana hodnota vysky hladiny v druhom zasobniku. Obmedzenia Ja, J3 charakterizuji
poziadavky na dosiahnutie ustaleného stavu v koncovom case.

Uvazujeme, ze optimalizovany vektor riadenia w obsahuje oba pritoky ui, us a ze tieto su
po ¢astiach konstantné. V tom pripade budeme optimalizovat dizku trvania a hodnotu riadenia
u na vopred danom pocte c¢asovych intervaloch.

Kedze Jy nezavisi od stavovych premennych, jeho gradienty vzhladom na optimalizované
parametre ziskame ako

o . dJy [0
Ge=l = <0> (7.5.11)

Pri ostatnych obmedzeniach Ji, Jo a J3 musime pouzif odvodenie uvedené v predoslej kapi-

tole. Najprv ur¢ime koncové podmienky pre adjungované premenné a nastavime podintegralne
cleny Jp 1, Jp2, Jp3 rovné nule

8(1"5_5512”) 5 okt 0
Ai(tp) = | ooty 2P| = <1> (7.5.12)

Oxo 0x2 (tp)

Potom integruje spétne v ¢ase od ¢t = tp do t = tg nasledovné rovnice

AL(t) = —A{(t)‘;ig, (7.5.13)
Ty = Angi Eg (7.5.14)

Pozadované gradienty potom vypocitame z nasledovnych vztahov

0Ji oG

gty ~ HtR) + 5 = AL(t5)Fa(tp) (75.15)
0J1 _ - + 0G1 _ y7,- - T (4+ +

g = HitD) = Hi(t]) + 5= = M) £() = M EDF(ED), (7.5.16)
gill = Jpalti-1) = Jpa(t) (7.5.17)

Rovnako postupujeme aj pri ostatnych obmedzeniach.
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7.5.3 Minimalizacia LQ kritéria

Uvazujme scenar, ked je koncovy cas tp znamy a tlohou je minimalizovat LQ kritérium v tvare

t
min Jo = / P((acg —x5)% 4 r(ug —uf)?)dt (7.5.18)
to
kde x5, uj s ustalené hodnoty premennych a r je kladny vdhovy koeficient.

Algoritmus a vypocet gradientov obmedzen{ je rovnaky ako v predoslom pripade dany rov-
nicami (7.5.12)—(7.4.8).

Uéelovi funkeiu Jy ziskame v doprednej integracii. V pripade gradientov vzhladom na .J,
postupujeme nasledovne. Integrujeme spétne diferencidlne rovnice adjungovanych premennych
a podintegralnych ¢lenov

o -0 29 - S

o= 33:8 %ﬁ%) (7.5.20)
Vysledné gradienty potom ziskame z vztahov

giﬂ = ((2(tp) — 23)? + r(ur(tp) — ui)?) + N (tp) F2(tp), (7.5.21)

S = r(unltp) — ) — ((th) — ) + NS = N A, (75.22)

gio- = Jpolti-1) = Jpo(ti) (7.5.23)

7.6 Vysledky

7.6.1 Minimalizacia ¢asu
Mnohorozmerovy problém

V prvom pripade uvazujeme oba vstupné prietoky ako optimalizované veli¢iny a zvolime pocet
optimalizovanych tsekov ¢asu rovnych dvom.

Optimaliza¢né a integracné presnosti boli zvolené 107 a 1071, Po 6smych NLP iteracidch
bolo ziskané optimum s hodnotou tp = 1.47s. Priebeh optimalnych vysok hladin je zobrazeny
na obr. 7.6.1 a zodpovedajice riadenie na obr. 7.6.2. Riadiace veli¢iny vykazuju typické dvoj-
hodnotové (bang-bang) spravanie, ktoré vyplyva zo zvoleného ciela.

Jednorozmerovy problém

V praxi viac redlnejsi pripad je s iba jednou optimalizovanou veli¢inou — pritokom do prvého za-
sobnika, Zvolili sme osem optimalizovanych intervalov riadenia s optimalizacnymi a integracnymi
presnostami 1074 a 10712,

Optiméalny c¢as v tomto pripade bol vyssi ako pri mnohorozmerovom probléme a rovny
tp = 8.623s. Priebeh optiméalnych stavovych a riadiacich premennych je zobrazeny na obr. 7.6.3
a 7.6.4. Riadiace veli¢iny opéf vykazuju typické dvojhodnotové spravanie. Hoci sme zvolili 8
optimalizovanych intervalov, simuldcie ukazuji, ze 3 by stacili — dva pre optimalne riadenie
systému druhého radu a jeden na dosiahnutie pozadovaného ustaleného stavu.
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7.6.2 LQ riadenie

V tomto pripade si pevne zvolime 15 optimalizovanych intervalov a periédu vzorkovania 1s,
pri¢om optimalizujeme iba jeden prietok. Optimaliza¢né a integraéné presnosti boli 107> a 10712,
Na zéklade analyz ustdlenych stavov boli zvolené x§ = 1.00m, u; = 2.501s 1.

Uvazovali sme rozlicné hodnoty vahového koeficienta r. Na obr. 7.6.5 a 7.6.6 stavy a riadenie
pre tri volby 7.

Ak znizujeme hodnotu r, blizime sa k spravaniu porovnatelnému s ¢asovo optimalnym riade-
nim. Na druhej strane jeho zvysovanie znacne vyhladi trajektoriu riadenia s iba malou stratou
vykonnosti.

Ak sme uvazovali 7 = 1, bola ziskand hodnota tcelovej funkcie 2.7517 so 7 NLP iterdciami.

h [m]

0 0.5 1 15 2 25 3
time [s]

Obr. 7.6.1: Optimélne stavové trajektorie s mnohorozmerovym ¢asovo optimalnym riadenim

35 3.5

u(1) u(2)
3 3
2.5 2.5
—_ 2 — 2
@ L
215 215
1 1
0.5 0.5
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
time [s] time [s]

Obr. 7.6.2: Optimélne riadiace trajektorie s mnohorozmerovym c¢asovo optimalnym riadenim
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h [m]

0 5 10 15
time [s]

o

Obr. 7.6.3: Optimélne stavové trajektorie s jednorozmerovym c¢asovo optiméalnym riadenim

3.5

u(1)

251

u [I/s]

0 5 10 15
time [s]

o

Obr. 7.6.4: Optimélna riadiaca trajektéria s jednorozmerovym casovo optimalnym riadenim
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Obr. 7.6.5: Vyska hladiny kvapaliny v druhom zasobniku pre rozlicné hodnoty koeficienta r
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= 22t 1
5
2- 4
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16} r=0.10 |
- - -r=1.00
1.4} — — r=10.00 - 1
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Obr. 7.6.6: Optimélna riadiaca trajektéria s LQ riadenim
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7.7 Zaver

V tejto casti sme Studovali problém dynamickej optimalizacie systémov opisanych viacerymi
mnozinami diferencialnych rovnic, medzi ktorymi mdze byt prepinanie zalozené na stavovych
podmienkach. Pre numerické riesenie sme zvolili parametrizaciu vektora riadenia, pricom gra-
dienty pre NLP boli pocitané na zaklade tedrie optimalneho riadenia.

Aj ked najcastejsi sposob vypoctu gradientov v literature sa udava pomocou citlivostnych
rovnic z dévodov jednoduchosti implementacie, tu pouzity pristup s adjungovanymi rovnicami

Simulacie s jednoduchym prikladom z prostredia procesného priemyslu potvrdili aktraktiv-
nost uvedeného pristupu.
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Programové baliky



Kapitola 8

Balik dynopt

Vyvoj programového balika dynopt zacal v rdmci diplomovych prac (Ciiniar, 2005; Sevéik, 2006)
a pokracuje v dalSom rozsirovani svojej funkcionality (Cizniar a kol., 2005, 2006a). V sticasnosti
podporuje riesenie ODE a DAE problémov, rézne typy ti¢elovych funkcii a obmedzeni (Cizniar
a kol., 2006b). Optimalizovanymi premennymi mézu byt trajektéria riadenia, ¢asy a parametre
modelu ¢i stavov.

Problémy dynamickej optimalizacie riesi pomocou ortogonalnej kolokécie na koneénych prv-
koch — jedné sa teda o kompletni parametriziciu stavov a riadenia. Takymto spésobom je prob-
1ém pretransformovany na statickt optimalizéciu (NLP), pricom nie je nutné riesit diferencidlne
rovnice explicitne.

Dynopt je naprogramovany ¢isto v MATLABe a v stcasnosti vyuziva NLP implementaciu
fmincon z balika Optimisation Toolbox.

8.1 Tutorial

Pouzitie balika dynopt si ukazeme na viacerych prikladoch. V kazdom z nich je potrebné defi-
novat ODE/DAE rovnice procesu, tcéelovi funkciu a pripadné obmedzenia.
8.1.1 Problém bez obmedzeni

Uvazujme proces opisany jednoduchym integratorom a ucéelovi funkciu v tvare LQ kritéria (Luus,
1991; Rajesh a kol., 2001):

.f1 =u, x1(0) =1 (8.1.1)
iy =27 +u?, 22(0) =0 (8.1.2)
LQ kritérium je reprezentované druhou stavovou veli¢inou, takze plati

Hl(ltr)l J = xo(ty) (8.1.3)

kde tf:1

Definicie funkcii

Zactneme funkciou process, v ktorej je potrebné definovat diferencidlne rovnice procesu a jeho
pociatocné podmienky. Funkcia mdze mat viacero vystupov riadenych vstupom flag. V nasom
pripade st zaujimavé pripady 1 a 5.



8.1 Tutorial 97

function sys = process(t,x,flag,u,p)

switch flag,
case 0 % f(x,u,p,t)
sys = [u;x(1)"2+u"2];
case 1 % df/dx
sys = [1;
case 2 % df/du
sys = [1;
case 3 % df/dp
sys = [1;
case 4 % df/dt
sys = [1;
case 5 % x0
sys = [1;0];
case 6 % dx0/dp
sys = [1;
case 7 % M
sys = [1;
case 8 Y, unused flag
sys = [1;
otherwise
error([’unhandled flag = ’,num2str(flag)]);
end

Druhym krokom je definovanie 1ucelovej funkcie, ktora moéze zavisiet od hodnét signalov
v koncovom case

function f = objfun(t,x,u,p)

f = [x(2)]1];

V hlavnom programe najprv nastavime vlastnosti pre funkciu fmincon z optimaliza¢ného
toolboxu. Potom uréime, Ze mame optimalizované riadenia a ¢asy (optvar je 3) s poctami
koloka¢nych bodov K, = 3 a K,, = 2 a inicializujeme dlzky intervalov na 1 /3 a riadenia na nulu.
Poslednymi nastaveniami ur¢ime, v akej funkcii sa nachadzaju informacie o procese a tucelovej
funkeii.

Vsetky nastavenia vkladame do vstupnej struktiry, ktora je jedinym parametrom pre funkciu
dynopt. Jej vystupom je jednak aktualizovand vstupna struktira ako aj vystupna struktira
obsahujtca informécie o optimalnom rieseni problému.

options = optimset(’LargeScale’,’off’,’Display’,’iter’);
options = optimset(options,’MaxFunEvals’,1e6);

options = optimset(options,’TolFun’,le-7);

options = optimset(options,’TolCon’,le-7);

options = optimset(options,’TolX’,1le-7);

options = optimset(options,’MaxIter’,4000);

options = optimset(options,’Algorithm’,’sqp’); %2010a
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%options = optimset(options,’Algorithm’,’active-set’); %2008b

optimparam.optvar = 3;
optimparam.objtype = [J;
optimparam.ncolx = 3;
optimparam.ncolu = 2;
optimparam.li = ones(3,1)*(1/3);
optimparam.tf = 1;
optimparam.ui = zeros(1,3);
optimparam.par = [];
optimparam.bdu = [];
optimparam.bdx = [];
optimparam.bdp =[];
optimparam.objfun = Qobjfun;
optimparam.confun = [];
optimparam.process = @process;
optimparam.options = options;

[optimout,optimparam]=dynopt (optimparam)

save optimresults optimout optimparam
[tplot,uplot,xplot] = profiles(optimout,optimparam,50);
save optimprofiles tplot uplot xplot

graph

Vo vystupnej struktire je v tomto pripade zaujimavy vektor ¢ a vektor u, ktoré si mdézeme
napriklad nechat vykreslit do grafu
Okrem toho zistime optimalnu hodnotu tcelovej funkcie fval:

optimout.fval = 0.7615959
a parameter exitflag, ktory urcuje, ¢i bolo najdené optiméalne riesenie, ak exitflag > 0
optimout.exitflag = 1

Viac informaécii o nastaveni ostatnych parametrov, presnosti a vyzname vystupov mozno néjst
v Podmajersky a kol. (2007).

Na to, aby sme ziskali priebehy stavovych veli¢in podla aproximécii s Lagrangeovymi poly-
némami, pouzijeme funkciu profiles

[tplot,uplot,xplot] = profiles(optimout,optimparam,ntimes) ;

kde parameter ntimes urcuje pocet vypocitanych bodov v ramci jedného intervalu.
Grafické zobrazenie optimalnych priebehov problému (8.1.3) je zndzornené na obr. 8.1.1 a
obr. 8.1.2.

8.1.2 Problém s obmedzeniami a gradientmi

V predoslom pripade boli vypocitané gradienty ucelovej funkcie vzhladom na optimalizované
parametre numericky (pomocou koneénych rozdielov), ¢o moéze v komplikovanejsich pripadoch
maf vplyv na konvergenciu algoritmu a na mnozstvo iteracii.
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Obr. 8.1.1: Optimélne riadenie pre problém bez Obr. 8.1.2: Optimalne stavové trajektérie pre
obmedzeni problém bez obmedzeni

V tomto priklade ukazeme, ako definovat optimalizacny problém tak, aby boli gradienty
pocitané analyticky.

Uvazujme rovnaky problém ako v predoslom priklade, ku ktorému priddme koncové obme-
dzenie v tvare

21(1) =0 (8.1.4)

Definicie funkcii

V definicidch funkcii je v tomto pripade potrebné okrem nového obmedzenia dodat aj hodnoty
parcidlnych derivacii (Jakobiho matic) podla viacerych premennych.

V pripade funkcie process.m je potrebné dodat Jakobiho matice pre pravé strany diferencidl-
nych rovnic vzhladom na vektor « a riadenie u.

V pripade premennej flag rovnej 1 derivujeme rovnice podla x:

ofr 9Of
ave — Jdr1 Oz | _ 0 2z
Y ofh Of 0 0
8902 81‘2

V pripade premennej flag rovnej 2 derivujeme rovnice podla u:

sva= (G Fel=[t 2
Podobne je potrebné dodat aj ostatné parcidlne derivacie, v nasom pripade st to prazdne matice.
Vysledny suborprocess.m je potom nasledovny:

function sys = process(t,x,flag,u,p)

switch flag,
case 0 % f(x,u,p,t)
sys = [u;x(1)72+u™2];
case 1 % df/dx
sys = [0 2%x(1);0 0];
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case 2 % df/du
sys = [1 2%ul;
case 3 % df/dp
sys = [1;
case 4 % df/dt
sys = [1;
case 5 % x0
sys = [1;0];
case 6 % dx0/dp
sys = [1;
case 7 % M
sys = [1;
case 8 % unused flag
sys = [];
otherwise
error ([’unhandled flag = ’,num2str(flag)]);
end

U tcelovej funkcie postupujeme podobne. Opétf potrebujeme dodat matice s parcidlnymi
derivdciami podla Stvorice @, w, p,ts. Z tych neprazdnych sa jedna o derivicie podla x.

function [f,Df] = objfun(t,x,u,p)

% objective function
f=1[x21; %J

% gradients of the objective function

Df.t = [I; % d4J/dt
Df.x = [0;1]; % dJ/dx
Df.u = []; % dJ/du
Df.p = [J; % dJ/dp

Posledné definicie sa tykaju obmedzeni a funkcie confun. U tychto sa jednd o obmedze-
nia v pociatocnom case (t = tg, flag = 0), pocas celej trajektorie (t € [to,ts], flag = 1) a
v koncovom case (t = ty, flag = 2). Inak, rovnako ako pre predoslé funkcie je potrebné dodat
nielen hodnoty obmedzeni, ale aj prislusné Jakobiho matice pre kazdy z prislusnych pripadov
premennej flag. Okrem toho je potrebné definovat, ktoré obmedzenia st typu rovnosti (ceq) a
nerovnosti (c)

function [c,ceq,Dc,Dceq] = confun(t,x,flag,u,p)

switch flag

case 0 % constraints in tO
c=1[1;
ceq = [J;
% gradient calculus
if nargout ==

Dc.t = [];
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Dc.x = [];
Dc.u = [];
Dc.p = [1;
Dceq.t = [1;
Dceq.x = [];
Dceq.u = [];
Dceq.p = [1;

end

case 1 % constraints over interval [tO0,tf]
c = [1;
ceq = [J;

% gradient calculus
if nargout ==

Dc.t = [];
Dc.x = [];
Dc.u = [];
Dc.p = [I1;
Dceq.t = [1;
Dceq.x = [];
Dceq.u = [];
Dceq.p = [J;

end

case 2 J constraints in tf
c = [J;

ceq = [x(1)-11;

% gradient calculus
if nargout ==

Dc.t = [];

Dc.x = [];

Dc.u = [];

Dc.p = [I1;
Dceq.t = [];
Dceq.x = [1;0];
Dceq.u = [1;
Dceq.p = [1;

end

end

Pri samotnom volani dynamickej optimalizacie je potom potrebné zapnuf priznak ohladom
pocitania gradientov

options = optimset(options,’Grad0bj’,’on’,’GradConstr’,’on’);

V opac¢nom pripade aj napriek definovanym Jakobiho maticiam budd pouzité numerické gra-
dienty.

Celkovo bude volanie dynopt nasledovné. Oproti predoslému prikladu je zapnuté aj meno
funkcie pre obmedzenia, zmenené pocty kolokacnych bodov a poctu intervalov a nastavené dolné
a horné obmedzenia pre stavovy vektor.
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options = optimset(’LargeScale’,’off’,’Display’,’iter’);
options = optimset(options,’Grad0bj’,’on’,’GradConstr’,’on’);
options = optimset(options,’MaxFunEvals’,le4);

options = optimset(options,’MaxIter’,1e3);

options = optimset(options,’TolFun’,le-7);

options = optimset(options,’TolCon’,le-7);

options = optimset(options,’TolX’,1le-7);

options = optimset(options,’Algorithm’,’sqgp’); %2010a
%options = optimset(options,’Algorithm’,’active-set’); %2008b

optimparam.optvar = 3;
optimparam.objtype = [1;
optimparam.ncolx = 6;
optimparam.ncolu = 2;
optimparam.li = ones(4,1)*(1/4);
optimparam.tf = 1;
optimparam.ui = zeros(1,4);
optimparam.par = [];
optimparam.bdu = [];
optimparam.bdx = [0 1;0 1];
optimparam.bdp =[];
optimparam.objfun = Qobjfun;
optimparam.confun = Qconfun;
optimparam.process = @process;

optimparam.options = options;

[optimout,optimparam] =dynopt (optimparam)

save optimresults optimout optimparam
[tplot,uplot,xplot] = profiles(optimout,optimparam,50);
save optimprofiles tplot uplot xplot

graph
Optimalne rieSenie je ukazané na obr. 8.1.3 a 8.1.4. Vypocitand hodnota ucelovej funkcie je

vyssia ako v predoslom pripade (0.9242346) a vidime, Ze stavova veli¢ina x; na konci naozaj
nadobtda hodnotu 1.

8.1.3 Problém so stavovym obmedzenim

Uvazujme proces opisany systémom dvoch diferencidlnych rovnic (Jacobson a Lele, 1969; Feehery
a Barton, 1998)

l"l = X9, 1’1(0) =0 (815)

T9g = —x9+u, x2(0)=-1

a ucelovu funkciu pre ¢ty =1

1
Hl(itr)l J :/ (23 + 23 + 0.005u?)dtt (8.1.7)
u 0
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Obr. 8.1.3: Optimélne riadenie pre problém Obr. 8.1.4: Optimélne stavové trajektérie s ob-
s obmedzenim medzenim

vzhladom na stavové obmedzenie

z9 —8(t—0.5)%40.5<0, te](0,1] (8.1.8)
Prepiseme tcelovu funkciu do Mayerovho tvaru pouzitim pridavnej stavovej premennej

i3 = 2% + 22 +0.005u%, x3(0) =0 (8.1.9)
¢im dostaneme

Hl(ltr)IJ = x3(ty) (8.1.10)

Oproti predoslym pripadom je zaujimava najmé funkcia definujiica obmedzenia v tvare ne-
rovnic a pre flag s hodnotou 1.

function [c,ceq,Dc,Dceq] = confun(t,x,flag,u,p)

switch flag
case 0 % constraints in tO
c=[1;
ceq = [1;

% gradient calculus
if nargout ==

Dc.t = [];
Dc.x = [];
Dc.u = [];
Dc.p = [1;
Dceq.t = [];
Dceq.x = [];
Dceq.u = [];
Dceq.p = [J;
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end

case 1 % constraints over interval [t0,tf]
c = [x(2)-8%(t-0.5)"2+0.5];
ceq = [1;

% gradient calculus
if nargout ==
Dc.t = [-16%t+8];
Dc.x = [0;1;0];

Dc.u = [];
Dc.p = [J;
Dceq.t = [1;
Dceq.x = [];
Dceq.u = [];
Dceq.p = [1;

end

case 2 % constraints in tf
c=1[1;
ceq = [1;

% gradient calculus
if nargout ==

Dc.t = [1;
Dc.x = [];
Dc.u = [];
Dc.p = [];
Dceq.t = [J;
Dceq.x = [];
Dceq.u = [];
Dceq.p = [1;
end

end

Néjdena hodnota optima tucelovej funkcie bola J = 0.1702. Priebehy riadenia, stavov a
obmedzenia st znazornené na obr. 8.1.5, 8.1.6 a 8.1.7.

8.1.4 DAE problém

Uvazujme vsadzkovy reaktor (Rajesh a kol., 2001; Dadebo a Mcauley, 1995) s naslednymi reak-
ciami A — B — C a budeme maximalizovat vytazok latky B v koncovom case

m&fsg((] = xo(ty) (8.1.11)

kde dynamika procesu mdze byt opisand systémom algebraickych a diferencidlnych rovnic

(0)

T = —klx% 1
3 2
Tro = klxl — k‘gxg xg(O)

2500

0 = ky — 4000e~"T 0
T € [298, 398] ts

1
0
ko — 620000e— 7%
1
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Obr. 8.1.5: Optimélne riadenie pre problém so Obr. 8.1.6: Optimalne stavové trajektérie pre
problém so stavovym obmedzenim
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Obr. 8.1.7: Trajektéria stavového obmedzenia

V tomto pripade, kedZe sa jednd o DAE systém, definujeme maticu M vo funkcii process a

s hodnotou flag rovnou 7.

function sys = process(t,x,flag,u,p)

switch flag
case 0 % f(x,u,p,t)
sys = [-x(3)*(x(1)72);
x(3)*x(x(1)72)-x(4)*x(2) ;

x(3)-4000*exp(-u) ;
x(4) -620000%exp (-2%u) ] ;

case 1 % df/dx
sys = [-2*xx(3)*x(1),2*x(3)*x(1),0,0;

0,-x(4),0,0;
_(X(l)AQ) ,X(l)AQ,l,O;

0,-x(2),0,1]1;
case 2 % df/du
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sys = [0,0,4000*%exp(-u),2%620000*exp (-2*u)];
case 3 % df/dp

sys = [];
case 4 ¥, df/dt
sys = [1;

case 5 % x0
sys = [1;0;5.0736;0.9975];
case 6 % dx0/dp

sys = [1;
case 7 % M
sys = [1,0,0,0;
0,1,0,0;
0,0,0,0;
0,0,0,0];
case 8 % unused flag
sys = [1;
otherwise
error ([’unhandled flag = ’,num2str(flag)]);

end

Ostatné parametre a funkcie st nastavené podobne ako v predoslych pripadoch.

Po 295 iterdciach bolo najdené optimélne rieSenie xo(ty) = 0.61066. Vysoky pocet iteracii
bol dany zvysenou presnosfou rieSenia problému oproti standardnym nastaveniam. Optimélne
trajektorie si znazornené na obr. 8.1.8 a 8.1.9.

1
375 '
370} osl
365
360 .
0.6} PR
355 & , -
>S5 - B -
350} T
0.4} -
345} e
7/
340 /
I 0.2¢
335 y X
330} / - X
‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time time

Obr. 8.1.8: Optimalne riadenie pre DAE prob- Obr. 8.1.9: Optimélne stavové trajektorie pre
lém DAE problém

8.2 Priklady

V tejto casti uvedieme niektoré priklady z literatiry zaoberajicej sa chemickymi reaktormi.
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8.2.1 Rurkovy reaktor

Uvazujme rurkovy reaktor s paralelnymi reakciami A — B, A — C (Rajesh a kol., 2001; Dadebo
a Mcauley, 1995; Logsdon a Biegler, 1989). Ulohou je maximalizovat koncentraciu litky B
v koncovom case

max J = xa(ty) (8.2.1)

u(t)

kde rovnice dynamiky st v tvare

j31 = —(u + 0.5U2)ZL‘1 :L’l(O) =1
To = UT 22(0) =0
u e [0,5] tf =1

Ako globélne optimum bola v Dadebo a Mcauley (1995) ndjdend hodnota 0.57353 a v Rajesh
a kol. (2001) hodnota 0.57284. Pouzitim 6 kolokaénych bodov pre stavy a 2 pre riadenie a
rovnakého poctu intervalov riadenia sme ziskali hodnotu 0.5734171. Profily optimélneho riadenia
a stavov st na obr. 8.2.1 a 8.2.2.

5

1=
X
45¢ 1
_ _ _X
al 0.8} ’ 2|
35}
0.6 —
] 3r >fN P B
XH _ -
25 04f e
2t -7 -
15¢ 0.2} 7
re
re
1r -
‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
time time

Obr. 8.2.1: Optimélne riadenie rarkového reak- Obr. 8.2.2: Optimalne stavové profily rirkového
tora reaktora

8.2.2 Reaktor s piestovym tokom

Uvazujme reaktor s piestovym tokom a s katalyzatorom (Rajesh a kol., 2001; Dadebo a Mcauley,
1995), v ktorom prebiehaji reakcie A <+ B — C. Ulohou je maximalizovat ti¢elovii funkciu

m(ng =1—a1(ty) — x2(ty) (8.2.2)

vzhladom na rovnice dynamiky

1 = u(10z3 — x1) z1(0) =1
t9 = —u(10xy — z1) — (1 — u)xs z2(0) =0
ue0,1] tp =12

V pracach Logsdon a Biegler (1989); Rajesh a kol. (2001) boli dosiahnuté optima o hodnotach
0.476946, 0.47615. V nasom pripade bola dosiahnuta hodnota 0.477712. Jednalo sa o 5 stavovych
a 2 riadiace koloka¢né body a 12 optimalizovanych intervalov riadenia. Optimélne riadiace a
stavové trajektorie s zndzornené na obr. 8.2.3 a 8.2.4.
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1 1
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Obr. 8.2.3: Optiméalne riadenie reaktora s pies- Obr. 8.2.4: Optiméalne stavové profily pre reak-
tovym tokom tor s piestovym tokom

8.2.3 Nelinearny prietokovy reaktor

Uvazujme problém publikovany v (Luus, 1990; Balsa-Canto a kol., 2001). Spociva v urceni
styroch optimdlnych riadeni v prietokovom chemickom reaktore (CSTR) tak, aby bol maxi-
malizovany ekonomicky zisk. Dynamika procesu je opisand styrmi simultdnnymi chemickymi
reakciami prebiehajicimi pri izotermickych podmienkach v prietokovom reaktore. Riadenia st
prietoky troch vstupov a elektricka energia potrebnda pre fotochemicku reakciu.

Formulacia problému: Je potrebné najst vektor w(t) = [u1,u2, ug, us] v Case t € [to, ty] tak,
aby sa maximalizovala Ucelova funkcia

J(] = xg(tf) (8.2.3)

vzhladom na:

&1 = ug—qxry — 17.6x129 — 232126U3 (8.2.4)
Zo = up —quro — 17.6x129 — 1462923 (8.2.5)
I3 = Uy — qr3 — 73x0x3 (8.2.6)
T4 = —qu4+ 35.20z120 — 51.302425 (8.2.7)
T = —qus+ 2192023 — 51.302425 (8.2.8)
¢ = —qug+ 102.60x425 — 232126U3 (8.2.9)
I7 = —qu7+ 4611T6U3 (8.2.10)
g = 5.80((qr1) — ug) — 3.70u1 — 4.10us + q(23x4 + 11x5 + 2826 + 3527)

— 5.0u% — 0.099 (8.2.11)

kde ¢ = u1 + ug + ug. Poc¢iatocné podmienky procesu st

x(0)7 = [0.1883 0.2507 0.0467 0.0899 0.1804 0.1394 0.1046 0.000] (8.2.12)

a ohranicenia na riadiace veli¢iny st u; € [0,20], ug € [0,6], ug € [0,4], us € [0,20]. Uvazujeme
pevny koncovy cas t; = 0.2.

Optimalne rieSenie pre P = 11 ekvidistanénych intervalov casov bolo v literatiire najdené
s hodnotou Jy = 21.757.
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Pouzili sme 4 stavové a 2 riadiace koloka¢né body a ziskali optimum pre P = 10 s hodnotou
21.8003. Vyssia hodnota ucelovej funkcie oproti literatire je spésobend kvalitnejSou parametri-
zaciou riadenia — namiesto po castiach konstantnej bola pouzita po castiach linearna. Vysledky
st znazornené na obr. 8.2.5 — 8.2.9.
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Obr. 8.2.5: Riadenie u; pre CSTR
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Obr. 8.2.7: Riadenie ug pre CSTR
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Obr. 8.2.8: Riadenie uy pre CSTR
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Balik DYNO

Balik DYNO je zalozeny na parametrizacii vektora riadenia a je implementovany v programo-
vacom jazyku Fortran (Fikar a Latifi, 2001).
Pozostéva z viacerych modulov, ktoré je mozné spolu kombinovat podla rieseného problému:

dyno.f — hlavnd cast balika.

IVP baliky — na riesenie systému diferencialnych rovnic je mozné pouzif viacero Standard-
nych balikov, pricom je potrebné pripojit k projektu vzdy jeden z nich. V siicasnosti st
podporované:

vodedo.f — balik VODE (Brown a kol., 1989), ktory bol modifikovany, aby mohol prenasat
pracovné premenné z DYNO. Dalej ma nahradené funkcie z balika LINPACK funkciami
z LAPACK-u.

ddassldo.f — balik DDASSL (Brenan a kol., 1989), podobne modifikovany na prenos
pracovnych premennych DYNO.

Kazdy z modifikovanych stiborov naviac v sebe zahfna interface k DYNO.

NLP baliky — opét je podporovanych viacero z nich, pricom je potrebné pripojit do projektu
jeden:
slsqp.f — Volne dostupny NLP balik (Kraft, 1988).
nlpql.f — Balik NLPQL (Schittkowski, 1985), ktory je potrebné zakupit od jeho autora.

Automatické derivacie — v sticasnosti je podporovany balik ADIFOR (Bischof a kol., 1998).

LAPACK Balik vyuziva dostupné funkcie z kniznic BLAS a LAPACK, ktoré st dostupné z ne-
tlib.org. Kedze tieto je mozné povazovat za standardné nastroje v numerickej matematike,
Casto byvaju predpripravené pre konkrétnu architektiru pocitacov. Ak uzivatel tieto nema
k dispozicii, mo6ze pripojit ich neoptimalizované verzie v sibore blalap.f.

9.1 Tutorial

Pri pouziti balika je potrebné jednak zavolat funkciu dyno a jednak Specifikovat uzivatelské
funkcie definujuce diferencidlne rovnice, ticelovi funkciu a obmedzenia. Uvedme si pouzitie balika
na jednoduchom priklade.
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Uvazujme systém opisany diferencialnou rovnicou druhého radu s konstantnymi koeficientmi
v tvare

y'(t) +2y/(t) + y(t) = u(t), '(0)=0,y9(0)=0 (9.1.1)

pricom ulohou je minimalizovat ¢as t¢, v ktorom je dosiahnuty novy ustaleny stav definovany
ako y/(t;) = 0, y(tf) = 1. Dalej uvazujeme ohranicenia na riadenia u € [—0.5, 1.5].

Pre 1cely numerického riesenia rozdelme celkovy optimalizovany cas t; na 3 intervaly, v kto-
rych budeme uvazovat riadenie konstantné. Potom ziskame optimaliza¢ny problém s nasledov-
nymi neznamymi veliCinami: wuy, us, ug, At1, Ato, Ats.

Prepiseme poévodnu diferencidlnu rovnicu na systém dvoch diferencidlnych rovnic prvého
radu. Problém optimalneho riadenia mdze byt potom definovany nasledovne

1,‘/1 = X9, .171(0) =0
rh = u—1x1— 229, 22(0) =0
Jo = Aty + Aty + Ats
J1 = I (tg) -1 (9.1.2)
Jo = wa(ts)
u; € [-0.5,1.5], i=1,2,3
At; > 0, i=1,2,3

9.1.1 Hlavny program

Pre nas pripad mame problém nasledovnych rozmerov: pocet stavov: 2, pocet riadeni: 1, pocet
optimalizovanych parametrov: 0, pocet intervalov riadenia: 3, pocet obmedzeni: 2, z ¢oho 2
obmedzenia st rovnosti.

Uéelové funkcia nezavisi od stavov, iba od optimalizovanych premennych, obmedzenia zévisia
od stavov.

Hlavny program dimenzuje prislusné polia, nastavi, aké premenné si optimalizované, ich
obmedzenia a zavola funkciu dyno. Po navrate z nej vypise celkovii optiméalnu trajektoériu stavov
a riadenia.

PROGRAM EXM1

implicit none

integer nmcont, nmpar

integer nsta, ncont, npar, ntime, ncst, ncste

parameter (nsta = 2, ncont = 1, npar = 0, ntime = 3,
& ncst = 2, ncste = 2)

parameter (nmcont = ncont, nmpar = 1)

integer ista, nrwork, iwork, niwork, nlwork, ipar, ifail, info
double precision ul, u, uu, pl, p, pu, tl, t, tu, rwork, rpar
logical lwork

dimension ul (nmcont, ntime), u(nmcont, ntime), uu(nmcont, ntime)
dimension pl(nmpar), p(umpar), pu(nmpar)

dimension tl(ntime), t(ntime), tu(ntime)

dimension ista(ncst+1)

parameter (niwork=400, nrwork=60000, nlwork = 50)
dimension iwork(miwork), rwork(nrwork), lwork(nlwork)
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dimension ipar(10), rpar(50), info(16)

integer i

ista(l) =

ista(2) =

ista(3) =

doi=1,5
rwork(i) = 0.0d0

end do

doi=1, 16
info(i) = 0

end do

c optimise what: 0/1-ti, 0/2-ui, 0/4-p
info(7) = 3

initial values of the optimised parameters

upper, lower bounds
control and time
do i=1, ntime

u(l,i) = 1.0d40
ul(1l,i) = -0.5040
uu(1,i) = 1.50d40
t(i) = 1.0d0
t1(i) = 0.01d0
tu(i) = 10.0d0

end do

ifail = 0

call DYNO(nsta, ncont, nmcont, npar, nmpar, ntime, ncst, ncste, ul
& , u, uu, pl, p,pu, tl, t, tu, ista, rwork, nrwork, iwork,
& niwork, lwork, nlwork, rpar, ipar, ifail, info)

call trawri(rwork, iwork, rpar, ipar)

END

9.1.2 Funkcia process

Uéelom tejto funkcie je definovat diferencidlne rovnice optimalizovaného procesu a poéiatoéné
podmienky. Okrem toho (ak nie je pouzity balik ADIFOR pre automatické derivovanie) je po-

trebné definovat parcidlne derivacie diferencialnych rovnic a pociatoénych podmienok.
V nasom pripade st tieto veli¢iny definované nasledovne:

diferencialne rovnice

)

f= (u—m1—2a:2

(9.1.3)
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Parcialne derivacie podla x
of [0 1
oxl  \—-1 =2}’

Parcialne derivacie podla u

af (o
oul — \1)°

Parcialne derivacie podla p

of

apT ~°

Pociato¢né podmienky

e 2)

Parcialne derivacie pociato¢nych podmienok podla p

85[:0

op7 ~°

(9.1.4)

(9.1.5)

(9.1.6)

(9.1.7)

(9.1.8)

Zodpovedajuca funkcie je uvedend nizsie. Poznamenavame, ze v pripade parcidlnych derivacii

je potrebné definovat iba nenulové prvky.

subroutine process(t, x, nsta, u, ncont, nmcont, p, npar, nmpar,
& sys, nsys, dsys, ndsysl, ndsys2, ipar, rpar, flag, iout)

implicit none

integer nsta, ncont, nmcont, npar, nmpar, nsys, ndsysl, ndsys2,

& ipar, flag, iout

double precision t, x, u, p, sys, dsys, rpar

dimension x(nsta), u(nmcont), p(nmpar),

& sys(nsys), dsys(ndsysl, ndsys2), rpar(x), ipar(*)

if (flag .eq. 0) then
sys(1) = x(2)
sys(2) = u(1)-2*x(2)-x(1)
return

end if

if (flag .eq. 1) then
dsys(1,2) = 1.0d0

dsys(2,1) = -1.0d0
dsys(2,2) = -2.0d0
return

end if

if (flag .eq. 2) then
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dsys(2,1) = 1.0d0
return

end if

if (flag .eq. -1) then
sys(1) = 0.0d0
sys(2) = 0.0d0
return

end if

if (flag .eq. -2) then
return

end if

if (flag .eq. -3) then
write(iout,100) t, u(l), x(1), x(2)

100 format (£8.5,3X,3f20.15)

return

0
0

end if
end

9.1.3 Ucelova funkcia a obmedzenia — integralna ¢ast costi

Uéelové funkcia a obmedzenia st definované v kanonickom Bolza tvare. KedZe integralna Cast
je potrebné pocas doprednej integricie systému a koncové cast az na konci integracie, s tieto
rozdelené do dvoch réznych funkeii. V kazdej z nich je potrebné najprv definovat tcelovi funkciu,
potom obmedzenia v tvare rovnosti, po ktorych nasleduji obmedzenia v tvare nerovnosti.

Pre nas pripad nie si definované integralne funkcie Fj, a teda st nulové. Zodpovedajtca
funkcia costi je definovana nizsie.

subroutine costi(t, x, u, p, ntime, nsta, ncont, nmcont, npar,
& nmpar, ncst, ncste, ipar,rpar, flag, xupt, nti, sys, nsys)
implicit none

integer ntime, nsta, ncont, nmcont, npar, nmpar, ncst, ncste, ipar
& , flag, xupt,nti, nsys

double precision t, x, u, p, rpar, sys

dimension x(nsta), u(nmcont), p(nmpar), ipar(*), rpar(*), sys(unsys
& )

if (flag .eq. -1) then

sys(1) = 0.0d0
sys(2) = 0.0d0
sys(3) = 0.0d0
return

end if

end

9.1.4 Ucelova funkcia a obmedzenia — neintegralna cast costni

Druhé cast ucelovej funkcie obsahuje casti, ktoré nezahriuju integrdly — cleny G;. Tieto mozu
obsahovat dlzky intervalov, lubovolni ¢ast optimalizovanej riadiacej trajektorie ¢i stavov a pa-
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rametre.

Poradie jednotlivych ¢lenov zodpoveda poradiu v integralnej funkcii costi.

V nasom pripade st neintegralne c¢asti definované nasledovne.

Aty + Aty + Aty

G = $1(t3)—1
z(t3)
G G oc_ (100
8$T(t1)_8a}T<t2)_ ’ awT<t3)_ O 1 0
PYe. 1 1 1
AT 000
000

Zodpovedajuca funkcia costni je definovand nizsie.

(9.1.9)

(9.1.10)

(9.1.11)

subroutine costni(ti, xi, ui, p, ntime, nsta, ncont, nmcont, npar,

& nmpar, ncst,ncste,ipar, rpar, flag, sys, nl, n2, n3)

implicit none

integer ntime, nsta, ncont, nmcont, npar, nmpar, ncst, ncste, ipar

& , flag, nl, n2,n3
double precision ti, xi, ui, p, rpar, sys

dimension ti(ntime), xi(nsta, ntime), ui(nmcont, ntime), p(nmpar),

& ipar(*), rpar(*), sys(nl,n2,n3)

if (flag .eq. 0 ) then
sys(1,1,1) = ti(1)+ti(2)+ti(3)
sys(2,1,1)= xi(1,ntime)-1.0d0
sys(3,1,1)= xi(2,ntime)
return

end if

if (flag .eq. 1 ) then
sys(1,ntime,?2) 1.0d0
sys(2,ntime,3) = 1.0d40

return
end if
if (flag .eq. 2 ) then
return
end if
if (flag .eq. 3 ) then
return
end if
if (flag .eq. 4 ) then
sys(1,1,1) = 1.0d0
sys(2,1,1) = 1.040
sys(3,1,1) = 1.0d0
return

end if
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x1(t), x2(t)
1.2 T T T T

Obr. 9.1.1: Optiméalna stavova trajektéria

end

Riesenie problému bolo ziskané na PC s opera¢nym systémom GNU /Linux. Optimélne hod-
noty veli¢in s nasledovné:

At] = (1.0965,1.0965,0.200) (9.1.12)
ul = (1.500,1.500, —0.500) (9.1.13)
JI = (2.393,-8.055107"1, —3.014 107 19) (9.1.14)

Riadenie je po cely ¢as na ohrani¢eniach a koncové obmedzenia st dosiahnuté v minimalnom
case ty = 2.393. Optimalna trajektéria stavov je zndzornend na obr. 9.1.1.

9.1.5 Automatické derivovanie

V pripade, ze bude pouzity balik ADIFOR, nie je nutné specifikovat vo funkcidch process,
costi, costni hodnoty parcidlnych derivacii. Zadanie problému je tak vyrazne zjednodusené.
Balik ADIFOR pred samotnou kompilaciou zdrojovych stiborov vygeneruje zodpovedajuci kdéd
v jazyku FORTRAN, ktory je potom pripojeny k projektu.

9.2 Priklady

V tejto casti uvedieme priklady problémov dynamickej optimalizacie, ktoré boli riesené pomocou
balika DYNO. Ku kazdému z prikladov je volne dostupny zdrojovy kéd vo FORTRANe.

Priklady boli testované v opera¢nom systéme GNU/Linux s kompildtorom Absoft Linux
Compiler, GNU g77, ako aj na platforme Sparc Solaris s kompilatorom Sun f77.
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9.2.1 Problém s koncovym obmedzenim

Dynamicky systém

s ohrani¢eniami u(t) € [—1,1] a u¢elovou funkciou
1
min Jy = / (2% 4 u?)dt
u 0
ma byt optimalizovany vzhladom na obmedzenia

Ji = z(1)=0.5
Jy = 2(0.6) =0.8

(9.2.1)

(9.2.2)

(9.2.3)
(9.2.4)

Zvolime si pocet optimalizovanych intervalov rovny 10 a optimalizujme iba riadenie u para-
metrizované ako po Castiach konstantné. Z hladiska balika DYNO je formulécia problému nasle-

dovnd (tp =0, t1 =1, m =2, m, = 2)

Proces:

Ucelova funkcia:
Go =0, Fy=2% +u?
Obmedzenia:

G1 == $(t10) - 05, F1 =0
Gy =z(tg) —0.8, Fp=0

Ohranicenia:

u; € [—1,1] i=1...10

(9.2.5)

(9.2.6)

(9.2.9)

Optimum bolo ndjdené v troch iteraciach. Stibory a vysledky st v adresari probleml. Opti-

malne riadiace a stavové priebehy su tiez znédzornené na obr. 9.2.1.

9.2.2 Problém s koncovym obmedzenim 2

Vyrazne lepsia aproximécia optimédlneho riadenia moéze byt ziskand s po castiach linedrnym

riadenim a s iba dvomi ¢asovymi intervalmi.
Nova formulacia je tak:

Proces:

(t) = ur(t) + tua(t), x(0)=1

(9.2.10)
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X1(t), u(t)
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Obr. 9.2.1: Porovnanie optimalnych trajektorii pre problémy 9.2.1 a 9.2.2

Ucelova funkcia:

Go =0, Fo = 2° + (uy + tug)? (9.2.11)
Obmedzenia:

G =x(t) =05,  F1 =0 (9.2.12)

Gy =x2(t1) — 0.8, =0 (9.2.13)

Ohranicenia na riadenie neboli zahrnuté, pretoze v predoslom probléme neboli aktivne.

Optimum bolo najdené v 10 iterdcidch (Obr. 9.2.1). Vidime, zZe napriek lepsej aproximécii
optimalneho riadenia s stavové trajektorie prakticky totozné. Subory a vysledky su v adresari
problem?2.

9.2.3 Vsadzkovy reaktor

Uvazujme jednoduchy vsddzkovy reaktor s naslednymi reakciami A — B — C a problém jeho
optimalizacie podla ¢lanku Crescitelli a Nicoletti (1973). Parametre reaktora st kip = 0.535¢11,
koo = 0.461el8, e = 18000, ez = 30000, r = 2.0, koncovy cas t; = 8.0, 1 = 0.53, B2 = 0.43,
a = ez/er, ¢ = koo /kSy. Pre detailnejsie vysvetlenie problému vid Crescitelli a Nicoletti (1973).
Diferencialne rovnice opisujiice proces prebiehajici v reaktore si nasledovné
i = —ur (9.2.14)
Lo = ux] — cu®xo (9.2.15)
s pociatocnymi podmienkami

z1(0) = B1, 22(0) = B2 (9.2.16)

Riadiaca premenné u je zviazand s teplotou v reaktore 1" podla nasledovného vztahu

€1
T = — 9.2.17
Tln k,‘i ( )
10
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Obr. 9.2.2: Optiméalne trajektorie najdené pre problém 9.2.3
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Ulohou optimalizicie je maximalizovat vytazok produktu B v ¢ase ty: x2(ty), priCom riadenie
ma byt po castiach konstantné. V pévodnom ¢lanku st uvazované 3 intervaly riadenia, pricom

aj diiky intervalov st optimalizované. V nasom pripade uvazujeme 6 intervalov.
Formulacia problému pre DYNO je nasledovna (to =0, t1 =tg, m =1, m, = 1):

Proces:

T = —uzry, 21(0) = b1

9 = uxy — cu®xe,  x2(0) = Po
Uéelové funkcia:

Go = —x3(t3), Fy=0
Obmedzenia:

3
G = —tf—|—ZAtj, F; =0
j=1

Subory a vysledky st v adresari problem4 a na obr. 9.2.2.

9.2.4 Nelinearny prietokovy reaktor

(9.2.18)
(9.2.19)

(9.2.20)

(9.2.21)

Uvazujme problém publikovany v (Luus, 1990; Balsa-Canto a kol., 2001). Spociva v urceni
styroch optimalnych riadeni v chemickom reaktore tak, aby bol maximalizovany ekonomicky
zisk. Dynamika procesu je opisand Styrmi simultannymi chemickymi reakciami prebiehajicimi
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pri izotermickych podmienkach v prietokovom reaktore. Riadenia st prietoky troch vstupov a
elektrickd energia potrebna pre fotochemickt reakciu.

Formulacia problému: Je potrebné najst vektor w(t) = [u1,u2, us, us] v Case t € [to, ty] tak,
aby sa maximalizovala tcelova funkcia

J(] = xg(tf) (9.2.22)

vzhladom na:

1 = U4 —qry — 17.6x1209 — 23T126U3 (9.2.23)
To = up — quro — 17.6x1209 — 1462973 (9.2.24)
T3 = Uy — qr3 — 73T0x3 (9.2.25)
Iy = —qug+ 35.20z129 — 51.302425 (9.2.26)
I = —qus+ 2192023 — 51.302425 (9.2.27)
i = —qug+ 102.60x425 — 232x126U3 (9.2.28)
i7 = —qu7+ 461106U3 (9.2.29)
g = 5.80((qz1) — ug) — 3.70u; — 4.10us + q(23x4 + 11x5 + 2826 + 3527)

— 5.0u% — 0.099 (9.2.30)

kde ¢ = u1 + us + u4. Pociato¢né podmienky procesu st

:E(O)T = [0.1883 0.2507 0.0467 0.0899 0.1804 0.1394 0.1046 0.000] (9.2.31)

a ohranicenia na riadiace veli¢iny st uy € [0,20], ug € [0, 6], us € [0,4], ug € [0,20]. Uvazujeme
pevny koncovy cas ty = 0.2.

Optimalne riesenie najdené (Jy = 21.757) pre P = 11 ekvidistan¢nych intervalov casov je
zhodné s tidajmi uvedenymi v literatire.

Subory a vysledky st v adresari problemb.

9.2.5 Odhad parametrov
Optimalizovany systém je opisany diferencialnymi rovnicami

j31(t) = xg(t), .731(0) = D1 (9.2.32)
i‘Q(i) = 1- 21‘2(t) — 1‘1(t) 1'2(0) = P2 (9233)

a reprezentuje systém druhého radu so zosilnenim a ¢asovou konstantou rovnymi jednej. Vstupom
do procesu je riadenie rovné 1 a tlohou je ndjst pociatoéné podmienky, ktoré zodpovedaju
nameranym bodom

t 1 2 3 )

27 | 0.264 | 0.594 | 0.801 | 0.959

Ucelova funkcia je definovana ako sticet Stvorcov odchyliek

min Jy = > (a1(d) — 2 (4))? (9.2.34)
i=1,2,3,5

Pocet intervalov je pevny a rovny 6 s krokom jedna a optimalizujeme parametre pi,ps.
Formulacie pre DYNO je (to =0, t; = 6, m = 0, me = 0)
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Obr. 9.2.3: Porovnanie odhadovanej a nameranej trajektérie stavu 1 v probléme 9.2.5

Proces:
&1(t) = w2(t), 21(0) = p1 (9.2.35)
Za(t) =1 —2x9(t) — 21(t), x2(0) = p2 (9.2.36)

Ucelova funkcia:

Fy=0, Go = (z(t1) — .264) + (z(t2) — .594)> (9.2.37)
+ (z(t3) — .801)? + (2(t5) — .959)* (9.2.38)

Ohranicenia:
pi € [-1.5,1.5] i=1...2 (9.2.39)

Optimum bolo najdené v siedmych iterdaciach. Stibory a vysledky st v adresari problem6.
Optimalne hodnoty parametrov st -0.00112, 0.00163. Namerané a vypocitané trajektorie st
zobrazené na obr. 9.2.3.
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Kapitola 10

Optimalne riadenie systému
reaktorov

V tejto casti sa zameriame na aplikdciu problematiky dynamickej optimalizacie pre dvojicu
reaktorov zapojenych v sérii, ktory moze byt charakterizovany ako hybridny systém (Hirmajer
a Fikar, 2006b).

Kazdy reaktor je opisany sustavou diferencialnych rovnic. Po prebehnuti prvej faze reakcie
s riadenou teplotou st produkty zmiesané s jednym z reaktantov a v druhom reaktore prebieha
pri konstantnej teplote druhé faza reakcie. Ulohou je najst dynamické operaéné podmienky, za
ktorych dochadza k maximalnej vytaznosti jedného z produktov.

Na riesenie tlohy bola pouzitd metdéda parametrizacie vektora riadenia.

10.1 Proces

Uvazujme systém reaktorov znazorneny na obr. 10.1.1. Prvy reaktor je naplneny reaktantom
A s koncentraciou ca (tp) a katalyzatorom v celkovom objeme V;. Na reguldciu teploty reakcie
sa pouziva vyhrievanie plasta reaktora, ktoré je riadiacou veli¢inou. Ked sa v ¢ase ts ukonci prva
reakcia

A—-B—-C (10.1.1)

vysledny produkt sa zmiesa s vodnym roztokom reaktantu B o koncentrdcii cj, objeme S a
spracuje v druhom reaktore, kde pri konstantnej teplote prebiehaju paralelné reakcie

B—D (10.1.2)
B—E (10.1.3)
2B — F (10.1.4)

Podrobny opis procesu je mozno najst v Vassiliadis a kol. (1994).

10.1.1 Model reaktorov

Pri modelovani procesu budeme uvazovat dokonalé miesanie a idedlne spravanie kvapalin. Reak-
tory potom moézeme opisat dvomi mnozinami diferencidlnych rovnic. V prvej faze plati systém



10.1 Proces 125

Zlozka B

Zlozka A

.'— N
Vymena tepla ZmieSanie
_
Reaktor 1 Reaktor 2

Obr. 10.1.1: Systém reaktorov

diferencialnych rovnic f

én = —2k1(T)cA
= éB = kl(T)Ci — kQ(T)CB (10.1.5)
éc = k‘Q(T)CB

dx

f1=5

a v druhej faze systém diferencidlnych rovnic fo

ép = —0.02cg — 0.05¢5 — 0.00008¢3
_dx ¢p = 0.02¢p
fa="g = ¢g = 0.05¢p (10.1.6)

ép = 0.00004¢3

a rychlostné konstanty su funkciou teploty

—2500

k1 (T) = 0.0444e "7 (10.1.7)

—5000

ko(T) = 6889.0¢ T (10.1.8)

Stavovym vektorom x su koncentracie vsetkych Siestich komponentov A—F. Profil teploty
T v prvom reaktore je riadiacou veli¢inou wu.
Operaciu zmieSavania v ¢ase t; mozeme opisat bilanénymi rovnicami

Vaea (tF) = Viea(ty) (10.1.9)

Vaep(th) = Viep(ty) + Sc (10.1.10)

Vaco(tF) = Viea(ty) (10.1.11)
kde plati

Vo=Vi+8 (10.1.12)

Objem Vj urcuje mnozstvo materidlu v prvom reaktore, S mnozstvo roztoku latky B s koncen-
traciou cj, ktoré bolo pridané po ukonceni prvej reakcie a V5 je objem reakénej zmesi v druhom
reaktore.
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Tabulka 10.3.1: Vplyv poctu intervalov P na hodnotu ucelovej funkcie Jy

P n tg/min  S/m* Jy/mol

6 39 106.04 0.0702 25.5365
10 51 104.98 0.0705 25.5681
20 64 106.82 0.0705 25.5735

10.2 Definicia optimalizacného problému

Ulohou optiméalneho riadenia je ziskat maximéalne mnozstvo latky D najneskor v ¢ase ¢p, pricom
musi byt zobrané do tvahy dalsie obmedzenie na koncentraciu latky D — tato musi byt vyssia
alebo rovna pozadovanej hodnote cfj.

Veliciny, ktoré je mozné optimalizovat, si: teplotny profil v prvej faze reakcie, dizka trvania
oboch faz a mnozstvo S latky B pridané v case ts.

Uéelovti funkeiu mozeme teda definovat nasledovne

Jo = V- t 10.2.1
samax , Jo=Veen(tr) (10.2.1)

vzhladom na obmedzenia

Jl = CD(tp) — Cg Z 0 (10.2.2)
P
Jy=tp—Y At; >0 (10.2.3)

i=1

kde cfj je pozadovand minimdlna koncentracia latky D v koncovom c¢ase tp, ktory je dany stictom
casov oboch faz reakcie.

Konkrétne hodnoty optimalizovanych parametrov st nasledovné: Vi = 0.1m3, ca(ty) =
2000 molm™3, cp p(tg) = Omolm™3, ¢ = 600molm™=3, ¢ = 150molm > a ¢tp = 180 min.

10.3 Vysledky a diskusia

Pre tcely optimalizacie sme rozdelili prvi fazu reakcie na P —1 = 5 intervalov a druht fazu po-
nechali s jednym optimalizovanym intervalom. Pociatoéné odhady optimalizovanych parametrov
boli nasledovné:: At; = 15min, u; = 350K a S = 0.1m?, pricom ohrani¢enie a na premenné
boli u; € (298,398) pre t € (to,ts), S € (0,0.1) a At; € (10,100) pre P = 6, inak At; € (1,100).
Presnosti optimalizécie a integracie boli 10~% a 10710,

Optimalne priebehy vsetkych koncentracii sa na obr. 10.3.1 a 10.3.2. Riadiaca veli¢ina —
optimalna trajektéria teploty — je zobrazena na obr. 10.3.3.

Obe obmedzenia st aktivne — koncentracia latky D v koncovom ¢ase je 150molm™ a cas
trvania rekcii je 180 min.

Hodnota tucelovej funkcie v optime bola 25.54 mol, ¢o je vo velmi dobrej zhode s litera-
turou (Vassiliadis a kol., 1994), kde bola publikovand hodnota 25.55 mol. Tomu zodpoveda aj
optimalna trajektéria teploty.

Tabulka 10.3.1 uvadza prehlad vlastnosti riesenia v zavislosti od po¢tu uvazovanych inter-
valov P. Hodnota ucelovej funkcie sa meni iba maélo, ale profily riadenia na obr. 10.3.3—10.3.5
konverguju k optimalnej spojitej trajektérii. Hoci je zlepsenie z hladiska tcelovej funkcie malé,
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Obr. 10.3.1: Priebehy optimélnych koncentra¢nych profilov zloziek A (plna ¢iara), B (¢iarkovand
¢iara) a C (bodkociarkovand c¢iara)
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Obr. 10.3.2: Priebehy optimélnych koncentra¢nych profilov zloziek D (plna ¢iara), E (¢iarkovand
¢iara) a F' (bodkociarkovana ¢iara)
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Obr. 10.3.3: Priebeh optiméalnej teploty pre P = 6
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Obr. 10.3.4: Priebeh optimalnej teploty pre P = 10
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Obr. 10.3.5: Priebeh optimélnej teploty pre P = 20

aj tak to moze mat velky vplyv na celkovy zisk, najméa ak by bol produkt D velmi drahy, ¢i
produkovany vo velkych mnozstvach.

Vysledky z tab. 10.3.1 tiez ukazujd, zZe pocet optimalizovanych tsekov P nemd vyznamny
vplyv na optimalizované premenné tg a S. Toto pravdepodobne désledkom aktivnych obmedzeni:
¢as prepnutia tg je zavisly od obmedzenia na celkovy ¢as tp a obmedzenie na koncentraciu stuvisi
s mnozstvom S latky B pridanej pred druhou fazou reakcie.

Porovnajme teraz pristup k CVP pomocou systému adjungovanych rovnic a pomocou vy-
poctu citlivosti. V pripade adjungovanych premennych obsahuje problém 6 diferencialnych rov-
nic a optimalizacia obsahuje ucelovu funkciu Jy, stavovo zavislé obmedzenie J; a obmedzenie
nezavislé od stavov Jo. Ak je pocet optimalizovanych tisekov P = 6, je potom celkovy pocet
diferencidlnych rovnic, ktoré je nutné integrovat, rovny 20 v ramci jednej iteracie NLP. V tomto
pocte je zahrnutych 6 rovnice stavov a dvakrat 7 rovnic adjungovanych premennych (6 adjun-
govanych rovnic a jedna podintegralna ¢as Hamiltonidnu).

V pripade pristupu pomocou citlivostnych rovnic je potrebnych 72 diferencidlnych rovnic
(pocet stavov nasobeny poc¢tom optimalizovanych premennych). Aj ked niektoré z tychto rovnic
st rovné nule, aj tak je mozné ocakavat, ze pristup pomocou adjungovanych rovnic bude rychlejsi.

Ak sa pocet optimalizovanych intervalov zvysi, pocet diferencidlnych rovnic pomocou pri-
stupu s adjungovanymi rovnicami ostane konstantny. V pripade citlivostnych rovnic sa ich pocet
zvysuje nasobne. V tom pripade bude celkovy c¢as vypoctov pomocou adjungovanych premen-
nych vyrazne nizsi, pretoze analyzy ukazuju, ze asi 80 % celkového ¢asu je potrebné na integraciu
diferencidlnych rovnic.



Kapitola 11

Optimalna prevadzka v cisticke
odpadovych vod

Tato ¢ast predstavuje stidiu dynamickej optimalizécie malej ¢isticky odpadovych vod (COV)
s jednou nadrzou. Uelom je navrhnit optiméalny priebeh zapinania okysli¢ovania pre typicky
denny priebeh portuch tak, aby boli splnené obmedzenia na odpadovi vodu, proces ostal v
periodickom staciondrnom rezime a minimalizovala sa spotrebované energia.

Zo ziskanych optiméalnych trajektorii navrhneme jednoduché spatnoviazbové pravidla, pomo-
cou ktorych zabezpecime sledovanie optimalnych priebehov (Fikar a kol., 2005).

11.1 Uvod

Pre spracovanie odpadovych vdd sa v stcasnosti najcastejsie pouziva aktivovany kalovy proces
(activated sludge process ASP). Odstranenie dusikovych zlicenin (N) vyzaduje priebeh dvoch
biologickych procesov: nitrifikdciu a denitrifikdciu. Kym prvy z nich prebieha pri aerébnych
podmienkach, v druhom je potrebné zabezpecit anoxické prostredie. Pre malé prevadzky s ek-
vivalentnym poctom populacie mensim ako 20 000 st najcastejsie tieto dva procesy realizované
v jedinej nadrzi. Procesy nitrifikdcie a denitrifikdcie si tak realizované zapinanim a vypinanim
vzduchovych turbin.

Jednou z najdolezitej$ich poziadaviek na zlepsenie previdzkovych parametrov COV je kva-
lita spracovanej vody a znizenie celkovych nakladov. Je pochopitelné, ze tieto dve poziadavky
nie s nezavislé, pretoze znizenie znecistenia vo vseobecnosti zahfna dodatocné investi¢né a
prevadzkové naklady.

Dévodov na zlepsovanie kvality odpadovych vod je viacero, najmé:

e Kvalita vod: V poslednych rokov je v platnosti prisnejsia smernica Eur6pskej tnie (91/271
“Mestska odpadova voda”), ktord nastavila maximélne koncentricie znecistujucich latok.
Napriklad jednym z najdoélezitejsich obmedzujucich opatreni je definovand maximéalna kon-
centracia na celkovy dusik (TN) hodnotou 10 mg/l.

e Previdzkové naklady: Hlavnym prispevkom k nékladom na prevadzku COV je spotreba
elektrickej energie potrebnej na pohon prevzdusnovacich turbin (Vasel, 1988). Preto je opti-
malizicia a riadenie mnozstva kyslika velmi doélezita, pretoze umoznuje znizit energeticki
naroc¢nost.

Hlavnou vyzvou pri riadeni procesov aktivovaného kalu je odstranovanie porich. Ulohou je
vyvarovat sa priliSného prekyslicovania a maximalizovat rychlosti biologickych procesov. Najvac-
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$im zdrojom portch je vstup. Jeho charakteristikou st vyznamné zmeny pocas dna v mnozstve
ako aj v koncentracii — z dovodu typickych pre zivot v doméacnostiach. Aj ked velky objem nadrze
v COV tlmfi tieto poruchy, tiloha riadenia je velmi dolezita. Dalsimi zdrojmi portich st pocasie
— zrazky, alebo aj ro¢né obdobia, kedy napriklad v zime je rast biomasy vyrazne obmedzeny
nizkou teplotou.

Riadenie COV je centrom zaujmu velkého poétu vyskumnych $tudii. V oblasti riadenia je
vhodné spomentit napriklad pracu Kim a kol. (2000), kde sa vyuziva linearizovany model s ¢a-
som prekyslicovania ako riadiacou veli¢inou, Qin a kol. (1997) vyuzili interpolované prediktivne
riadenie a Lindberg (1998) aplikovali mnohorozmerové LQ riadenie.

Prace, ktoré skimaji problém z procesného hladiska, st studované napriklad Isaacsom a
spolupracovnikmi (Isaacs, 1997, 1996; Zhao a kol., 1995, 1994b). Porovnanie rozli¢nych riadiacich
stratégii je mozné najst v Lukasse a kol. (1999); Potter a kol. (1996); Debusscher a kol. (1999).

Cielom tejto casti je urcit optiméalne trvanie postupnosti s a bez pritomnosti kyslika tak,
aby boli minimalizované prevadzkové nédklady a dodrzané obmedzenia zo smernic EU. Vysledky
optimalneho riadenia potom budu pouzité na navrh jednoduchych spatnovéizbovych pravidiel.

Zvysok tejto casti je organizovany nasledovne. V casti 11.2 je uvedeny dynamicky model
procesu. Kapitola 11.3 definuje optimalizacny problém, riadiace veli¢iny a obmedzenia. Hlavné
vysledky st v kapitole 11.4, kde je najdeny periodicky stacionarny stav. Kapitola 11.5 uzatvara
tuto cast.

11.2 Model COV

11.2.1 Process

Uvazujme cisticku odpadovej vody, ktorej kapacita je navrhnutéd na spracovanie odpadu vztahu-
jiiceho sa na 15 000 obyvatelov. Proces pozostava z prevzdusiovacej nadrze (VP = 2,050m?)
vybavenej mechanickymi prevzdusinova¢mi (turbinami), ktoré produkuju kyslik (P = 30kW,
kra = 4.5h™1) a zmieSavaji ho s odpadovou vodou a s recirkulovanou biomasou (obr. 11.2.1).
Dalej nasleduje usadzovaé cylindrického tvaru, v ktorom sa susina rozdeli na dve ¢asti. Jedna,
¢ast je recirkulované naspét do prevzdusiovacieho zésobnika (Q™ = 7,600 m? deri™!) a druh4
extrahovand zo systému (Q“ = 75m?3 deri™!).

Vstup

Usadzovac¢

Otk
Prevzd. nadrz ‘

Recykovany kal Prebyt. kal

Obr. 11.2.1: Typickd COV

Priemerny vstupny pritok Q™ je priblizne 3,050 m? den~!. Priemerné mnozstvo potrebného
chemického kyslika COD™ a celkové mnozstvo dusika TN™ st 343 mg1~! a 33mgl1~! (po primar-
nom spracovani). Denné varidcie v nedazdivych podmienkach st zalozené na meranych tidajoch
zo skutocnej prevadzky. Tieto odchylky st definované uvazovanim vahovych funkeii pre vstupny
prietok 7g(t) a chemickd potrebu kyslika 7cop(t), tak ako moézeme vidiet na obrazku 11.2.2.
Nasledne mozeme zadefinovat trajektorie
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vahove funkcie [-]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
tThl

Obr. 11.2.2: Denné variacie vstupného prietoku a koncentracie organickych zloziek

Priemerné zlozenie vstupnej odpadovej vody je v tabulke 11.2.1. Zlomky f sa vztahuja
k stavovym premennym z tabulky 11.2.2 a st definované ako pomer medzi zodpovedajicou
koncentriaciou a COD™ alebo TN™.

Tabulka 11.2.1: Priemerné zlozenie vstupnej koncentracie

COD™ zlomky TN™ zlomky
fst 5% fonu - 66%
fss 35% fsno 0%
fxi 10% fsnp 2%
Ixs 35% fxxo  32%

fxBu 15%

fxBa 0%

11.2.2 Model

Zaklad modelu pouzitého v tejto préci je znamy ako ASM 1 (Henze a kol., 1987). Tento model
charakterizuje velmi popularny matematicky opis biochemickych procesov v reaktoroch, v kto-
rych dochddza k odstrdneniu dusika a organickych zlic¢enin (chemical oxygen demand, COD).
Bol prevzany s dvomi tpravami: stavova veli¢ina opisujica celkovil zasaditost nie je uvazovana;
inertny pevny materidl zo vstupu a biomasy st skombinované do jedinej premennej (X7), pretoze
ich i¢inok je miniméalny. Celkovy model biologickej degradacie tak pozostava z 11 stavovych pre-
mennych (Tabulka 11.2.2) a 20 parametrov. Kinetické a stechiometrické parametre boli prevzané
z Alex a kol. (1999). Kompletné rovnice, hodnoty parametrov a vstupné podmienky sa naché-
dzaji na webstranke programu COST, akcie 624 (http://www.ensic.u-nancy.fr/COSTWWTP).
Pri danom modeli boli uvazované nasledujice predpoklady

e reaktor je dokonale miesany
e idedlna separacia kvapalného a tuhého skupenstva

e v usadzovaci neprebiehaju ziadne vedlajSie chemické reakcie
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Tabulka 11.2.2: Stavové premenné modelu

Inertne rozpustna organickd latka, St [gCOD m73]

Priamo biologicky degradovatelny substrat, Ss [gCOD m_3]
Inertné castice organickej latky a produktov, X [gCOD m73]
Pomaly biologicky degradovatelny substrat, Xsg [gCOD m73]
Aktivna heterotrofna biomasa, Xg u [gCOD m_3]

Aktivna autotrofnd biomasa, Xg A [gCOD mfg]

Dusitanové a dusi¢nanové zliceniny, Sxo [gN m73]

Amoénny dusik, Snu [gN m_3]

Rozpustny biologicky degradovatelny dusik, Sxp [gN m73]

© X N g W

—_
e

Pevny biologicky degradovatelny dusik, Xnp [gN m73]

—_
—_

Rozpusteny kyslik, So [g02 m_s}

e bezzidrzovy usadzovac

Model systému zahina 11 stavovych veli¢in (St Ss X1 Xs Xpu XA Sxo Snu Snp Xnp
So)? s prislusnymi pociatoénymi podmienkami zadefinovanymi v tabulke 11.2.3.

Tabulka 11.2.3: Pociato¢nd koncentracia zloziek v prevzdusnovaci

S Ss X1 Xs XBH XA Snvo Sxa S Xnp So
Konc. (mg/l) 1798 2.27 2120.15 79.55 2238.65 115.18 0.02 9.70 0.14 6.29  0.00

Diferencialne rovnice modelu sii potom nasledovné
& = f(x) (11.2.1)
kde f s pravé strany diferencidlnych rovnic danych v tvare

e pre rozpustné zlozky (1 =1,2,7,8,9):

filx) = Qin ( in

= yor \Fi T xz) + ri(z) (11.2.2)

e pre pevné zlozky (i = 3,4,5,6,10):

1 in in s Qin — QW
fi(xz) = be [Q (IZ — :L‘Z) +Q W% + 7i(x) (11.2.3)
e pre koncentréiciu rozpusteného kyslika (i = 11):
_ Qin in max
fu(zx) = Vo (xn — xll) + 1 (x) + upkra (S5™ — So) (11.2.4)
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kde r;(x),i = 1,...,11 reprezentuji reakéné rychlosti zavisiace od kinetickych koeficientov de-
graddcie jednotlivych komponentov, kra je koeficient prestupu kyslika a SE** je maximdlna
(saturacnd) koncentracia rozpusteného kyslika (Sg** = 10mg/l).

Vstupom wy je bindrna postupnost majica hodnoty 1 a 0, ktoré urcuji stav turbin (za-
pnuté/vypnuté), ktoré prekyslicuji prevadzku. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladame, ze

v case t = 0 st turbiny zapnuté

Riadiace premenné

V procese vystupuje viacero moznych signalov, ktoré by mohli byt pouzité pre ucely riade-
nia.: prietok recyklu, prietok odoberaného aktivneho kalu, prikon turbin v aerébnom méde a
podobne. V odovodnenych pripadoch sa tiez pouziva prietok vstupného média — najméa pocas
burok v pripade, ze potrubny systém moze sluzit na docasné tlozisko odpadovej vody. Skutoc-
nymi riadiacimi veli¢inami, ktoré vyrazne ovplyviiuji rezim COV ale najcastejsie byvaju casy,
kedy sa turbiny zapinaji a vypinaju.

Tato riadiaca veli¢ina ale priamo nevystupuje v rovniciach dynamiky. Je ale mozné ich nor-
malizovat vzhladom na cas a tak ziskat iny opis, kde riadiace veli¢iny v diferencialnych rovniciach
vystupuju. Predpokladajme, Ze pocas jedného dna bude N, cyklov pozostavajucich z intervalu za-
pnutych turbin (okyslicovania) a vypnutych turbin. Ozna¢me dizky tychto ¢asov Aty, ..., Aty N, -
Celkovy c¢as simuldcie/optimalizacie T' je potom dany ako

T = Atl—l-Atg—l—---—i-Athc (1125)

Normalizujme pévodny cas t, ktory zacina v nule a sa rovna na koncoch intervalov hodnotam
Aty, Aty + Ats, ..., T. Novy spojity a po castiach linearny ¢as 7 je na zaciatku rovny nule a
méa na koncoch intervalov hodnoty 1,2, ...,2N.. Jednoduchymi algebraickymi operaciami sa da
ukazat, ze takto definovand normalizacie je v tvare

r=a;+bt, i=1,2,..., 2N, (11.2.6)

kde konstanty a;, b; vypocitame z rovnic

a;=1—1+ Z;“_letftk, b = Alti (11.2.7)
Vysledny modifikovany systém diferencialnych rovnic je v tvare

dd

= u(r)f (z,up), 0<7<2N, (11.2.8)
a u(T)

u(t)=u; =At;, i—1<7<i, 1=1,2,...,2N, (11.2.9)

je po Castiach konstantnd postupnost dizky 2N, obsahujica prepinacie ¢asy Aty, At, . .., Aty N,

11.3 Definicia optimalizacného problému

Hlavnym cielom ¢isticky odpadovych vod je udrzat prijatelné koncentracie organickych, dusika-
tych, fosfore¢nych a inych znecisteni. Podla predpisov z Eurépskej Unie je maximalna koncen-
tracia povolenych latok, t.j. chemickej spotreby kyslika (COD), biochemickej spotreby kyslika
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(BOD), susin (SS) a tiez celkového mnozstva dusika (TN = Sxo + Snug + Snp) na vystupe
z Cisticky je nasledovnd

COD™™ = 125mg/l (11.3.1)
BOD™™ = 25mg/l (11.3.2)
SS™M* = 35mg/l (11.3.3)
TN™* = 10mg/l (11.3.4)

Ako bolo ukdzané napriklad v praci Chachuat a kol. (2001), najviac kritické obmedzenie je
poziadavka na splnenie celkového mnozstva dusika pod urcitou hranicou pocas celkového ¢asu
operacie. Ostatné obmedzenia st u tohto typu COV splnené poéas normélnych pracovnych
podmienok.

Koncentracia dusika moze byt ovplyvnena celkovym mnozstvom kyslika, ktory je rozptyleny
turbinami pocas fazy prevzdusnovania. Vo vicsine pripadov plati, ze vacsi ¢as prevzdusnovania
zabezpedi na vystupe z Cisticky mensie mnozstvo dusikatych zlicenin. Avsak snaha o znize-
nie ekonomického zatazenia ¢isticky hovori o znizovani casu prevzdusnovania, pretoze energia
vynalozend na prevzdusnovanie tvori najvacsiu cast vydajov pri riadeni Cisticky.

V praxi sa vécsinou reguluje koncentracia dusikatych zlic¢enin pomocou nepriamych ziada-
nych veli¢in, akymi st napriklad koncentracia amoniaku, rozpusteny kyslik, redoxny potencidl,
ako moézeme vidiet napriklad v pracach Caulet a kol. (1998); Debusscher a kol. (1999); Lukasse
a kol. (1999); Spanjers a kol. (1996). Vyber ziadanej veli¢iny je viac¢sinou podmieneny pritomnos-
tou uréitého typu senzora alebo riaditelnostou procesu. Hodnota nastavenia ziadanej veli¢iny je
tiez ¢asto podmienenad poznanim procesu alebo na zaklade urcitych skisenosti operatora.

V nasom pripade sa namiesto bezného vyberu vhodnej regulovanej veliciny a jej ziadanej
veli¢iny zameriame na priamu optimalizdciu ekonomického kritéria s cielom minimalizovat pre-
vadzkové naklady.

11.3.1 Ucéelova funkcia

Existuje niekolko pristupov, ako je mozné zadefinovat ticelovii funkciu. Jeden z najjednoduchsich
by bolo minimalizovat celkovii koncentraciu dusika priamo pocas dna a to nasledovne

2N.
min J = TN(t)dt (11.3.5)
u 0

S takto definovanou tcelovou funkciou st obmedzenia na dusik automaticky splnené, kedykolvek
to konstrukcia zariadenia a opera¢né podmienky dovolia.

V nasom pripade sme vybrali icelova funkciu, ktord minimalizuje naklady na prevzdusnova-
nie, pretoze ako bolo ukazané v praci (Vasel, 1988), az 3/4 celkovych nakladov je vynalozenych
na energiu, ktord sa spotrebuje pri zapnutych turbinach (¢as prevzdustiovania). Preto snaha
minimalizovat cas prevzdusnovania znizi celkové ndklady na prevadzku. Bezrozmernd tucelova
funkcia ma potom tvar

N
D U241
=1

. _ 1=
mvjnJ— T

(11.3.6)
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11.3.2 Obmedzenia

Okrem obmedzeni na kvality danych rovnicami (11.3.1)—(11.3.4) existuju aj dalsie podmienky,
ktoré musia byt splnené, aby bola zabezpecena realizovatelnost vypocitanych optimalnych tra-
jektoérii a zabranilo sa predc¢asnému opotrebovaniu turbin.

Minimélne casy, kedy musia byt turbiny zapnuté/vypnuté, boli zvolené 15 minit, aby sa
zabranilo prilis ¢astému prepinaniu turbin a tiez aj preto, aby sa zabezpecilo, aby aktivny kal
po anoxickych periédach bude dostatocne prekysliceny a miesany.

Aj maximélne ¢asy v hodnote 120 minut st uvazované, aby sa zabranilo jednak sedimentécii
v aktivacnej nadrzi ako aj prilis dlhym anaerébnym podmienkam. V pripade dlhsich casov bez
miesania by tiez mohol byt neplatny predpoklad o dobre miesanom reaktore.

Pre ndjdenie periodického stacionarneho rezimu sa ukazuje najjednoduchsim predpokladat,
7e pociato¢né podmienky si nezname. V tom pripade ndm pribudne koncova podmienka, aby
stavy na konci dna boli rovnaké, ako na zaciatku.

Celkovy cas optimalizacie bol zvoleny 1 den, pretoze taka je periodickost portich. Z toho
vyplyva dalSie obmedzenie, ze stcet vSetkych ¢asov musi byt rovny 7.

11.3.3 Optimalizac¢ny problém

Celkovy optimaliza¢ny problém moéze byt zadefinovany nasledovne

Nc
Zl U2i—1
inJ=4%"_ 11.3.7
“up T (11.3.7)
vzhladom na
da
- - uf (z,up), 0<7<2N., x(0)=p (11.3.8)
-
0 = [l=(@N.) - pl (11.3.9)
2N,
T o= S (11.3.10)
i=1
10 > TN(T) :SNO(7)+SNH(T)+SND(T) (11.3.11)
w; > 1bmin, j=1,2,...,2N, (11.3.12)
w; < 120min, j=1,2,...,2N, (11.3.13)

Existuje viacero dynamickych optimalizacnych metéd, ktoré tento problém mdzu vyriesit.
Kedze optimalizované veli¢iny st nezavislé na cCase, najvhodnejsie sa javi transformacia po-
vodného problému dynamickej optimalizacie na statickd. Problém ale predstavuje celociselnd
premennd — pocet cyklov N.. V tomto pripade sme preto uvazovali, ze je konstantny a tlohu
mozeme prepisat na problém nelinedrneho programovania.

Dva populérne transformacné pristupy si ortogonédlna kolokacia (OC) (Logsdon a Biegler,
1989; Cuthrell a Biegler, 1989) a parametrizacia vektora riadenia (CVP) (Teo a kol., 1991; Fi-
kar a kol., 2000). Prva vytvara velky NLP problém, pretoze dynamické stavové premenné si
aproximované ortogonalnymi polynémami. Na druhej strane, tato metéda je vhodné v pritom-
nosti obmedzeni v tvare nerovnosti so stavovymi premennymi (ako (11.3.11)). Druha skupina je
vhodna, ked v probléme vystupuje velké mnozstvo stavovych premennych. Kedze ale je potrebné
diferencidlne rovnice opakovane integrovat, ¢as vypoctu tym narasta.
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Vybrali sme CVP pristup. Na optimaliziciu bol pouzity balik DYNO (Fikar a Latifi, 2001),
v ktorom je pouzity NLP program NLPQL (Schittkowski, 1985), program na riesenie diferen-
cidlnych rovnic VODE (Brown a kol., 1989) alebo DASSL (Brenan a kol., 1989) a gradienty su
pocitané spatnou integraciou adjungovanych rovnic.

11.3.4 Stavové obmedzenia

Na rieSenie problému stavovych obmedzeni je mozné v CVP pouzit viacero postupov (Teo
a kol., 1991; Vassiliadis a kol., 1994; Fechery a Barton, 1998). V tomto pripade sme trans-
formovali (11.3.11) do koncového obmedzenia pomocou novej stavovej premenne;

1a(r) = /0 max(TN(#) — TN™0)2d¢ (11.3.14)
212(2N,) = 0 (11.3.15)

Takze, podmienka (11.3.15) bude splnend iba vtedy, ak TN(7) < TN™®* v opac¢nom pripade
bude z12(2N.) > 0. Poznamendvame, Ze umocnenie operdtora max operator zabezpeci pod-
mienky spojitosti prvého radu (hladkosti) a zrychli integraciu. Druhé rovnica je ¢asto nahradenda
nerovnicou

212(2N,) < & (11.3.16)

kde € je malé kladné cislo.

11.4 Vysledky a diskusia

Na zaklade predbeznych vypoctov bol uréeny pocet cyklov N, = 29 a dalej uz nebol optimalizo-
vany, pretoze by to viedlo k zmiesanym celo¢iselnym problémom (Barton a kol., 2000b; Branicky
a kol., 1998).

Optimalizdcia skonvergovala v optimédlnemu profilu okyslicovacieho pomeru 39.51% zobra-
zeného na Obr. 11.4.1. Okyslicovaci pomer je definovany ako pomer medzi ¢asom okyslicovania
a celkovym ¢asom jedného cyklu , t.j. ug;—1/(u2i—1 + ug;). Ako vidime, obmedzenie na maxi-
mélny dusik bolo dodrzané. Rovnaka hodnota bola ziskana v Chachuat (2001) pouzitim zndmych
pociatoc¢nych podmienok a celkovou optimalizaciou pocas T = 60 dni.

Poznamenavame, ze CVP pristup konverguje iba k lokdlnemu minimu a nie k globalnemu.
7 toho dévodu sme vypocitali viacero optimalizacii s rozlicnymi pociato¢nymi podmienkami a
presnostami integracie a optimalizacie. Hoci bolo ziskanych viacero optim, minimalny priemerny
okyslicovaci pomer bol priblizne rovnaky.

Zo vsetkym 11 stavov st obzvlast zaujimavé koncentracia Sxo a rozpusteného kyslika So a
st znazornené na obr. 11.4.2. V protiklade k ostatnym stavom vykazuji iba minimélnu citlivost
vzhladom na poruchy (vstupny prietok a vstupné koncentracie). Ak to vyjadrime explicitnejsie,
prepinanie turbin v optimalnom staciondrnom rezime sa casto vyskytuje alebo ak je koncentracia
Sxo blizka nule alebo ak je koncentracia kyslika So dostatoc¢ne vysoka. Naviac, tieto dva stavy
mozu byt merané. Preto sa javi byt vhodné navrhnif nasledovné spatnovéizbové pravidla:

1. Spustit turbiny ak Sxo dostatocne poklesne k nule,
2. Zastavit turbiny ked So dosiahne urciti hodnotu.

Poznamenavame, ze prvé pravidlo bolo navrhnuté v Zhao a kol. (1994a) pre rozdielnu konfi-
gurdciu COV (BIO-DENITRO) a bolo zalozené na analyze zjednodugeného ASM1 modelu. Toto
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Obr. 11.4.1: Optimélne stavové trajektorie pre J = 39.51%. Vlavo: obmedzenie na celkovy
dusik, vpravo: priebeh okyslicovania
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Obr. 11.4.2: Optimalne stavové trajektérie pre J = 39.51%. Vlavo: koncentracia Sxo, vpravo:
rozpusteny kyslik, So
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Obr. 11.4.3: Trajektorie zalozené na spéatnovizbovych pravidlach. VIavo: Obmedzenie na dusik
v nomindlnom a poruchovom pripade, vpravo: nominalna trajektéria okyslicovania

pravidlo vyplyva z faktu, ze interval denitrifikdcie by bal byt dostato¢ne velky, aby sa spotre-
bovalo ¢o najviac Syo. Na druhej strane, ak by bol tento interval dlhsi, koncentracia Syo uz je
blizka nule, a teda v reaktore uz neprebiehaji vhodné biochemické reakcie.

Aj druhé pravidlo funguje v praxi velmi dobre. Avsak, nie je jasné, akd by mala byt ziadana
hodnota pre Sg. Dalsim problémom je, ze poruchy spdsobuji, Ze tato ziadana hodnota je ¢asovo
premennd. Jej tvar sa ale javi byt v korelacii so vstupnym prietokom.

Pouzitie tychto dvoch spéatnovazbovych pravidiel je ukédzané na obr. 11.4.3, ktoré zobrazuju
koncentréaciu celkového dusika v dvoch pripadoch. Prvy (oznaceny ako nominalny) aplikuje pra-
vidla s Sxo(min) = 0.01 mg/1 a So(max) = 0.7mg/l. V pripade s poruchami uvazujeme, ze treti
den je dazdivy s 300% prirastkom vstupného pritoku a s 50% poklesom vstupnej koncentracie
pocas celého dna.

Jednoduché spatnoviazbové pravidla dokazu uspokojivo odstranit denny priebeh portuch, pri-
¢om v prvych piatich dioch ostava celkovy dusik v norme.

Pokracovanie simulécie pre dalsich 200 dni (neukdzané), pre ziskanie staciondrneho spravania
ukazuje, Ze priemerny okyslicovaci pomer je porovnatelny s optimalnym (39.60%) a maximalna
koncentracia celkového dusika je iba o mélo vyssia (10.74 mg/1).

Aj simulécia pocas dazdivého dna ukazuje na uspokojivé regulacné vysledky. Avsak, dazdivé
podmienky maji najvacsi vplyv na dosadzovaciu nadrz, ktorej spravanie nebolo modelované, a
teda detailnejsi model by sa mohol spravat rozdielne.

11.5 Zaver

Tito ¢ast sa zaoberala uréenim optiméalnej okysli¢ovacej stratégie pre malé COV pomocou dy-
namickej optimalizicie. Bol pritom pouzity standardny ASM1 model. Z pohladu riadenia je to
proces s jednym vstupom (postupnostou zapnutia a vypnutia turbin) a jednym vystupom (cel-
kovym dusikom v odtoku). Pre vystup nie je zndma ziadand veli¢ina, iba jej horné ohranicenie.

Na zaklade predpokladov a Specifikdcie problému bol definovany optimaliza¢ny problém rie-
Seny softvérom DYNO. Casovy interval pre optimalizaciu bol uréeny ako 1 defi v zavislosti od
charakteru posobiacich portuch — zlozenia a prietoku vstupu.

Na to, aby sa zabezpecila stacionarna prevadzka procesu, boli po¢iatocné stavy uvazované
ako nezname a bolo pridané koncové ohranic¢enie na zhodnost pociatocnych a koncovych stavov.
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Na zaklade optimalnych stavovych profilov bolo navrhnuté jednoduché spatnovéizbové riade-
nie v zavislosti od koncentrécie kyslika a dusika, ktoré boli vztiahnuté na zapnutie a vypnutie
turbin. Pouzitim tychto jednoduchych pravidiel bolo pozorované iba malé zhorsenie oproti sku-
tocne optimalnemu rezimu ziskanému dynamickou optimalizaciou.

Vysledky, ktoré boli ziskané, mézu sluzit na viaceré ucely. Riesenie dynamickej optimalizacie
moze byt porovnané so skutoénym pouzivanym na prevadzke a ukéazaft, ¢i existuje moznost vy-
razného znizenia prevadzkovych néakladov. Dalej, ziskany staciondrny profil méze byt pouzity ako
ziadana hodnota v prevadzke alebo jednoduché spétnovazbové vztahy mozu zlepsit existujice
riadenie.



Kapitola 12

Optimalna zmena prevadzkového
rezimu v rektifikacnej koléne

V tejto Casti predstavime stidiu dynamickej optimalizacie rektifikacnej kolény — depropanizéra,
ktory tvorf jednu zo zakladnych spracovatelskych jednotiek v rafinériach. Studovany bude prob-
lém optimalizacie ¢asu prechodu z jedného operaéného stavu do druhého (Fikar a kol., 1999).

Problém bol rieseny metédou CVP upravenou pre riesenie systémov velkych rozmerov a
opisanych systémom diferencialnych a algebraickych rovnic.

V prvej ¢asti opiseme model kolény prevzany z prace Creff (1992), pri¢om ho analyzujeme.
Na zaklade studii jeho Jakobiho matice bolo zistené, ze takyto model nemoéze byt pouzity v dy-
namickej optimalizacii a boli navrhnuté jeho prislusné zmeny. Venujeme sa tiez statickym a
dynamickym vlastnostiam kolony.

V druhej c¢asti st prezentované vysledky dynamickej optimalizacie, pricom sa zaoberdme
kritériami vo forme LQ a minima casu.

12.1 Modelovanie kolény

12.1.1 Opis modelu

Nelinearny model depropanizéra pouzivany v tejto praci opisuje s dostato¢nou presnostou sku-
tocnu kolénu v rafinérii Solaize (Lyon) firmy Elf. Predpokladédme, Ze néstrek je zlozeny z piatich
zloziek — etan, propan, n-butdn, izobutan a n-pentan. Koléna pozostava zo 40tich etédzi (¢islova-
nych zhora dole), kondenzatora a varaku, pricom kondenzator ma ¢islo 1. Nastrek vstupuje do
kolény na etazi 21. Celkovy model obsahuje 255 diferencidlnych a 589 algebraickych rovnic.

Pre integraciu systému DAE rovnic bola pouzitd metéda DASSL Brenan a kol. (1989),
modifikovand firmou Elf pre moznost prace s riedkymi (sparse) systémami vyuzitim kniznice
Harwell a funkcie MA28 pre riesenie riedkeho systému linearnych rovnic.

Povodny model pocital riedku Jakobiho maticu numericky. V prvej etape boli ziskané indexy
nenulovych prvkov a v druhej etape vypocitavané hodnoty tychto prvkov. Dévodom bolo znizenie
vypoctovej narocnosti vypoctu Jakobiho matice, ktora by v plnom stave obsahovala skoro miliéon
prvkov.

Hlavné predpoklady, za ktorych bol model vyvinuty, boli nasledovné:

e rovnoviaha medzi kvapalinou a parou na etazi,
e homogénnost kvapaliny a pary,

e adiabatické podmienky na etazi.
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Model bol vyvinuty v préaci Creff (1992). Diferencidlne rovnice opisuju materidlové a ental-
pické bilancie. Algebraické rovnice zahfnaji vypocet akumulécii, termodynamické a hydrodyna-
mické modely.

Pre vseobecn etaz je model dany nasledovne

materialové bilancie
dN?

dtj - Lz—l + ji-&-l - L; - V;z ;o (i=1,...50) (12.1.1)

entalpické bilancie

dU; - ~
cTt] =h'(Lj_1, Pj—1,Tj—1)Lj—1 + h*(Vj+1, Pit1, Tjt1)Vjs1
_hl(LjvpjvTj)Lj_hv(V}anaTj)Vj (12.1.2)
akumulacia
lig i tot lig i
‘ P i ptot _ vy
N]Z = =2 : 7]“— ]—» . L ) (izlv"'vc) (1213)
ol(Lyj, Py, Ty) Lj w0 (Vj, Py, Ty) Vi
e piot _ylia
Uj =~ (L}, P T) + — I (V}, P,,T)) (12.1.4)

(L, Py Ty) v (V, Py, T)

termodynamicka rovnovaha
O:NM(E]WPWTJ) _Nv’i(‘%vpj71}) o (i=1,...0) (12.1.5)

hydrodynamicky model

Pjy1 — P = A;'iq(zﬁ I_:jv P;, Tj, I_:j+17 V]#h Pj+1vTj+1) (12.1.6)
Pjy — Py = AP (L, V;, P Ty, Vi, Pty Ty (12.1.7)
Vit ="z, Ly, P, Ty, Vier, Pty Tye) (12.1.8)

Termodynamické vlastnosti sit dané rovnicou stavu podla modelu SRK (Soave-Redlich-Kwong,
Soave (1971)). Hydrodynamicky model bol pouzity podla Gallunda a Hollanda (Gallun a Hol-
land, 1982).

Pre kondenzator naviac platia nasledovné rovnice:

konstantny hmotnostny tok pary

—

Vi =e(Vh) (12.1.9)

konstantny pokles tlaku
Py — P = A% (12.1.10)

PI regulacia tlaku
Icond
Qcond — Kcond <P2 _ P2c + 7-) (12.1.11)

cond

d Icond
dt

=P, — P§ (12.1.12)
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PI regulacia vysky hladiny

D= KD Vliq lzq c ID

— ! + 5 (12.1.13)
drP ) )

— = plia _ phice (12.1.14)

suma moélovych zlomkov pary
¢ .
1= (12.1.15)

refluxny prietok je riadiaca velicina

R=1, (12.1.16)

Nasledovné rovnice boli pridané vo varaku:

entalpicka bilancia — externy ohrev

U,

dt = hl(En—lv Pn—lan—l)Ln—l _hl(-l_jna PnaTn)Ln_hv(Vna Pna Tn)vn_‘_Qrebo (12117)

PI regulacia vysky hladiny

. . IR
! !
L,=KF <Vnzq — pliae 4 TR) (12.1.18)
drtt . .
= plia _ pliae (12.1.19)

Na druhej strane vo vardku neplatia rovnice hydrodynamického modelu. Premennd Q"% repre-
zentuje druhu riadiacu veli¢inu — teplo dodané do varaka.

12.1.2 Nominalny pracovny bod

Model procesu mé riadené vysky hladinu vo vardku a v kondenzatore, ako aj tlak na hlave
kolény. Okrem toho st este dve voIné riadiace veli¢iny: refluxny tok R a ohrev varaka Q7.
Tymto je urceny fubovolny ustaleny stav.

V nominalnom pracovnom bode boli zvolené nasledovné hodnoty vstupov

R=182t/h Q" = 0.0946 J/min 107" = 1358 th (12.1.20)
pricom zlozenie nastreku bolo nasledovné
Premenna Hodnota Jednotka
Teplota 106.28 °C
Tlak 27.3 bar
) etdn 1.68 hmotnostné %

(1

(2) propan  30.02 hmotnostné %
(3) isobutdn  17.42 hmotnostné %
(4) n-butan  50.61 hmotnostné %
(5) pentdn  0.27 hmotnostné %
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Vystupné premenné su Specifikované ako necistoty v molarnom prietoku destilatu a zvysku

L3+ L}
X, = %100% [mélové %]
1
L2
X, = Z22100% [mélové %]
Ly2

s poc¢iatoénymi hodnotami X;(0) = 1.86077, X;(0) = 0.29243.

12.1.3 Jakobiho matica

7 dovodov pouzitia v dynamickej optimalizacii ako aj pre urcenie diferencialneho indexu systému
bolo potrebné vyjadrit Jakobiho maticu analyticky.

Ako bolo spomenuté vyssie, origindlne bola Jakobiho matica vypocitavand na zaklade ko-
nec¢nych diferencii. Pre ucely simuldcie bol tento sposob vyhovujici. Avsak, Jakobiho matica
je priamo obsiahnutd v DAE rovniciach adjungovanych premennych a jej numericky vypocet
by bol nielen prilis vypoctovo narocny, ale aj nepresny. Preto boli analyticky odvodené vsetky
parcidlne derivicie — ich vysledny pocet bol priblizne 10500.

Vysledok bol porovnany s numerickymi hodnotami. Boli zistené nasledovné pozorovania:

e Poloha nenulovych prvkov bola na zaklade numerického postupu zistena spravne.

e Najmenej spravne boli hodnoty Jakobiho matice vo vardku a v kondenzatore, smerom do
stredu sa postupne zlepsovali.

e Najvicsi rozdiely boli pozorované u zloziek, ktoré boli klasifikované ako necistoty — vo velmi
malych koncentraciach. V tychto pripadoch boli numericky vypocitané hodnoty tplne ne-
spravne.

Struktira Jakobiho matice (poloha nenulovych prvkov) je zndzornen4 na obr. 12.1.1. Vidime,
ze je to blokovo diagonalna matica.

12.1.4 Diferencialny index modelu

Jednou z dolezitych vlastnosti diferencidlno-algebraickych systémov (DAS) je tzv. diferencidlny
index Brenan a kol. (1989). Zjednodusene povedané sa jednd o pocet derivovani, ktoré je potrebné
urobit, aby bol model redukovany na c¢isto diferencialny systém.

Podla povodnej prace Creffa Creff (1992) ma nas model index rovny jednej. Avsak, simu-
lacie naznacovali, ze by mohol byt aj vyssieho radu. Napriklad nebolo mozné simulovat model
s riadenim po castiach spojitym — jednou z podmienok bolo zabezpecit aby bolo riadenie nielen
spojité, ale malo aj spojiti prvi deriviaciu. Ako bolo ukdzané v Kroner a kol. (1997), toto je
indikatorom systémov s indexom minimalne rovnym dvom.

Jednou z moznych metdéd urcenia rddu systému je vyhodnotit hodnost algebraickej casti
Jakobiho matice. Ak tato matica nema plni hodnost, index je vicsi ako jeden.

Urcenie hodnosti Jakobiho matice pomocou metédy konecnych rozdielov obcas ukazalo plnt
hodnost. Avsak, vo vicsine pripadov nebola hodnost plné a podmienené &islo bolo okolo 1017,

Tento isty vysledok bol zisteny pri Jakobiho matici vypocitanej analyticky — jeden riadok
v modeli bolo mozné vypocitat ako linearnu kombinaciu inych. Podobny vysledok bol ziskany
analyzou singuldrnych cisel.

V Pantelides (1988) bol vyvinuty algoritmus na zdklade teérie grafov, ktory je schopny
urc¢it konkrétne rovnice, ktoré je nutné derivovat, na zniZenie indexu systému. Avsak, v nasom



12.1 Modelovanie kolény 145

100

200

300

400

500

600

700

800

0 100 200 300 400 500 600 700 800
nz = 10231

Obr. 12.1.1: Struktira Jakobiho matice
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pripade bola tato metdda nedspesna, ¢o bolo mozno sposobené faktom, ze je Strukturdlneho
typu — pouziva iba indexy, nie samotné hodnoty.

Pre najdenie riesenia problému sme pouzili analyzu nulového priestoru pomocou funkcie
MATLABu null. V principe, pre lubovolni maticu A s hodnostou nizsou ako maximaélnou,
existuje ortonorméalna matica Z také, ze AZ mé iba nulové prvky. Pocet stipcov matice Z
urcuje nulovi hodnost A a koeficienty Z premenné, ktoré spésobujui linearnu zavislost rovnic.

Analyza opéat ukdzala, Ze jedna rovnica je nadbytoCnd a ze zodpovedajice premenné su
molarne prietoky pary na vrchu kolony V.

Tento jav bol tiez skimany v literatire, vid Gani a Cameron (1992); Pantelides a kol. (1988);
Unger a kol. (1995). Vo vsetkych pripadoch sposobuje problém prietok par a na jeho odstranenie
sa vytvori algebraicky vztah, ktory je funkciou prietoku par. Avsak v citovanej literatire je koléna
modelovand rozdielne, s molarnymi zlomkami ako diferencidlnymi vztahmi, pricom na rozdiel
od nami skiimaného modelu existuje iba jedna rovnica tlakovej diferencie na etaz.

V nasom pripade bolo najjednoduchsim rieSsenim pre znizenie hodnoty indexu zmenit pred-
poklad konstantného tlakového rozdielu v kondenzatore na vztah

Py — Py = kA,

kde k je nejakd konstanta. Napriklad vhodnou volbou pre k je

1
= %0

kde V5(0) je hodnota ustdleného moldrneho prietoku par.
Potom, ¢o bola tadto zmena implementovana, boli pozorované nasledovné zmeny pri modelo-
vani procesu

e Podmienené ¢islo algebraickej ¢asti Jakobiho matice bolo virazne zniZené na hodnotu 106.
Tato stdle dost vysokd hodnota vyplyva z pouzitia fyzikdlnych a nie normalizovanych
premennych v modeli.

e Vyrazne zlepsend robustnost pri simuldcii modelu. V novom modeli je mozné pouzivat aj
nespojité riadenie (po castiach konstantné riadenie).

e ZniZenie ¢asu simuldcie v rozmedzi 10-25%.

e Zanedbatelné rozdiely v spravani sa povodného a modifikovaného modelu.

12.1.5 Ustalené stavy

Analyza ustdlenych stavov bola zamerand na odpovede na nasledovné otazky:
1. Zistenie ustaleného stavu pre dané riadenie u,
2. Pre zadané necistoty (vystupy) ndjst zodpovedajice ustélené riadenie,
3. N&jdenie pribliznej oblasti dosiahnutelnosti pomocou obmedzeného riadenia.

Riesenie prvého problému je doélezité pre start simulécie. Ustélené riesenie bolo nédjdené
Newtonovou optimalizacnou metdédou, kde boli stavy optimalizovanymi veli¢inami a vsetky de-
rivacie polozené rovné nule.

Aj druhy problém bol rieseny Newtonovou optimalizacnou metédou. Riadiace veli¢iny boli
pridané medzi stavové a pridali sa dve algebraické rovnice pre definiciu zvolenych necistot.
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Problém dosiahnutelnosti bol vyrieseny iba priblizne opakovanym rieSenim prvého problému.

Vysledky st zobrazené na obr. 12.1.2, 12.1.3 pre necistoty a oblasti riadenia. Vidime, ze
necistoty sa koncentruju najméa pri osiach, t.j. ak je jedna z necistot mala, druha je velkd. Pre
dané zlozenie néstreku je oblast necistot vécsia pre destilat ako pre zvysok, ¢o naznacuje, ze
riadenie X; nebude také naroc¢né, ako pre X;.

Oblast riadenia oznacuje riadenia, pre ktoré je nastrek I’ vacsi ako siacet vystupnych prie-
tokov ako 3 t/h. Aj ked sa takdto hodnota zdd byt konzervativna, jej dalsie znizovanie obcas
sposobovalo v dynamickom rezime zrutenie simulacii.

Obmedzenia na riadenia boli zadané v navrhu riadenia na

Re (6,20) t/h Q" e (6,22) th (12.1.21)
Obr. 12.1.3 ukazuje implicitny vztah medzi oboma riadiacimi veli¢inami. Preto bolo rozhod-

nuté pouzit nové riadiace veli¢iny, u ktorych by takyto vzfah nebol. Boli zvolené nasledovné
normalizované veli¢iny

up = 0.1R (12.1.22)

uy = (Q"° —80R)/100 (12.1.23)
kde sa predpokladalo, ze Q"¢ je v [th]. Pomocou tychto veli¢in dostaneme nasledovné ohrani-
cenia

up € (0.6,2) (12.1.24)

uy € (—2,3.5) (12.1.25)

Nami navrhované riesenia oblasti riadenia nie je velmi presné a jeho najvacsie nevyhody stu:

e Iba ustdlené hodnoty si uvazované. V dynamickom rezime vSak mozu existovat iné pre-
menné, ktoré su viac obmedzujice. Napriklad vysky hladin v kondenzatore a vo vardaku
bola obcas negativna. V tomto pripade sme nastavili PI regulatory na rychlejsiu reakciu.

e V pripade zmeny prietoku nastreku by bol opis ohrani¢eni na riadenie nespravny. Vtedy
by bolo vhodnejsie pouzit ako riadenie pomery R/F, Q" /F.

12.1.6 Dynamické charakteristiky

V tejto casti st znédzornené dynamické odozvy kolony vzhladom na skokové zmeny na vstupe.
Simulovali sme rozliéné skokové zmeny v reflixe R a v ohreve vardka Q"*° znazornené na
obr. 12.1.4 a 12.1.5.

Odozvy ukazuji, ze zvycajny cas potrebny na dosiahnutia nové ustaleného stavu v case
200 - 250 min, a tak indikuji priblizny minimalny cas pri pouziti riadenia. Jedno z pravidiel
pozorovanych v praxi naznacuje, ze spatnoviazbové riadenie umoznuje dosiahnut novy ustaleny
stav asi desatkrat mensi ako v otvorenej slucke. Takze najlepSie Casy prechodu by mohli byt
okolo 25 min.

Odozvy modelu pri zmenach koncentracie nastreku st znazornené na obr. 12.1.6. Ukazujt
vysoku citlivost vystupov na vstupoch.

Ako bolo spomenuté v ¢asti o ustalenych stavoch, vysky hladin vo vardku a v kondenzatore
obcas sposobuju problémy. Toto je ukdzané na obr. 12.1.7, kde bol nastrek zmeneny nasledovne:
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Obr. 12.1.3: Ustdlené riadenia
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Obr. 12.1.4: Prechodové charakteristiky pri skokovej zmene R
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Obr. 12.1.5: Prechodové charakteristiky pri skokovej zmene (Q"¢%°
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Prop. 30.02 => 35.02 [hmot. %], isobut. 17.42 => 12.42 [hmot. %]
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Obr. 12.1.6: Prechodové charakteristiky pri skokovej zmene koncentracie nastreku
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Obr. 12.1.7: Odozvy pri zmene nastreku. V L(np) - vyska hladiny vo vardku, VL(1) - vyska
hladiny v kondenzatore
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Premenna Stard hodnota Nova hodnota Jednotka
Teplota 106.28 94.28 °C

Tlak 27.3 27.3 bar

(1) etédn 1.68 11.68 hmotnostné %
(2) propan  30.02 30.02 hmotnostné %
(3) izobutan 17.42 17.42 hmotnostné %
(4) n-butdn  50.61 40.61 hmotnostné %
(5) pentan  0.27 0.27 hmotnostné %

Kedze vyska varaka je 2.5m, casto sa modze staf, Ze je alebo uplne plny alebo prazdny.
problémy, vhodnejsie by bolo navrhnut lepsie nastavenie PI reguldtorov alebo zmenif riadenie
na kaskadne, dopredné, atd.

12.2 Simulacné vysledky

Sktimali sme dva optimalizacné problémy: minimalizicia kvadratov odchyliek (Integral Squared
Error — ISE) a minimalizécia ¢asu. Vo vSetkych pripadoch boli riadiace veli¢iny parametrizované
ako po castiach spojité. V kazdej periéde vzorkovania bolo riadenie v prvej polovici aproximované
polynémom tretiecho radu, ktory bol pocitany tak, aby zacinal na hodnote riadenia v predoslej
peridde vzorkovania a v druhej polovici konstantné riadenie. Takato parametrizacia riadenia je
povazovand za realistickil, pretoze odozvy ventilov su zriedkakedy okamzité. Zaroven to zna-
menalo, zZe riadenie je v podstate spojité, ¢o znamena, ze integrator mohol pri danej presnosti

Presnost integracie bola nastavena na 1076, Ak integrator skondil s chybou, integracia bola
restartovand s docasne nizsou presnostou. Toto bolo potrebné najmé pri adjungovanych premen-
nych a obcas vo varaku.

Presnost optimalizécie bola nastavena na 10~%. Ak by bola vyssia ako presnost integricie,
SQP algoritmus by mal problém so smerom vyhladavania a s korektnym ukoncenim v optime.

Problémy, ktoré sme studovali, mézu byt rozdelené do viacerych kategérii. Najcastejsie sme
uvazovali prechod z jedného stacionarneho stavu do druhého. Takéto zmeny su relativne casté
v petrochemickom priemysle a byvaji spésobené napriklad

e zmenou Specifikacie produktu - pri rovnakom nastreku je potrebné zmenit kvalitu vystupov
- necistot,

e zmena nastreku - vonkajsie vplyvy — zmena typu ropy, pricom je pozadovana rovnaka
kvalita produktov,

e kombindcia oboch faktorov.
Kazdy z tjchto problémov je mozné riesit pomocou dynamickej optimalizacie. Studovali sme

ich pomocou minimalizacie ISE kritéria a minimalizaciou celkového ¢asu (Minimum Final Time
- MFT).

12.2.1 ISE problémy

ISE kritérium mozeme definovat nasledovne:

min /Ol(Xt(t) — XH2 4 (Xp(t) — XH2dt (12.2.1)
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Obr. 12.2.1: ISE - zmena ziadanej velic¢iny

Poznamenévame, ze sme nepridévali v koncovom c¢ase obmedzenia na novy ustaleny stav.
Budeme predpokladat, ze koncovy cas je dostatocne velky, takze ISE kritérium zabezpeci novy
ustaleny stav. Simulacie ukézali, ze tento predpoklad je v principe spravny, a tak pocet adjun-
govanych premennych je rovny poctu stavov.

Na to, aby sme dosiahli novy ustaleny stav, bolo zaroven pridané obmedzenie na posledny
usek riadenia, ktory bol rovny ustdlenému riadeniu v novom operacnom rezime.

Kedze predbezné odhady na strane 147 indikovali pravdepodobny minimélny ¢as na 25 min,
zvolili sme celkovy ¢as 60 min. Pocet intervalov riadenia bol 10.

V prvej simulécii sme sa zaoberali zmenou ziadanej hodnoty, pricom nové trovne mnozstva
necistot boli stanovené na (0.5, 0.5)%. Vysledky st zndzornené na obr. 12.2.1. Potvrdilo sa, Ze na
konci simulécie je dosiahnuty ustaleny rezim, kedze riadiace trajektérie st na konci v podstate
konstantné. Novy ustaleny stav bol dosiahnuty priblizne po ¢ = 24 min (regula¢né odchylky
st potom mensie ako 10%), ¢o potvrdilo spravnost predbeznych zaverov. Optimalna trajektoria
riadenia je najprv na maximalnej hodnote, az kym nedosiahnu necistotu pozadovani hodnotu.
Potom v dalsich 2-3 periddach vzorkovania je riadenie zamerané na stabilizaciu dosiahnutého
stavu. Posledna cast trajektérie je aplikovana na dosiahnutie ustaleného stavu.

Druhym studovanym problémom bolo odstranovanie poriich. Predpokladali sme, ze néstrek
sa plynulo zmeni medzi ¢asmi ¢t = 0 a ¢t = 5 min, pricom nové zlozenie nastreku je dané v tabulke
na strane 151. dalej bolo pozadované, aby Specifikacia vystupov ostala totozna.

V prvej simulacii sme aplikovali konstantné riadenie, ktoré dokéze vratit systém spiaf na
rovnaké hodnoty vystupov. Vysledné trajektorie riadenia st znazornené na obr. 12.2.2. Priblizny
¢as odstranenia poruchy je asi 250 min.

Preto sme aplikovali rovnaké podmienky ako v predoslej simulécii. Vysledné optimélne tra-
jektoérie st zndzornené na obr. 12.2.3. Vidime opéf, ze optiméalne riadenie na rozdiel od konstant-
ného dokaze dostat systém naspédt do ustaleného stavu za priblizne 25 min. Na druhej strane
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Obr. 12.2.2: Regulécia s konstantnym riadenim

riadenie v koncovom case nie je konstantné, co je vidiet na obr. 12.2.3, kde je mnozstvo refluxu
klesajuce. To znamena, ze sa prejavuje vplyv pomalej dynamiky kolény a ustaleny stav este ne-
bol dosiahnuty. Skutocne, mnozstvo necistot v destilate stale stiipa a maximélne preregulovanie
potom dosiahne okolo 20%. Vplyv poruchy je nakoniec odstrdneny asi v ¢ase ¢ = 120 min.

Preto sme zvéicsili vysledny ¢as optimalizacie na ¢ = 120 min s periédou vzorkovania 6 min.
Pre inicializaciu bolo pouzité predoslé optimalne riadenie z predoslého pokusu s konstantnym ria-
denim v druhej polovici simuléacie. Optimélne trajektérie st zndzornené na obr. 12.2.4. V tomto
pripade su vysledky spravne. Ako predtym, poruchy boli odstranené asi po 25 min. Potom oba
vstupy pomaly konverguju k ustalenym hodnotam. Zaujimavosfou je fakt, ze obmedzenia na
vstupy nie st aktivne. Toto je casté zistenie v pripade problémov regulicie — odstranovania
portuch, kedze vplyvy portch nie st okamzité.

Zaujimavé su aj rozdiely medzi vystupnymi trajektoriami na obr. 12.2.3 a 12.2.4. V druhom
pripade je maximéalne preregulovanie vyrazne nizsie ako v prvom a vysledky pripominaja ¢innost
dopredného riadenia.

Niekolko tdajov o simulaciach je uvedenych v tab. 12.2.1. Uvedené st idaje, ¢i bolo dosia-
hnuté optimum, jeho hodnotu, pocet volani kritéria a gradientov, ¢as vypoctu a pocet optima-
lizovanych premennych. Celkovy ¢as vypoctu je pomerne vysoky, pricom jeho zna¢nd cast bola
stravend pri integracii adjungovanych premennych. Casto bolo treba integréacie restartovat a in-
tegrovat v malych krokoch. Na druhej strane, priblizné optimum bolo dosiahnuté velmi rychlo
— po niekolkych iteraciach. Potom bola hodnota kritéria dalej zlepSovana po malych krokoch.
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Tabulka 12.2.1: Statistika pre ISE problémy

Simuléacia Dosiahnutie ISE Pocet  Pocet Cas Pocet opt.
optima hodnota funkcii gradientov vypoctu [h] premennych
ziad. veli¢ina | — 1.79591e-2 65 28 11.7 20
poruchal + 0.37189%e-2 37 27 3.2 20
porucha?2 + 0.38047e-2 63 35 6.6 40

12.2.2 Problémy minimalizacie c¢asu

Skutoc¢ny problém minimalizacie ¢asu moze byt definovany nasledovne:

1]31pn ty  vzhladom na : (12.2.2)
0 > X;(1)-x¢ (12.2.3)
0 > Xu(1)—X{ (12.2.4)

_ N 2
0 = sz . (12.2.5)

Neuvddzame tu obmedzenia na proces v DAE tvare, pretoze tie su riesené integratorom.

Poznamendvame, ze ¢leny (12.2.3), (12.2.4) st definované ako nerovnice, pretoze nam neza-
lezi na konkrétnych hodnotach necistot, ale na ich maximélnych hodnotach. Takze, ITubovolnéa
hodnota necistot v case t = ty, ktord je nizsia, ako pozadovand, je vhodnd. Takto definovany
problém moze viest k nizsim hodnotam kritéria v optime. Tento fakt je spésobeny tym, ze nie
vSetky kombinacie ziadanych hodnét mézu byt rovnako obtiazne dosiahnutelné. V procesoch
destilacie je zname, ze zmeny ziadanych veli¢in st jednoduchsie realizovatelné, ak sa koncen-
tracie lahsich a fazsich produktov zmenia v rovnakom smere. Naopak, zniZzenie stupna necistot
v destilate a aj zvysku je vyrazne obtiaznejsie dosiahnutelné.

Dalsia diskusia je potrebna ohladom koncového ustéleného stavu. Rovnica (12.2.5) zodpoved4
jeho matematickej formulacii. Avsak, dosiahnut ustdleny stav je velmi obtiazne. To je vidiet aj
z prechodovych charakteristik, ktorych ¢as ustalenia je okolo 250 min, kym ocakavané optimum
je asi 10 raz kratsie. Okrem toho, v ustalenom stave by malo byt n, derivicii byt rovnych nule
(ny je pocet stavov), pricom je k dispozicii iba niekolko hodnét optimalizovanych riadeni. Hoci
je tento problém teoreticky riesitelny, v praxi je ndjdenie optima a splneni vsSetkych koncovych
obmedzeni prakticky nemozné, kedze pocet optimalizovanych premennych by bol mensi, ako
pocet obmedzeni a poziadaviek.

Preto sme zvolili praktickejsi pristup a urcili iba niektoré najdolezitejsie derivacie stavov,
ktoré maju byt nulové a ktoré maji najvacsi vplyv na ustaleny stav. Vyber stavov bol zizeny
na varak a kondenzator, kde su definované necistoty.

Iba jeden zo stavov bol zvoleny v kazdej casti. Najlepsim kandidatom st derivacie necistot,
ale tieto by museli byt pocitané inverziou niektorych prvkov Jakobiho matice, ¢o nie je vhodné
vzhladom na mozné problémy s podmienenostou.

Vhodnymi kandidatmi sa tak derivacie na zadrze a energie. Zadrze s viac dolezité a otazkou
potom ostava, ktory komponent bude z nich ten najdolezitejsi. Vybrali sme tu zlozku, ¢o mala
najvacsiu hodnotu. V praxi sme si overili, ze takto zvolena reprezentacia ustaleného stavu je
spolahliva. V kondenzatore bol zvoleny propan a vo varaku n-butan.

Aj s takouto reprezentaciou sme zistili, ze dosiahnutie nulovych derivacii je velmi obtiazne.
Jednou z pravdepodobnych pri¢in boli reguldtory hladiny. Ako vidime na obr. 12.1.7, hladiny
pri zmne nastreku reaguju priblizne rovnaky cas ako vystupy, kym sa opéaf ustalia. To protireci
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Obr. 12.2.5: MFT1 — zmena ziadanej veli¢iny

stadardnym nastaveniam pri destilacii, kedy maji byt slucky PI regulatorov lokalnych vysu-
pov nastavené vyrazne rychlejsie, ako u hlavnych koncentracnych sluciek, aby ich dynamika
nevplyvala na hlavné ciele riadenia.

KedZze bola formulacia poziadavky ustalenia kolény nevhodné, hladali sme dalSie sposoby
dosiahnutia ustdlenych stavov. V prvom rade sme zmenili obmedzenia v tvare rovnosti na ne-
rovnosti — derivicie musia byt v optime mensie ako zvolend presnost. Dalej, posledné ¢ast opti-
malizovanej trajektérie bola zvolend ako konstantnd s hodnotami, ktoré zodpovedaji novych
ustalenych stavom. Aj ked vysledny ¢as urcite nie je minimalny, tento predpoklad vyrazne zlep-
sil konvergenciu algoritmu.

Takze, realisticky problém minimalizacie ¢asu je mozné formulovat nasledovne

min ty subject to :
u?p

0 > X,(1)-x¢

0 > Xp(1) - X{

2 2
dN? dNg,
> - =
= <dt> +< dt

Prvé simulécie st zamerané na zmeny ziadanej veli¢iny, kde st ziadané necistoty rovnaké ako
v ISE pripade. V tomto pripade sme tiez studovali vplyvy rozlicnych nastaveni optimalizacie.

Koncovy ¢as ty bol optimalizovany v ohraniceniach (15, 50) min s pociato¢nou hodnotou 35
min. Poc¢iatoénd hodnota riadenia bola konstantna a rovna novej ustalenej hodnote.

V prvej simuldcii (MFT1) je pocet segmentov riadenia rovny 5. Vysledné trajektorie si
zndzornené na obr. 12.2.5, kde bolo dosiahnuté optimum ¢y = 30.2 min. Hoci optimalizicia
neskonvergovala, vysledky st uspokojivé. Obmedzenia na derivacie necistét s-u takmer dosia-
hnuté (s chybou 10~* pre X;). Hoci obmedzenie na derivicidch nie je splnené (sticet rovny 0.3),

t=1
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Obr. 12.2.6: MFT1-4 : zmena ziadanej velic¢iny

vysledky simulécie st akceptovatelné.

Optimalna trajektéria riadenia opét pozostava z troch tsekov. V prvej faze je riadenie na
obmedzeniach. Druhd cast pozostavajica z jedného tseku je aplikovana, ak si vystupy blizko
pozadovanych hodndt. poslednym tisekom je konstantné riadenie

Pretoze posledny tsek riadenia nebol optimalizovany, ziskany miniméalny ¢as by mohol byt
este nizsi. Na druhej strane, ak uvazujeme presnost priblizne 5% ako dostatoénd, minimdalny
¢as je okolo 27 min. Statistika tejto a dalsich simuldcif je uvedena v tab. 12.2.2. Vidime, Ze ¢as
potrebny na vypocty je vyraz nizsi, ako pre ISE problémy. Toto mdze byt vysvetlené nizsim po-
¢tom stupriov volnosti ohladom poctu optimalizovanych premennych, ako aj faktom, ze riadenie
je vo velkej Casti optimalnej trajektérie na ohraniceniach.

KedZe riadenie na jednom intervale bolo aproximované ako po ¢astiach polynomické, skiismali
sme aj pripad po castiach konstantné riadenie. Vysledky st zndzornené v tab. 12.2.2 ako MFT1a.
Vysledny optiméalny ¢as je iba velmi malo lepsi, ale ¢as simulacie vzrastol o 50%.

Dalsie simulacie sa tykali vplyvu po¢tu segmentov riadenia na vysledny optimélny ¢as. Vy-
sledky st znazornené na obr. 12.2.6. Pocet tsekov sa meni medzi 2-4 (simuldcie MTF2-4) a pre
porovnanie je zobrazena aj simuladcia MFT1. Vysledky naznacuju je hlavnym cielom optimali-
zacie je znizenie necistot v destilate, pretoze vsetky normalizované odozvy su priblizne rovnaké.

Porovnanie v tab. 12.2.2 ukazuje relativnu necitlivost optimalizdcie na pocet segmentov
riadenia. Iba v pripade 2 segmentov je vysledny optimalny ¢as vacsi — 43 min. Cas vypoétov a
pocet iteracii rastd linedarne s rastiicim poc¢tom stupnov volnosti optimalizacie. Preto mozeme
zhodnotit, ze 3 segmenty riadenia st vhodnym kompromisom medzi rychlostou vypoctov a
hodnotou minimalneho ¢asu.

Najvyznamnejsie znizenie minimalneho ¢asu bolo dosiahnuté, ked boli zmenené obmedzenia
na vstupy. Pripominame, Ze ohranicenia na reflux R sa menit nedaji — st dané poziadavkami
z prevadzky. Na druhej strane, obmedzenia na Q" boli zistené ako prilis velké a skutoéné
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Tabulka 12.2.2: Statistika pre MFT problémy

Simuldcia | Dosiahnutie ¢ Pocet  Pocet Cas Pocet opt.
optima [min] funkcii gradientov vypoc¢tu [h] premennych

MFT1 — 30.2 22 10 0.857 11 (-2)
MFT1a + 29.4 29 12 1.50 11 (-2)
MFT2 — 43.3 21 6 0.44 5 (-2)
MFT3 — 34.7 25 7 0.68 7 (-2)
MFT4 — 32.4 21 8 0.83 9 (-2)
MFT5 - 290 14 4 0.56 11 (-2)
DIST — 15.2 26 10 1.48 11 (-2)

obmedzenia zavisia od konkrétnej hodnoty refluxu. V casti 12.1.5 bola preto vytvorend nova
riadiaca premenna wus.

V simuléaciach bolo zistené, ze prva cast optimdlnej riadiacej stratégie je na maxime u; a
minime wuo. Skusili sme preto zmenit uom:, tak, aby este bola moznd integradia DAE rovnic
systému. Ked w9, bolo zmenené z -2 na -2.5, optimum bolo zlepSené o 20-25%. Napriklad
optimalizacia MFT1 dosiahla minimélny cas t; = 25.4 min. Dalsie znizovanie obmedzenia spo-
sobilo pri simulacidch zadporné hodnoty vysok hladin vo vardku a nebolo dalej skimané.

V pripade odstranenia poriich sme skiimali rovnaky pripad ako v ISE kritériu. Pocet seg-
mentov riadenia bol 5 s poslednym riadenim neoptimalizovanym na novej ustalenej hodnote.
Vysledky st znazornené na obr. 12.2.7 a poukazuji na typické problémy s takymto scenarom.
Optimalizacia obycajne dosiahne minimalny ¢as, ktory je na dolnom ohrani¢eni a potom nedo-
kéze dostatocne znizit hodnoty derivacii. Efekt zmien portch tak nemoze byt dokonale odstra-
neny.
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