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Predhovor

Publikécia ,Identifikdcia systémov* je urcena hlavne posluchacom IV. a V. ro¢nika stu-
dujtcich na Chemicko-technologickej fakulte STU v Bratislave studijny odbor ,,Chemické
inzinierstvo a riadenie procesov“, ale moze pomoct aj inym zadujemcom o dant proble-
matiku. Je zamerand na vyklad identifika¢nych metdd a ich praktického pouzitia.

Obsah publikicie je rozdeleny do styroch kapitol. Prva kapitola je ivodom to prob-
lematiky identifikacie, opisuje rozdelenie metéd a vstupnych signalov. Druha kapitola sa
zaoberd deterministickymi metédami identifikdcie z prechodovych, frekvencnych charak-
teristik a metédami vyuzivajicimi vSeobecny deterministicky signdl. V tretej kapitole
sa objasnuju korelacné metdédy vychadzajice z Wiener-Hopfovych rovnic a Statistické
metddy pre statické a dynamické systémy. Odvodena je rekurzivna metdéda najmensich
stvorcov a jej modifikacie pre identifikdciu ¢asovo premennych systémov. Pozornost je
venovana aj identifikdcii mnohorozmerovych a spojitych systémov. Stvrta kapitola je
venovana problémom filtracie idajov, odhadu stavu a odvodeniu Kalmanovho filtra.

V zévere st uvedené dva dodatky. Prvy sa zaobera zakladnymi operaciami s maticami,
pricom doéraz sa kladie na derivacie podla vektorov. V druhom st objasnené zaklady
z tedrie pravdepodobnosti, nahodnych veli¢in a procesov a prechodu ndhodného signalu
linedrnym systémom.

Autori dakuji doc. Ing. P. Hudzovicovi, CSc a doc. Ing. R. Prokopovi, CSc. za cenné
pripomienky, ktoré pomohli odstranit mnohé nedostatky rukopisu. Vdaka tiez patri stu-
dentom IV. roé¢nika, ktorych navrhy a pripomienky pomohli pri ndvrhu konec¢nej podoby
rukopisu.

Bratislava, april 1998 autori
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Kapitola 1

Uvod do identifikicie

1.1 Zakladné pojmy, predmet identifikacie systémov

Zakladnymi pojmami pri identifikacii systémov si redlny objekt a jeho model. Pod poj-
mom realny objekt budeme mat na mysli original, redlne zariadenie, predmet objektivnej
reality, na ktorom je mozné vykonat urcité pozorovania (merania) za i¢elom poznania
relaci{ v ilom prebiehajtcich, pripadne na ktorom mozno realizovat isté experimenty (nie
je nevyhnutnou podmienkou).

Mierou poznania o redlnom objekte, ktort mozno uchovat a spracovaft, je informécia
(presnejsie empirickd informadcia).

Pod modelom realneho objektu budeme rozumiet v zasade iny systém, ktory nejakym
sposobom napodobnuje redlny original. Pre nase ticely budeme uvazovat matematicky
model (MM) systému, ktory v tvare algebraickych, diferencidlnych, diferenénych rovnic,
alebo pravdepodobnostnych vztahov kvantifikuje relacie medzi jednotlivymi veli¢inami
v redlnom objekte.

Oba, realny objekt i jeho model, tvoria systémy - prvy z nich redlny systém, druhy
abstraktny systém.

Klasifikaciou systémov podla prijatych MM sa zaobera modelovanie procesov. Najvyz-
namnejsimi deleniami z hladiska experimentdlnej identifikdcie (EI) bude delenie modelov
na statické a dynamické, spojité a diskrétne, deterministické a stochastické, linearne a
nelinearne, jednorozmerové a viacrozmerové.

Dalej, medzi triedami MM treba rozliSovat modely struktiry a modely spravania sa
(vlastnosti). Hladanie modelov struktiry prostriedkami analyzy je predmetom dynamiky
procesov. Vysledkom analyzy st analytické, stavové modely. Z hladiska EI budd pre nés
zaujimavé modely vlastnosti, zohladnujice relacie medzi vstupmi a vystupmi realneho
objektu.

Pre dalsie tivahy bude potrebné vratif sa ku klasifikacii vstupnych veli¢in objektu. Bu-
deme rozliSovat tie, ktoré mozno technickym spdsobom na zaklade nejakého rozhodnutia
menit, ovladat. Tieto veli¢iny nazyvame akéné. Prikladom v technologickych systémoch
mozu byt prietoky médii, elektricky prikon, prid, napétie a pod. Ostatné vstupy, ktoré
nemozno zamerne ovplyvnovat, si poruchy. Tieto m6zu mat charakter tzv. externej po-
ruchy, tzn. poruchy, ktort mozno merat, ale nemozno ju ovplyvnovat. Spravidla sem
patria také veli¢iny ako teploty a zloZenia vstupnych médii (surovin), vyhrevnost plynov
pri spalovacich procesoch a pod. Z hladiska funkéného mézu mat tieto veli¢iny charakter
stochastického (ndhodného) signalu, ale aj neznamej vSeobecnej deterministickej funkcie.

11



12 KAPITOLA 1. UVOD DO IDENTIFIKACIE

Meratelné poruchy rq,...,7,
Akéné veli¢iny uq, ..., u .
e Redlny objekt Joooln
Nemeratelné poruchy ey, ..., ¢
Vstupy Vystupy

Obr. 1.1: Rozdelenie veli¢in posobiacich na objekt.

Ostatné poruchy st nemeratelné a opaf mozu mat deterministicky alebo stochasticky
charakter (Co sa vSak nedd overit). Sem patria napr. nemeratelné koncentracie, vplyv
okolia a pod. Cela situécia je na obr. 1.1.

Teraz mozeme pristupit k definovaniu pojmu identifikacie. Podla L. A. Zadeha je tato
definicia nasledovna: Identifikdcia je urcenie systému z danej triedy systémov, ku ktorému
je testovany systém na zdklade vstupov a viystupov ekvivalentny.

V definicii budeme chépat ako testovany systém redlny objekt, na ktorom uskutoc-
nujeme merania a pod pojmom trieda systémov MM, reprezentovany operdtorom Fjs
(trieda operatorov je S = {Fas}).

1.2 Postup pri identifikacii

Pri identifikdcii sa spravidla postupuje vo viacerych etapach. Schematicky je cely postup
zndzorneny na obr. 1.2. Najdolezitejsie kroky v tomto postupe st nasledovné:

1. Navrhnat struktaru MM. V tejto etape sa zvycajne vyuziva deduktivna metdda.
Na zaklade apriornych informécii, vseobecnych fyzikalnych a fyzikalnochemickych
zakonitosti s pouzitim tedrie systémov sa formuluje struktira identifikovaného sys-
tému v tvare matematickych rovnic.

2. Parametre tychto rovnic sa urc¢uji na béze aposteriérnych informaécii, t.j. namera-
nych vstupno-vystupnych tdajov (induktivna metdda).

K tomuto postupu treba uviest niektoré poznamky:

e V prvej etape sa ¢asto vyuzivaju empirické a poloempirické skisenosti o identifi-
kovanom procese. Tieto maju c¢asto heuristicky charakter. V tomto stadiu vnasa
konstruktér navrhovanej strukttry svoje osobné poznatky a skiisenosti, t.j. subjek-
tivny prvok. Preto sa niekedy hovori o ,umeni“ pri identifikacii.

e Niektoré apriérne informacie mézu byt vysledkom experimentu, t.j. aposteriérnych
informaécii, s pouzitim inej identifikacnej metddy. Napriklad na zdklade namera-
nej prechodovej charakteristiky sa da usudit, ¢i ide o systém prvého, alebo vyssieho



1.2. POSTUP PRI IDENTIFIKACII

13

Néavrh experimentu

}

Zber udajov

}

Apriérne znalosti

Vyber struktiary

!

Vyber metody

}

Validacia modelu

Nie

Akceptéacia modelu

Ano

Koniec

Obr. 1.2: Schematicky diagram postupu pri EL

Nové udaje
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radu. ,Lepsie” hodnoty parametrov tejto struktiry potom neskor uréime inou iden-
tifika¢nou metédou.

e Nickedy plati navrhnuté struktira iba pre urc¢itd mnozinu hodnét vstupov a vy-
stupov, pre ini mnozinu udajov je nutné struktiru modelu zmenift.

e Ako ukazuje obr. 1.2, cely postup je niekedy nutné viac raz opakovat. Najcastejsie
dovody iterativneho charakteru pri identifikacie redlneho objektu st:

. numerické problémy néjdenia najlepsieho modelu vzhladom na dané kritérium,
. nevhodne zadané kritérium,

1
2
3. nespravna mnozina modelov,
4

. nedostatoc¢ne informativna mnozina idajov.

1.2.1 Vyber struktiry modelu a jeho verifikacia

Vyber vhodnej struktiry modelu F); je najdolezitejsou castou pre tispesné riesenie tlohy
EI. Tento vyber musi byt zaloZeny na pochopeni identifikacnej metédy a na informaéciach
o identifikovanom modeli.

Ak sme ur¢ili strukttiru modelu, identifikacnd metoda nam poskytne isty model z tejto
struktury. Tento model mo6ze byt ten najlepsi dostupny, ale zdsadnou otézkou je, ¢i je dost
dobry pre zamyslané pouzitie. Testovanie vhodnosti modelu je oznacované ako verifikdcia
modelu.

1.2.1.1 VsSeobecné aspekty vyberu modelu

Pri vybere struktiry modelu je nutné sa vopred rozhodnif o niektorych vlastnostiach
modelu. ide najma o:

e Vyber typu modelu. RozliSujeme medzi nelinedrnymi a linedrnymi, stavovymi a
vstupno-vystupnymi modelmi. Cast vlastnosti modelu moze byt dopredu znédma,
alebo uvazujeme ,black box model“!.

e Vyber velkosti modelu - rad stavového modelu, stupne odhadovanych polynémov,
atd., pricom jednotlivé modely M; splnuju podmienku

My, C My C Mg, ... (11)

¢o znamend, ze pre ur¢itit volbu (pripadne zanedbanie) niektorych parametrov mo-
delu M3 ziskame model Ms, atd.

Kvalita modelu

e Flexibilita : pouzite takej struktiry modelu, ktora poskytuje dobré vlastnosti po-
pisu moznych systémov. D4 sa dosiahnut pouzitim vécSieho mnozstva parametrov
alebo ich ,strategickym® umiestnenim.

e Uspornost : §trukttra modelu mus{ byt aj ¢o najispornejsia, t.j. pouzitie minimél-
neho mnozstva parametrov, pretoze ich pocet rozhoduje o narocnosti vypoctov a
zaroven vo vela pripadoch iba zbytoc¢ne komplikuje model.

Iblack box (¢ierna skrinka) je typ modelu, ktory neobsahuje Ziadne apriérne informécie o skiimanom
procese
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Cena modelu. Cena modelu je asociovand s narokmi na jeho ziskanie, t.j. rieSenie systému
rovnic, minimalizacia funkciondlu. Ovplyvnuje ju:

e Zlozitost modelu - pocet parametrov.
e Vlastnosti ticelovej funkcie - existencia stacionarnych bodov a pod.

e Zamyslané pouzitie modelu - pre chemickoinzinierske pouzitie je obycajne potrebny
zlozitejsi a podrobnejsi model ako pre tcely riadenia, kde je potrebné vystihnut
zakladné dynamické vlastnosti redlneho objektu.

Techniky vyberu modelu
e Apriérne informaécie,
e informacie ziskané z prvotnej analyzy udajov,
e porovnanie rozlicnych struktir modelu,

verifikdcia modelu.

1.2.1.2 Aprioérne informéacie

Typ modelu. Vyber typu modelu je casto subjektivny a nezavisi od nameranych tdajov.
Je vicsinou vysledkom kompromisov medzi aspektmi uvedenymi vyssie, dostupnostou
urcitych programovych balikov a vedomostami o praci s ur¢itymi modelmi.

Kompromis medzi flexibilitou a ¢o najmensim mnozstvom parametrov je zdkladom
problému identifikdcie. ObycCajne sa vyuzivaji apriérne znalosti o systéme a intuicia.
Préave tieto fakty neumoznuju spravit z identifikdcie plnoautomatizovany postup.

Pre fyzikédlne systémy je apriérna informécia najlepsie zahrnutd v spojitom modeli.
Na druhej strane pouzitie black box modelov znizuje zlozitost modelov bez obmedzeni
na fyzikalne parametre.

Vseobecna rada je: ,skusit najprv najjednoduchsie veci“. Zlozité modely by mali
byt pouzité az potom, ked jednoduchy model neobstoji pri verifikicii. Casto spdsobi
nelinedrna transforméacia tdajov lahsie odhadovanie modelu. Najmé nelinedrne efekty
snimacov a akénych ¢lenov st obycajne zname a mozu byt vyuzité pri redefinicii vstupno-
vystupnych signalov.

Rdd modelu. Riesenie tohto problému zvycajne vyzaduje pomoc z experimentalnych tda-
jov. Avsak, fyzikdlne poznanie a zamyslané pouzitie modelu ¢asto naznaci rad modelu.

Pribuznym problémom je ¢asovy rozsah modelu. Aj je systém ,stiff“ (obsahuje roz-
dielne veli¢iny s rozdielnou dynamikou), bude najlepsie ziskat viacero modelov, kazdy
pokryvajuci vhodnt cast rozsahu frekvencii.

1.2.1.3 Urcenie struktiary modelu zaloZené na prvotnej analyze idajov

Odhad typu modelu: Toto je biele miesto na mape identifikacnych technik. Ale napriklad
sa d& testovat pritomnost nelinedrnych efektov.

Odhad radu systému: Existuje viacero metdd, z ktorych uvedieme tri najcastejsie pouzi-
vané, a ktoré su podrobnejsie uvedené v nasledujtcich kapitolach:

1. frekvencné diagramy a spektralna analyza,
2. testovanie hodnosti kovarianénych matic,

3. testy korelovanosti premennych a rezidui.
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o
°© 5

M1 M2 M4 Model

Obr. 1.3: Vplyv velkosti modelu na hodnotu kritéria.

1.2.1.4 Porovnanie Struktir modelov

Nové idaje. Nie je prekvapujice, ak model vyhovuje idajom, pre ktoré bol odhadovany.
Realnym testom vsak je, ¢i bude vyhovovat aj novym tdajom z procesu. Takto sa da
porovnavat aj viacero modelov, pricom kritériom moze byt napr.

=Y (y—ym) (1.2)

Vyhodou takéhoto postupu je jeho pragmaticky charakter, nepotrebujeme mat ziadne
argumenty a predpoklady o pravdepodobnostiach a o skuto¢nom systéme. Nevyhodou
je, ze potrebujeme nové tdaje a teda nemdzeme vyuzit vSetky informécie pri navrhu
modelu.

Tie isté udaje. Ak si modely porovnané na tych istych udajoch, tak je jasné, ze vACSi
model bude nevyhnutne dévat nizsiu alebo rovnakd hodnotu kritéria. Ked sa struktira
modelu zvic¢suje, hodnota kritéria je nerasticou funkciou (obr. 1.3).

Treba urcit, kde sa nachadza zlom na tejto krivke. Pre tento tcel bolo vypracovanych

viacero kritérii, napr. AIC (Akaikeho informacné kritérium) (Ljung, 1987).

1.2.1.5 Kritéria kvality identifikacie

Pri zndmej Struktire modelu zhodu modelu (operdtora modelu) s operdtorom objektu
charakterizujeme ticelovou funkciou (kritériom) J[s(F, Fys)] kde s je tzv. stratovd funkcia,
F a Fj; operator objektu, resp. jeho modelu. Podla tc¢elovej funkcie mozno porovnavat
rozne struktiry modelov. Vyber ucelovej funkcie vyrazne ovplyviuje algoritmus riesenia
ulohy identifikacie.

V prvom kroku pre kvantitativne hodnotenie stupmna blizkosti operatorov volime
vhodnt stratova funkciu s(F, Fjr). Blizkost operdtorov sa posudzuje na béze odchy-
liek korespondujucich signalov alebo parametrov operatorov modelu a objektu. Pretoze
priamo pozorovatelné su predovsetkym signaly, rozoznavame v zasade tri sposoby formo-
vania odchylky medzi modelom a objektom.

e Chyba vystupu, kedy vytvarame odchylku medzi vystupmi paralelne zapojeného
objektu a modelu (obr. 1.4a). Vektor ¢ zahflia meratelné aj nemeratelné poruchy.
Chyba vystupu je

e=y—ynm =y — Fuu) (1.3)
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Fy Ym_ e FA}I UM __ e
a. Chyba vystupu b. Chyba vstupu
= F
Far(u) — Fis(y)

c. Chyba rovnice

Obr. 1.4: Blokové schémy pre jednotlivé typy odchyliek.

e Chyba vstupu, kedy vytvarame odchylku na strane vstupnych signalov modelu a
objektu v sériovom zapojeni (obr. 1.4b). Chyba je dand ako
e=u—uy =u—Fy(y) (1.4)

wyps je vstup modelu, generujuci vystup y. Samozrejme, F' 1\741 je inverzny operator
a teda F)j; musi byt invertovatelny.

e Chyba rovnice: vo vSeobecnejsom pripade moze byt chyba definovana ako

e = Fyb(y) — Fari(u) (1.5)

kde F)so predstavuje invertovatelni cast modelu a cely model je dany ako Fj; =
FyriFyo. Chyba je priamo generovand zo vstupno-vystupného opisu ako nestlad
medzi lavou a pravou stranou rovnice (obr. 1.4c).

1.2.1.6 Verifikdcia modelu

Metbéda odhadu parametrov vyberie ,najlepsi“ model vzhladom na vybrant struktiru
modelu. Avsak je ddlezité si polozit otdzku, ¢i je tento model dost dobry:

e Stuhlasi model s nameranymi idajmi ?
e Je model dost dobry pre nase tcely 7
e Popisuje model skuto¢ny proces ?

Odpoved na tieto otdzky obvykle nie je Tahkd a jednoznacéna. Uvadzame niektoré
kritéria, naznacujice odpoved:
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Dévod ziskania modelu. V tomto pripade sa pytame, ¢i je ziskany model vhodny na
rieSenie problému, ktory motivoval celi identifikdciu. Napr. ak v pripade riadenia
regulator zalozeny na modeli dava uspokojivé vysledky, tak je model vhodny. Avsak
moze byt neuskutocnitelné, nakladné, alebo nebezpecné, aby sa vsetky modely
vyskusali. V tom pripade sa musia pouzit iné metddy.

Fyzikalny zmysel parametrov. Ak je model dany parametrami, ktoré maju fyzikalnu
podstatu, tak je to prirodzend a dolezitd podmienka.

Konzistencia v/v spravania sa modelu. V pripade black-box modelov sa pri veri-
fikacii ich vlastnosti koncentrujeme na ich vstupno-vystupné vlastnosti. Linedrne
systémy znazornime pomocou Bodeho diagramov a nelinearne systémy simuléciou.
Je dobrou praxou porovnat rozne linedrne modely pomocou Bodeho diagramov
spolu s ich intervalovymi odhadmi.

Redukcia modelu. Ak redukujeme model a jednoduchsi model méa velmi podobné
vstupno-vystupné vlastnosti, tak bol model prilis zlozity a moze byt zjednoduseny.

Intervalové odhady parametrov. Ak je v intervalovom odhade nejakého parametra
zahrnuta aj nula, mozeme uvazovat jeho anulovanie.

1.3 Klasifikacia identifikacnych metod

Existuje niekolko moznosti ako klasifikovat identifika¢né metédy. Uvedme jednotlivé
triedy.

A identifikéacia z aktivneho alebo pasivneho experimentu. Pouzitie jednej z tychto me-
téd je spravidla dané moznostami danej technolégie a narocnostou experimentu,
ktory je mozné technologickym zariadenim vykonat. To znamend, Ze je mozné bud
generovat na vstupoch Specidlne signaly, alebo identifikovat len v run-time pre-
vadzke.

B Z hladiska matematického apardtu, ktory je potrebny pri spracovani nameranych
udajov, je mozné rozlisit nasledovné metody:

e deterministické,

e stochastickeé.
Pod deterministickiymi metodami sa myslia metédy vyhodnotenia na Specidlne sig-
naly a numerické metédy vypoctu konvoluéného integralu.

Pod stochastickym pristupom sa rozumie numerické rieSenie Wiener-Hopfovej rov-
nice. Zahiname sem aj statistické metody, kde sa vychadza z metédy najmensich
stvorcov (a jej modifikacii), metédy maximélnej vierohodnosti a z Bayesovho pri-
stupu. Kazda zo statistickych metdéd predpoklada urcité vlastnosti nahodnych po-
rich a kazda vyzaduje ind mieru znalosti o ich vlastnostiach (najmenej narocénd je
7 tohto hladiska MNS).

Samozrejme, ze volba metédy nie je ndhodnéa. Zavisi od trovne hladiny ndhodnych
rusivych zloziek, ich vyznamnosti a ich vlastnosti.

C Podla sposobu spracovania nameranych tdajov mozno metdédy delit na:

e metddy pre jednorazové (ddvkové) spracovanie,
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e metddy priebezné (rekurzivne).

Metody pre jednorazové spracovanie dalej delime na manudlne a pocitacové. Me-
tody pre manudalne spracovanie nie s vhodné pre pocitacovy vypocet, alebo su
tazko algoritmizovatelné, pretoze zavisia od subjektivneho hodnotenia nejakého
ukazovatela (napr. vyska inflexného bodu na nameranej prechodovej charakteris-
tike). Pocitacové jednorazové metddy spracivaju subor nameranych ddajov me-
tédou nie vhodnou pre manudlny vypocet (MNS, numerickd integracia, vypocet
korela¢nych funkcif). Niekedy sa tieto metédy nazyvaju off-line.

Priebezné metoédy spracivaji namerané tdaje postupne, identifikované parametre
sa spresnuju na zaklade kazdého dalsieho merania. St pouzivané rekurentné vztahy
- preto rekurzivne metody. Pouzitie tychto metdd je vhodné pri on-line nasadeni
riadiacich pocitacov, su zakladom pre tzv. adaptivne riadenie.

1.4 Vstupné testovacie signaly

1.4.1 Rozdelenie vstupnych signalov

Vstupné testovacie signaly mozeme triedit z rozliénych hladisk. V prvom pripade rozlisu-
jeme prirodzené, previadzkové signdly pozorované v priebehu prevadzky (pasivny experi-
ment) a umelo vytvirané vstupné signdly s urcitymi vlastnostami, prividzané na vstup
(aktivny experiment). Vlastnosti signdlov posudzujeme podla ich charakteristik ¢asovych,
frekvencnych, statistickych a dalsich. Signaly dalej triedime na:

e deterministické signaly, ich priebehy v case st zname, ich hodnoty moézeme urcit
pre kazdy casovy okamih,

e nahodné signdly, ich priebehy v ¢ase st ndhodné funkcie casu, mézeme urcit len ich
Statistické charakteristiky,

e pseudondhodné signdaly, ich priebeh v c¢ase je znamy, v ramci jednej periody maju
charakter znamej realizdcie nadhodného procesu, tieto realizicie sa periodicky opa-
kuju.

V tychto triedach st mozné dalsie klasifikacie, vysta¢ime s nasledujicou.
Signaly :

1. deterministické signaly

(a) periodické
(b) neperiodické

2. ndhodné signaly

(a) nestaciondrne
(b) staciondrne
i. ergodické
ii. neergodické

3. pseudondhodné signaly

(a) dvojhodnotové
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t t
deterministické neperiodické
u(t % u(t)
t t
deterministické periodické
u(t) u(t)
t t

nahodny pseudonahodny

Obr. 1.5: Priklady na rozne typy vstupnych signalov.

(b) viachodnotové

Charakteristiky stacionarity a ergodicity s podrobnejsie uvedené v dodatku B.
Ukéazky rozlicnych vstupnych testovacich signalov si na obr. 1.5.

1.4.2 Najcastejsie pouzivané vstupné signaly
Vstupné signély, ktoré sa najcastejsie pouzivaju, by mali byt Tahko realizovatelné a odozva
systému na ich posobenie by mala byt Tahko vyhodnotitelna.

Medzi najcastejsie pouzivané signaly patria:

1. skokova funkcia, ktora je definovana ako

u(t) = { 20 i;g (1.6)
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Generator

impulzov

—> Stav 1 Stav 2

Stav n

N

Obr. 1.6: Posuvny register dizky n.

2. pulz

u(t) = ug t€<0,T>

3. suma sinusov

u(t) = Z a; sin(wjt + ;)

Jj=1

OO

{0 t<Ovt>T

21

(1.7)

(1.8)

4. pseudondhodnd bindrna postupnost (PRBS - pseudorandom binary sequence) - je to
dvojstavova binarna postupnost generovana pouzitim posuvného bitového registra

dlzky n s lubovolnym nenulovym podiatoénym stavom (obr. 1.6).

Pseudonahodna binarna postupnost je postupnost obdiinikovych pulzov s modu-
lovanou sirkou, ktord aproximuje diskrétny biely Sum. Pseudondhodnost vyplyva
z faktu, ze je charakterizovana dlzkou postupnosti, pocas ktorej sa Sirka pulzu meni
nahodne, ale v dlhSom ¢asovom intervale je periodickd. Periéda opakovania je dana

dizkou postupnosti n.

Register pracuje diskrétne. Vzdy na povel hodin sa posunt tudaje jednotlivych sta-
vov doprava a vysledny signal je dany stavom n. Pre kazdu dizku registra n sa daji
najst 2 z registrov, ktoré sa bindrne séitavaju tak, aby sa vysledna postupnost u(t)
¢o najdlhsie neopakovala. Maximalna dizka postupnosti je 2" — 1. Potrebné volby
koeficientov a; st uvedené v nasledujicej tabulke.
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n 2"—1 a=a;=1, ap(k#14,j)=0
2 3 1,2

3 7 1,3

4 15 3,4

5 31 3,5

6 63 5,6

7127 47

8 255 2(3,4),8

9 511 5,9

10 1023 7,10

Zmak & je scitavanie dvoch binarnych ¢isel a je definovany nasledovne

0 Up = U (1 9)

Ul@UQ_{ 1wy # ug

Charakteristickou vlastnostou PRBS je, ze dizka najdlhsieho pulzu je n. Pre spravne
nastavenie PRBS by mal byt tento ¢as dlhsi, ako ¢as tgg prechodovej charakteristiky
identifikovaného systému. Ak uvazujeme peridédu vzorkovania T),, potom plati

nT, > too (110)

7 tejto podmienky sa dé& urcit n.

DalSou podmienkou je, aby dizka testu L nebola mensia ako dizka postupnosti.
Musi teda platit

(2" —1)T, < L (1.11)

Poznamenavame ale, ze tato podmienka vedie casto k prilis dlhému casu trvania
experimentu. Preto sa Casto pouziva zmenena frekvencia pre PRBS

fprbs = %7 p=1,2,3 (1.12)

a rovnica (1.10) prejde do tvaru

pnT, > tgg (1.13)

1.4.3 Koncept identifikac¢nej vydatnosti

Vhodnym vstupnym signdlom pre identifikaciu systému je taky, ktory zaruci, ze para-
metre systému budi odhadnuté spravne. V tedrii identifikacie sa preto zavadza koncept
identifikacnej vydatnosti (persistent excitation) nasledovne:

Definicia: Signal u(¢) je identifikacne vydatny (IV) rddu n ak

1. existuje nasledujica limita

1 N
Ruu(7) = lim NZu(t—i—T)u(t) (1.14)

N —oc0
t=1
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2. matica
R, (0) Ryu(n—1)
R,(n) = R“f(l) R““(Tf -2 (1.15)
Ruun—1) ...  Ruu(0)

je pozitivne definitna (vid rovnicu (3.28)).

Ak je signal u(t) ergodicky, potom je matica R, (n) jeho kovarianénou maticou.

Rad n niektorych vybranych vstupnych signalov

Ak uvazujeme u(t) ako biely sum s nulovou strednou hodnotou a rozptylom o2, potom
R.(n) = %I, ktord je vzdy pozitivne definitnd. V tomto pripade teda plati, ze biely
sum je IV Iubovolného radu.

Ak u(t) je skokova funkcia hodnoty o, potom plati R,,(7) = o2 pre Iubovolné 7.
R, (n) je teda pozitivne definitna len v pripade, ze n = 1.

Podobne sa dé ukdzat, ze pre impulzni funkciu je R, (n) vZdy nulovd a teda impulz
nie je IV ziadneho radu.

Ak u(t) je suma sinusov

u(t) = Z a; sin(w;t + ¢;) (1.16)

Jj=1

potom sa da ukazat, IV radu m.

Signal u(t) generovany ako PRBS s n registrami, ktory ma periédu opakovania 2" — 1
je IV rddu 2™ — 1.

Ak pouzivame pre identifikdciu nejakého systému urcity signél, potom je dolezité za-
rucit, aby bol jeho rad IV bol minimdlne rovnaky, ako pocet identifikovanych parametrov.
V opa¢nom pripade sa moze stat, ze parametre modelu nebudd odhadnuté spravne. Av-
sak, tato podmienka plati iba pre procesy s pritomnostou Sumov. V opacnom pripade nie
je koncept IV aplikovatelny. Z toho vyplyva, ze identifikacia deterministickych modelov z
prechodovej charakteristiky je mozna, ale pouzitie statistickych metéd najmensich stvor-
cov pre ten isty vstupny signal prinesie nespravne vysledky. Dévodom je, ze nezasumené
systémy su identifikovatelné aj z kone¢ného poctu dat (N < oo), kym koncept IV sa tyka
vlastnost{ pre (N — o).
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Kapitola 2

Deterministické metédy

Tato kapitola je venovana metdédam, pri ktorych predpokladédme, ze vstupna velic¢ina je
deterministickd, ¢ize neuvazujeme pdsobenie ndhodnych veli¢in na systém.
Medzi uzitocéné deterministické signaly patria:

e jednotkovy skok
e harmonicky signal
e vSeobecny deterministicky signal

Nevyhodou vsetkych uvedenych signalov je, ze vyzaduju aktivny experiment, ktory
je nutné uskutocnit mimo beznej prevadzky. Na druhej strane, pretoze vsetky metddy
st jednoducho realizovatelné, nestriacaji ani dnes na vyzname a slizia najmé pri prvot-
nej identifikdcii na ziskanie orienta¢nych charakteristik skiimaného systému (zosilnenie,
¢asové konstanty).

2.1 Spracovanie prechodovej charakteristiky

Najcastejsie pouzivanym vstupnym signalom je skokovd zmena jednej zo vstupnych veli-
¢in pri zachovani ostatnych vstupnych velicin konstantnych. Pred uskutoc¢nenim skokovej
zmeny je nutné, aby bol skiimany systém v ustdlenom stave. Casovy priebeh vystupnej
veli¢iny je prechodova charakteristika.

Takto ziskany priebeh je ale eSte nutné upravit. V prvom kroku sa prechodova cha-
rakteristika postuva, aby pociato¢na hodnota vystupu bola v nule. V druhom kroku sa
charakteristika normalizuje vzhladom k velkosti skoku vstupnej velic¢iny.

KedZe skiimany systém moéze vo vSeobecnosti byt nelinearny, je nutné vykonat nie-
kolko skokovych zmien rozlicnych velkosti a znamienok. Po od¢itani pociato¢nej hodnoty
vystupu od nameranych hodndt jednotlivych prechodovych charakteristik (posun) mo-
zeme druhy krok vynechat a pouzit vyhodnocovaci vzorec v tvare

N
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(Auk)2

~

Yi =

ol
MZH
N
—
o
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kde i je i-ty bod prechodovej charakteristiky,
k - k-te meranie, k=1,...,N,
Auyp, - skokovd zmena vstupu pri k-tom merani,
Yik - hodnota vystupu pri k-tom merani v i-tom intervale,
Ui - vyslednd hodnota PCH v ¢ase t = iAt, kde At je peridéda vzorko-
vania

Vztah (2.1) na ziskame zéklade minimalizdcie Stvorcov odchyliek medzi jednotlivymi
nameranymi bodmi y;; a predpokladanou teoretickou hodnotou g;. Pre bod ¢ plati

N

H;IH Ji = Z (Aurgi — yir)” (2.2)
‘ k=1

V minime je parcidlna derivacia J; podla ¢; rovna nule

0J;

N
37337; = Z 2Auy, (Auk@i - l/ik:) =0 (2'3)

k=1

z ¢oho priamo vyplyva rovnica (2.1).

2.1.1 Systém 1. radu
Uvazujme ndhradu modelu systému prenosom prvého radu

K _p
= e
Ts+1

F(s) (2.4)
kde K je zosilnenie, T' ¢asova konstanta a D dopravné oneskorenie systému, ktoré potre-
bujeme urcit. Casova forma tejto rovnice pre vystup y(t) sa da ziskat pomocou spétnej
Laplaceovej transformacie a je dand vztahom

0 t<D
y(t) = { K(1-e5%) 12D (2:3)

Zosilnenie systému je dané ako hodnota prechodovej charakteristiky v nekoneéne K =
y(oo) ak skok na vstupe mé jednotkovi velkost (obr. 2.1). Uvazujme, Ze pozname dva
body 1,41 a te,y2 na prechodovej charakteristike. Z rovnice (2.5) vyplyva

t1—D
po= K(1-e ) (2.6)
to—D
ya = K(l—e_ T ) (2.7)
Zlogaritmovanim tychto rovnic a ich néslednou tpravou dostaneme vysledné vztahy
to — 1
T o= 2L (2.8)
In =4
K—ys>
tox —t In £
p = 221 - K (2.9)
x—1 In 7Ky2

Uvazujme napriklad odéitanie hodndt v hodnotach vystupu 33% a 70%. Potom plati
y1/K =0.33 a yo/ K = 0.7, takze z predoslych rovnic ziskame zjednodusené vzorce:

T =1.245(tg.r — to.s3), D = 1.498t0.35 — 0.498t0.7 (2.10)
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Y2

U1

D ty to t

Obr. 2.1: PCH systému 1. radu.

Hodnota T sa dé taktiez priblizne odc¢itat z prechodovej charakteristiky, ako je to
naznacené na obr. 2.1, pripadne ako ¢as, za ktory dosiahne vystupna velic¢ina 63% svojej
ustalenej hodnoty.

Inou metédou, ako ziskat hodnoty casovej konstanty a dopravného oneskorenia, je
uvazovat logaritmus prechodovej funkcie

% 1= (2.11)
D
In (1—%) =—%+? (2.12)

Ak teda prelozime priamku bodmi funkcie (2.12), jej prieseénik s ¢asovou osou udava
hodnotu dopravného oneskorenia a priesecnik v ¢ase t = 0 definuje pomer D/T. Pre
vypocet priamky sa obyc¢ajne pouziva metéda najmensich stvorcov.

Kedze argument logaritmu musi byt kladny, je tato metdéda limitovana iba pre cast
prechodovej charakteristiky, kde plati y(t) < K.

2.1.2 Systém 2. radu
Aperiodicky systém

Dve rovnaké ¢asové konstanty Uvazujme ndhradu modelu systému prenosom dru-
hého radu s rovnakymi casovymi konstantami

K —Ds

F(s) = me

(2.13)

kde K je zosilnenie, T' ¢asova konstanta a D dopravné oneskorenie. Rovnicu prechodovej
charakteristiky ziskame pomocou spéatnej Laplaceovej transformécie

y(t) = K (1 e (1 + t_TD>) (2.14)

Zosilnenie systému je dané podobne ako v predchddzajicom pripade ako hodnota
prechodovej charakteristiky v nekoneéne K = y(o0).
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Pre vypocet ¢asovej konstanty a dopravného oneskorenia pouzijeme postup analogicky
ako v predoslom pripade vedtci k rovnici (2.10). Zavedme si normalizovany ¢as t,, dany
ako

by = ——— (2.15)

pomocou ktorého bude normalizovand rovnica (2.14) v tvare

y(t) _ —tn
L=l (L) (2.16)

Uvazujme napriklad odéitanie hodndt v hodnotach vystupu 33% a 70%. Potom plati
y1/K = 0.33 a y2/K = 0.7. Predosli rovnicu nie je mozné riesit analyticky, ale iba
numericky a ziskame

tp1 = 1.1796, t,2 = 2.4392 (2.17)
Z rovnice (2.15) potom dostaneme

T =0.7939(to.7 — toss), D = 1.9365¢0.53 — 0.9365¢ 7 (2.18)

Nerovnaké c¢asové konstanty Uvazujme nahradu modelu systému prenosom druhého
radu s rozdielnymi ¢asovymi konStantami

K
(Tl.S —+ 1)(T28 —+ 1)

F(s) = (2.19)

kde K je zosilnenie, T, Ty ¢asové konstanty, ktoré potrebujeme urcit. Casova forma tejto
rovnice pre vstup U(s) = 1/s je vystup y(t) a d4 sa ziskat pomocou spitnej Laplaceovej
transformacie ako

I T N B
y(t)—K(l -5 1+T17T26 2) (2.20)

Zosilnenie systému je dané podobne ako v predchddzajicom pripade ako hodnota
prechodovej charakteristiky v nekonecéne K = y(o0).

Uvazujme, ze sme odmerali pomocou prechodovej charakteristiky cas prietahu T,
a ¢as nabehu T, (obr 2.2). Ulohou je na zéklade tychto dvoch ¢asov odvodit vztahy
umoznujice ziskat hodnoty casovych konstant. Budu néas zaujimat nasledovné zavislosti:
ak Ty /Ty = k, potom T,,/T,, = f1(k), T,,/Th = f2(k), z ktorych sa daji ziskat T, T5.

Pri odvodeni vyuzijeme nasledovné tvrdenia:

1. Doty¢nica prechodovej charakteristiky v inflexnom bode [t;, ;] je dand rovnicou
p:y=a-+bt,

2. Priamka p prechddza bodmi [T, 0], [T, + T, K], [t:,y:] a plati b = K/T,, a a =
_Tub7

3. Smernica priamky je dand ako b = y(¢;),

4. §(t;) =0 (inflexny bod).
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K
Yi
t;
Obr. 2.2: PCH aperiodického systému 2. radu.
Pre prvi a druhi deriviciu sa daji z (2.20) odvodit vztahy
K _t _t
0 = g (e e Tz) (2.21)
K 1 1 _
y(t) = ——e T1 + —e T 2.22
i = g~ T e ) (2.22)
Cas t; je mozné ziskat na zdklade tvrdenia 4 a rovnice (2.22) ako
T: T
=12 22 (2.23)
=Ty T
Pomocou tvrdenia 3 vypocitame hodnotu smernice b priamky p
b o= g(t:) (2.24)
_Ta _T
K (T,\T- K (T,\7i-T
A L D (2.25)
T\ Ty T, \Ty
Hodnota T, sa da urcit pomocou tvrdenia 2 ako
_T2 _T
K Ty T2-T1 Ty T2-T1
T,=—=T(— lebo =T5 [ = 2.26
b 1 <T1> alebo b <T1> (2.26)
Na zaver je mozné vypocitat hodnotu 7;, z tvrdenia 2
a y; — bt Yi
T, = ——=-— =t; — =— 2.27
b b b (2.27)
1
— = =Ty, (2.28)

K
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Upravou tohto vztahu dostaneme

T, . T
2 M2 T4+ Ty (2.29)

T, =ti— Ty +T) + Ty =
thth=o—p iy

Definujme si pomer ¢asovych konstdnt ako k = T /T}. Z rovnic (2.26), (2.29) potom
vyplyva

1
FRT Lk + ik | -1

= fi(k) = (2.30)

T,
Ty
v p) =k (2:31)
Ty
Zavislosti f1(k), f2(k) sa daji spracovat vo forme tabulky alebo diagramu. Niektoré z hod-
not st uvedené v nasledujucej tabulke:

k f2(k)  fi(k)

0.05 1.171 31.737

0.10 1.292 20.088

0.20 1.495 13.974

0.40 1.842 10.910

0.80 2.441 9.720

0.90 2.581 9.665

0.95 2.650 9.653

0.99 2.705 9.649

1.05 2.786 9.652

1.10 2.853 9.662

1.30 3.117 9.748

2.00 4.000 10.355
Postup pri urcovani casovych konstant je potom nasledujici:

1. Nakresli sa PCH, zistia sa hodnoty konstant T,,, T}, a vypocita sa ich podiel T, /T,, =
fi(k),

2. Pomocou tabulky alebo grafu so zdvislostami f;(k) sa od¢ita pre dané f; (k) hodnota
k,

3. Pre dané k sa zisti hodnota f>(k) a odhad ¢asovej konstanty Ty = T,/ f2(k),
4. Hodnota casovej konstanty Tb sa vypocita podla vztahu Tb = k T7.

Poznamenavame, ze ak hodnota f; od¢itand z prechodovej charakteristiky je mensia
ako 9.65, potom nie je mozné aproximovat chovanie systému prenosom druhého radu
s nerovnakymi casovymi konstantami.

V tejto metdde nie je mozné urcit dopravné oneskorenie. Toto je mozné odhadovat na
zaklade ¢asu od uskutocnenia skokovej zmeny do pociatku zmeny vystupnej veli¢iny. Iny
sposob, ktory zahfia aj odhad dopravného oneskorenia, je popisany v Svec a kol. (1975).

Priklad 2.1 Z nameranej prechodovej charakteristiky systému boli odc¢itané hodnoty
T, = 2s, T,, = 23s. Z toho vyplyva f1 = 11.5,k = 0.33 (alebo k£ = 3.0). Z tabulky
interpolujeme hodnotu fo = 1.7 a hodnoty ¢asovych konstant 77 = 13.5s, Ts = 4.4s.
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4 h t

Obr. 2.3: PCH periodického systému 2. radu.

Kmitavy systém

V pripade, ze prechodovéa charakteristika skiimaného procesu vykazuje kmitavy charakter
(obr. 2.3), nie je mozné pouzit predosli metdédu. V tomto pripade sa dd skusit aproximécia
objektu vlastnym systémom druhého rdadu s prenosom v tvare

K _ Kuw?
T2s2 +2T€s+ 1 82+ 2wpés + wi

F(s) = (2.32)

Ulohou je pre dané body [t1,y1], [t2,y2] a ustdlent hodnotu y(co) uréit hodnoty zo-
silnenia K, vlastnej frekvencie wy, ¢asovej konstanty 7= 1/wq a tlmenia &. Pri odvodeni
vyuzijeme fakt, ze derivicia prechodovej charakteristiky v bodoch ¢; (lokélne extrémy)
je nulova.

Zosilnenie systému je dané podobne ako v predchédzajucich pripadoch ako hodnota
prechodovej charakteristiky v nekoneéne K = y(o0).

Na tomto mieste tiez uvedieme odvodenie rovnice prechodovej charakteristiky. Rov-
nica PCH v Laplaceovej transformacii je v tvare

Kw?
(8% + 2wols + wd)

(2.33)

Vyuzijeme metdédu rozkladu daného zlomku na parcialne zlomky a porovname ich koefi-
cienty

Kuw? A B
Y(s) = ! =K LCQ (2.34)
(52 4 2wps + w?) s 824 2woés + w;
1 s + 2€wg
= - — 2.35
s 824 2weé + wo} (2:35)
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Druhy ¢len na pravej strane sa da upravit na stcet obrazov tlmenych trigonometrickych
funkcii pomocou doplnenia menovatela na tplny Stvorec

5+ 2€wg B s+ 2&wg (2.36)
s2 + 2woés +wg (5 +wof)? + wi — wie? ’
s + wo §wo (2.37)

(5wl +3(1—€) (s +wnf) +wa(l—&2)

s+ Ewy 13 wo P
P = \/1 — &2 2.38
(s +woé)2+wiP? P (s+wo&)?+wiP?’ ¢ (2.38)

Dosadenim do (2.35) dostaneme

1 s+ Ewp ¢ woP
Y(s) =K |- — - = 2.39
(s) s (st wef)?+wiP? P (s+woé)?+wiP? (2.39)

Spatnou Laplaceovou transformaciou vyuzitim nasledovnych vztahov

t w

6_‘1 sin wt = m (2.40)
—at _ s+a
€ coswt = m (241)

ziskame Casovy priebeh y(t)
1
y(t) = K [1 — Fe_fw(’t (P cos(woPt) + fsin(woPt))} (2.42)

Cleny v okriihlych zatvorkich sa daji upravit pomocou sictového vzorca sin(a + 7).
V nasom pripade plati a = woPt, & = cosT, P = sin 7. Plati

1
y(t) =K {1 — F@fg‘*’ot sin(wo Pt + 7-)} ;7 = arccos £ (2.43)

Derivovanim y(t) podla ¢asu dostaneme
y(t) = K%e‘g“’ot [¢sin(wo Pt + 7) — P cos(wo Pt + 7)] (2.44)
_ K%e‘f‘”ot sin(wo Pt) (2.45)
kde bol opét vyuzity suétovy vzorec sin(a— 7). V bodoch lokélnych extrémov musi platit

k
(tr) = 0 <= sin(woPty) = 0 = t), = —— (2.46)
WOP

Dosadenim t;, do rovnice vystupu (2.43) dostaneme

y(ty) = K [1 — %6_%’“”6 sin(km + T):| (2.47)

K [1 —(~1)* (eé’ffﬂ (2.48)
= K(1—(-1)*M*), M=e7"¢ (2.49)

Postup ziskavania nezndmych parametrov je potom nasledovny:
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Dl Tu

1
e(T,
Yi
t;
B Tus N Tn N t
Obr. 2.4: PCH systému vyssieho radu.
L. K = y(c0),

2. y1 = K(1+M),yo = K(1 - M?) = M = =¥z

Y1

— e~ F7E —|—_InM — —e2
3. M=e 7™ = ¢ ‘ EeN RSV , P=+y1-¢
_ _ 2 _ _

4. t1 = w;rp,tg = ngrP = Wy = (t2:;1)P’T_ ]./OJO.

2.1.3 Systém vyssieho radu
Strejcova metéda
Uvazujme ndhradu modelu systému prenosom n-tého radu

K —Ds

F(s) = me

(2.50)
kde K je zosilnenie, T' ¢asova konstanta, D dopravné oneskorenie systému a n rad sys-
tému, ktoré potrebujeme urcit.

Sktiimajme vlastnosti normovanej PCH pre pripad D = 0 v tvare (obr. 2.4)

1

PO =TT

(2.51)

Postup odvodenia je rovnaky ako pre pripad aperiodického systému 2. radu. Casova,
forma normovanej PCH pre vystup y(t) sa dé ziskat pomocou spitnej Laplaceovej trans-
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formaécie a je dand vztahom

yt) =1—e 7 ni % (;)k (2.52)

k=0
Vypocitame prvi a druhu derivaciu y
1

i) = —— " lem7 2.
R e (2:53)
1 [ 2 1ot .

j(t) = — - = T 2.54

i) Tn [(n?)! T(nl)!]e ’ (2:54)
V inflexnom bode plati §(¢;) =0

ti=T(n—1) (2.55)
Prva derivacia v case t; je

. (n=1""

)= L") —n 9.56

y(ti) Tm=1) (2.56)
7Z obrazku je zrejmé, ze plati g(t;) = 1/T, a teda

T (n—1)"!

T, (n—1)!

Vidime, zZe tato funkcia je len funkciou n.
Podobnymi tpravami ako pre systému 2. radu sa d4 odvodit vztah medzi T,, a T},

% _(n-D) lH + ; %(n —DF[ —1=f(n) (2.58)

Této funkcia je opét iba funkciou n.

Na zaklade rozlicnych hodndt n mézeme zostrojit nasledujicu tabulku:
n ‘ 1 2 3 4 5 6
f(n) | 0.000 0.104 0.218 0.319 0.410 0.493

g(n) | 1.000 0.368 0.271 0.224 0.195 0.161
Postup pri identifikécii je nasledovny:
1. Z nameranej PCH urcit hodnoty K = y(c0), Tyus, T,
2. Uréit podiel fs = Tys/Thn,
3. V tabulke vybrat rad systému ng tak, aby platilo
f(no) < fs < fno + 1),

4. Dopravné oneskorenie D sa urci ako rozdiel medzi skutoénym a fiktivnym c¢asom
nabehu 75,

D= [fs - f(nO)]Tn
pretoze plati T,, = T), f(n),

5. Casové konstanta T sa uréi pomocou hodnét z riadku funkcie g(n) pre prislusné
ng. Odcita sa g(ng) a T sa uréi ako
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Broidova metéda

Predpoklad zhody vsetkych casovych konstant nemusi byt vzdy splneny. Broida zaviedol
prenos

_ K est
n T
Hk:1(E$ +1)

Analogicky ako pri Strejcovej metdde boli odvodené funkcie f(n),g(n), ktorych hodnoty
udava nasledujica tabulka

n |1 2 3 4 5 6

f(n) | 0.000 0.096 0.192 0.268 0.331 0.385

g(n) | 1.000 0.500 0.440 0.420 0.410 0.400

F(s) (2.59)

Postup pri identifikacii je rovnaky ako pri Strejcovej metode.

Hudzovicova metéda
K dalsiemu zovSeobecneniu prenosu vyssieho radu zaviedol Hudzovi¢ (1986) prenos

F(s) = K ¢~ Ds (2.60)

n—1 T
H (1 + Ms)

=0 n—1

Identifikované parametre st { K, T,n,r, D} a 0 < r < 1. Parameter r sa nazyva parameter
rozloZenia ¢asovych konstant. Plati

0 <r= Tmax - Tmin <1 (261)

Tmax

Pre jeho rozli¢né hodnoty mozno dostat Strejcov (r = 0) a Broidov (r = frl — nn) tvar.
Kedze pocet identifikovanych parametrov sa zvysil o jeden, je potrebné zvacsit aj pocet
nameranych udajov. Ako vhodna sa ukazala hodnota rozdielu doplnku normovanej PCH
od ustaleného stavu (obr 2.4) v ¢ase T, + T;, = T}, dand ako e,(T},) =1 — y(T}).

K identifikdcii sa pouzivaju nomogramy (vid obr. 2.5). Postup je nasledovny: Obvyk-
lym sp6sobom urcime zosilnenie K. Potom prechodovi charakteristiku normujeme tak,
aby sa vystup zo systému blizil k jednotke. Z normovanej PCH uréime pomer fs = T, /T,
a doplnok e(T},). V dolnej ¢asti grafu uréime priesecnik tychto udajov, ktory udéva pra-
covny bod P(n,r). Kedze vo vSeobecnosti nebude tomuto bodu zodpovedat celo¢iselnd
hodnota n, presunieme sa do nového pracovného bodu P(ng, 7o), pricom sa presivame
k nizsim hodnotam f, pri zachovani konstantného e.

Novym pracovnym bodom P(ng,rg) je teda uréeny rdd systému ng, parameter roz-
lozenia Casovych konstant ro a modifikovand hodnota funkcie fs(ng,70). Na jej zaklade
uré¢ime podobne ako pri Strejcovej metéde hodnotu dopravného oneskorenia vztahom

D = [fs(n,7) = fs(no,70)] T (2.62)

Casovii konstantu 7' uréime na zaklade horného grafu, kde pre dané ny odéitame
pomer T'/T,, a vypocitame T

Priklad 2.2 Z nameranej prechodovej charakteristiky boli od¢itané nasledovné hodnoty:
K =1,T, =21.2s, T, = 3.3s, e(T},) = 24%. Z nich bol vypoéitany pomer T, /T,, = 0.16.
Z dolnej ¢asti obr. 2.5 boli odéitané hodnoty ng = 3, rg = 0.88, fs(ng,r9) = 0.135. Na
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dzovié (1986))
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zéklade vztahu (2.62) sa uréilo oneskorenie D = 0.53s. Nakoniec z hornej Casti grafu sa
od¢ital pomer T'/T,, = 0.07 a vypocitala hodnota ¢asovej konstanty 7' = 1.48s. Vysledny
prenos je teda v tvare
1
F(s) = e 0538 2.63
(5) (1+Ts)(1+1%/28)(1+1—is) (2.63)

1 14
F _ —0.53s 2.64
() (1+ 1.485)(1 + 2.64s)(1 + 12.335) " (264)

Thal-Larsenova metéda

Slizi na identifikdciu parametrov prenosu 3. radu

K —Ds

F(s) = e 2.65
(=) (Ths +1)(Tos +1)(T3s + 1) (2.65)
kde casové konstanty st viazané vztahom

Identifikované parametre st {K, D, Ty, u}. Metéda vyuziva odéitanie hodnot ¢1¢, tao, tso,
t.j. casov, ked PCH dosiahne 10, 40, 80% svojej ustalenej hodnoty. Na urcenie parametrov
slizia vypracované diagramy (Unbehauen a Rao, 1987).

Salamonova metdéda

Sluzi k identifikacii parametrov prenosu

K
(Ts+ 1)1 (mTs+1)’

F(s) = kde 0 <m < 1 (2.67)
Dopravné oneskorenie treba eliminovat pred zacatim postupu. K identifikacii parametrov
{K,T,n,m} sa pouzivaji semilogaritmické PCH diagramy (Hudzovi¢, 1986).

Iteracna metéda odhadu prenosu

V doteraz uvedenych metédach odhadu prenosu z prechodovej charakteristiky stacilo
odmerat len zopar udajov. Preto boli vhodné na ru¢né spracovanie. Existuja aj me-
tody, ktoré st vhodné na pocitacové spracovanie. Vyberieme jednu, ktord sa snazi mi-
nimalizovat plochu odchylky medzi skuto¢nou a vypocitanou prechodovou charakteristi-
kou (Moncman et al., 1972).

Uvazujme normalizovany prenos v tvare

1
F(s) = ——— 2.68
®) = G (2.68)

a predpokladajme, ze vystup systému je y(t).
Zvolme si ndhradny prenos

A 1
F(s)= ——— 2.69
() (1+ Tos)™ (2.69)

ktorého vystupni veli¢inu oznacime ako z(t). Definujme si odchylku e(¢) medzi aktudl-
nym a vypocitanym vystupom zo systému v tvare (obr. 2.6)

e(t) = zo(t) — y(t) (2.70)
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Zo, Y

Obr. 2.6: Priebeh prechodovych charakteristik.

Zvolme si koncovy cas T),,, ked je uz PCH ustélend a vypocitajme integral odchylky e(t)
ako

T
P= / e(t)dt = AgTyn (2.71)
0

Pomocou druhej rovnosti mézeme vypoéitat vysku obdlznika Ag, ktorého plocha je rov-
naka ako P.
Jednou z moznosti, ako teraz vylepsit odhad z¢(t), je

l‘l(t) = xo(t) — AO (272)
ktory zodpovedd prenosu

- 1

F6) = T e (2.73)

Potom plati

1 _ 1 s
(1 + Tls)” N (1 + T()S)" B AO(l — e ) (274)

Rozvojom tejto rovnice do Taylorovho radu a uvazujtic iba linedrne cleny dostaneme
vztah pre iterdciu casovej konstanty

1
Ti=To+ AT (2.75)

Tento rekurentny vztah mézeme zovseobecnit ako

P;
Limn=T+— (2.76)
a opakujeme ho dovtedy, kym hodnota integralu P; neklesne pod vopred stanovenii hod-

notu.
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Kritériom pre odhad radu n je korelaény koeficient medzi x;,y definovany vztahom

1 Tm

Tento vypocitame pre rozlicné hodnoty n a vyberieme z nich najlepsiu.
Cely postup sa da napisat nasledovne:

1. Zvolme sin = 1, pociatocnt hodnotu casovej konstanty Tj, toleranciu «, dostatocnii
dlzku prechodovej charakteristiky 7}, a maximalny pocet iteracii I,,,. Nastavme
pocitadlo iteracii na 7 = 0.

2. Vypocitajme trajektériu z;(t) a hodnotu integrélu P; z (2.71).

3. Ak |P'| < a potom je T]" riesenim pre dané n a vypocitame R}, podla (2.77).
4. Ak |P]'| > o a i < I, potom vypocitajme T} |, i := i+ 1 a vrafme sa na bod 2
5. Ak |P'| > a ai > I, potom vypocitame R}, podla (2.77).

vynulujeme pocitadlo i = 0 a vratime sa na bod 2.
7. Ak R}, > R7.! potom je T/~ " optimalna pre rad n — 1.

V Moncman et al. (1972) st uvedené aj iterané postupy pre prenosy v tvare

1 —Ds
F(s) = T Ta” = (2.78)
1
F(s) = AT T T 779’ 0<k<l. (2.79)

2.1.4 Systémy s integra¢nou ¢innostou
Jednoduchy integrator

Uvazujme ndhradu modelu systému prenosom jednoduchého integratora
F(s)=— (2.80)

kde K je zosilnenie, ktoré potrebujeme urcit. Casové forma tejto rovnice pre vystup y(t)
sa dé ziskat pomocou spétnej Laplaceovej transformécie a je dana vztahom

y(t) = Kt (2.81)
Smernica prechodovej charakteristiky je dand ako
y(t) =K (2.82)

takze K je hodnota prirastku PCH za jednu sekundu pre jednotkovy skok na vstupe
(obr. 2.7).
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Obr. 2.7: PCH jednoduchého integratora.

Systém obsahujici integrator
Uvazujme ndhradu modelu systému prenosom n-tého radu a s integra¢nou ¢innostou

K

B = e

(2.83)

kde K je zosilnenie a T' ¢asova konstanta, ktoré potrebujeme urcit.
V case idicom do nekonecna mé prechodovd charakteristika nasledovné vlastnosti
(obr. 2.8):

e smernica prechodovej charakteristiky ma sklon

lim ¢(t) = lim s?Y (s) = K (2.84)
s—0

t—o0

Hodnotu K teda urcime ako u jednoduchého integratora zo smernice asymptoty
prechodovej charakteristiky pre t — oo.

e prechodovi charakteristiku mézeme aproximovat priamkou

lim y(t) = K(t —tg) (2.85)

t—o0

Pre jednotlivé rady st prechodové funkcie v nasledovnom tvare

n=1:yt)=K (—T +t+ Te_t/T) (2.86)

n=2:y(t)=K (—2T bt 2Te T 4 te_t/T> (2.87)
t2

n=3:ylt)=K (—3T +t+3Te™ T 4 2te™ /T 4 QTet/T) (2.88)
t2 t3

n=4:ylt)=K (—4T +t+4Te T 4 3te /T + fe*t/T + 6T2et/T> (2.89)
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Yo

to

Obr. 2.8: PCH systému s integratorom.

Pre cas ty plati vo vSeobecnosti
to =nT

Hodnota yo = y(to) je teda dand ako
n=1:yy=Ktoe "
n=2:yy=2Ktge >

n=3:yy= 4.5Ktge™3

n=4:yy= %Ktoe*4
Na zaklade tychto idajov je postup pri identifikacii nasledovny:
1. Zo smernice asymptoty ur¢ime K

2. Odcitame t( ako cas, v ktorom pretina asymptota os x

3. Odcitame z prechodovej charakteristiky yy a vypocitame parameter

Yo
B=—-—
Kty

4. Uréime rad systému z tabulky:

n| 1 2 3 4
B 0368 0271 0224 0.195

41

(2.90)

(2.95)

Ak rad systému nie je mozné urcit presne, odc¢itame od ty ¢ast ako dopravné one-

skorenie podobne ako v Strejcovej metdde.

5. Vypocitame casovu konstantu

T=2
n

(2.96)
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2.1.5 Systémy s derivacnou ¢innostou

Uvazujme ndhradu modelu systému prenosom n-tého radu a s deriva¢nou ¢innostou

Ks
Fls)= ———— 2.
)= Tt (2.97)
Integréal prechodovej funkcie je dany ako
1 K
F = F(s)- = —— 2.
19 = F(5); = Gy (295)

Vidime, ze tento integral je standardnou prenosovou funkciou aproximovatelnou Strej-
covou metédou. Tomuto prenosu zodpoveda prechodova funkcia v Laplaceovom obraze

Y[(S) :F‘[(S)1 = K !

s (Ts+1)ns (2.99)

Ak teda numericky zintegrujeme ziskani prechodovt charakteristiku, mozeme postupovat
predoslymi metodami.

2.2 Vseobecny signal

V pripade, ze uskutocnenie aktivneho experimentu je obtiazne alebo nerealizovatelné,
mozeme pouzit metddy vyuzivajice vSeobecny deterministicky signal. Na zdklade name-
ranej vstupnej a vystupnej veli¢iny ur¢ime vlastnosti skiimaného systému.

V dalsom uvedieme metédu konvoluéného integralu, ktora ziskava impulznt charak-
teristiku systému. Jej integraciou sa da ziskat prechodova charakteristika riesitelna me-
todami uz uvedenymi.

Druha metéda bola vypracovana Strejcom a spociva v postupnej integracii vstupne;j
a vystupnej veliciny za tucelom ziskania parametrov prenosu.

Na zéver uviddzame Astrémovu metédu v uzavretom regulaénom obvode, ktord vy-
uziva dvojhladinovy pravouhly vstupny signal.

2.2.1 Metbéda konvolucného integralu

Vystupni veli¢inu je pre linedrny dynamicky (spojity) systém mozné vyjadrit pomocou
konvoluéného (Duhamelovho) integrélu

y(t) = / h(r)ut — )dr (2.100)

kde u(t) je vstupnd a y(t) vystupnd veli¢ina. h(7) je impulznd funkcia (odozva systému
na Diracov impulz). Metéda konvoluéného integralu riesi numericky tento integrél tak,
ze vysledkom je diskrétna impulzna charakteristika. Jednd sa teda o neparametricku
metodu — neurcuju sa priamo parametre prenosu.

Integral nahradime kone¢nou sumou, pricom predpokladame, ze vstup do systému je
v jednej peridde vzorkovania konstantny

y(t) = i h(tj)u(t —1;)A1, Ar=7—Tj_1=A (2.101)

Jj=0
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Plati tiez t; = t;—1 + A. Oznac¢ime y(t;) = y(i). Pretoze argument v u musi byt vacsi
alebo rovny nule, pre 7, plati

ti—Tnzto—l—iA—(To—FnA):to—T0+(i—n)A (2102)

Pretoze tg, 79 mozu byt rovné nule, musi platit i —n > 0 a teda i > n. Ak i je postupne
i=n,n+1,...,2n, potomi=n-+k, k> 0.

Potom mézeme polozit ¢y = 7 a oznacit u(t; —7;) ako u(n+k—j). Podobne oznac¢ime
h(t;) = h(j), y(t;) = y(n + k) a rovnica (2.101) prejde do tvaru

n

y(n+k) =Y hGun+k-j)A, k=01,....n (2.103)
Po rozpise
y(n) = [hO0)u(n)+h(Du(n — 1)+ -+ h(n)u(0)]A
yin+1) = [h0)u(n+1)+ h(1)u(n) + -+ h(n)u(1)]A
| (2.104)
y@n) = [h(O)u(2n) + h(1)u(2n —1) + - + h(n)u(n)]A

Ak oznacime vektory a matice

y' = )y +1),...,y(2n)

hT = (h(0),h(1), ..., h(n))
u(n)1 un—1) ... u((l))
w@n)  w@n—1) ... un)

potom mozno sustavu rovnic (2.104) prepisat do tvaru y = UhA. Nezndmou je vektor
h, ktory vypocitame ako

h = Uﬁly/A (2.105)

pricom predpokladdme, ze matica U je regularna.

Meranie vstupov a vystupov je nasledovné: od ¢asu 0 do n—1 meriame iba u a potom
do ¢asu 2n meriame u aj y.

Tymto postupom ziskame impulznt charakteristiku a jej numerickou integraciou pre-
chodovt charakteristiku. T identifikujeme niektorou zo znamych metod.

Doporucené hodnoty pre A, n st

n > 15
nA > 1

kde t je Cas, za ktory sa impulznd charakteristika vrati na 1% zo svojej maximalnej
hodnoty.

V pripade, ze st namerané vystupy z procesu zatazené vyznamne Sumom, je lepsie
nameraf viac ako 2n dvojich tdajov a vysledny preurceny systém rovnic riesit v zmysle
metody najmensich Stvorcov.
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Uvazujme merania od ¢asu 0 do ¢asu 2n +m, m >0

y(n) = [h(0)u(n)+ h()u(n —1)+ -+ h(n)u(0)]A
y(n+1) = [A0)u(n+1)+h(1)u(n)+ -+ h(n)u(1)]A
y(2n) _ [h(0)u(2n) + h(1)u(2n — 1) + - - - 4+ h(n)u(n)]A
y(2n + m) _ [h(0)u(2n 4+ m) + h(D)u(2n+m — 1) + - - - + h(n)u(n + m)]A

(2.106)

Ak oznacime vektory a matice

yT' = (y(n),y(n+1),...,y(2n),...,y(2n +m)
rT = (h(0),h(1),...,h(n))
u(n) u(n —1) e u(0)
u(n+1) u(n) e u(1)
v = u(2n) u(2n —1) . u(n)
u(2n'+ m) ul2n+m—1) u(n—l—m)

potom mozno ststavu rovnic (2.106) vyriesit v zmysle met6dy najmensich Stvorcov (3.51)
ako

h=UTU)'UTY /A (2.107)

2.2.2 Metbdéda postupnej integracie

Predpokladame, ze sum posobiaci na systém je zanedbatelny. Identifikujeme koeficienty
diferencialnej rovnice

any™ () + an_1y™ V(@) + -+ ary(t) + aoy(t) = u(t) (2.108)

Vyhodnocujme tdaje na intervale 0 < ¢ < T'. Uvazujme, ze vstup a vystup si na zaciatku
a na konci intervalu ustalené, t.j.

u(07) = ul(T*) = 0,y (07) =y P(T*) =0, j >0 (2:109)

V prvom pripade predpokladdme, ze u(0) = w(T) a y(0) = y(T). Integrujeme rov-
nicu (2.108) od 0 do T*:

T T T T
an/ y<">(t)dt+~~+a1/ y(t)dt+ao/ y(t)dt:/ u(t)dt (2.110)
0 0 0 0
Plati, ze

| Lyt = 00| =y @) 0 =0 (2.111)
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a teda

T
ag = do_uB)dt (2.112)

i y(t)dt

Dalej rovnicu (2.108) integrujeme najskor od ¢ do T a potom od 0 do T. Postupne
dostaneme:

an /Ty(”)(t)dt—i—---—l—m /Tyf(t)dt+ao /Ty(t)dt=/Tu(t)dt (2.113)
T T T

an‘y("*l)(t)‘t +Fa |y(t)|tT+a0/ y(t)dt:/t u(t)dt (2.114)

—any™ 1)(t)—~--—a1y(t)+ao/ y(t)dt:/ u(t)dt (2.115)

an/OTy(”l)(t)dt - -~~a1/0Ty(t)dt+a0/OT/tT
/OT /tT u(t)d?t (2.116)

t)d*t —
0 — ag fo ft fo ft (2.117)
fo
Pre ay by sme dostali
1)d2t — (t)d3t t)d3t
= ai fo ft @o fO fft j;f +f0 ft ft (2.118)
0

Pre vyssie koeficienty sa metdéda nepouziva.
Druhy spdsob je mozny, ked uvazujeme, ze pociatoc¢ny a koneény stav nie sii rovnakeé,
t.j. w(0) # w(T) a y(0) # y(T'). Pre koeficient a¢ potom priamo plati
T) —u(0
4y = UL —u(0) (2.119)
y(T) — y(0)

Dalej zavedieme substitticiu x(t) = y(T) —y(t), v(t) = w(T) — u(t) a teda plati z(T") = 0,
2(0) = y(T') — y(0). Pre takto definované nové premenné sa rovnica (2.108) d4 prepisat
ako

an@™ (1) 4 an_12" V() + - - + ari(t) + aoz(t) = v(t) (2.120)

Integrovanim od 0 do T' dostaneme analogicky vyraz pre koeficient a;

T T
a0 J f;%ﬁ_ y(fg)”(t)dt (2.121)

Pre as by sme dostali

=i | [ [ ot [ [ st [ sal 2122)

a] =
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] h
! t

Obr. 2.9: Testovaci signal a odozva systému.

Druhy sposob je lepsi, pretoze je o jednu integraciu menej a zvysuje sa presnost
vypoctov.

Pre diferencidlnu rovnicu s pravou stranou je postup analogicky, ale ziska sa stuistava
algebraickych rovnic pre nezndme koeficienty.

Pre vycislenie hodnot integralov sa daju pouzit rozli¢né numerické integracné metody.

2.2.3 Autotuning

Astrom a Hagglung navrhli metédu odhadovania kritickej frekvencie a kritického zosilne-
nia pomocou identifikdcie neznameho procesu v uzavretom regulacnom obvode a nazvali
ju ATV (autotune variation). Princip met6dy je zndzorneny na obr 2.9.

Ako regulator je pouzity dvojpolohovy prepinac. Akéna veli¢ina u je zvySend o h nad
hodnotu riadenia v ustalenom stave. Ked riadenda veli¢ina y prejde ziadanou hodnotou,
riadenie je prepnuté na hodnotu h pod ustdlenou hodnotou. Ked prejde riadena velicina
opat ziadanou hodnotou, je riadenie prepnuté spéit na hodnotu A nad ustalenou hodnotou.
Prepinanie je uskutocnované, az kym sa kmitanie vystupnej veliciny stane pravidelnym
(¢o sa magnitidy a periddy tyka). Vtedy si reakciou systému vyniitené kmity. Periédou
vynutenych kmitov je kritickd periéda Py, prenosovej funkcie, ktorda vyjadruje zavislost
medzi riadenou veli¢inou y a riadiacou veli¢inou u. Takze kritickd frekvencia je

2

W = —
Py

(2.123)

a bezpecnost vo faze (1/kritické zosilnenie) tej istej prenosovej funkcie je (¢o vyplyva z
tedrie harmonickej rovnovdhy)

K, = 2h (2.124)

aTm



2.2. VSEOBECNY SIGNAL 47

kde h je zmena riadenia od ustaleného stavu a a je zmena vystupu od ustaleného stavu.
Tato metéda ma viacero vyhod oproti testom v otvorenom regulacnom obvode:

1. Nie je potrebna ziadna znalost o casovych konstantach systému. Jediny parameter,
ktory je nutné zadat, je vyska h, ktord sa obycajne voli 2-10% rozsahu akcnej
veliciny.

2. ATV je test v uzavretom regulacnom obvode a teda proces bude stédle v blizkosti
ziadanej hodnoty. To sp6sobi, ze proces bude pracovat priblizne v linearnej oblasti.

3. Ziska sa presna informécia v oblasti frekvencii, ktoré si dolezité.

Ako vysledky testu sa ziskaji hodnoty kritickej frekvencie wy, a kritického zosilnenia
K. Tieto vysledky mozu byt priamo pouzité na nastavovanie PID regulatora metédou
Ziegler-Nicholsa. Tiez je ale mozné vypocitat prenosova funkciu, ktord aproximuje spra-
vanie sa systému. Zakladom tohto pristupu je zvolit si jednoduché tvary prenosov a najst
ich parametre, ktoré budu vyhovovat ATV testu.

Dalsie parametre, ktoré st nutné vopred vediet, st zosilnenie systému K a dopravné
oneskorenie D. Zosilnenie sa dd vypocitat, ked sa vykona mald zmena riadiacej velic¢iny
od ustaleného stavu. Potom plati

K=Y="0 (2.125)
Uso — UQ

Treba vsak davat pozor, ak je proces silne nelinedarny, aby bola zmena akénej veli¢iny
velmi mald. Dopravné oneskorenie sa da od¢itat zo zaciatku ATV testu a je to cas, kedy

y zatne reagovat na zmenu v u.
Predpokladajme, ze chceme najst priblizny model procesu, ktory je jednym z nasle-

dujticich prenosovych funkcii:
K
F(s) = ————e¢ P n=123 2.126
() (T's+1)n ( )
K —Ds

F(s) = (T15+1)(T25+1)”6 ’ n=1,2 (2.127)

Nezndmymi v tychto prenosoch s ¢asové konstanty, pretoze K, D uz poznéme.
Z ATV testu pozname frekvenciu wy, uhol A a zosilnenie M pri tejto frekvencii.

1
= — = — ~1
A=-m M=o (2.128)

Najlepsi model a rad n sa urc¢ia vyberom toho prenosu, ktory bude najlepsie vyhovovat
nasledovnym rovniciam, ktoré boli ziskané z amplitidy a fizy(argumentu) komplexného
cisla.

e Model 1 - jedna ¢asovd konStanta: F(s) = %_He_DS
1 [(K\?
T = — — ] -1 2.129
) (2.129)
1
T = ——tan(A+ wD) (2.130)

Wk
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e Model 2 - dve rovnaké ¢asové konstanty: F'(s) = ﬁe*Ds
1 K
T = — — =1 2.131
/G (2.131)
1 A D
T = — tan (“"’“) (2.132)
Wi 2

Model 3 - tri rovnaké ¢asové konstanty: F(s) = ﬁe‘D 5

1 K\?
T = — — -1 2.133
() (2.13)
1 A D
T = — tan (“”“) (2.134)
WE 3
e Model 4 - dve nerovnaké ¢asové konstanty: F'(s) = mgd} s
K
M = (2.135)
V1 (WeTh)2 /1 + (wpTo)?
A = —wiD + arctan(—wiT1) + arctan(—w;T3) (2.136)
e Model 5 - jedna jednoducha a jedna dvojita casova konstanta:
F(s) = mr—ri——me D3
(T15+1)(T25+1)2
K
M = (2.137)
1+ (wkT1)2[1 + (wkTg)z]
A = —wpD + arctan(—wiT1) + 2 arctan(—wyTs) (2.138)

Na overenie, ¢i Model 1 vyhovuje nameranym tdajom, sa vypocita hodnota T' z rov-
nic (2.129), (2.130). Ak st tieto hodnoty priblizne rovnaké, tak Model 1 vyhovuje dobre
udajom. Podobne sa daji testovat aj Modely 2,3. Ak vyhovuje viacero modelov, tak je
najlepsie pouzit ten najjednoduchsi. Poznamenavame, ze ak je D = 0, potom musi byt
pouzity model tretieho radu.

Modely 4,5 st obtiaznejsie na pouzitie. Obe rovnice sa musia riesit itera¢ne, pricom
ziskanie riesenia nie je zarucené.

Priklad 2.3 Predpokladajme, ze K = 34.16, D = 0.3, M = 0.198, A = —7, wy = 0.542.
Model 1 : T = 318.3,T = —0.303 (nie - model nevyhovuje)
Model 2 : T = 24.16,T = 22.64 (4no - model vyhovuje)
Model 3 : T =10.10,T = 2.83 (nie)
Model 4 : Ty = 16.98, T, = 34.33 (dno)
Model 5 : Ty = 186.2, T» = 1.554 (4no)
Napriklad Model 4 je

4.1
F(S) _ 3 6 —0.3s

(16.98s + 1)(34.335 + 1)
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2.3 Frekvencna analyza

Frekvenénti charakteristiku skimaného systému ziskame, ak na jeho vstup pripojime
zdroj harmonickych kmitov. Pre rozdielne frekvencie takto ziskame po nevyhnutnom
prechodovom ¢ase pomer amplitid vystupného a vstupného signalu ako aj fazovy posun
medzi nimi. Kazda dvojica urcuje jeden bod frekvencnej charakteristiky, z ktorej sa da
potom urcit prenos skiimaného systému.

2.3.1 Ziskanie frekvenénych charakteristik
Zakladna metdéda

Uvazujme vstupny signal do identifikovaného procesu s prenosom F'(s) v tvare funkcie
sinus

u(t) = asin(wt). (2.139)

Ak je systém asymptoticky stabilny, potom jeho odozva v ustalenom stave bude

y(t) = bsin(wt + @) (2.140)
kde

b = a|lF(jw)] (2.141)

e = arg[F(jw)] (2.142)

a F(jw) = F(s)|s=jw Tieto rovnice sa daji dokazat nasledovne: predpokladajme pre
jednoduchost, Ze systém je na pociatku v ustalenom stave. Ak by tato podmienka nebola
splnend, tak pociatoéné hodnoty sposobili iba ur¢ité prechodové efekty. Potom je mozné
odozvu systému vypocitat na zdklade konvoluéného (Duhamelovho) integralu

y(t) = /0 h(r)ult — 7)dr (2.143)

kde h(t) je impulznd funkcia, ktorej Laplaceova transformécia je F'(s). Definujme si fun-
kciu Fy(s) vztahom

¢
Fi(s) = / h(T)e™*"dr (2.144)
0
Kedze plati
1 . .
sin(wt) = 27(6”“ — eI (2.145)

mozeme dosadif do rovnice (2.143) rovnice (2.139) a (2.144)

t

y(t) = 21 h(r)[e (=) — g=iw(t=T)] gy (2.146)
J Jo

= %[ej“tFt(jw) — eI (—jw)] (2.147)

_ %‘Ft(jw)uejwtej arg Fy (jw) _ e—the—j arg Ft(jw)] (2148)

= a|F(jw)|sin(wt + arg F;(jw)) (2.149)
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sin wt

cos wt

Obr. 2.10: Vylepsena frekvencna analyza.

Ak budeme uvazovat, Ze t sa blizi do nekonecéna, potom dostaneme rovnice (2.141),
(2.142).

Poznamenavame, ze obycajne bude fiaza ¢ zaporna. Ak budeme merat amplitudy
vstupného a vystupného signalu a,b a fazovy rozdiel ¢, budeme moct odhadnit kom-
plexni funkeiu F(jw) pre jednu frekvenciu. Opakovanim tohto postupu pre rozliéné frek-
vencie ziskame grafickl reprezentaciu F(jw) ako funkciu w. Tieto zdvislosti vo forme
Nyquistovho ¢i Bodeho diagramu sa casto vyuzivaju pri navrhu regulatorov.

Nevyhodou tejto metédy je jej citlivost na Sum merania, a preto sa zriedka vyuziva
v tejto forme.

Metéda harmonickej korelacie

Jednym zo sposobov, ako vylepsit spravanie sa horeuvedenej metddy, je pouzitie kore-
lacnej techniky. Vystup zo systému je prenasobeny funkciou sinwt a coswt a vysledné
signaly sa integrujui v rozsahu [0, 7). Tento postup je zndzorneny na obr. 2.10.

Predpokladajme, ze skutoény systém je popisany rovnicou

Y(s) = F(s)U(s) + E(s) (2.150)

kde E(s) je Laplaceov obraz nejakej poruchy e(t). Potom rovnica vystupu je

y(t) = bsin(wt + ) + e(t) (2.151)
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Pre jednotlivé vystupy ys(t), y.(t) potom plati

T
ys(t) = /0 y(t) sin(wt)dt

T T
/ bsin(wt + @) sin(wt)dt + / e(t) sin(wt)dt
0 0

b (T T
= Scosp—g / cos(2wt + p)dt + / e(t) sin(wt)dt (2.152)
0 0

ye(t) = /0 y(t) cos(wt)dt

T T
= / bsin(wt 4 @) cos(wt)dt + / e(t) cos(wt)dt
0 0

ol b [T r
= 5 sing + 3 sin(2wt + ¢)dt + e(t) cos(wt)dt (2.153)
0 0
Ak by merania neboli zatazené Ziadnou chybou (e(t) = 0) a integracny ¢as T' je ndsobkom
periédy sinusoidy (17" = 2kw/w), potom

bT

ys(T) = 5 Cosy (2.154)
vTr
y(T) = - sin ¢ (2.155)

Z tychto rovnic sa dd hladany prenos F(jw) jednoducho néjst. Napriklad umocnenim
rovnic, ich nédslednym s¢itanim a pouzitim rovnice (2.141) dostaneme

. 2
Pl = 2T (2.156)
Podobne pre fazu prenosu vyplyva

arg[F(jw)] = ¢ = arctan Je (2.157)
Ys

Treba vsSak brat do uvahy, ze funkcia tangens je periodicka a ze faza prenosu je zaporna.

Odozva na impulz

V predoslych metédach bolo potrebné vykonat na redlnom procese tolko experimentov,
kolko bodov frekvencnej charakteristiky bolo potrebné ziskat. V praxi je tento postup
nerealizovatelny, podobne ako fakt, Ze proces kmita neustdlenymi kmitmi na hranici
stability.

Postup opisany v tejto Casti vyzaduje iba jeden experiment, pricom vstup do procesu
je formou pulzu — zac¢ina na nule, nenulova cast trva iba urcity c¢as a potom je opéf
nulovy. Vyhodou tak je aj to, ze sa identifikovany proces nevzdiali natrvalo zo zvoleného
operacného bodu, ale sa don opét po urcitom case vrati.

Podobne, ako Laplaceova transformécia ¢asového signélu je v tvare

F(s) = /Ooo f(t)e *tdt, (2.158)
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mozeme ekvivalentne definovat Fourierovu transforméciu casového signalu
0 .
F(jw) = / f(t)e I¥tdt (2.159)
— 00

Ak vsSak vieme, ze dany vstupny signdl je do ¢asu ¢ = 0 nulovy, zmeni sa v ¢ase nula a
odoznie za urcity cas, potom

Ty
U(jw) = /0 u(t)e I@tat (2.160)

kde Ty, je ¢as, v ktorom uz opat plati u(t) = 0,t > T,,.
Prenosovi funkciu identifikovaného procesu mozeme pisat v tvare

ny y(t)e Iwtdt

w Y (j W) 0
G(jw) = (o) foT gy (2.161)
fo y(t) cos(jwt)dt — j fOTy y(t) sin(jwt)dt (2.162)
() cos(jwt)dt — j [ ult) sin(jwt)dt '
_ % (2.163)

kde vysledny tvar bol ziskany pomocou Eulerovych vztahov. Funkcie Y., Y, U., Us
ziskame numerickou integréciou z idajov o pévodnom nameranom signale y(t), u(t) vy-
nasobeného trigonometrickou funkciou pri frekvencii, v ktorej chceme urcit frekvencény
prenos.

Postup pri vypocitani bodov frekvencénej charakteristiky je potom nasledovny:

1. Vstupom do procesu je signil, ktory ma konecné trvanie — napriklad trva pocas
jednej periddy vzorkovania a potom je opat nulovy.

2. Odmeriame odozvu systému az do Casu, kedy sa vystup vrati na nulovit hodnotu.
3. Zvolime si frekvencie v intervale w; = (Wmin, Wmax), ¢ = 1,...,n

4. Pre kazd z nich vypocitame numerickou integraciou styri integraly Y;, Ys, U, Us.
Je lahké ukazat, ze plati

Y. .U.+Y,Us Y.Us - Y,U.

Y2 +Y2 YCUS _}/sUc
|F(jewi)] \/; S A A

Pochopitelne, ziskana frekvencna charakteristika je validna iba v tom rozsahu frekvencii,
ktoré boli pritomné vo vstupnom signali. Preto je vhodné vykreslit aj absoltitnu hodnotu
vstupného a vystupného signalu ako funkciu frekvencie

UGw)l = VUZ+UZ, Y (jw)| = VY2 +Y? (2.166)

Pre prilis vysoké hodnoty frekvencii st tieto funkcie prakticky nulové a ziskané body
FCH neinformativne.
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2.3.2 Odhad prenosovej funkcie

Vysledkom vyssie uvedenych postupov je ziskanie parov wy, F(jwy). Na ich zaklade sa da
identifikovat prenos systému viacerymi metédami. Spomenieme graficki meté6du dotycnic
z Bodeho diagramu vhodnt pre hruby odhad prenosu skimaného systému a Levyho
metodu, pri ktorej sa odhaduji priamo koeficienty hladaného prenosu.

Metéda asymptot

Téato metéda vychadza z amplitidovej frekvencnej charakteristiky systému s prenosom
v tvare

m 1
[Tz (1 + ;5)
n 1
s TIr—, (1 + ﬁs)
V prenose neuvazujeme komplexne zdruzené korene, pre ktoré by bolo pouzitie tejto

metody zlozitejsie.
Amplitadova charakteristika je dand ako graf funkcie

F(s) = K (2.167)

201log |F (jw)| x logw (2.168)

a teda amplitida je uvedend v decibeloch (db). Logaritmovanim rovnice (2.167) dosta-
neme

y =20log |F(jw)| = 20log|K|—20log|jw|

+ Zm:20 log

1 n
1+ —jw| — 201
1 + ijw‘ Z 08

k=1

1
1+ jw‘ (2.169)
Pk

Pre zostrojenie amplitidovej frekvencénej charakteristiky, alebo pre jej analyzu, po-
trebujeme vediet, ako vyzeraju prislusné ciastkové charakteristiky jej elementov. Tieto
st dané nasledovne:

zosilnenie : K
y = 20log | K| (2.170)
je rovnicou priamky rovnobeznou s xz-ovou osou.
l-nasobny integrator : (jw)'
y = —20log|jw|" = —20llogw (2.171)
je rovnicou priamky klesajicou o 20! na dekadu.

nula : 1+ i jw. Uvazujme dva pripady, ak w je omnoho mensia (vicsia) ako hodnota
nuly z. V tychto pripadoch plati

20log1 =0 ak w < 2k

1.
y = 20log 1+Zk]w‘~{ 20log|-j| = 20log == ak w > 2z

(2.172)

To znamend, Ze ak w/z; sa blizi k nule, tak krivka sa priblizuje k osi . V opa¢nom
pripade sa krivka blizi k asymptote stipajicej o 20 db na dekadu. Obe asymptoty
sa pretinaji v bode s frekvenciou w = zj (rohova frekvencia). Poznamenédvame, zZe
sme museli prijat predpoklad, Ze sa jedna o stabilnt nulu (z > 0).
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|F| (dB)

102 10 1 10 0 101 102
Frekvencia (rad/s)

Obr. 2.11: Ziskanie rohovych frekvencii a zosilnenia pomocou metédy dotycnic.

pol - v tomto pripade je situdcia rovnaka, ako pre nulu s rozdielom, ze asymptota ne-
stupa, ale klesa.

Pre overenie spravnosti mozeme pouzit fazové frekvencéné charakteristiky. V pripade,
ze rozdiely medzi nameranou a vypocitanou krivkou st zanedbatelné, vystihuje model
vlastnosti skiimaného systému. V pripade, ze fazové charakteristiky sa znacne liSia, moze
byt pri¢inou

1. Dopravné oneskorenie, ked plati

arg(F(jw)) — arg(F(jw)) = —wD (2.173)

C¢ize sa rozdiel fazovych frekven¢nych charakteristik v semilogaritmickom zobrazeni
exponencialne meni. Z konkrétnych hodnot rozdielu je mozné dopravné oneskorenie
urcit.

2. V pripade r nestabilnych nil sa rozdiel medzi fazovymi frekvenénymi charakteristi-
kami ustali na hodnote, ktora je zapornym celoc¢iselnym nasobkom priameho uhla
—rm. V tomto pripade mézeme rozsirit prenos o zlomok

Fi(s) = (1152) (2.174)

Priklad 2.4 Identifikicia z Bodeho diagramu

Uvazujme amplitidova frekvenénia charakteristiky na obr. 2.11. Okolo krivky zostro-
jime asymptoty a z ich priesec¢nikov od¢itame rohové frekvencie. Zosilnenie sa odcitava
z priesecnika krivky s y-ovou osou. Priblizny odhad prenosu je v tvare:

(1+7519)
(1+15) (1+155)

F(s)=0.1
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Levyho metéda

Predpokladajme, ze prenos systému je dany vo forme racionilnej lomenej funkcie

B(s)  bo+4bis+ -+ bys”

F(s) = = 2.1
() A(s) l+ars+-+a,s” (2.175)
7Z tejto rovnice vyplyva
A(jw)F(jw) = B(jw) (2.176)

Koeficienty polynémov A, B mdzeme dostat, ak budeme minimalizovat sumu Stvorcov

odchyliek

N
J = Z e]tek (2.177)
k=1

kde e, = A(jwi)F(jwi) — B(jwy) a * oznacuje transpoziciu komplexne zdruZzeného ¢isla.
Ak zavedieme veli¢iny

0 = (ai,as,...,an,bo,b1,... .by)T (2.178)
—jwi By, —(Jwi)"F1, 1, jwn, - (Jwn)™

X = : (2.179)
—jwnFNn, ..., —(Jwn)"Fn, 1, jwn, ..., (Jun)™
P

vy — : (2.180)
Fn

potom hodnota 6, ktord minimalizuje kritérium (2.177) sa d& vypodcitat podla rovnice
0 = [Re(X*X)] 'Re[X*Y] (2.181)

kde Re znaci redlnu cast komplexného ¢isla.
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Kapitola 3

Stochastické metody

V predchadzajicej kapitole sme sa zaoberali identifika¢nymi metdédami, ktoré vyhodno-
covali posobenie deterministického vstupného signdlu na proces. V praxi vsak vzdy na
skimany systém posobia poruchy a ani vstupy don nie st tiplne deterministické. Z tohto
dovodu sa budeme v tejto kapitole venovat metédam, ktoré bert do ivahy rusivé signaly
a chyby merania.

V prvej skupine metdd sa urcéuju vlastnosti systému na zaklade pravdepodobnostnych
charakteristik vstupnych a vystupnych signdlov. Tieto metody vyuzivaji Wiener-Hopfove
vztahy.

Druhé skupina, tzv. regresné metédy, sa snazi minimalizovat i¢inky Sumov a je za-
loZzena na metode najmensich Stvorcov.

3.1 Korelacné metody

V tejto casti si odvodime Wiener-Hopfove rovnice analyzou linedrnych systémov vo frek-
vencnej oblasti. Tieto rovnice st zdkladom korelacnej analyzy, ktorej vysledkom je im-
pulzna charakteristika systému. V druhom pripade ide o spektralnu analyzu, ktord pro-
strednictvom vykonovych spektralnych hustét urci frekvenény prenos systému.

3.1.1 Analyza linearneho systému vo frekvencnej oblasti

Majme spojity linedrny systém s konstantnymi koeficientmi (obr. 3.1). Odozva linedrneho
systému na ndhodny vstupny signél je ndhodny proces urceny autokorelacnou funkciou
a vykonovou spektralnou hustotou. Pravdepodobnostné charakteristiky nahodného vy-
stupného signalu sa daji najst vtedy, ak pozname charakteristiky procesu na vstupe
systému a charakteristiky samotného systému. Nasou tilohou bude najst pravdepodob-
nostné charakteristiky nadhodného procesu na vystupe systému.

Nech u(t) je lubovolnd realizdcia stacionarneho ndhodného procesu na vstupe systému
a y(t) zodpovedajica odozva systému

y(t) = /OO g(ri)u(t — m1)dn (3.1)

— 0o

kde ¢(t) je impulzna funkcia systému. Tak, ako moézeme pre kazdid realizdciu pisat rov-

57
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u(t) y(t)

Gy

Obr. 3.1: Blokova schéma systému, ktorého prenos je G(s)

nicu (3.1), tak moézeme pisat vztah pre matematickd nadej veliciny y(t) v tvare

(oo}

EwO} = [ o) {ult - m)}dn 32)

— 00

Ak v odozve systému na jednu realizaciu ndhodného procesu na vstupe urc¢ime oka-
mihy ¢asu ¢ a ¢ + 7, potom hodnota vystupu v Case ¢ je dand rovnicou (3.1) a hodnota
vystupu v Case t + 7 je dana rovnicou

y(t+7) = /OO g(m)u(t + 7 — 12)drs (3.3)

— 00

Autokorelac¢na funkcia signalu na vystupe systému je

Ryy(r) = E{yt)y(t+7)}
_ £ {{/Z g(ryult — ﬁ)dﬁ} {/Z glra)ult +7 — Tz)dm}} (3.4)
resp.
Ry, (7) = /o; /o; 9(r)g(ra)E {ult — m)ult + 7 — 72))} dridry (3.5)
7 rovnice
E{ult = m)ult +7— 1)} = E{ult — m)uf(t = 71) + (r + 71 — 72)}} (3.6)

vyplyva, ze
Ryy(r) = / / 9(11)9(m2) Ry (T + 71 — T2)dT1dT2 (3.7)

pricom R, (7 + 71 — 72) je autokorelacnd funkcia vstupného signdlu s argumentom (7 +
1 — T2).
Stredné hodnota kvadratu ndhodného signalu na vystupe systému je

w@:Rﬁm:[f/fmnm@mwmmeMn (3.8)

Vykonovu spektralnu hustotu vystupnej velic¢iny systému dostaneme ako Fourierov obraz
autokorelacnej funkcie v tvare

Syy (w) = / Ryy(T)e_jWTdT

[ O:O [ O:O [ O:o 9(11)g(72) Ry | + (11 — 72)]e 7“7 drydrodr (3.9)
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Vykonovi spektralnu hustotu Sy, (w) je mozné po vynésobeni podintegralnej funkcie
v rovnici (3.9) vyrazom (e/¥TteI¥72) (e I¥TLel¥T2) = ] pisat nasledovne

Syy(w) = / Q(Tl)ejwﬂdﬁ/ g(12)e 92 dry x

— 00 — 00

X / Ry + (11 — 1p)]e 9@ (THm=72) 47 (3.10)

Teraz zavedieme novi premenni 7 = 7 + 71 — To. Po tejto zdmene integral (3.9) je
stcinom troch integralov

Su) = | [ atmeman] | [ ameiman)

X [/ Ruu(T/)e_jWTldT/:| (3.11)

Posledny z tychto integralov je vykonova spektralna hustota vstupného signélu

Suu(w) = / Ry (7')e ™77 d7’ (3.12)
Druhy integral je Fourierov obraz véhovej funkcie g(t), t.j. frekvenény prenos systému

Gliw) = [ glra)e i, (3.13)
A nakoniec pre prvy integral plati

o .

G(—jw) :/ g(m)e’* ™ dn (3.14)
Zo vztahov (3.10) — (3.14) vyplyva, ze

Syy(w) = |G(jw)|*Suu(w) (3.15)

kde |G(jw)? = G(—jw)G(jw).
Ked pozndme vykonovi spektralnu hustotu Sy,(w), potom mdézeme pisat strednii
hodnotu kvadratu ndhodného signalu na vystupe v tvare

y2(t) = 1 /000 Syy(w)dw = 1 /000 |G () |* Sy (w) dw (3.16)

™ ™

Podobne ako pri odvodeni autokorelacnej funkcie, pre vzajomnu korelacni funkciu
plati

Ruy(r) = E{u(®)y(t+71)}

_F {u(t) {/_O; (2 ult + 7 — Tz)d@}}

_ /oo 9(72)E {u(t)ult + 7 — 72)} dra

—0oQ

= /OO g(12) Ry (T — T2)dT2 (3.17)

— 00
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Tito rovnicu nazyvame redlny tvar Wiener-Hopfovej rovnice:
o0
Ry (7) =/ 9(0) Ry (T — 0)do (3.18)
— 00

Po Fourierovej transformécii prechadza do tvaru
SW/(W) = G(Jw)suu(w) (319)

Najcastejsie pouzivané vztahy v identifikicii dynamickych systémov st rovnice (3.18)
alebo (3.19). Rovnica (3.15) nie je pre identifikiciu vhodna. Ak potrebujeme uréit ne-
znadmu funkciu g(s) pre zndme funkcie Ry, Ry, hovorime o ulohe dekonvolicie.

3.1.2 Korelacna analyza

Model systému pouzivany v korelacnej analyze je diskrétnym ekvivalentom rovnice (3.1)

y(t) = 3 glkyult k) + v(t) (3.20)

k=0

kde {g(k)} impulzna charakteristika a v(t) je Sum. Predpokladajme, ze vstup u je sta-
ciondrny stochasticky proces nezavisly od v. Potom pre korela¢né funkcie mozeme pisat
Wiener-Hopfovu rovnicu (3.18) v diskrétnom tvare

Ryu(T) = Zg(k)Ruu(T - k) (3.21)

k=0

Korela¢né funkcie m6zu byt odhadnuté z merania pomocou vztahov

N —max(T,0)
A 1
Ryul(r) = — > ylt+rult), T=0,£1,£2,... (3.22)
t=1—min(7,0)
1 N—T
Ry (1) = N Z u(t+1)u(t), 7=0,1,2,... Ruu(—7)= Ruu(1) (3.23)
t=1

Potom odhad §(t) moze byt urceny rieSenim rovnice

Ryu(7) = (k) Ruu(7 — k) (3.24)
k=0

Toto ale vo vSeobecnosti da ststavu linearnych rovnic nekoneéného rozmeru. Problém sa
da zjednodusit viacerymi spésobmi. Uvazujme napriklad, Ze vstup u je biely Sum. Potom
vieme, Ze pre jeho autokorelac¢ni funkciu plati R, (7) = 0 ak 7 # 0. Pre tento pripad sa
rovnica (3.24) zjednodusi na tvar

G(k) = Ruy (k) / Ruw (0) (3.25)
Inym pristupom je uvazovanie konecnej impulznej charakteristiky
gk)y=0 k >M (3.26)

Tento model volame koneénou impulznou odozvou (FIR - finite impulse response). Hod-
nota konstanty M by mala byt zvolend dostato¢ne velkd v porovnani s dominantnymi
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casovymi konstantami systému. Obycajne sa voli tak, aby hodnota impulznej charak-
teristiky v tomto bode neprevySovala ur¢ité percento maximélnej hodnoty impulznej
charakteristiky. Rovnicu (3.24) moZeme prepisat do tvaru

EUM(T) = g(k>Ruu(T — k) (3.27)

Ked sa tato rovnica prepise pre kazdé 7 dostaneme systém linearnych rovnic

R Ruu(0) ... Ryu(M—1) A
Ry (0) R . 9(0)
: _ Ruu(1) Ryu(M —2) : (3.28)
Ry (M — 1) R . g(M —1)
Ruu(M 1) Ruu (0)
resp. v maticovom tvare
R,, = R,.9 (3.29)
ziskame riesenie v tvare
g=R, R, (3.30)

Systém rovnic (3.28) mozno zovseobecnit na viac ako M — 1 vzoriek R,,,. Potom dosta-
neme preurcenu sustavu rovnic, ktort rieSime metédou najmensich Stvorcov.

Nevyhodou korelacnej analyzy je, ze matica R, , ktorta treba invertovat, je zle podmie-
nend a vysledna impulzna charakteristika znacne skreslena.

3.1.3 Spektralna analyza

Metéda spektralnej analyzy je zalozena na vyuziti frekvencného tvaru Wiener-Hopfovej
rovnice (3.19), z ktorého vyplyva

G(jw) = m (3.32)

Podobne, ako v korela¢nej analyze, aj v tomto pripade vyuzivame diskrétne tvary vyko-
novych spektralnych hustot

N
Suu(w) - Z Ruu(’r)eij‘rw (333)
7=—N
N .
Suy(w) = Z Ryy(1)e™ 7™ (3.34)
T=—N

pripade priamo dosadenim za korela¢né funkcie. Pre S, (w) plati

N  N—max(7,0)

suy(w)zmlﬁ S S e nue (3.35)

7=—N t=1—min(7,0)
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Aplikovanim substitiicie s = t + 7 a vztahu e 797% = ¢ 775 ¢eI* dostaneme

N N
1 . .
— —Jsw jtw
Suy(w) N1 SE 1 ;,1 y(s)u(t)e e

N N
1 —jsw jtw
Sl Ee RO WIOIOR

_ %YN(w)UN(—w) (3.36)

kde
N .
Yn(w) = Y yls)e?™ (3.37)

N
Uyvw) = Zu(s)eijsw (3.38)

su diskrétne Fourierove transformécie postupnosti y(t), u(t). Analogicky pre S, (w) plati

1

Suy(w) = WUN(w)UN(—w) (3.39)

Rovnicu (3.32) mézeme teda pisat v tvare

Gljw) = (3.40)

Jej prakticka aplikacia vsak nedava dobré vysledky. Je to sposobené tym, ze korelacné
funkcie st pre velké 7 dost nepresné. Preto zavadzame do vztahov pre vypocet vykono-
vych spektralnych hustdt tzv. frekvencné okno w(r)

N
Suy(w): Z Ruy(T)w(T)e_ij (341)
T=—N

Medzi typické frekvencné okna patria

_ 1 <M .

wy(r) = { 0 Jr|> M (pravouhlé) (3.42)
_ = ll/M <M

wa(T) = { 0 7> M (Bartlettove) (3.43)

LA 4cos™D) || <M
_ 2 M oo
ws(r) = { 2 7> M (Hamming-Tukeyovo) (3.44)

Velkost okna M je potrebné vhodne zvolif, pricom musi platit
e M < N,

e |Ryy(7)| < Ryy(0) pre 7 > M.
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3.2 Regresné metody

Regresnd analyza je vhodna pre vysetrovanie nielen statickych, ale aj dynamickych systé-
mov. Prudky rozvoj vypoctovej techniky spdsobil aj rozvoj a zdokonalovanie regresnych
metod.

V tejto casti si vysvetlime, aké poziadavky st kladené na odhady parametrov, odvo-
dime zakladnii metédu najmensich stvorcov v pripade statickych systémov a jej vlast-
nosti. V dalsej ¢asti sa budeme venovat identifikacii dynamickych systémov, rekurzivnej
metdde najmensich stvorcov a jej modifikaciam.

3.2.1 Poziadavky na odhad parametrov

Ak 0 je odhadnuty vektor parametrov 6, potom

nevychylenost (nestrannost) odhadu znamen4, ze ak o* je odhad urobeny na zaklade
k merani, potom pre kazdé k musi platit

E{6"} o
konzistencia znamend, ze pre lubovolny vektor konstant € > 0 plati

lim Pl —e< 6" <0+¢ =1

k—o0
navyse sa hovori, ze odhad je konzistentny v stredne kvadratickom zmysle, ked

spitia podmienku

lim Cov (ék> =0

k—o0

vydatnost (efektivnost), t.j., ked medzi odhadom 0 a kazdym inym odhadom 6 plati
Cov (é) — Cov (é) >0

V skalarnom pripade je minimalny ten odhad, ktory méa minimélnu disperziu. Pri
nulovej disperzii prechadza pravdepodobnost v istotu.

3.2.2 Identifikacia statickych modelov

Uvazujme opis systému, ktory je mozné vyjadrit v tvare
y=F(u,0)+v (3.45)

kde y[n, 1] je vektor vystupov, u[m,1] je vektor vstupov, v[n, 1] je vektor aditivnych
sumov, 0(s, 1] je vektor parametrov a F' je funkcia Struktiry identifikovaného modelu.
Funkcia F moze obsahovat rozne funkcie u;, napr. Inu;, sinwu;, u? a pod. V kazdom
pripade je F' linedrna vzhladom k parametrom 6;, ktoré maju byt identifikované. Tuto
funkciu je nutné volit vopred, najcastejSie na zaklade nejakych skiisenosti.
Zakladnou metédou pre odhad parametrov je metéda najmensich Stvorcov. Bola na-
vrhnutd Gaussom pre vypocet obeznych drah planét (Gauss, 1809).
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Metéda najmensich stvorcov
Uvazujme skalarny pripad. Potom plati

y=01x1+ 004 - +0x,+v=0"Tx+v (3.46)
Hladajme takd hodnotu é, ktorda by minimalizovala sicet druhych mocnin odchyliek
nameranych tidajov od modelovanych vystupov, t.j.

l

J(0)=> (y;—0"x;)? (3.47)

i=1

Této rovnica moze byt prepisana do vektorového zapisu

J(0) = (Y - X0)'(Y - X6) (3.48)
kde
Y — yf X wf’ , (3.49)
Y wlT

Z nulovej hodnoty gradientu funkcie (3.48) podla 8 dostaneme

(XTX)6 = X"y (3.50)
a ak je informaénd matica R = X7 X invertovatelnd, potom

6=x"xX)"'x"y (3.51)

Veta 3.1 Predpokladajme, Ze ndhodnd velicina y md stredni hodnotu 8T x a rozptyl 2.
Potom ndhodny proces Y md stredni hodnotu X0, kovariancni maticu o%I. Pre odhad
0 dany vztahom (3.51) plati

1. je linedrnou funkciou udajov,
2. je nevychyleny,
3. jeho kovariancnd matica je dand ako (XTX) 102,

4. je vydatny.

Dokaz casti 1-3:
1. Z rovnice (3.51) priamo vyplyva § = LY.
2.

E {é} —B{(X"X)"'X"Y) = (X"X)"'X"E{Y} = (X"X)"'XTX0 =6

0-60=(X"X)"'XTy —0=(X"X)"'XT(Y - X0)

E {(é —0)(0 - a)T} = B{XTX)'XT(Y - X0)(Y - X0)" X(XTX)"}
= (XTxX)'XT1 X(XTX) 'o? = (XTX) 'o?
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Veta 3.2 Uvazujme stochasticky proces Y s strednou hodnotou X0 a kovarianénou ma-
ticou X (kde 3 je zndma pozitivne definitnd matica). Potom najlepsi nevychgleny odhad
pre 0 je

6= (X" 'X)"'XT2"ly (3.52)

Dokaz: Maticu ¥ mozeme pisat v tvare PP7 kde P je nesinguldrna matica. Ak si
definujeme novy stochasticky proces Y = P~'Y potom plati E {Y} =P 'X0=X6,
kde X = P~'X. Pre kovarianéni maticu procesu Y potom plati

E{(Y -X0)(Y -X6)"} = E{P ' (Y-X0)(Y-X60)"P "}
= PP T=1
a z vety 3.1 vyplyva pre 0
0 = (X' X)'X'Y=(XTP TP 'X)'XTP TP Y
= (XTz'x)"'XTen 'y

Z rovnice (3.52) vyplyva aj interpretdcia matice ¥ ako vyjadrenie relativnej presnosti
nasich merani, pretoze je vlastne minimalizované kritérium

JO)=(Y -X60)"s (Y - X6) (3.53)

Takto modifikovanit MNS pouzivame v pripade, 7e ndhodny $um v je korelovany a po-
zname jeho kovariancni maticu. Mdze sa to stat z nasledujicich dévodov:

1. systematické chyby pri merani,

2. casové oneskorenie pri od¢itavani merani,
3. filtracia alebo extrapolacia tdajov,

4. nespravny model,

5. nespravny vyber vstupnych veli¢in.

Vo vete 3.1 bolo ukazané, ze kovarianéna matica odhadu 0 zévisi od 2. Tento rozptyl
vsak normaélne nepozname, a preto ho tiez potrebujeme odhadovat. Vhodny nevychyleny
odhad ¢? je dany v nasledujiicej vete:

Veta 3.3 Nevychyleny odhad o2 je velicina
52 =Y -X0)T(Y - X0)/(1—s) (3.54)
kde | je pocet merani a s pocet odhadovanich parametrov

V pripade, ze ndhodnd veli¢ina Y ma normalne rozdelenie, potom platia nasledovné
tvrdenia:

Veta 3.4 Odhad @ md tiez normdine rozdelenie, t.j. 0 ~ N(0,(XT X)) 152).

Veta 3.5 Velicina S./o?, kde Se = (Y — X0)T(Y — X0) md rozlozenie x* s | — s
stupnami volnosti.
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Veta 3.6 Velicina

0; — 0,
ty = hii = (XTX);!

~ )
O'2hi7;

md t (Studentovo) rozdelenie s | — s stupriami volnosti.

Tento vysledok sa ¢asto pouziva pre urcenie intervalového odhadu pre dany parameter.
S (1 — @)%-nou pravdepodobnostou je intervalovy odhad pre 6; dany ako

0; — tl_s@[hii&Q]l/Q <0, < él + tl_s,a[hii&Q]l/Q (3.55)

V pripade skiimania Statistickych charakteristik linearnej kombinacie parametrov vy-
uzivame nasledovni vetu

Veta 3.7 Nech ndhodny proces Y md strednid hodnotu X0 a kovariancnid maticu o1,
Uvazujme linedrnu kombindciu parametrov v tvare p* 0. Potom plati

1. E {pTO} =pTf = pl(XTX)"'XTy
2. Cov(p"0) = p” Cov (é) p=0o’pl(XTX) p
3. 100(1 — «) %-ny intervalovyj odhad p* @ je

(pTé — tl_sﬂsp;pTGA +ti—s.aSp) (3.56)

kde s, = \/62pT (XTX) 1p

Priklad 3.1 V polnohospodarskom experimente sa ziskali rozne vytazky trody y vzhla-
dom na rozliéné mnozstva pouzitého hnojiva u

u 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

y: 1.1 09 11 14 13 11 12 16 21 20 16 17

1. Ak predpokladdame, Ze experimenty boli nezavislé, odvodte vseobecné vzorce a ur-
¢ite model v tvare

Yr = 0o + Orup + g

kde v sa predpokladd, Zze ma normalne ndhodné rozdelenie s nulovou strednou

hodnotou a rozptylom 2.

2. uréte 95% intervalové odhady oboch parametrov.

Postup: Model sa d& prepisat do tvaru

yi = [0o, 61] < 1,

3

>—|—vk—0Ta3+vk
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Odhad parametrov 6 sa da urcit podla rovnice (3.51) kde

Y1 1z

Y2 1z
Yy = . X=

Y 1z

xTy - < I | )
I )
13 2] = (X 2)? LY miyi — 2w DY
V nasom pripade dospejeme k vysledku 6y = 0.8864, ¢; = 0.0829, pricom minimélna

hodnota ucelovej funkcie (3.48) je J,,, = 0.6005.
Intervalové odhady oboch koeficientov ziskame dosadenim do rovnice (3.55)

1/2
650 0.6005
— 1/2 = _— =
tl()’(),()()g, [hll Jm/(l S)] 18125 (1716 10 > 02734
1/2
12 0.6005
—s)]Y? = 1.8125( — =0.03714
t1070,005 [hQQJm/(l 8)] 8125 (1716 10 ) 0.037

Takze 95% intervalové odhady dostaneme

0.8864 —0.2734 < 6y < 0.8864 + 0.2734 = 0.613 < 6y < 1.1598
0.0829 — 0.03714 < 6; < 0.0829 +0.03714 = 0.04576 < 0; < 0.12004

3.2.3 Identifikacia dynamickych systémov

Budeme pracovat s identifikdciou stupnového prenosu daného vztahom

Fz)=(1-2"1Hz2 {Ll (F(S)) } (3.57)

S
Potom mézeme vyjadrit stupnovy prenos v tvare

R E A R S
S l4az a2

F(z) (3.58)

¢o odpoveda diferenc¢nej rovnici
y(t) +ary(t — 1)+ -+ an, y(t —ng) =bru(t — 1) + -+ + by, u(t —nyp) (3.59)
V realnom prostredi treba uvazovat v tejto rovnici ndhodnu zlozku, takze

y(t) = —ary(t —1) = = an,y(t — na) +bru(t — 1)+ - +bn,u(t —np) +e(t) (3.60)
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Tento model je v literatire zaoberajicou sa identifikdciou oznacovany ako ARX (pod-
robnosti vid na strane 79).
Ak zavedieme oznacenie

0" = (a1,...,an,,b1,...,by,)
zT(t) = (_y(t - 1)a AR _y(t - na)vu(t - 1)7 s ,U(t - nb))
potom
y(t) = 0T z(t) + e(t) (3.61)

Tato rovnica ma tvar totozny s rovnicou (3.46) a teda sa na 1iu d& aplikovat rovnaky
postup, ako pri identifikdcii statickych modelov. Jediny rozdiel je v tom, ze vektor z
je funkciou udajov, a preto sa podmienky pre ziskanie minimalneho, konzistentného a
nevychyleného modelu budu lisit.

Ak méme k dispozicii sibor nameranych hodnét rovnice (3.61) v tvare

y(1) = =Xy ay(l—i)+ 3570 biu(l — i) +e(1)
y(2) = —Z“azy( i) + 2052 biu(2 — i) + e(2)

_ (3.62)
W) = =S asy(K = 0)+ S0 (K i) + e(K)
kde K > n, + np a oznacime
y(1) e(1)
Y = y(:2) , e= e<:2) (3.63)
y(K) e(K)
—10 cee —Yl-m, U cee Ul—p,
7 :—yl cee —Y2op, UL . ?g_nb (3.64)
—Yk-1 .-+ “YK-n, UK-1 .. UK-n,
potom plati
Y =20+e, J= %eTe (3.65)
a minimalizdciou dostaneme znamy vztah
0=(2z"2)"'z"y (3.66)

Veta 3.8 V odhade (3.66) plati:

1. Odhad 0 je nevychyleny, ak strednd hodnota e je nulovd a e je nekorelovand s riad-
kamsi matice Z.

2. Ak E{e} =0, Cov(e) = oI a Z,e si nekorelované, potom

Cov (é) =027 2)! (3.67)
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3. Ak rozptyl 0® nepozndme, mézeme ho odhadovat podla vztahu

. 1 N A
62 = - N(Y —ZO)T(Y — Z6), N = max(ng,ny) (3.68)
Dokaz 1:
E {é} — E{(272)'ZTY) =E{(Z"2)"'Z" (260 + ¢)}
= 0+ (Z272)'Z"E{e} =0 (3.69)

Maticu (Z7 Z)~! nazgvame kovarianénou maticou.

3.2.3.1 Rekurzivna MNS

V rekurzivnych (volanych aj on-line) MNS sii odhady parametrov vypoécitavané rekur-
zivne v Case. To znamend, Ze ak pozndme odhad (¢t — 1), ktory je vypocitany z tidajov
znamych do Casu t — 1, potom 6(t) sa zisti pomocou nejakej jednoduchej modifikécie

ot —1).

Rekurzivne metédy maju nasledujice charakteristické ¢rty:

e Su vyznamnou cCastou adaptivnych systémov, kde dand akcia je zalozend na aktu-
alnom modeli.

e Ich poziadavky na pamét pocitaca si velmi malé, pretoze nevyzaduji uchovanie
vsetkych nameranych ddajov.

e Su lahko modifikovatelné pre spracovanie idajov v redlnom c¢ase a pre meniace sa
parametre.

Pre lepsie pochopenie odvodenia rekurzivnej identifikacnej metody uvazujme nasle-
dujtci priklad.

Priklad 3.2 Uvazujme model v tvare
y(t) = a+e(t)

kde e(t) je porucha s rozptylom 1. Je lahké ukézatf, ze odhad parametra a v zmysle
najmensich stvorcov je dany ako aritmeticky priemer vsetkych merani

Této rovnica moze byt prepisana nasledovne

[Z Vi) + ()

= 4t - 1)+ Iy —al - 1)

a(t) =

~+ | =

_ %[(t —1)a(t — 1) + y(0)]

Vysledok teda naznacuje, ze odhad parametra v case t je rovny odhadu v ¢ase ¢t — 1 plus
korekény ¢len. Korekény ¢len je imerny odchylke predikovanej hodnoty a(t — 1) od toho,
¢o sa nameralo v ¢ase t, ¢ize y(t). Faktor imernosti je 1/¢, o znamen4, ze velkost zmien
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sa bude so zvySujucim sa ¢asom zmensSovat, pretoze sa hodnota @(t — 1) bude priblizovat
ku skutocénej hodnote a.

Podobne sa da ukézat, ze kovarianénd matica je dand ako P(t) = 1/t a aj tento vztah
moze byt prepisany rekurzivne

_ P(t-1)
P(t) = 1+ P(t-1)

Pri odvodeni rekurzivnych metéd ma velka doélezitost lemma o inverzii matice - Wood-
buryho identita.

Veta 3.9 Nech plati M = A+ BC~'D. Za predpokladu, Ze matice A, C st requldrne,
potom

M'=A"1'-A"'B(DA'B+C)'DA™! (3.70)

Dokaz: Potvrdenie, ze tato lemma plati, dostaneme nasledovne. Vynasobime celi rovnicu
zlava maticou M a dostaneme

MM~! (A+ BCT'D)A™' -~ A"'B(DA'B+C)"'DA™]
= I+BC 'DA'-(B+BC 'DA'B)(DA'B+C) 'DA™!
= I+BC'DA'-BC ' (DA 'B+C)(DA'B+C)'DA™!

I

Odvodenie lemmy o inverzii matice je nasledovné. Uvazujme

-1
A B P, P
-1 _ _ 1 2
X (—D C) <P3 P4> (3.71)
Kedze plati X P = I, roznasobenim dostaneme

AP, +BP; = I, AP,+BP,=0 (3.72)
—DP,+CP; = 0, —-DP,+CP,=1I (3.73)

Predpokladame, ze A, C st reguldrne matice, ktoré je mozné invertovat. Potom plati

P; = C'DP,, P, = —-A"'BP,
P, - [A+BC'D|"!, P, = [C+DA'B]"! (3.74)
Tiez plati PX = I a teda
PA-P,D=I1=P,=A'4+P,DA! (3.75)
Porovnanim poslednych troch rovnic dostaneme ziadany vysledok.
Ak budeme uvazovat C =1, B = b, D = b", potom dostaneme nasledujtci vztah
M ' t=A+bb)'=A"1-A b A b +1)HTA! (3.76)

kde vniitornd matica, ktora sa ma invertovat, je iba ¢islo.
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Pri odvodeni RMNS predpokladajme, Ze pozname odhad parametrov v ¢ase ¢ ozna-
¢eny ako 6(t) a kovarianéni maticu P(t) = (ZT(t)Z(t))~!. NaSou tlohou je odvodit
rekurzivne vztahy pre 8(t + 1) a P(t + 1). Ak mdme meranie v ¢ase ¢t + 1, potom

Y1)
Y(t+1) = (y(t+1)>
Z(t+1) = ( zT?t(i) ) ) ZT(t+1) = ( ZT(t) =(t+1))

Pre kovarianénii maticu P(¢ + 1) plati

Pit+1) = (ZTt+1)Z({t+1)7" (3.77)
_ [ (27 =(t+1) )( Ti(i)l) )] (3.78)
= [Z270z2(1) + 2t + 12Tt + 1] (3.79)
= [PY +zt+1) T+ 1)) (3.80)

Pouzitim lemmy o inverzii matice dostaneme

Pt+1)=P@t) - Pzt +D)[zT(t+1D)Pt)z(t+1) + 1] 2Tt +1)P(t) (3.81)
Ozna¢me y(t + 1) = [27(t + 1) P(t)z(t + 1) + 1] L. Z toho vyplyva vztah

Yt +1) =1 —~t+ 12"t + 1)P(t)z(t + 1) (3.82)

ktory vyuzijeme pri odvodzovani vztahu (3.84).
Celkovo pre aktualizaciu P plati vztah

P(t+1)=P(t) —y(t+1)Pt)z(t +1)2T(t + 1) P(t) (3.83)

Odvodenie pre novy odhad parametrov @(t + 1) je analogické a vyuziva vztahy (3.82),
(3.83):
0,y = Pt+1D)ZTt+1)Y(t+1)
= PG+ (270 =(t+1)) ( y(‘tff)l) )
= P+ 1[ZT®)Y )+ z(t+ Dy(t + 1)]
= [Pt) =yt +1)P#)z(t+ 12" (t + 1)P(t)] x
[ZT()Y (1) + 2(t + 1)y(t +1)]
= () —y(t+ D)P@)2(t+ 1)2" (¢t + 1)8(t) + P(t)z(t + y(t +1)
Yt + D P()z(t + 1)z (t + D) P(t)z(t + 1)y(t + 1)
) —v(t+1D)Pt)z(t+1)2"(t + 1)0(¢t)
Pzt +1D)[1 —~t+D2zT(t+1)Pt)z(t + 1)y(t + 1)
() —~v(t+ 1D P(t)z(t + )27 (t + 1)0(¢)
DP(t)z(t+ 1)y(t +1)
(t+ 1Pzt + Dyt +1) — 27t + 1)O(1)] (3.84)

I
> + > |

|

D +
= =2
+@0~
Q-i-
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Formalne mo6zeme zapisat rekurzivnu metdédu najmensich stvorcov nasledovne:

et+1) = ylt+ 1) 2T (t+1)8(t)

yt+1) = [D+2TEt+1)P#)z(t+1)7 !

Lit+1) = ~v(t+1)P@t)z(t+1) (3.85)
Pit+1) = P( )=yt +1)Pt)z(t+ )27t + 1)P(t)

O(t+1) = O@t)+L{t+1)e(t+1)

Kazdy rekurzivny algoritmus musi mat dané pociatoéné podmienky. V nasom pripade
potrebujeme pociatoéné podmienky pre 9(0) a P(0), kde P(0) mo6Zeme chapat ako neur-
¢itost odhadu é(O) Pochopitelne, ze oba parametre maji vplyv na konvergenciu RMNS.
Ako ukézeme nizsie, minimalizované kritérium nie je v tvare (3.47), ale je dané ako

t+1

Je+1(8) = [0 —6(0)]" P~(0)[6 — 6(0)] + Z[y(i) — 2" (1)6)? (3.86)

Ako vidime, ku klasickému vyrazu daného druhym ¢lenom kritéria je pridany clen zahina-

juci efekt nenulovych pociato¢nych podmienok. Na to, aby bol jeho vplyv minimalizovany,

volime obvykle 8(0) = 0 a P(0) = cI kde c je nejaka velké konstanta, napr. 10° — 1019,
Pre tplnost uvedieme dékaz vyssie uvedenych tvrdeni.

Veta 3.10 Minimalizdcia kritéria (3.86) vedie k rovniciam (3.85)

Dékaz: Kritérium (3.86) mozeme prepisat do vektorového tvaru

Jer1(0) = [0—6(0)]"P1(0)[6 - 6(0)]
+[Y(t+1)—-Zt+1)0T[Y(t+1)— Z(t+1)6] (3.87)

Jeho minimum sa ziska polozenim parcidlnej derivacie podla 8 rovnej nule a dostaneme
ZTt+1)Z({t+1)+P7(0)]0 = P71(0)0(0) + ZT(t + 1)Y (t + 1) (3.88)
KedZe na zéklade merani do ¢asu ¢ 4 1 ziskame hodnotu 6(¢ + 1), plati
0t+1)=[ZTt+1)Z(t+1)+P~H0)] P H0)(0) + ZT (t+1)Y (t+1)] (3.89)
Postupnou rekurziou rovnice (3.80) dostaneme vztah
Plt+1) =P H0)+ZT(t+1)Z(t +1) (3.90)
takze pre odhad parametrov é(t + 1) plati

Ot+1) = P@E+D[P0)0(0)+ ZT(t+1)Y(t+1)] (3.91)
= Pt+1D)[P 1 0)0(0)+ ZT ()Y (t) + z(t + )yt + 1)] (3.92)

Vztah (3.89) posunuty do Casu ¢ je dany ako
0(t) = P(t)[P~(0)0(0) + ZT (1)Y ()] (3.93)
takze vztah (3.92) mozeme prepisaf na

Ot+1)=Pt+ D[P )O(t) + z(t + Dyt +1)] (3.94)
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Dosadenim za P~1(t) z rovnice (3.80) dostaneme

Ot+1) = 0(t)— P(t+ 1)zt +1)2T(t+1)0(t) + z(t + Dy(t +1)] (3.95)

A

= 0t)+Pt+1)z(t+De(t+1) (3.96)
Vidime, Ze tento vztah by bol ekvivalentny s poslednou z rovnic (3.85), ak by platilo
Pt+1)z(t+1)=~v@t+1)P(t)z(t+1) (3.97)
Ak dosadime za P(t + 1) z rovnice (3.83), dostaneme

[P(t) —y(t+ 1) P(t)z(t + 1)2" (t + 1)P(t)]2(t + 1) Yt +1D)P#)z(t+1)
Yt +1D)PHzt+ D1+ 2Tt +1)Pt)z(t+1)] = P(t)z(t+1) (3.98)

Vyraz v hranatych zatvorkéach nie je ni¢ iné, ako v~ (¢t + 1), ¢im je cely dokaz ukonéeny.

3.2.3.2 Identifikovatelnost modelu

Identifikovatelnost modelu opisaného diferen¢nou rovnicou a odhadovaného rekurzivnou
metddou najmensich stvorcov zavisi od invertibility kovariancnej matice a pochopitelne
od typu vstupného signalu u(t). Kedze plati

Pt =) ()27 (i) (3.99)

i=1

vidime, Ze tato matica bude v najlepsom pripade invertovatelnd, ak t > n, kde n je
dimenzia vektora tidajov z(t). Tato nerovnost je v8ak iba nutnou, ale nie postacujicou
podmienkou, kedZe vektor z(t) nemusi byt tzv. identifika¢ne vydatny. Pre lepsie pocho-
penie uvazujme triedu FIR modelov (vid strana 79), kde sa uvazuje model v tvare

y(t) = Z biu(t — i) + e(t) (3.100)

Vektor parametrov a tdajov st potom v tvare

0T = [by,...,by] (3.101)
27 = Ju(t—1),...,u(t—n)] (3.102)

Porovnanim s (3.99) dostavame podmienku pre identifikacni vydatnost vstupu w(t):
Vstup u(t) je identifikaéne vydatny radu n, ak plati

t+1
kD > [u(k = 1), ulk = n)lfu(k = 1),...,u(k —n)]" > kI (3.103)
k=t
kde k1,ks > 0 al je kladné celé ¢islo (z nutnej podmienky vyplyva I > n).
Mobzeme teda tvrdit nasledovné:

Veta 3.11 RMNS pre FIR systém (3.100) konverguje k 6 ak

1. wstup u(t) je identifikacne vidatny rddu minimdlne n.
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V pripade ARX modelu opisaného rovnicou (3.60) v tvare

y(t) = — Z aiy(t —i) + Z biu(t — i) + e(t) (3.104)

st podmienky konvergencie parametrov komplikovanejsie. Ich dékaz mozno néjst napr.
v Goodwin a Sin (1984).

Veta 3.12 RMNS pre ARX systém (3.104) konverguje k 0 ak
1. polynémy A, B su nesudelitelné,
2. systém je stabilny,
3. wstup u(t) je identifikacne vydatny radu minimdlne 2n.

Vo vseobecnosti, odhady parametrov pomocou metddy najmensich stvorcov, pre ktoré
boli doteraz uvedené postupy, je mozné pouzit iba pre stabilné systémy. Toto bolo uve-
dené aj v predchddzajtcej vete. Vyplyva to z faktu, ze vstup u(¢) musi byt identifikacne
vydatny. Pre nestabilné systémy by sa teda dalo navrhntit, aby bol identifikovany sys-
tém najprv stabilizovany nejakym reguldtorom. Podmienka identifikacnej vydatnosti ale
nie je splnend v pripade uzatvoreného regulaéného obvodu, kedy je u(t) generované ako
linedrna kombindcia vektora udajov z(t), ¢ize

u(t) = —Kz(t) (3.105)

Z uvedeného vyplyva, ze v uzatvorenom regulacnom obvode definovanom zakonom riade-
nia z predoslého vztahu, nie je isté, ze bude zarucena konvergencia parametrov. Konver-
genciu ale mézeme zarucit pridanim externého signdlu do URO, ktory bude dostatoc¢ne
identifika¢ne vydatny. Presnejsie je to uvedené v nasledovnej vete:

Veta 3.13 RMNS pre systém (3.104) konverguje k 6 ak
1. polynémy A, B su nesudelitelné,
2. wvstup u(t) je generovany pomocou spatnej vizby v tvare
u(t) = —Kz(t) +v(t) (3.106)

3. externy signdal v(t) je identifikacne vydatny rddu minimdlne 4n.

3.2.3.3 Metéda pomocnych premennych

Odhad parametrov podla rovnice (3.66) moze byt pisany aj v tvare

6= [Z z(t)zT(t)] [Z z(t)y(t)} (3.107)

t=1

Pre odchylku 6 — 6 plati

N -1
6-6= lz z(t)zT(t)] lz z(t)e(t)] (3.108)

t=1
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Ak by mal byt odhad 0 nevychyleny, potom musi platit

E{z(t)e(t)} =0 (3.109)

Zakladnou myslienkou metédy pomocnych premennych je zmenit vektor idajov z(t)

tak, aby nebol korelovany s e(t). Jednym zo sposobov, ako to zarudit, je zadefinovat
namiesto neho vektor pomocnych premennych £ tak, aby

1Y 1 Y
I D &(te(t) = N > EMy(t) - 2" ()] =0 (3.110)
t=1 t=1

Pre odhad parametrov potom plati

. N “1ry
6= lZ &(t)z%)] [Z £(t)y(t>] (3.111)
t=1 t=1

Existujui rozliéné spdsoby pre vyber vektora £. Najcastejsie sa uvazuje ako (filtrovany)
vektor minulych vstupov do systému v tvare

ET(t) = [u(t — 1), u(t —2),...,u(t — ng —np)] (3.112)

Pre rekurzivnu metédu pomocnych premennych potom plati

yt4+1) = [D+2TE+DPH)ER+1)]7T
Lit+1) = ~{t+1)PH)EE+1) (3.113)
Pit+1) = Pt)—vyt+1)P)ER+ 1Tt +1)P(t)

3.2.3.4 Modifikacie zakladnej rekurzivnej MINS
V rovnici (3.80) bolo ukdzané, ze aktualizécia kovariancnej matice je zaloZend na rovnici
P lt+1) =P (t)+z(t+ 12T (t+ 1) (3.114)
Tento vzorec sa da zovseobecnit do tvaru
Plt+1)=MOP ) + @)zt + )27 (t+1) (3.115)

kde 0 < A (t) < 1,0 < Aa(t) < 2. Poznamendvame, Ze A1, A2 maji prave opacny efekt. Ay
zvéacsuje kovariancéni maticu a Ay ju zmensuje. Tato tprava vedie tiez k zmene vypoctu
~v(t + 1) a teda aj zosilnenia identifikdcie L(t + 1).

Rekurzivny vzorec pre vypocet kovarian¢nej matice je potom dany

1
WD = OO TG PO 1) (3.116)
Pt+1) — %@ [P(t) — (t + )P(t)z(t + 1)=T(t + 1)P(t)] (3.117)

Rozliéné hodnoty \; potom vedu k roznym identifika¢nym algoritmom

klesajuce zosilnenie: ak \; = Ay = 1, potom zosilnenie klesd a kovariancna matica
narasta. Tento typ je vhodny pre identifikdciu staciondrnych systémov.
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konstantné exponenciidlne zabtdanie: ak \; < 1, Ay = 1. Typické hodnoty pre A\;
st medzi 0.95 az 0.99. Tomuto nastaveniu zodpoveda kritérium

t

J(t)=> A e (3.118)

i=1

Efekt A1 spociva v postupnom zabudani starsich udajov, pricom najvacsia vaha je
na poslednom merani. Tento typ identifikacného algoritmu je vhodny v pripade, ze
sa parametre systému menia pomaly.

stupajiace exponencidlne zabiudanie: V tomto pripade je Ay = 1 a exponencidlne
zabtudanie A1 je dané vztahom

A(t) =AM (t—1)+1 =X (3.119)
a typické pociatocné hodnoty st
A1(0) = Ao € (0.95,0.99) (3.120)

Takto zvolené exponencialne zabtidanie sa asymptoticky blizi k 1 a teda pociatoéné
data st zabudnuté.

Tento typ identifikdcie sa pouziva najmé pre stacionarne systémy, pretoze zabra-
nuje prili§ rychlemu znizovaniu zosilnenia na zaciatku a ma za nasledok rychlu
konvergenciu, ak st odhady parametrov vo velkej vzdialenosti od optiméalnych.

premenlivé exponenciialne zabudanie: V tomto pripade je Ay = 1 a exponencialne
zabudanie \; je dané vztahom (Fortescue et al. (1981))

A (1) =1 = ky(t)eX(t) (3.121)

kde konstanta k& mé byt malé kladné ¢islo (napr. 0.001).

V tomto pripade pracuje algoritmus nasledovne: Ak sa identifikovany systém zmeni,
€2 sa zvysi a sposobi znizenie hodnoty A;. Starsie idaje sa teda budu rychlejsie
zabudat. Ak € klesne, \; sa opit priblizi k hodnote 1 a miera zabiidania sa znizi.

konstantna stopa: V tomto pripade si \; volené tak, aby bola zachovand konstantna
stopa kovarian¢nej matice

trP(t+1) =trP(t) = ng (3.122)
kde n je pocet identifikovanych parametrov a ¢ = 0.1 — 4 je pociatocné zosilnenie.
Tento sposob je vhodny pre sledovanie systémov s parametrami meniacimi sa v case.

konstantné zosilnenie: V tomto pripade je \; = 1, 2 = 0 a teda pre kovarian¢ni
maticu plati

P(t+1) = P(t) = P(0) (3.123)

Tento algoritmus sa pouziva pre identifikdciu systémov s malym poc¢tom parametrov
(< 3), ak nie je Sum merania vyrazny. Identifikicia parametrov je vo vSeobecnosti
pomalsia, ale algoritmus je jednoduchsie implementovatelny.
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Okrem toho sa pouzivaji aj kombindcie uvedenych pristupov, napr. ked sa spdja kon-
Stantnd stopa kov. matice s roznym spdsobom zabudania. Tieto postupy si vhodné pre
odhad ¢asovo zavislych parametrov, ak nemame pociatocné informacie o parametroch.

Rekurzivne metédy so zabudovanym exponencidlnym zabudanim maji jednu nevy-
hodu. Ak metéda nedostane dlhsi ¢as nové informécie (z(t + 1) = z(¢)), moze sa stat,
ze kovarian¢nd matica nebude pozitivne definitnd a algoritmus sa zruti (bursting effect).
Vo vSeobecnosti sa preto doporucuje sledovat, ¢i stopa kovarianénej matice nie je prilis
velka.

Na zaistenie stability bola vyvinutd metéda so smerovym zabtdanim, ktorda zabtuda
iba v tom smere, v ktorom prisli nové informdcie (Kulhavy a Kérny, 1984). Rovnice
popisujtce tito metdédu st nasledovné:

r(t) = z{t+1)TP#)z(t+1) (3.124)

Lt+1) = P(lt)fif(j)l) (3.125)
R SO B

Blt) = {i\l(t) 0 alli ngzg (3.126)

Pt)zt+1)z(t+1)TP(t)
BE)~1 +r(t)

Dalsf pristup k zlepSeniu chovania spoéiva v priamej modifikécii kovarianénej matice
P. Je zrejmé, Ze na jej hlavnej diagondle sa nachadza informdcia o rozptyle (neurcitosti)
jednotlivych parametrov. Preto sa v pripade ¢asovo premennych parametrov moéze zvacsit
ich rozptyl a tym aj zrychlit adaptaciu na nové podmienky.

P(t+1) = P(t)—

(3.127)

P(t+1)=P(t+1)+dI (3.128)

kde 6 < 0.01.

Inou moznostou tiprav RMNS je identifikiciu selektivne vypinat, ak st odhady pa-
rametrov spravne. Podobne, ako v pripade premenlivého exponencidlneho zabiidania, je
sledovand velkost predikénej chyby. Ak je vo vhodnom intervale, parametre sa menit
nebudu. Definujeme si preto parameter «

aft) = { é ?faz(t)é(t) > >0 (3.129)

kde parameter ¢ je malé kladné ¢islo. Potom v rovniciach (3.85) pouzijeme modifikované
vztahy

Pit+1) = P@t)—alt+1)y(t+1)PH)z(t+1)2zT(t+1)P(t)

0(t+1) = 6(t)+alt+ 1)L+ De(t + 1) (3.130)

Takto sa zabezpeci, ze kovarianénd matica a odhady parametrov sa nebudd menit, ak je
vystup z procesu v dobrej zhode s vystupom z modelu.

Pre spravne pouzivanie RMNS je délezité korektné napliianie vektora udajov z. Ak
by sme napriklad chceli identifikovat systém s prenosom

. blzfl + b2272
T 14 a1z 4 agz2

F(z)

potom je vektor idajov dany napriklad

2(t) = [~y(t — 1), —y(t — 2),u(t — 1), u(t — 2)]
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v kazdej periéde vzorkovania. Vektor parametrov k nemu prislichajici je v tvare

0 = [a’17a27b17b2]

Faktorizacia kovarianénej matice Nevyhnutnou operaciou pri MNS je inverzia po-
zitivne definitnej matice Z7 Z. Tato inverzia sa neodstrani ani v pripade priebeznych
algoritmov a realizuje sa pomocou lemmy o inverzii matice. Pri numerickych vypoctoch
sa vsak casto modze staf, ze po urcitom Case sa vplyvom nepresnosti a zaokruhlovacich
chyb nedodrzi pozitivna definitnost kovarianénej matice a identifikacny algoritmus diver-
guje.

Preto sa v identifika¢nych algoritmoch rozklada (faktorizuje) kovarianénd matica ako
produkt dvoch alebo troch matic. Identifika¢né algoritmy potom pracuju priamo s tymito
maticami a tak zabezpecuju pozitivnu definitnost pévodnej kovariancnej matice.

Prvy sposob je pomocou dekompozicie v tvare

P=QQ7", alboP=QTQ (3.131)

Ak matica @ je dolnd (hornd) trojuholnikovd matica, potom sa jednd o Choleskyho
dekompoiciu a @ sa nazyva aj odmocninou matice P. V tomto pripade je mozné maticu
Q ziskat pomocou nasledovnych vztahov

DPii — Z qkw qij = (ng Z%#]k;)
Zl

Vzorce sliziace na modifikdciu matic L, P v RMNS st nasledovné
ft+1) = QT(t)=(t+1)
Blt+1) = ANt+D)+fFE+1)fE+1)
wt+1) 1/[Bt+1)+ /Bt + 1A+ 1)] (3.132)
Lit+1) = Q)f(t+1)
Qt+1) = [Q(t) —w(t+ L) (t+1)]/V/At+1)

Druhy sposob je zalozeny na UD dekompozicii matice v tvare

P=U"DU (3.133)

kde U je hornda trojuholnikovd matica s jednotkami na hlavnej diagonale a D je diago-
nélna matica. Pre ich vypocet vyuzivame vztahy

i—1
di = pii — Y druy,  uig = (p” Z dk“kz“kj)
k=1

Vzorce pre modifikdciu vypoctu takto faktorizovanej kovariancnej matice si uvedené
v literatire o rekurzivnej identifikacii (Bierman, 1977).

3.2.3.5 Modely linearnych dynamickych systémov

V tejto casti si objasnime zakladné typy diskrétnych linedrnych modelov vyuzivanych
pri identifikdcii. V prvom rade objasnime pojem ARMA procesu, na zaklade ktorého
je mozné vyjadrit Tubovolny stacionarny nahodny signal ako biely Sum prechadzajuici
linedrnym systémom. V dalSom uvedieme na zdklade rozlicnych typov Sumu niektoré
typické linedrne modely systémov. Odhad parametrov pre vsetky tieto modely je zalozeny
na minimalizacii sumy Stvorcov predikénych chyb, a preto sa v literatire tieto techniky
oznacuju skratkou PEM (Prediction Error Methods).
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ARMA proces

Uvazujme staciondrny proces v(t), ktory moze byt reprezentovany ako biely sum preché-
dzajuci linedirnym systémom v tvare

v(t) = F(q)e(t) (3.134)

kde ¢ je operdtor posunutia (¢ ly(t) = y(t — 1)) a F(q) je raciondlna lomena funkcia
v tvare

Clq)
F(q) = m
Clg) = l1+ecqg 4 Fenqg™
Alg) = l14+aqg '+ +an,qg "™
a mozeme pisat
v(t) = —aw(t—1)— - —ay,v(t—ng)
+e(t)+aelt—1)+--+epe(t—ne) (3.135)

Stochasticky proces spliujici tito rovnicu sa nazyva ARMA. Je zlozeny z dvoch casti:
AR (autoregressive), ked n, =0

v(t) Fav(t—1)+ -+ ap,v(t —ng) = e(t) (3.136)
a z MA (moving average), ak n, =0

v(t) =e(t)+cre(t—1)+ -+ cpe(t —ne) (3.137)

ARX model Vo vseobecnosti predpokladame, ze skutocny systém je popisany dife-
renc¢nou rovnicou v tvare

y(t) = iégiu(t) (3.138)
= —aylt—1)—- —an,yt —ng)
+bru(t — 1) 4+ -+ by, u(t —np) (3.139)

Rozliéné typy modelov sa potom rozlisuji spésobom, akym sa ku systému pripdja biely
sum.

ARX model predpokladd, Ze chyba vstupuje ako biely Sum do rovnice systému (vid
rovnicu (3.60))

y(t) = —ay(t—1) = —an,y(t —na)
+bru(t—1)+ -+ by, ult —np) + e(t) (3.140)
Vektor parametrov a vektor iidajov st teda v tvare
0" = (a1,...,an,,b1,...,bp,) (3.141)
2Tt = (—y(t—1),...,—y(t —ng),ult —1),...,u(t —ny)) (3.142)

Model je oznacovany ako ARX, pretoze AR popisuje cast A(q)y a X je extra vstup. Vo
specidlnom pripade, ak n, = 0 hovorime o FIR (finite impulse response) modeli.

ARX model je v identifikdcii pouzivany najcastejsie, pretoze vo vektore tdajov vy-
stupuju iba priamo meratelné signaly a nie je potrebné niektoré veli¢iny rekonstruovat,
ako v nasledovnych metodach.
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ARMAX model Tento model predpokladd, ze chyba vstupuje ako MA model, takze

y(t) = —ay(t—1) = —an,y(t —na)
+bju(t —1)+ -+ by, u(t —nyp)
+e(t)+aelt—1)+---+cpe(t —ne) (3.143)
Vektor parametrov a vektor udajov su v tvare
07 = (a1, Gn, b1, by, Clyee s CL) (3.144)
zT(t) = (_y(t_1)3"'7_y(t_na)vu(t_1)7'~'au(t_nb)a
e(t—1),...,e(t —n.)) (3.145)

kde €(t) je predikénd chyba definovand ako
e(t) =y(t) —9(t) = y(t) — 2" ()6 (3.146)

OE model Predpokladame, ze chyba vstupuje ako aditivny biely sSum k vystupnej
veli¢ine (Sum merania)

wlt) = —frwlt—1) == foult = ny)
+bhju(t —1)+ -+ by, u(t —ny) (3.147)
y(t) = w(t)+e(t) (3.148)
Vektor parametrov a vektor udajov si v tvare
0" = (fi.- fuyibrieobn,) (3.149)
2Tt = (—w(t—1),...,—w(t —ng)ult—1),...,ult —np)) (3.150)

Vidime, ze vzfahy st vo forméalnom sthlase s ARX modelom. AvsSak, vntitornd premenna
w(t) nie je pozorovatelnd, a preto je iba odhadovand zo vztahu

w(t) = g(t) (3.151)

Meno modelu je z anglického nazvu Output Error, ¢ize chyba na vystupe.

Box-Jenkinsov model Zovseobecnenim OE modelu je Box-Jenkinsov model, kde sum
na vystupe je modelovany ako ARMA proces

y(t) = —sult) + S-elt) (3.152)

Vseobecny model Zovseobecnena struktira vyhovujtca pre vSetky uvedené modely
moze byt v tvare

B(q) C(q)

A(Qy(t) = ==u(t) + —=e(t 3.153
(@y(t) = Fyult) + Hre® (3.153)
Pre Specifikaciu vektora udajov a vektora parametrov definujme nasledovné veliCiny
B(q)
w(t) = ——=u(t 3.154
o(t) = Algy(t) —w(t) (3.155)

et) = y@)—9@) (3.156)
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Potom mdézeme pisat

07 = (ai,...,an, b1, by,
Jisooos JngClyee s Cngydy .y diny) (3.157)
2Tt = (—yt—1),...,—y(t —na),ult —1),...,ult —np),
—w(t—1),...,—w(t —ny),e(t—1),...,e(t —n.),
—v(t—1),...,—v(t —ny)) (3.158)

3.2.3.6 Verifikacia modelov

V tejto casti sa budeme zaoberat verifikiciou modelov zaloZzenou na myslienke, ze pred-
ikénéa chyba je biely sum. K tomuto pripadu moéze dojst iba v pripade, ak prenos iden-
tifikovaného modelu vystihuje vlastnosti redlneho procesu a ak stupne polynémov boli
zvolené presne.

Verifikdcia modelu je potom realizovana vo viacerych krokoch:

1. Vytvorenie vstupno-vystupného siboru pre identifikovany model (pouzitim tej istej
postupnosti vstupov ako pre systém).

2. Vytvorenie suboru predikénych chyb modelu (min. 100 adajov).
3. Test na nekorelovanost predikénych chyb.

Test nekorelovanosti. Nech €(t) je postupnost centrovanych predikénych chyb (cen-
trovand veli¢ina sa ziska od¢itanim meranej hodnoty od priemernej hodnoty). Dalej sa
vypocitaju

R(0) = %Zez(t) . R,(0) = fzé?); =1 (3.159)
R(i) = %Ze(t)dt—i) . Ru(i) = g((é)), i=1,2,3,... (3.160)

Ak je postupnost rezidui biela a pocet vzoriek velmi velky (N — o0), potom plati R, (i) =
0,7 > 0.

V realnych situdciach sa tento pripad nikdy nestane, pretoze predikéna chyba v sebe
obycajne zahina aj chyby zvolenej struktury, nelinedrne efekty a tiez pocet vzoriek je
obycajne relativne maly.

Preto sa pri praktickej verifikacii vychddza zo statistickych intervalovych testov v tvare

) 2.17

R, (0) =1, [Rn(i)] < Wi (3.161)
pricom tento test bol konstruovany na zaklade predpokladu, ze biely Sum ma asymp-
totické gaussovské rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a disperziou ¢ = 1/ VN a
intervalovy odhad odpovedd 3% trovni pravdepodobnosti. Ak R, (7) ma uvedené gaus-
sovské rozdelenie pravdepodobnosti tak je 1.5% pravdepodobnost, ze R, (i) > 2.17/vN
alebo R, (i) < —2.17/\m. Ak by sme uvazovali 7% pravdepodobnost, potom by sa 2.17
zamenilo za 1.8.

Poznamky:
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Pre akceptovatelny model obycajne plati

2.17
Rni Si
[Rali)] < T

Ak viacero struktir modelov mé rovnaky pocet parametrov, potom vyberieme mo-
del s najmensou hodnotou | R, (7)].

Prilis dobré hodnota kritéria naznacuje, ze struktira modelu sa moze zjednodusit.

Z praktického hladiska sa moze pouzivat zjednodusené kritérium v tvare

IR, (i)] <0.15, i>0

V pripade, ze hodnoty predikénych chyb st velmi malé oproti hodnotdm vystu-
pov, tento test straca zmysel, pretoze v tomto pripade nemaju rezidua gaussovské
rozdelenie pravdepodobnosti.

3.2.3.7 Praktické otazky identifikacie

Odstranovanie statického posunu V metéde najmensich stvorcov sme vzdy predpo-
kladali, ze Sum merania ma nulovt strednd hodnotu. V praxi vSak nastava tento pripad
relativne zriedka, a preto je nutné merania modifikovat. Podla charakteru sumu mozeme
pouzif viacero spdsobov.

Uvazujme diferen¢ni rovnicu identifikovaného systému v tvare

A(z"Yy(t) = Bz~ YYult) + d(t) (3.162)

Ak by sme neeliminovali nenulovi strednti hodnotu poruchy, potom by sa identifika¢ny
algoritmus snazil identifikovat také parametre polynémov A, B, aby predikénda chyba mala
nulov stredntt hodnotu, ¢im by nevyhnutne zavadzal systematicku chybu do koeficientov
A, B.

1. Ak d(t) = d a ustaleny stav je dany hodnotami y°, u®, potom definujeme odchylkové
velic¢iny y(t) = y(t) — y°, u(t) = u(t) — u® a identifikujeme model v tvare

A(="D)y(t) = Bz~ Hu(t) +e(t)

kde $um e(t) uz mé nulovi stredni hodnotu.
2. Ak d(t) # d, to znamend, Ze porucha d(t) je ¢asovo premennd, potom ju mozeme
eliminovat dvoma spésobmi. Uvazujme rovnicu (3.162) v ¢ase t — 1

Az Dyt —1) = Bz Yu(t — 1) +d(t — 1)
Odéitanim tejto rovnice od (3.162) dostaneme
AETDW -yt =1)) = B")(u(t) —u(t — 1)) +d(t) —d(t - 1)
Az Hgt) = Bz7Ha(t) + Ad(t)

Za predpokladu, ze porucha d(t) sa pomaly meni, mézeme posledny ¢len zanedbat a
pouzivat inkrementalne hodnoty vstupov a vystupov.
Tento postup sa dé zovSeobecnit a nové premenné si dané vSeobecne v tvare

y(t) —y(t—1)
1+ f1z71

u(t) —u(t—1)

it = e

i(t) = (3.163)
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kde —0.5 < f; <0.
Druhy spdsob eliminacie ¢asovo premennej poruchy spociva v jej priamej identifikacii
zavedenim rozsireného modelu

zT(t) = [~Ute1y s —Ytmng s Uty - -+ s Uy s 1] (3.164)
07 = a1,...an,,b1,...,bp,,d] (3.165)

Normalizacia signalov Signaly pouzivané ako vstupy a vystupy do redlneho objektu
maju ¢asto velmi rozdielne hodnoty. Ak by boli pouzité priamo na identifikaciu ¢i riadenie,
mohlo by to viest k numerickym problémom. Napriklad kovarianéna matica, ktorta je
nutné invertovat, by bola velmi zle podmienena. Preto sa v praxi signaly normalizuja.
Casta metéda je zvolit normalizované signaly v tvare

y(t)
Y (t) = S (3.166)
kde y*® je ustélend hodnota danej veli¢iny. Dalsia moznost je pouzit v menovateli abso-
litnu hodnotu maxima danej veli¢iny.

Urcenie stupniov polynémov A, B Pred samotnou identifikdciou redlneho objektu
je nutné stanovit stupne polynémov ng,,n, a dopravné oneskorenie D. Obycajne vy-
chadzame z Ciastocnej znalosti objektu, pripadne z hrubého odhadu modelu pomocou
neparametrickych metod.

Odhad n,. V pripade, zZe nepozname stupen polynému menovatela prenosu, mézeme
volit n, < 3, ¢o postacuje pre vacsinu priemyselnych procesov. Dobrou pociatocnou
hodnotou je n, = 2.

Odhad np, D. Z teérie riadenia vieme, ze oneskorenie u systémov popisanych dife-
rentnymi rovnicami je ukryté v koeficientoch polynému B, pricom je prvych D + 1
koeficientov nulovych. Ak dopravné oneskorenie nepozndme, volime ho obvykle nulové.
Stupen n; rovny dvom je dobrou pociato¢nou hodnotou.

Odhad D. Ak odhadovany ¢itatel (polyném B) je v tvare

B = b]Z_l + b22_2 + b3Z_3 + -
a plati
|b1| < 0.15|b2‘

potom moézeme uvazovat by = 0 a zvysit hodnotu D. Po tomto zdsahu menime struktiru
identifikovaného modelu a identifikujeme odznova. Potom mdzeme opét testovat vztah

|b1| < 0.15‘bi+1|

a opakovat cely cyklus dovtedy, kym dana nerovnost plati.

Odhad maximéalnych stuptiov ng,ns. Uéelom je ziskat ¢o najjednoduchsi model pro-
cesu, pretoze od neho obvykle zavisi zlozitost regulatora, ale aj robustnost modelu vzhla-
dom na pracovny bod regulacie.

Jeden z pristupov odhadovania maximalnych hodnot stupnov polynémov je studovat
vyvoj rozptylu predikénych chyb, t.j.

R=E{&(t)}) = % > e (3.167)
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Ng + Ny

Obr. 3.2: Vyvoj rozptylu predikénych chyb ako funkcie po¢tu parametrov modelu.

ako funkciu stctu n, + np. Typicky tvar tejto krivky je na obr. 3.2.

Teoreticky by mala byt tato krivka dand ako zalomend priamka najprv klesajica a
potom konstantna. Konstantny tsek indikuje, ze zvySovanie poc¢tu parametrov nezlepsuje
presnost modelu.

Prakticky je vSak fazko presne urcit zalomenie krivky, a preto sa pouzivaju aproxi-
macné testy: uvazujme, ze k hodnote n,,n, bola vypocitand hodnota R;. Ak zvysime
napr. stupen n), = n, + 1 a dostaneme hodnotu Rs, potom ak

Ry > 0.8R,

nemad zmysel zvysovat stupen n,. To isté plati pre np.

3.2.3.8 Mnohorozmerové systémy

Uvazujme linedrny mnohorozmerovy systém v tvare

Az Hy(t) = Bz Hul(t) + e(t) (3.168)
kde A[n x n] a B[n x m] su polynomické matice v tvare

Az = T+A 2z 4+ A, 2z (3.169)

B(z™') = Biz '+ + Bz ™ (3.170)

Uvazujme, ze vsetky prvky matic A;, B; si nezndme. Potom mdzeme tento model pisat
aj v tvare

y(t) = ©Tp(t) + e(t) (3.171)

kde
QOT(t) = ["!/?—1 e T y;—nau?—l e utT—nb} (3172)
e’ = (A, ... A, B, ... B,) (3.173)

pricom ¢ € [nyn 4+ nym X 1] a © € [n X nyn + npym|. Poznamendvame, ze vektor tidajov
je rovnaky pre vSetky zlozky vystupného vektora.
Pre lepsie pochopenie uvazujme pripad n = 2, m = 3,n, = 1,7, = 2 a matice

ai; a2
A =
az1 a22

B, - <b111 bi12 b113> Bz—<b211 ba12 5213)
bio1 biz2 biag )’ baor  baoa  boos
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Potom plati

T
e (t) = [=Y1—1, —Y2,t—1, UL t—1, U, t—1, U3 41,
ul,t72»u2,t727u3,t72]

@T _ air a1z biin biiz biiz bair baiz bois
az1 a2z biai bizz biaz baoi baoo  baos

Casto sa ale vyskytuje situdcia, ze niektoré prvky identifikovanych matic st zname.
V takomto pripade uz tento postup nemdzeme pouzit, pretoze jednotlivé elementy vy-
stupného vektora nevyuzivaju rovnaky vektor idajov.

Rovnicu (3.171) mézeme prepisat do tvaru

y(t) = o7 (1)0 + e(t) (3.174)

kde
dT(t) = eI, (3.175)
0 = col(®T) (3.176)

Operacia X ® Y sa vold Kroneckerove nasobenie a je definovand pre matice Tubovolnych
rozmerov ako

T11 Xr12 oo T1m $11Y . xle
To21 oo cee T2m 1‘21Y . l‘gnLY

XY =| . . QY =| . (3.177)
Tpl Tp2 -+ Tpm oY .. TpmY

Operétor col() mozeme definovat ako ziskanie stipcového vektora @ transformédciou ma-
tice X ,naukladanim® jednotlivych stlpcov matice na seba:

Xl
X2
col(X) = , (3.178)

Pre lepsie pochopenie uvazujme opét predosly priklad. Plati

T (t) = [~vyi—1To,—y21To,u1 1T, uz 112, u3 112,
Ul,t—212,U2,t—212,u3,t—212]
9T = [a11,a21,a127a22,
b111,b121, b112, b122, b113, D123,

b211; b221a b212a b222a b213a b223}

V pripade, ze by boli niektoré prvky vektora parametrov @ nulové, staci iba zrusit
zodpovedajuce riadky matice ¢(t). Ak st dané elementy zndme, ale nenulové, je potrebné
odcitat prislusné riadky prendasobené hodnotou prislusného parametra od aktudlneho
vystupu y(t) a tento pouzivat namiesto skutoéného vektora vystupov.
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3.2.3.9 Parametre spojitého prenosu

Vychadzajme z diferencialnej rovnice linedrneho spojitého systému

A(p)y(t) = B(p)u(t) (3.179)
kde p = d/dt je operator derivovania a polynémy st dané ako

Alp) = ao+ap+---+an, 1p" T +p" (3.180)
B(p) = bo+bip+--+by,p™ (3.181)

Predpokladame, ze systém je striktne rydzi, t.j. stupeti polynému B(p) je nizsi ako stupen
polynému A(p).

Pri tomto postupe neuvazujeme pritomnost dopravného oneskorenia. Ak vsak identi-
fikovany proces obsahuje vyznamné dopravné oneskorenie, jeho neuvazovanie by mohlo
vyrazne znizit kvalitu identifikacie. Preto v tomto pripade je najvhodnejsie pri iden-
tifikdcii parametrov spojitého prenosu pouzivat vstupny signdl oneskoreny o hodnotu
dopravného oneskorenia.

Ak by sme mali k dispozicii derivacie vstupov a vystupov, mohli by sme priamo
identifikovat koeficienty neznamych polynémov a;, b;. Tie st vsak zvycajne nemeratelné.
Preto celt rovnicu (3.179) vydelime polynémom C(p) a dostaneme

Alp) . B
"™ = " 1
Alp)ys(t) = Bpluys(t) (3.183)
kde
1 1
yr(t) = =—=y(t),  usp(t) = Z—~u(t) (3.184)

C(p)

Vidime, ze identifikovat parametre mézeme aj z rovnice (3.183). Vsetky potrebné deri-
vacie filtrovanych veli¢in st lahko dostupné z rovnice (3.184) za podmienky, Ze stupen
polynému C' je vacsi alebo rovny stupnu polynému A. V praxi obyé¢ajne volime stupne
rovnaké a polyném C' v tvare

C(p) = (1 4 cop)™ (3.185)

kde ¢q je ¢asova konstanta filtra a jej hodnota by mala byt nizsia ako hodnota Tubovolnej
casovej konstanty polynému A.

Ak budeme uy a y¢ a ich derivicie merat v peridédach ¢, potom moézeme definovat
identifika¢ny problém nasledovne

gt = 0Tz(t) +e(t) (3.186)
67 = (ag,...,an, 1,b0s- .. bn,) (3.187)
2Tt = (=gp =y g g, ul™) (3.188)

Blokova schéma tohto postupu je zndzornené na obr. 3.3.
Poznamenavame, Ze je rovnako mozné odvodit postup identifikdcie spojitého systému
s jednotkovym koeficientom ag. Model s a,, = 1 je vSak vhodnejsi pre tcely riadenia.
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U B/A Y -

1/C 1/C

Rz v

Obr. 3.3: Blokova schéma identifikdcie parametrov spojitého prenosu

Priklad 3.3 Uvazujme identifikdciu spojitého systému 2. rddu v tvare
J+ a1y + apy = bou + b1t

Zavedme si filter 2. radu
C(p) = (1 + cop)®

a filtrované veli¢iny
Cys =y, Clpuy=u

Ak si tieto rovnice rozlozime do stavového tvaru dostaneme

T1 =Yy x2:yf T1 = To igi(y*$1*2cox2)/cg
x3 =y xy=0p Fz=x4 F4=(u —x3—200T4)/CH

Popis systému je teraz dany ako

yf = 7a0yffa1yf+b0uf+b1ﬂf
= —apr1 — a1T9 + boxs + bray
a teda
6" = (ao,a1,bo,b1)

z = (_xl,_$2,$3,$4)

87
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Kapitola 4

Filtracia iidajov a odhad stavu

4.1 Filtracia nameranych udajov

Cislicovy poéita¢ posobi v regulaénom obvode ako diskrétny ¢len. To znamend, ze pocitac
snima a vysiela udaje v diskrétnych ¢asovych okamihoch. Do popredia sa dostava otazka,
ako eliminovat v tychto diskrétnych okamihoch mozny sum a ziskat spravny odhad mera-
nej veli¢iny. Uvddzame tu spdsob podla Hebkého (1984). Metéda vychddza v regresného
vyrovnania viacnasobnych vzoriek nameranych pocas kazdej periédy vzorkovania.

Uvazujme, ze skutoénd hodnota meranej veli¢iny y je namerana s urc¢itou chybou

z2(t) = y(t) + v(t) (4.1)
kde v(t) je nezndmy Sum, o ktorom predpokladdme, Ze md nulovi strednti hodnotu.

Veli¢inu z snimame v kazdej periéde vzorkovania n-krat, pricom poloha vzoriek 21, ..., z,
je v peridde vzorkovania Iubovolnd, ale v kazdej periéde rovnaka.

Veli¢ina y(t) sa filtruje linedrnou zavislostou
y(t) = 0o + 01t +<(t) (4.2)
kde € je chyba aproximécie. Pre snimant veli¢inu z potom plati

zi = 0g + O1t; +w; = OTzi + w; (43)

kde 67 = (0y,61) a 27 = (1,t;). Vektor 6 reprezentuje vektor identifikovanych paramet-
rov, ktoré treba v kazdej periéde vzorkovania odhadntt na zdklade nameranych hodndt

Z1, ..., 2n. Pouzijeme metédu najmensich stvorcov, ktora v tomto pripade minimalizuje
funkciu
n
7 2
min J = E w; (4.4)
i=1

Takto definovany problém sme uz riesili v priklade 3.1, kde bolo ukazané, ze minimalizacia

89
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nasej ucelovej funkcie vedie k nasledovnym vztahom

Z1 1 tl
29 1t

Y = . X = (4.5)
Zn 1 tn

X0 = Mg (T 0

X'y = D= ( EthZ > (4.7)
— L (EBYa Nttt

Odhad vystupnej veli¢iny v ¢ase ¢, (¢o moze byt aj (n+ 1)T,) vyjadrime ako

D>

ye =072, zI'=(1,t,) (4.9)
Po dosadeni do rovnice (4.8) dostaneme
ye=D"Mz.=D"f, f=Mz = ( ? ) (4.10)
2

Hodnoty f1, fo st dané iba ¢asovym rozlozenim vzoriek v periéde vzorkovania a nezavislé
od nameranych idajov. Preto je mozné si ich dopredu vypocitat. Dosadenim dostaneme
vysledny vztah

ye:flzzi+f22tizi (4.11)
i=1 i=1

Velmi zaujimavy a uzitoény je pripad, ak sa z; meraji v pravidelnych intervaloch a
posledna vzorka je merand v okamihu odhadu, ¢ize plati t; —t;_1 = A, t. = t,,. Oznacme
si t; = ¢. Potom plati

Zi _ n(n2+ 1)7 ZZQ _ n(n + 1)6(2n +1) (4.12)

Matica M a vektor f si potom v tvare

2(2n+1) 6
" nn—-1) nn+l)(n-1)

()

Vysledny odhad vy, je potom v tvare

2 6 .
yn**ﬁzzierzlzi (4.15)

V pripade, Ze v periéde vzorkovania snimame 5 krat v ekvidistantnych intervaloch, do-
staneme

3

5 5
Yn = =04 2 +02) iz (4.16)
=1 =1
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Lo

Regulator . Riad. systém -

[

Rekonstruktor

Obr. 4.1: Systém automatického riadenia s deterministickym odhadom stavu

4.2 Deterministicky odhad stavu

Deterministicky odhad stavu systému sa da realizovat pomocou ,rekonstruktora“. Re-
konstruktor je dynamicky systém, ktory rekonstruuje stav deterministického systému, t.j.
systému bez vyznamnejsicho sSumu a bez vyznamnejsej chyby merania. Rekonstruktor sa
pouziva na rekonstrukciu vektora stavovych veli¢in (t) na zdklade nameraného vektora
vystupnych veli¢in y(t) a vektora vstupnych veli¢in w(t) (Luenberger, 1971; Ackermann,
1976).

Na obr. 4.1 je ukdzané ako sa vyuziva odhadnuty stav & deterministického systému
pri automatickom riadeni. x,, je vektor ziadanych stavovych velic¢in.

Vlastnosti rekonstruktora ukazeme pre linedrny deterministicky systém

d%ff) —  Ax(t) + Bu(t) (4.17)
y(t) = Cz(t) (4.18)

Vektor @ méa n zloziek, vektor y ma r zloziek a vektor uw ma m zloziek. Predpokladame,
ze nas skiimany systém je pozorovatelny. Rekonstruktor je popisany rovnicou

%ff) = A&(t) + Bu(t) + Kay(t) (4.19)

R4d systému (4.19) je zhodny s rddom systému (4.17). Otazka je ako volit matice A, B
a K 4, aby chyba rekonstrukcie

e(t) = z(t) — &(t) (4.20)

pri Tubovolnych zaciatoc¢nych podmienkach isla asymptoticky k nule.
Odpoditanim rovnice (4.19) od rovnice (4.17) dostaneme

d“;it) = Az(t) + (A - A)z(t) + Bu(t) (4.21)
~ dfzit) — _A&(t) - KuCa(t) — Bu(t) (4.22)
ell) _ Ae(t) + (A~ A K.C)(t) + (B - Blult) (4.23)
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u B dt T é T C y ..
A
SYSTEM
dé
2 it
B il 1 % R
A
K,
Obr. 4.2: Blokova schéma linedrneho spojitého systému s konstantnymi koeficientmi a
rekonstruktora
Ak plati
B = B (4.24)
A = A-K,C 4.25)
potom rovnica (4.23) nadobudne tvar
de(t "
‘;g ) Ae(t) = (A - KJC)e(t)

(4.26)
Rovnica rekonstruktora na zaklade vyssie uvedeného teraz bude
dz(t)

Chyba rekonstrukcie e(t) sa blizi asymptoticky k nule pri Iubovolnych zaciatoénych
Toto je mozné splnit vhodnou volbou matice K.
dt

podmienkach vtedy, ked vlastné hodnoty matice A — K;C maji zapornu realnu cast.

=(A-K,C)&(t) + Bu(t) + Kay(t)

Poznamendvame, Ze matice systému vo vztahoch (4.26) a (4.27) st totozné. Rov-
nicu (4.27) moézeme prepisat do tvaru
dz(t)

dt

(4.27)

stavu.

A#(t) + Bu(t) + K [y(t) — Ca(t)]

(4.28)
Navrh rekonstruktora spociva vlastne vo volbe matice K 4. Na obr. 4.2 je blokova schéma

linedrneho spojitého systému s konstantnymi koeficientmi a zodpovedajuci rekonstruktor
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Znalost odhadu stavu &(¢) umoziuje pouzit reguldtor
uw = u[&(t)] (4.29)

ktory posobi jednak na skuto¢ny systém, jednak na jeho model, ktory je korigovany na
zéklade chyby rekonstrukcie.

4.3 Optimalny odhad stavu

V tejto casti sa budeme zaoberat odhadom stavu, ak na systém pdsobia ndhodné vstupy.
Vysledkom bude Kalmanov filter, ktory je hlavnym praktickym vysledkom teoérie opti-
malneho odhadu. Bez straty na vseobecnosti sa predpokladd, ze na systém posobi biely
sum. Totiz skutocny ndhodny vstup je mozné vzdy vyjadrit ako vystup linearneho filtra,
na ktorého vstupe pdsobi biely Sum. Optimalny odhad stavu v Kalmanovom zmysle bol
mnohokréat publikovany, napr. v pracach (Kalman a Bucy, 1961; Kwakernaak a Sivan,

1972), atd.
Majme systém
O~ A+ &) (430)
z(0) = o +&o (4.31)
y@t) = C@t)z(t) +n(t) (4.32)
kde

x je vektor stavovych veli¢in rozmeru n,

y - vektor vystupnych veli¢in rozmeru r,

& - vektor ndhodnych procesov na vstupe systému rozmeru n,
xo - odhad zaciatoéného stavu,

&p - ndhodné chyba odhadu zaciatoéného stavu,

A, C - matice konstant prislusnych rozmerov,

1 - vektor ndhodnych chyb merania rozmeru r.

Predpoklada sa, ze ndhodné procesy &(t), n(t) stt Gaussove biele Sumy navzdjom ne-
korelované a nekorelované so zaciatoénym stavom.
Predpokladame platnost nasledovnych vztahov:

E{E®)} = 0, E {5(0[&(7)]? = Q)i(t—7)
E {m(O)} = Xy, E {(.CEO - 33(0))((12(] - CB(O))T = P() (433)
E{n®)} = 0, E{n®)(@)]"} = R(t)i(t-7)

Ulohou je najst optimalny odhad stavu tak, aby funkcional

/ (& — AW2)TQ(t) (& — A()e) + (y — C(H)e) R (1)(y — C(t)))dt

to

[2(0) — mo]" Py [(0) — ] (4.34)
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bol minimalny. Tento problém moze byt uvazovany ako problém deterministického opti-
malneho riadenia definovanim riadenia

u(t) =a(t) — A(t)x(t) (4.35)
a prepisanim funkcionalu J do tvaru
7= (O~ el Py (o) - o)
+% /t ' W' Q' t)u+ (y—Ct)x) " R™'(t)(y — C(t)z)]dt (4.36)

Po preformulovani tloha hladania optimalneho stavu bude spocivat v najdeni takého
u(t), aby funkciondl J podla rovnice (4.36) bol minimdlny, pri¢om musi platit vztah

@(t) = A(t)a(t) + u(t) (4.37)

Hamiltonidn pre sformulovant tlohu optimalizacie je

1

H = [u'Q u+(y—Cx)' Ry~ Cx)] + X' (Az + u) (4.38)
7 podmienky

OH

g =0 4,

du (4.39)
vyplyva, ze

u(t) = —Q(H)A(t) (4.40)
kde

. H

A= —g—m =-C'"R'Cz+C"R'y— A"X (4.41)

Z podmienky transverzality pre volné x(0) a x(t;) vyplyvaji dve okrajové podmienky
pre A v tvare

Alty) = 0 (4.43)

Oznac¢me optimalny odhad a riadenie v case t s idajmi y(t) do ¢asu ¢y pomocou
&(t/ty) , alt/ty) (4.44)

Problém filtracie je urceny optimalnym odhadom v koncovom c¢ase s danymi tidajmi do
tohoto ¢asu. Optimélny filtrovany odhad a riadenie sa oznacuje pomocou

&(ty/ty) , Glty/ty) (4.45)
Optimélny odhad je dany vztahom (4.37) so zidkonom optimalneho riadenia (4.40)
B(1/t7) = A& (/L) — QAW (4.46)

Dalej zavedieme transforméaciu

2(t/ty) = 2(t) — P(HA(t) (4.47)
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pricom z(t) je vektor rozmeru n a P(t) je matica rozmeru n x n, ktoré treba uréit.
Dosadenim (4.47) do (4.46) dostaneme

2—PX—P\=A[z— P\ - QX (4.48)
S vyuzitim rovnice (4.41) a (4.47) rovnica (4.48) bude
2—PX—P[-CTR'C(z— P\) +CTR 'y — AT}]
= Alz—PX -QX\ (4.49)
resp.
Z— PC’TR_l(y — Cz) — Az
- {1‘3 +PCTR™'CP - PAT — AP - Q| A (4.50)
Tato rovnica je splnend, ak plati
2 = PC'R'(y—Cz)+ Az (4.51)
P = —PCTR'CP+PAT" + AP+ Q (4.52)
Zo zadiato¢nej podmienky transverzality a transformaécie (4.47) vyplyva

z(0) = mo (4.53)

PO) = Py (4.54)

V pripade problému filtrécie &(ts/t¢) je odhad zaloZeny na metéde najmensich stvor-
cov v case ty, ktory je podmieneny vSetkymi datami do ¢asu ty. Z koncovej podmienky

transverzality (4.43) vidime, ze v ¢ase t =ty je A(ty) = 0. Na zdklade tohoto pre dané
t z transformécie (4.47) vyplyva, ze

fft(tf/tf) Ez(tf) (4.55)

Filtrovany odhad je teda uréeny rovnicou (4.51), pricom ¢ je vzdy aktudlny c¢as

#(t/t) = P(t)CT ()R (1) (y(t) — C(t)&(t/t)) + A(t)&(t/t) (4.56)
pricom
£(0/0) = (4.57)

a matica P(t) je dana rovnicou (4.52). Rovnice (4.52) a (4.56) predstavuji rovnice Kal-
manovho filtra.

K(t)=Pt)CT(t)R™*(t) (4.58)
je zosilnenie Kalmanovho filtra. Ak definujeme chybu odhadu

e(t) =x(t) — &(t/t) (4.59)
potom pre

pe = E{e(t)} (4.60)
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plati
fe(t) = (A= PCTR'C) pe(t), pe(0)=0 (4.61)

e (t) je identicky nulové, a preto odhad dany rovnicami (4.52) a (4.56) je neodchyleny.
Kovariancia chyby odhadu je

Cove (t,7) = E{e(t)e’ (1)} (4.62)
a pre t = 7 mozeme pisat

Cove (t,7) = Cov, (t) (4.63)
Na zéaklade vyssie uvedenych vztahov sa da velmi jednoducho ukazaft, ze

Cov, (t) = P(t) (4.64)
teda P(t) je rozptylom chyby odhadu.

Poznamka: Kalmanov filter je mozno jednoducho rozsirit pre pripad nelinedrnych
systémov. Vtedy hovorime o rozsirenom Kalmanovom filtri.

4.4 Optimalny diskrétny Kalmanov filter

V tejto casti uvedieme bez odvodenia rovnice diskrétneho Kalmanovho filtra. Na ich z&-
klade ukédzeme prepojenie medzi rekurzivnou metédou najmensich stvorcov a optimalnym
odhadom stavu.

Majme diskrétny systém

Ty = Axy, + &, &~ N(0,Q) (4.65)
xo = To + o, &0 >~ N(0, Po) (4.66)
yr = Cxi + Ny, nr =~ N(0, R) (4.67)

kde vektory a matice sii definované rovnako ako v predoslej casti.

Predpokladé sa, ze ndhodné procesy &x,ni si Gaussove biele Sumy navzajom neko-
relované a nekorelované so zaciatotnym stavom.

Ulohou je ndjst optimélny odhad stavu tak, aby funkcionsl

t

J=3 D [(@hi1 — Az) ' Q (i1 — Axy) + (yx — Car) "R (yr — Cay)]
k=0
+ % [1130 - Q_ZO]TPEI [.’BO — :f:o] (4.68)

bol minimélny.
Riesenim tohto problému je diskrétny Kalmanov filter, ktory je dany nasledovnymi
roviicami

&1 = Az + Ly, (yp — Cy) (4.69)
L, = AP,C" (CP,CT +R) ", (4.70)
Piy1=Q+AP,A" — L, (CP,C" + R) L], (4.71)
P(0) = Py, (4.72)
(4.73)

Xy = Ig.
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Uvazujme teraz odhad konstantnych parametrov modelu diskrétneho procesu. Pre
interpretdaciu pomocou Kalmanovho filtra budeme uvazovat parametre ako stavy procesu
a jeho opis v tvare stavového modelu bude teda nasledovny

0111 = 0y, (4.74)
6o = 6, + &0, €0~ N(0, Py) (4.75)
yp = 2} Ok + ex, er ~ N(0,1) (4.76)

Takto definovany stavovy opis definuje parametre ako konstantné stavy s neznamymi
pociatoénymi podmienkami a vystup je zatazeny chybou merania. Porovnanim so vse-
obecnym stavovym opisom uréenym rovnicami (4.65)—(4.67) dostaneme

A=1I, Q=0 R=1 C==z]. (4.77)

Tieto dosadime do rovnic Kalmanovho filtra a ziskame vztahy

ékJr]_ = ék + Ly, (yk — Z%ék) R (4.78)
P
L= b (4.79)
2z, Przp +1
szkzgpk
P =Py — ——"——. 4.80
kol k ZngZk +1 ( )

Ziskali sme takto rovnaké rovnice pre rekurzivnu metédu najmensich stvorcov, ako boli
odvodené v rovniciach (3.85). Interpretdcia pomocou Kalmanovho filtra zdroven objas-
nuje volbu pociatoénych podmienok pre 8y a Py. Zodpovedaji nasim znalostiam para-
metrov (ich strednej hodnoty a kovariancie) v ¢ase nula.

V druhom pripade uvazujme odhad casovo premennych parametrov modelu diskrét-

neho procesu. Pre interpretaciu pomocou Kalmanovho filtra budeme opét uvazovat pa-
rametre ako stavy procesu a jeho opis v tvare stavového modelu bude teda nasledovny

011 = 0, + wy, wi ~ N(0,Q1) (4.81)
6o = 6, + &0, &0 ~ N(0, Py) (4.82)
Y = Z{ék + ek, ep ~ N(O, 7’2) (483)

Takto definovany stavovy opis definuje parametre ako stavy, ktoré sa moézu menit v case
a u ktorych nepozndme pociatoéné podmienky. Podobne, vystup je zatazeny chybou
merania. Porovnanim so vSeobecnym stavovym opisom uréenym rovnicami (4.65)—(4.67)
dostaneme

A=I Q=Q,, R=ry,, C=2z. (4.84)

Tieto dosadime do rovnic Kalmanovho filtra a ziskame vztahy

ék+1 = ék + Ly, (yk — Z{ék) R (4.85)
szk
L,=——2—"—""—, 4.86
k Z%szk “+ 79 ( )
P.z.2'P
Py =P, — —22E5k2 k4 Q. (4.87)

Z%szk + 7o
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Najdolezitejsou zmenou je pridanie matice Q1 k aktualizacii kovarian¢nej matice. Toto je
zhodné s priddvanim urcitého nasobku jednotkovej matice v rovnici (3.128) a zabrarnuje
vynulovaniu kovarian¢nej matice. Tym sa zachovava neurc¢itost v hodnotach paramet-
rov a umoznuju sa ich zmeny. Nevyhodou je, ze sa parametre neustalia. Pomer medzi
hodnotami Q1 a r9 je kompromisom medzi schopnostou sledovania zmien parametrov a
citlivostou na sumy.



Dodatok A

Niektoré operacie s maticami

A.1 Zaklady

e Scitanie - komutativnost

A+B=B+A

e Nisobenie

AB + BA

e Transpozicia

(A+B)T = AT+ BT
(AB)" = BTA"
e Inverzia
(AB)™! = B 'A™!
(AT)—l _ (A—l)T
1
AN = —
A7 Al

Pre 2 x 2 maticu A v tvare

A:(CCL Z) ad — be £ 0

je inverzia dana ako

1 d —b
Al =
ad—bc( —c a )

99

(A.8)

(A.9)
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A.2 Derivacie

1. Derivécie podla skaldrnej veli¢iny. Matice A = A(t), B = B(t),C = C(t), derivi-
cia podla skalara ¢:

d d
d dA dB
d dA dB ac
—(ABC)=—B A— AB— A12
g ABC) = G BO+ A C+ ABY, (A.12)
d 1 _ 1dA
@A =-A i A (A.13)
2. derivacia podla vektora = (z1,...,7,)”. Definujme si gradientovy operator
9 9 o\
Y _ o= =, -, == A14
oz v <8x1 axn> ( )
0 0 0
oxT Val = (62:17 73%1) (A.15)

Derivacia skalara ¢ podla vektora «:

dc oe \ "
£ = = A.16
V€ (81'1 8xn) ( )
9%c . ¢
0x10x1 0x10%,
d%c . ¢
0x,0x1 0T, Oy
Derivacia vektora y = (y1,...,ym)? podla vektora x:
% e OYm
6(1?1 aftl
Vay' = : : (A.18)
Oy1 .. Oym
Ozyp Oy,
Vexl = 1 (A.19)
Ve (uTv) = (Veul)v + (VerDu (A.20)

Ak A nie je funkciou & potom

Ve(Azx) = AT (2T A) = A, v, (27 Ax) = Az + ATz (A.21)
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Ak A nie je funkciou @, A je symetrickd matica a y = y(x) potom
Ve (y" Ay) = 2(v.y") Ay (A.22)
Nech pre vsetky vektory @ s redlnymi prvkami x; je splnend nerovnost
Qx)=xzTAx >0 (A.23)

Potom kvadratickd norma ) aj matica A s pozitivne definitné (ak > 0, potom
pozitivne semidefinitné, ak < 0, potom negativne definitné).
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Dodatok B

Pravdepodobnost, nahodné
velic¢iny a procesy

V mnohych redlnych pripadoch na dynamicky systém posobia také vstupné veli¢iny, ktoré
nie st konkrétnou funkciou casu. Pod nazvom , konkrétna funkcia casu“ myslime tu
skokovi zmenu vstupnej veli¢iny, impulznt funkciu, harmonicky premennu veli¢inu, atd.
Pre konkrétnu (deterministicki) asovu funkciu plati, Ze v kazdom ¢ase mé jednoznacne
priradent funkénu hodnotu.

Vstupné veli¢iny dynamickych systémov mézu nadobidat v ¢ase rézne ndhodné hod-
noty. V takychto pripadoch mézeme urcit len pravdepodobnost tej, alebo inej formy
pdsobenia vstupov v tom, alebo inom c¢ase. Toto nevyplyva z toho, ze pdsobenie vstu-
pov je dopredu nezname, ale z toho, zZe samotna podstata redlneho pésobenia vstupov je
taka, ze veli¢iny v kazdom Case a proces ich zmien v ¢ase zavisia od mnozstva roznych
veli¢in, ktoré sa mozu kombinovat jedna s druhou, pdsobif stcasne, alebo inak v case.
Veli¢indm, pri ktorych ku kazdému casovému okamihu je priradend ndhodnd hodnota
z ur¢itej mnoziny moznych hodndt hovorime, ze si ndhodné (stochastické).

Zmalost zakladov tedrie pravdepodobnosti je predpokladom sStatistického skiimania
dynamickych systémov.

B.1 Zakladné pojmy teérie pravdepodobnosti

Ak budeme sktimat Iubovolny jav (skutoc¢nost, ktora nastala v dosledku pokusu), ktory
je charakterizovany urcitymi podmienkami existencie a je o nom zname, ze tento jav sa
pri splneni tychto podmienok moze, resp. nemoze realizovat, potom sa takyto jav nazyva
nahodny. Nahodny jav je charakterizovany pravdepodobnostou.

Predpokladajme, ze urobime N pokusov a ze v m pripadoch sa jav A realizoval.
Pomer m/N sa nazyva relativna pocetnost. Relativna pocetnost je experimentalnou cha-
rakteristikou ndhodného javu. Pri réznych pokusoch relativna pocetnost nadobiida roézne
hodnoty, ale pri zviacsovani ¢isla N pri pokusoch sa bude blizif k nejakej konstantnej
hodnote, ktora sa nazyva pravdepodobnost nahodného javu A pri zadanych podmienkach
pokusu a oznacuje sa symbolom P(A).

Jav, pre ktory je pravdepodobnost rovné jednotke, sa nazyva jav isty a jav, pre ktory
je pravdepodobnost rovna nule, je jav nemozny. Pravdepodobnost ostatnych javov lezi

103
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v intervale
0<PA) <1 (B.1)

Javy A a B nazyvame vylucujicimi sa javmi, ak pri danych podmienkach nie je mozny
ich stcasny vyskyt. Pre pravdepodobnosti vylucujicich sa javov A a B plati

P(AUB) = P(A) + P(B) (B.2)

Jav A sa nazyva nezavislym od javu B, ak P(A) nezéavisi od toho, ¢i nastal, alebo
nenastal jav B. Jav A sa nazyva zdvislym na jave B, ak P(A) sa meni v zavislosti na
tom, ¢i nastal, alebo nenastal jav B.

Pravdepodobnost javu A vycislend pri podmienke, Ze uz nastal jav B, sa nazyva
podmienenou pravdepodobnostou. Oznacuje sa P(A|B).

Podmienka nezévislosti javu A od javu B sa d& napisat v tvare

P(A|B) = P(A) (B.3)

Majme dva lubovolné javy A a B, pricom P(B) > 0. Pre podmieneni pravdepodob-
nost P(A|B) javu A, ak nastal jav B, plati

P(AN B)

PAIB) = =55

(B.4)

Tento vztah sa nazyva Bayesov vzorec. Pre nezdvislé javy A a B podla (B.3) tiez plat{

P(AN B) = P(A)P(B) (B.5)

B.2 Nahodné veliCiny

Ndhodnd wveli¢ina je veli¢ina, ktord moze nadobudat aktukolvek ¢iselni hodnotu z moz-
nej mnoziny v zavislosti od vysledku pokusu. O diskrétnej ndhodnej velicine & hovorime
vtedy, ak mnozina hodnot, ktoré nadobiida, je kone¢nou postupnostou ¢isel z1, zo, . .., zy.
Diskrétna ndhodné veli¢ina je urcena vtedy, ak st zname jej ¢iselné hodnoty, ktoré na-
dobida, ako aj pravdepodobnost P; vyskytu kazdej z nich. Vyraz (tabulka)

L1,T2,.-.,Tn
_ B.6
5 {P17P27"'7Pn ( )
predstavuje tzv. zdkon rozdelenia pravdepodobnosti diskrétnej nahodnej veliciny. Priklad
grafického znazornenia zakona rozdelenia diskrétnej ndhodnej veli¢iny je na obr. B.la.
Na tomto obrizku sa priradené k hodnotdm nahodnej veli¢iny x; zodpovedajiice prav-

depodobnosti P;. Ndhodna veli¢ina nadobida vSetky mozné hodnoty x; (i = 1,2,...,n).
Lahko zistime, Ze plati (nielen v tomto pripade):

d pi=1 (B.7)

Popri zakone rozdelenia sa pouziva este ina funkcia, ktora charakterizuje pravdepo-
dobnosti jednotlivich hodnét nadhodnej velic¢iny. Tuto funkciu oznac¢ime F(z) a definu-
jeme vzorcom

F(z)= Y P, (B.8)

x; <z
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P

0,3 a)
0.2 : !
0,1 T

Obr. B.1: Grafické znazornenie zakona rozdelenia diskrétnej ndhodnej veli¢iny a zodpo-
vedajucej distribuc¢nej funkcie

a budeme ju nazyvat distribucnou funkciou veliciny &. Tato funkcia sa vztahuje na vsetky
redlne hodnoty = z intervalu (—oo, +00). Symbol z; < x pod znakom »_ oznaduje stcet
vztahujici sa na vSetky tie hodnoty x;, ktoré si mensie, alebo sa rovnaju ¢islu z. F(z)
je pravdepodobnostou javu £ < z, ¢o mozno zapisat:

F(z) =P <) (B.9)
F(x) splha podmienku
0< F(r) <1 (B.10)

Ked mnozinu moznych hodnot ndhodnej veliciny & usporiadame tak, ze plati: 1 < o <
-+« < x,, potom z definicie pravdepodobnosti vyplyva, Zze F(x) = 0 pre aktukolvek hod-
notu z, ktora spiﬁa podmienku = < z. Tiez plati, ze F(z) = 1 pre z > z,,. Grafické
zndzornenie distribuénej funkcie diskrétnej ndhodnej veli¢iny (obr. B.1a) je na obr. B.1b.

Hoci zédkon rozdelenia charakterizuje ndhodnu veli¢inu uplne, pre praktické tcely su
treba dalsie charakteristiky vyjadrené pomocou obycajnych nendhodnych cisiel. Spome-
dzi moznych ciselnych charakteristik nahodnej veli¢iny maji podstatni tlohu stredna
hodnota (matematicka nadej), rozptyl a strednd kvadratickd odchylka.

Strednd hodnota diskrétnej ndhodnej veli¢iny sa urcuje z vyrazu

p=E{=> P, (B.11)
i=1
Ak st vSetky hodnoty rovnako pravdepodobné, potom

1 n
= EZ;xi (B.12)
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Pre pripad hadzania hracou kockou plati

1 .1
,uZa:P 1+2+3+4+5+6

6 6 6 6 6) 5D

Vsimnime si nasledovné vlastnosti strednej hodnoty. Ak je veli¢ina Z konstantna, potom
jej stredna hodnota je rovna Z:

E{Z}y=Z (B.13)
Konstantu Z je mozno vynat pred oznacenie strednej hodnoty:
B{Z¢} = ZE{¢) (B.14)

Pre Tubovolné ndhodné veli¢iny strednd hodnota ich stctu je rovna stctu strednych hod-
not tychto velicin

E{{+n}=E{{}+ E{n} (B.15)

Stredna hodnota stac¢inu nezavislych ndhodnych veli¢in je rovna sti¢inu strednych hodnot
tychto veli¢in

E{&nt = E{¢ E{n} (B.16)

Ak & je ndhodnd veli¢ina a p je strednd hodnota tejto veli¢iny, potom velic¢ina (§—p) je
odchylka nadhodnej veli¢iny od jej strednej hodnoty. Tato odchylka je ndhodnou veli¢inou
tak isto ako sama veli¢ina &.

Rozptyl (variancia, disperzia) ndhodnej velic¢iny £ je rovny strednej hodnote kvadrétu

odchylky (€ — p)
o = DIg| = E{(§ = )} = D _(w: = )" P (B.17)

Zatial ¢o stredna hodnota je ¢islo, okolo ktorého sa stustreduji hodnoty nahodnej
veli¢iny, rozptyl hovori o tom, ako daleko st od nej jednotlivé hodnoty rozptylené.
Rozptyl je mozno Tahko vycislit na zdklade vlastnosti strednej hodnoty

0% = B{& - 26E{¢} + (E{¢})*} = E{&?} — (E{&})%, (B.18)

t.j. rozptyl sa rovna rozdielu strednej hodnoty kvadratu ndhodnej veli¢iny a kvadratu
strednej hodnoty ndhodnej veli¢iny. Pretoze plati

E{&} > (E{})? (B.19)
rozptyl bude vzdy kladné ¢islo, teda

o >0 (B.20)

Druhé odmocnina z rozptylu sa nazyva strednd kvadratickd odchglka nahodnej veliciny

o =/D[E] = VE{&} — (E{&})? (B.21)

O spojitej ndhodnej velicine budeme hovorit vtedy, ak mdze nadobudat vsetky hod-
noty v ohranienom intervale (a,b), alebo v intervale od —oo do oo a ak distribu¢nd
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F(x)
1

F(b)
F(a)
a)
0 a b X
ftx)
b)
0 X

Obr. B.2: Priebeh distribu¢nej funkcie spojitej ndhodnej veli¢iny a zodpovedajtcej hus-
toty pravdepodobnosti

funkcia F(z) je v tychto intervaloch spojita. Distribucnd funkcia spojitej ndhodnej veli-
ciny &
F(z) =P <x) (B.22)

je pravdepodobnostou toho, ze ndhodnd veli¢ina nadobida hodnotu mensiu ako x. Prie-
beh distribu¢nej funkcie spojitej ndhodnej veli¢iny je na obr. B.2a. Pre F(x) plati:

lim F(z) = 1 (B.23)
Tr—r00
QCEIPOO Fz) = 0 (B.24)

Pravdepodobnost toho, ze spojitd ndhodna veli¢ina nadobudne urciti ¢iselni hodnotu
z je nekonecne mala. Pravdepodobnost toho, ze spojitda ndhodna veli¢ina je v intervale
(a,b) mé konecni hodnotu a mézeme pisat

Pla<¢<b)=F(b)— F(a) (B.25)
Pravdepodobnost toho, ze spojitd ndhodna veli¢ina bude medzi hodnotami x a = + dz je

dF(x)

Velic¢ina
fla) = d];f) (B.27)

sa nazyva hustota rozdelenia pravdepodobnosti. Na obr. B.2b je priklad hustoty pravde-
podobnosti spojitej ndhodnej velic¢iny. Pre F(z) moZzeme pisat

F(z) = /j f(z)dz (B.28)
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Pretoze distribuc¢nd funkcia je neklesajica funkcia, pre hustotu pravdepodobnosti musi
platit, ze
f(x) =0 (B.29)

Pravdepodobnost toho, ze spojitd ndhodna veli¢ina bude v intervale (a,b), je uréend
plochou pod krivkou hustoty pravdepodobnosti v hraniciach zadaného intervalu a teda
moézeme pisat

b
Pla<&é<b) = / f(x)dx (B.30)

Ak dany interval rozsirime od —oo do oo, potom dostaneme

/_Oo F@)dz = 1 (B.31)

Strednd hodnota spojitej ndhodnej veli¢iny sa urcuje z vyrazu
p=E( = [ afys (B.32)
Néahodné veli¢ina mdze byt charakterizovand vztahom
E{em} = / T @) da (B.33)
—o0

Jednd sa o moment m-tého stupria nahodnej veliciny &. Moment prvého stupma je roviny
strednej hodnote. Moment druhého stupra ndhodnej velic¢iny je urceny vztahom

E{¢&} = /Oo 22 f(x)dx (B.34)
Centralny moment m-tého stupna ma tvar

(-0 = [ (o= 0" (@ (B.35)
Rozptyl spojitej ndhodnej velidiny £ mozno vyjadrit nasledovne

= B{e-nPh= [ @-wfed (B.36)

o’ = E{&} - (E{g) (B.37)

Strednd kvadratickd odchylka je

o= E{&} — (E{¢})? (B.38)

Normdlny zdkon rozdelenia spojitej ndhodnej veli¢iny (Gaussovo rozdelenie) je taky,
ktorého hustota pravdepodobnosti sa da vyjadrit vztahom

(x — p)?
e 202 (B.39)
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kde o je stredna kvadratickd odchylka,
i je strednd hodnota.
Majme teraz dve spojité ndhodné veli¢iny &1,&; definované na tom istom pravde-
podobnostnom priestore. Je mozné zaviest pojem zdruZenej hustoty pravdepodobnosti
f(x1,x2) tychto ndhodnych veli¢in. Ak ndhodné veli¢iny & a & st nezdvislé, potom

f(z1,22) = fi(z1) fa(72) (B.40)

pricom fi(xz1) je hustota pravdepodobnosti ndhodnej veliciny &;
fa(xz2)  je hustota pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny &,
Podobne ako v pripade jednej nahodnej veli¢iny aj v pripade dvoch ndhodnych veli¢in
mozeme zaviest momenty (pravda, ak existuji), napriklad

By = [ [ slasinednds, (B.A1)

Centralny moment dvoch nahodnych veli¢in & a £ ma tvar
E{(€ - m) (@m0} = [ [ (o= m) (e - ) o, o)dmndes (B42)

pricom pi1 = E{&1}, pe = E{&}.
Osobitnd pozornost sa venuje kovariancii. Nech & a & st integrovatelné nahodné
veli¢iny. Potom sa ¢islo

Cov (&1,82) = E{(& — )& —p2)}
/ / (1 — p1)(xo — p2) f(21, x2)da das (B.43)

nazyva kovarianciou (alebo korelaénym momentom) ndhodnych veli¢in & a &.
Ak & a & maju konecné rozptyly, tak cislo

Cov (51,52)
0109

nazyvame koeficientom koreldcie ndhodnych veli¢in &1, &. (01 = \/D[&1], 02 = \/D[&2]).
Nahodné velic¢iny &7, & sa nazyvaju nekorelované, ak

r(€,6) = (B-44)

Cov (617 52) =0 (B45)

Integrovatelné ndhodné veliciny &1, & s integrovatelnym sticinom &;&; st nekorelované
prave vtedy, ked

E{&, et = E{&} E{&} (B.46)

Uvedené tvrdenie vyplyva z toho, ze Cov (£1,&2) = E{&1,&} — E{& ) E{&}-

Ak &, & st nezavislé integrovatelné nahodné veliciny, tak st nekorelované.

Pri ndhodnych veli¢inach &1, &, .. ., €, definovanych na tom istom pravdepodobnost-
nom priestore, ktoré st prvkami vektora & = (£1,...,&,)7, sa ¢asto pri vypoctoch ob-
medzujeme len na urcenie strednej hodnoty E {£€} a kovariancnej matice Cov ().

Strednd hodnota E {£€} vektora & je vektor strednych hodnot jeho prvkov.
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Obr. B.3: Realizacie ndhodného procesu.

Kovariancnd matica Cov (€) vektora & so strednou hodnotou E {£} je strednd hodnota

matice (€ — E{&})(€ — E{€})", ..
Cov(§) =E{(&-E{eN(E-E{EN)T} (B.47)

Kovarianénd matica je symetrickd kladne- (semi)definitnd matica, ktord v i-tom riadku
a j-tom stlpci mé kovariancie ndhodnych veli¢in &; a &, t.j.

Cov (&, &) = E{(& — E{&H(& — E{& D} (B.48)
Prvky matice (B.47) urcuji stupen vazby medzi ndhodnymi veli¢inami, pricom

Cov (&;,¢&5) = Cov (§5,&) (B.49)
Na hlavnej diagonale kovarian¢nej matice st rozptyly ndhodnych veli¢in &;, teda

Cov (&, &) = E{(& — E{& (& — BE{&})} =0 (B.50)

B.3 Nahodné procesy

Pri skiimani dynamickych systémov vznikla potreba zaoberaf sa javom prebiehajicim
v Case (procesom). Ak urobime meranie nejakej fyzikalnej veli¢iny (napriklad teploty
reakénej zmesi v prietokovom chemickom reaktore s miesanim) za rovnakych podmie-
nok niekolkokrat za sebou vzdy za rovnaky cas t,,, potom vysledkom merania mézu byt
napr. priebehy znazornené na obr. B.3. Priebehy 1, 2, 3 sa navzdjom odliSuju. Zo znalosti
priebehu 1 sa nedd dopredu urcit priebeh 2, priebeh 3, atd. Toto je dévod toho, ze na-
miesto skiimania jednotlivych funkénych zavislosti je potrebné skiimat vlastnosti velkého
poctu funkcii. Ak pocet tychto funkcii (v nasom pripade nameranych zavislosti 1, 2, 3,
...) sa blizi k nekoneénu, potom stbor tychto funkeii ddvame do stvislosti s predstavou
ndhodného (stochastického) procesu.

Pod pojmom ndhodny proces budeme rozumiet mnozinu ndhodnych veli¢in £(t) za-
visiacich od ¢asu. Za tcelom opisania nahodného procesu sa rozsiruje koncept ndhodnej
veli¢iny ¢ na ndhodnd funkciu £(¢). D4 sa povedat, ze ndhodny proces je taka funkcia
¢asu, hodnoty ktorej v kazdom ¢ase st ndhodnou veli¢inou. Ndhodn4 veli¢ina v ndhodnom
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procese nadobuida rézne hodnoty nielen v zavislosti od vysledku pokusu, ktory zodpo-
vedd elementarnemu javu, ale aj v zavislosti od ¢asu. Nahodna veli¢ina, zodpovedajica
podmienkam daného pokusu a meniaca sa v Case, ktora patri do mnoziny nahodnych
veli¢in £(t), je konkrétnou funkciou ¢asu a nazyva sa realizdcia ndhodného procesu.

Néahodny proces v jednotlivych pevnych okamihoch casu tq,to,...,t, zavisi len od
elementarneho javu, a preto sa meni na ndhodn1 veli¢inu s prislusnou hustotou pravdepo-
dobnosti. Z tohoto vyplyva, ze ndhodny proces moze byt urceny siborom hustét pravde-
podobnosti, ktoré zodpovedaji spojitym nadhodnym veli¢indm £(t1),&(t2), .. .,&(tn) pre
okamihy casu tq,ts,...,t,. Hustota pravdepodobnosti ndhodného procesu je funkciou
Casu a oznacuje sa symbolom f(z,t). Pre kazdy jednotlivy ¢as ¢; existuje prislusnd hus-
tota pravdepodobnosti f(z;, ;).

Uvazujme okamih ¢asu ¢; a prislusni spojiti ndhodnu veli¢inu £(¢1). Pravdepodob-
nost toho, ze ndhodnd veli¢ina £(t1) bude medzi hodnotami x; a x1 + dx1, je

P(zy <&(t1) < @y +dxr) = fi(ar, t1)dzy (B.51)

pricom f;(x1,t1) je hustota pravdepodobnosti pre okamih ¢asu t; (jednorozmerovd hus-
tota pravdepodobnosti).

Uvazujme dva okamihy ¢asu ¢; a t2. Pravdepodobnost toho, ze ndhodnd velic¢ina £(¢1)
bude v ¢ase t; medzi hodnotami x; a 21 + dxy a v Case t ndhodnd veli¢ina £(t2) bude
medzi hodnotami x5 a zo + dzo, je

P(l‘l S €(t1) < T + dll?l;xg S f(tg) < X9 + dl‘g) = fQ(fL'l,tl;I'Q,tQ)dl'ldl'Q (B52)

pricom fo(x1,t1;29,12) je dvojrozmerovd hustota pravdepodobnosti. fo(x1,t1;x2,ts) ur-
¢uje vztah medzi hodnotami ndhodného procesu £(t) v okamihoch ¢asu ¢1 a to.

Zavidza sa tiez n-rozmerovd hustota pravdepodobnosti fpn(x1,t1;2T2,te;. .. Tn,tn).
S pomocou n-rozmerovej hustoty pravdepodobnosti je mozné urcit pravdepodobnost
toho, Ze proces £(t) bude prechddzat n-bodmi s odchylkou nie vicsou ako dxq, ..., dx,.

Néhodny proces je statisticky uplne uréeny hustotami pravdepodobnosti fi, fo, ..., fn
a vézbou medzi nimi.

Najjednoduch$im typom ndhodného procesu je tuplne ndhodny proces (biely sum).
V takomto procese vsetky hodnoty ndhodnej velic¢iny v jednotlivych okamihoch ¢asu su
navzajom nezavislé. Pre iplne ndhodny proces plati

fa(z1,t; e, t2) = f(o1, 1) f(22, t2) (B.53)
ako aj
fn(x17t1§x27t2; cees xnatn) = f($1,t1)f(.’1727t2) s f(xna tn) (B54)

Na zaklade jednorozmerovej hustoty pravdepodobnosti mézeme urcit stredni hodnotu
ndhodného procesu v tvare

oo

W) = B0} = [ oot (B.55)
V (B.55) sme neuviedli index premennych hustoty pravdepodobnosti, lebo okamih ¢asu
t; moze byt Iubovolny.

Rozptyl ndhodného procesu moézeme pisat v tvare

DK@%:/mh*u@Pﬁ@JMm (B.56)

— 00
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D) = E{*(t)} - (E{&n)})* (B.57)

Strednd hodnota ndhodného procesu p(t) je funkciou ¢asu a je strednou hodnotou
pre vSetky realizdcie ndhodného procesu. Rozptyl D[¢(t)] hovori o tom, ako su realizacie
ndhodného procesu rozptylené vzhladom na strednt hodnotu p(t).

Na zéklade dvojrozmerovej hustoty pravdepodobnosti je mozné najst vizbu medzi
hodnotami ndhodného procesu v okamihoch casu t; a to. Tato vézba je urcena autoko-
relacnou (korelacnou) funkciou, ktord mé tvar

RE(tl,tQ) = E{f(tl)f(tQ)} = /;OO /:)o .’ﬂll'gfg(xl,tl;iL’Q,tg)dl’ldl’g (B58)

Autokovariancénd funkcia ma tvar
1) — p(t1))(€(t2) — p(t2))}

Cove (t1,t2) = E{(£(t
/_ /_ [x1 — p(t1)][ze — p(te)] foar, t1; e, ta)drrdas  (B.59)

Pre autokorelacnu funkciu plati
Rf(tl, tQ) = COVf (tl, tQ) - ,Lt(tl),u(tg) (BGO)

Vzéjomny vztah dvoch ndhodnych procesov £(t) a n(t) sa opisuje pomocou vzdjomnej
korelacnej funkcie

Rey(ty,t2) = E{&(t1)n(t2)} (B.61)

a pomocou vzdajomnej kovariancnej funkcie

Covey (t1,t2) = E{(§(t1) — p(t1))(n(t2) — u(t2))} (B.62)

Za ucelom opisu statistickych vlastnosti ndhodného procesu s normalnym rozdelenim
postacuje pouzif stredntt hodnotu a korela¢ni funkciu. Vo vseobecnosti tomu tak nie je.

Ak namiesto argumentov t; a to pouzijeme v rovniciach (B.58), (B.60) argumenty ¢
a 7, potom autokorelacna funkcia bude

Re(t,7) = E{&()&(T)} (B.63)
a autokovarianéna funkcia

Cove (t,7) = E{(&(t) — u(t))(&(7) — p(7))} (B.64)
Ak t = 7 potom plati

Cove (t,t) = E{(£(t) — p(t)*} (B.65)

a teda Covg (t,1) sa rovnd rozptylu ndhodnej veli¢iny &. Casto sa pouziva skrateny zapis
Cove (t,t) = Cove (1).

Predpokladajme teraz, ze navzajom zdvislé ndhodné procesy &1(t), &2(), ..., &n(t) su
prvkami vektora &(t) = [£1(2), &a(2), ..., &n(t)]T. Jednd sa o vektor ndhodnijch procesov.
V pripade vektorovych ndhodnych procesov sa ¢asto pri vypoctoch obmedzujeme len na
urcenie vektora strednych hodnét a autokovariancnej matice.
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Majme vektor ndhodnych procesov £(t). Potom

p(t) = E{£(1)} (B.66)

sa nazyva vektorom stredngch hodnot vektorového ndhodného procesu.
Vyraz

Cove (t1,t2) = E {(€(t1) — p(t1))(&(t2) — p(t2))"} (B.67)

resp.

Cove (t,7) = E {(£(t) — u(t))(&(7) — p(7)) "} (B.68)

je autokovariancénou maticou vektorového ndhodného procesu &(t).
Pre autokovarianént maticu plati vztah

Cove (7,t) = [Cove (¢, 7)]" (B.69)

Ak ma ndhodny proces normélne rozdelenie, potom strednd hodnota a autokorela¢na
funkcia umoznuju ziskat vsetky n-rozmerové rozdelenia. Z toho vyplyva, Ze na urcenie
statistickych vlastnosti ndhodného procesu s normalnym rozdelenim (namiesto urcenia
vetkych funkecii f,,) postacuje pouzit stredni hodnotu a autokorelacéni funkciu.

Pri skimani ndhodnych procesov sa vyuziva vyraz

fi= lim — [ &@b)dt (B.70)

it nezavisi od casu a je vysledkom sledovania nejakého systému v dostatocne velkom
casovom intervale. Vo vSeobecnom pripade sa vyuziva vztah

= lim - / € (8™ dt (B.71)

Pre m = 2 tento vyraz urcuje p2.

N&ahodné procesy sa rozdeluju na staciondrne a nestaciondrne. V pripade staciondr-
neho nahodného procesu vsetky hustoty pravdepodobnosti fi, fo,... fn nezavisia od
zmeny zaciatku odcitavania casu a jednorozmerova hustota pravdepodobnosti vo vse-
obecnosti nezavisi od ¢asu ¢. To znamend, ze strednd hodnota (B.55) a rozptyl (B.56) nie
st funkciou casu.

Pre mnoho stacionarnych procesov plati, ze st ergodické, t.j. s pravdepodobnostou
rovnou jednej plati

o0 T
1 / zfi(x)der=p= lim — 3 &(t)dt (B.72)

N T (B.73)
V praxi sa obycajne predpokladd, ze procesy si stacionarne a ergodické.

Vlastnosti (B.72) a (B.73) ukazujui, ze za ucelom skimania Statistickych vlastnosti
stacionarneho ergodického procesu postacuje skimat jednu realizaciu ndhodného procesu
v dostatocne velkom casovom intervale.
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V pripade stacionarneho procesu dvojrozmerova hustota pravdepodobnosti fo nezavisi
od okamihov Casu 1 a to, ale zavisi od 7 = to — t1, ktory oddeluje dve ndhodné veli¢iny
&(t1) a &(t2). V dosledku toho autokorelacnd funkcia (B.58) moze byt napisand v tvare

Re(r) = E{6ts(t) = [ [ miwafaeraam) (B.74)
Pre staciondrny a ergodicky ndhodny proces platia vlastnosti (B.72) a (B.73) a pre vyraz
E{&(t)¢(t+ 7)} mozeme pisat

ELEE(t+7)r = S@)EE+T)

= lim — Tf(t)f(tJrT)dt (B.75)

teda autokorelacné funkcia pre stacionarny ergodicky proces moéze byt vyjadrena v tvare

Re(7) :Tlgnooﬁ/ EE(t+7)d (B.76)

Autokorelaénd funkcia procesu urcuje zavislost ndhodnej veli¢iny v ¢ase t + 7 od jej
hodnoty v case t. V pripade stacionarneho ergodického nahodného procesu autokorelacna
funkcia méze byt vycislena z Iubovolnej realizacie ndhodného procesu.

Pre autokorela¢ni funkciu Re(7) plati

Re(—7) = Re(7) (B.77)
Pre 7 = 0 autokorela¢nd funkcia je ur¢ena strednou hodnotou stvorca ndhodnej velic¢iny
Re(0) = E{€*(t)} = €(t)&(?) (B.78)

Pre 7 — oo autokorelac¢nd funkcia bude stvorcom strednej hodnoty ndhodnej veli¢iny.
Toto sa da Tahko ukazat. Pre ergodicky proces plati

Re(m) =&§(0)E(t+7) = /:’O /jo 7123 fo(w1, 2, 7)dT1dT2 (B.79)

Pre 7 — oo st £(t) a £(t + 7) navzdjom nezdvislé, a preto vyuzijic vztah (B.53), ktory
plati pre iplne ndhodny proces, dostaneme

Re(oo) = [ wfendns [ wafaa)des = = (0 (B.80)

— 00 — 00

Hodnota autokorela¢nej funkcie pre 7 = 0 je jej najvacsou hodnotou a teda plati, ze
Re(0) = Re(7) (B.81)

Pre vzajomni korelacni funkciu dvoch stacionarne vzdjomne ergodickyjch ndhodnych
procesov £(t) a n(t) mdzeme pisat

ELEn(t+7)} = &Ont+7) (B.82)

resp.

an(T) = / / z1y2 fo(x1, yo, T)dx1dys

= TlgnOOQT/ et +7 (B.83)
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Majme teraz stacionarny ergodicky nahodny proces, ktorého autokorela¢nd funkcia je
R¢(7). Tato autokorelacnd funkcia ndm déva informéciu o ndhodnom procese v casovej
oblasti. T istt informaciu o ndhodnom procese vo frekvencnej oblasti mozeme ziskat,
ak urobime Fourierovu transformaciu autokorela¢nej funkcie. Fourierov obraz Se(w) au-
tokorelacnej funkcie Re(7) je urceny vztahom

Se(w) = /_ h Re(r)e™“Tdr (B.84)

Je zrejmé, ze aj naopak autokorela¢nt funkciu Re(7) mozeme dostat pri zndmom Sg(w)
pouzitim vztahu pre spatni Fourierovu transformaéciu

Re(r) = % /_00 Se(w)e? T dw (B.85)

Re(7) a Se(w) st nendhodné charakteristiky ndhodného procesu. Se¢(w) sa nazgyva
vgkonovd spektrdlna hustota ndhodného procesu. Tato funkcia ma velky vyznam pri skii-
mani transformécie ndhodnych vstupov linedrnymi dynamickymi systémami.

Pre vykonovi spektralnu hustotu plati S¢(w)

Se(—w) = Se(w) (B.86)

Na urcenie vykonovej spektralnej hustoty zo znamej autokorelacnej funkcie a naopak
mozu byt pouzité vztahy

Se(w) = 2/00O Re¢(T) coswrdr (B.87)

=
2

B
~—

Il

l/ Se(w) cos wrdw (B.88)
T Jo

Zavedieme tiez pojem wvzdjomnej vykonovej spektrdalnej hustoty dvoch vzajomne er-
godickych nahodnych procesov s nulovymi strednymi hodnotami. Vzajomna vykonova
spektrélna hustota S¢,(w) ndhodnych procesov £(t) a 7(t) sa nazyva Fourierov obraz ich
vzéjomnej korelacnej funkcie Re,(7):

Sen(w) = / " Rey(r)e T dr (B.89)

— 00

Vzéjomni korelacni funkciu Re¢(7) mézeme dostat pri zndmom Se, (w) pouzitim vztahu
pre spatniu Fourierovu transforméciu

1

Rey(1) = 5 / Sen(w)e?“T dw (B.90)

Ak vo vyrazoch (B.75) a (B.85) dosadime 7 = 0, potom mdzeme pisat nasledovné
vztahy

PO} = Re) = Jim o [ o (B.91)

B{er} = Re0) =5 [ Sclwrto =1 [ st (B.92)

:% -
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Rovnica (B.91) charakterizuje energetické ukazovatele procesu. Prava ¢ast rovnice sa
moze interpretovat ako priemerny vykon signalu. Rovnica (B.92) urCuje tiez priemerny
vykon procesu, ale vyjadreny pomocou vykonovej spektralnej hustoty. Priemerny vykon
procesu je urceny plochou pod krivkou vykonovej spektralnej hustoty a vykonova spek-
tralna hustota S¢(w) urcuje rozdelenie vykonu signalu podla frekvencie. Pre Se(w) plati

Sg(w) >0 (B93)

B.4 Biely sum

Majme stacionarny nahodny proces, pre ktory plati, ze pre vsetky frekvencie méa rovnaku
hodnotu vykonovej spektrilnej hustoty, t.j.

Se(w) =V (B.94)

Takyto proces ma ,biele* spektrum a nazyva sa biely sum. Vykonova spektralna hustota
bieleho $umu je zndzornend na obr. B.4a. Z rovnice (B.92) vyplyva, Ze priemerny vykon
bieleho Sumu je nekonecny, pretoze plati

E{et)?) = jrv/ooo de (B.95)

V redlnych podmienkach neexistuji také procesy, pre ktoré plati vztah (B.95).
Autokorela¢nd funkcia bieleho Sumu moéze byt urcend z rovnice (B.88)

Re(r) = l/ V coswrdw = V(T) (B.96)
™ Jo
kde
1 (o)
or) = f/ cos wrdw (B.97)
T Jo

pretoZe Fourierova transformaécia delta funkcie Fs(jw) je rovnd jednej a spitnd Fourierova
transformécia pre delta funkciu mé tvar

1 [ :
o(r) = %/ F5(jw)e " dw

1 R

= ﬂ . BJWTCZW
1 [ N e

= — coswTdw + j— sin wrdw
2 J_ o 27 o
1 (o)

= f/ cos wrdw (B.98)
T Jo

Autokorelaénd funkcia bieleho sumu (obr. B.4b) je uréend delta funkciou a je rovnd nule
pre lubovoIné hodnoty 7 okrem 7 = 0. Biely Sum je prikladom tplne ndhodného procesu,
v ktorom &£(t) a £(t + 7) st nezévislé.

Za tucelom fyzikédlne realizovatelného procesu je vhodné zaviest pojem bieleho Sumu
s ohranicenou vykonovou spektralnou hustotou

Se(w) =V pre |w| <w;

Se(w) =0 pre |w| > w; (B.99)
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Re
A
Vo(r) b)
0 T
Se
a)
Vv
0 w

Obr. B.4: Vykonova spektralna hustota a autokorelacna funkcia bieleho Sumu

Autokorelac¢né funkcia tohoto procesu je

w1
Re(r) = ;/0 cos wrdw = %sinwn (B.100)

Pre tento proces tiez plati

. Vo v
@2 =D / dw = L (B.101)

2 o, s

Niekedy je vhodné aproximovat zavislost (B.94) spojitou krivkou. Za tymto icelom
je mozné pouzit vztah

2aD
S, =— B.102
(W= ( )
Zodpovedajica autokorelacna funkcia bude v tvare
1 [ 2aD
- Tdw — De—ol7l
Re(1) = 5 /_Oo 1 a2 e’“Tdw = De™® (B.103)

Priebeh vykonovej spektralnej hustoty a autokorelacnej funkcie tohoto procesu je zna-
zorneny na obr. B.5. Vztahy (B.102) a (B.103) velmi dobre opisuji mnoho ndhodnych
procesov. Napr. ak a > 1, potom tieto vzfahy s ,velmi dobrym* priblizenim opisuja
biely sum.
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Obr. B.5: Vykonova spektrdlna hustota a autokorelacna funkcia procesu podla (B.102)
a (B.103)

B.5 Odozva linearneho systému na nahodny vstup

Majme spojity linearny systém s konstantnymi koeficientmi

dx(t
W Aw(r) + BeW (B.104)
z(0) = & (B.105)
pricom x(t) = [21(t), 22(t), ..., 2, (t)]" je vektor stavovych veli¢in a na vstupe do systému

posobi vektor ndhodnych procesov &€(t) = [£1(t),&a(t), ..., ém(H)]T. A a B st matice
konstant rozmerov n X n a n X m. Zaciatocny stav &g je vektor nahodnych veli¢in.

Predpokladdme, Zze matematickd nadej E{&p} a kovarianénd matica Cov (&p) su
zname a plati

E{&} = =0 (B.106)

E{(& — o) (&0 — 0)" } = Cov (&o) = Covg (B.107)

Dalej predpokladéme, Ze vektor vstupnych velicin &(t) je vektorom nahodnych pro-
cesov, ktory nie je zavisly od vektora zaciatoéného stavu &y a pozndame jeho vektor
strednych hodnét pu(t) a jeho autokovarianéni maticu Cove (¢, 7) a plati

E{&t)}t=plt), pret>0 (B.108)

E{(&(t) — p(1)(&(7) — u(7))" } = Cove (t,7) ,pre t > 0,7 > 0 (B.109)
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E{(&(t) — u(t))(§0 — po)"} =0 pret >0 (B.110)

Pretoze &y je vektor ndhodnych velicin a &(t) je vektor ndhodnych procesov, aj
x(t) bude vektorom ndhodnych procesov. Nasou tlohou bude ndjst matematickii nadej
E {x(t)}, kovarian¢ni maticu Covy, (t) = Covy (£, 1) a autokovarianént maticu Covy (¢, 7)
vektora stavovych veli¢in x(t) pre dané &y a &(t).

Pre kazdy nahodny zaciatocny stav a pre kazdy ndhodny priebeh vstupnych veli¢in
mozeme pre zodpovedajice nahodné priebehy stavovych veli¢in pisat

x(t) = ®(t)€0 + /0 ®(t — a)B¢(a)da (B.111)

pricom ®(t) = e je fundamentalna matica systému.
Ak oznacime

E{x(t)} = 2(t) (B.112)

potom plati vztah

t
x(t) = ®(t)xo +/ ®(t — a)Bp(a)da (B.113)
0
ktory zodpoveda rieseniu diferencidlnej rovnice
dz(t
% — Az(t) + Bu(t) (B.114)

so zaciatoc¢nou podmienkou
z(0) = xg (B.115)

Za ucelom najdenia Covy (t) a Covy (¢, 7) vektora stavovych velicin a(t) pre dané &g
a &£(t) je treba najskor vyjadrit odchylku x(t) — Z(t). Tito odchylku moZeme pisat v tvare

2(t) - (1) = B()[€o — Zo] + / B(t — a)BlE(a) — p(a)]da (B.116)

Je zrejmé, ze x(t) — x(t) je rieSenim diferencidlnej rovnice

d%t) - d%t) = Alz(t) — 2(t)] + BIE() — u(?)] (B.117)

so zaciatoc¢nou podmienkou
x(0) — 2(0) = & — @o (B.118)

S vyuzitim rovnice (B.116) mozeme Covy () vektora stavovych veliéin a(t) vyjadrit
v tvare

Cova (1) = B {((t) — 2(0)(x(t) — 2(1)"}
— s{{e0i6 e+ [ 20~ @Bl - pla)da) «

0
T

{20l el + [ @0 0Bl - no)as} | (B.119)
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a po uprave nasledovne
Covg (t) = (1) E {(§0 — z0) (€0 — o) } @7 (1)

+ / B(1)E {(€0 — wo)(€(F) — u(B))T} BTRT(t — §)dp
+ / B(t — 0)BE {(£(a) — p(0)(Eo — z0)7} 87 (1)

/0 / B(t — a)BE{(€(a) — p()(EB) — u(8)"} BT (t - f)dfda

(B.120)
Nakoniec po zohladneni vztahov (B.107), (B.109) a (B.110) Cov, (t) bude
Covg (t) = @®(t)Cove®’ (1)
+/Ot /Oti)(ta)BCov,g (o, B) BT ®T (t — B)dBda (B.121)

Podobne sa da odvodit vztah pre Covy (t,7) vektora stavovych veli¢in x(t) v tvare

Covg (t,7) = ®(t)Cove®T (1)

/ / (t — a)BCov¢ (a, B) BT ®" (1 — B)dBda (B.122)

Ak na vstupe systému (B.104) a (B.105) posobi vektorovy ndhodny proces, pri¢om
platia rovnice (B.106), (B.107), (B.108) a (B.110) a

E{(&t) = p®)(Er) @)} = V)it —7)
pret>0,7>0,V(t)=VT(t) >0 (B.123)

potom kovarian¢ni maticu Covy, (t) vektora stavovych veli¢in (t) vypocitame dosadenim
autokovariancnej matice Cove (¢, 7) vektorového ndhodného procesu &(t)

Cove (o, B) = V(a)d(a — ) (B.124)
do rovnice (B.121) a dostaneme

Covg (t) = @(t)Cove®T (1)
/ / (t— a)BV (a)d(a — B)BT®T(t — B)dBda. (B.125)

Covg (t) = ®(t)Cove®” (1) + /Oé(t—a)BV(a)BTQT(t—a)da (B.126)

Kovarianénd matica Covy () vektora stavovych veli¢in @(t) dand rovnicou (B.126) je
rieSenim maticovej diferencialnej rovnice

dCovy (1)

o~ = ACovq () + Covg (#) AT + BV ()BT (B.127)

so zaciatocnou podmienkou

Covg (0) = Covg (B.128)
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Autokovarianéntt maticu Covy, (t, 7) vektora stavovych veli¢in «(¢), ak na vstupe sys-
tému posobi vektorovy ndhodny proces, pre ktory plati (B.123), vypocitame dosade-
nim (B.124) do rovnice (B.122). Po tprave dostaneme

Covg (t,7) = ®(t—7)Covq(r) pret>rt

Covg (t,7) = Covg (t)®(T—1t) prer >t (B.129)

Ak linearny spojity systém s konstantnymi koeficientmi je asymptoticky stabilny a
sledujeme ho od ¢asu —oo a ak na vstupe je vektorovy stacionarny ndhodny proces, pre
ktory plati (B.123), potom () je staciondrny ndhodny proces.

Matematicka nadej

E{z(t)} =z (B.130)
je riesenim rovnice
0= Az + Bp (B.131)

pricom p je vektor konstantnych matematickych nadeji stacionarnych nahodnych proce-
sov na vstupe systému.
Kovarian¢nd matica

E{(z(t)—z)(z(t) —x)"} = Covy (B.132)
je matica konstant a je rieSenim rovnice
0 = ACov, + Cov, AT + BV BT (B.133)
pricom V je symetricka kladne semidefinitnd matica konstant definovand vztahom
B{(£() — w)(&(t) - )T} = Vot - 7) (B.134)
Autokovariancnd matica
E{(z(t1) — z)(z(t2) — @)} = Covy (t1,t2) = Covy (t1 — t2,0) (B.135)

je pre pripad stacionarnych procesov zavisld len od 7 = t; — t2 a mozeme ju urcit zo
vztahov

Covg (1,0) = eATCO\_/:T pre T >0 (B.136)
Covg (1,0) = Covge ™7 pre7 <0
Priklad B.1 Analyza systému prvého radu s nahodnym vstupom
Majme jednorozmerovy systém urceny skaldrnou rovnicou
dz(t
2&) = az(t) + bE(t) (B.137)
pricom a < 0 a b > 0. Predpokladajme, ze plati
z(0) = & (B.138)

kde &y je ndhodna veli¢ina.
Dalej predpokladajme, ze st zname nasledovné statistické charakteristiky

E{&} = w0
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E{(& — w0)*} = Covyg

E{{t)}=np pret >0 (B.139)
E{E#) =)&) —p)}=Vit—7) pret,7 20
E{(&®) —p)(o—20)} =0 pret>0

Nasou tlohou bude nédjst matematickii nadej E {x(t)}, rozptyl Cov,, (t) a autokovariancni
funkciu pre staciondrny pripad Cov, (7,0) veli¢iny x.
Matematickd nadej E {z(t)} je

7 =e"xy — g (1—e")p (B.140)

Pretoze a < 0, x pre ¢as t — oo bude asymptoticky staciondrnym nadhodnym procesom
s matematickou nadejou v tvare

b
T =—pi (B.141)

Rozptyl uréime podla rovnice (B.126) v tvare
2at b2 2at
Cov,, (t) = e**Covg — % (1-e"V (B.142)
a

Rozptyl pre cas t — oo bude
b2V

Autokovariancna funkcia pre stacionarny pripad je
b2V
Covy (7,0) = —elTI—— (B.144)

2a
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