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roslavovi Fikarovi za vytvorenie úžasných pracovných
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1 Úvod

V predikt́ıvnom riadeńı sa optimálne akčné zásahy źıskavajú pomocou riešenia optima-
lizačného problému, ktorý pozostáva z účelovej funkcie a ohraničeńı. Účelová funkcia vy-
jadruje vzdialenost’ predikovaného vývoja riadeného systému od zvolenej referencie a ener-
giu potrebnú na jej dosiahnutie. Ohraničenia zahŕňajú jednak hranice pŕıpustných hodnôt
procesných premenných (t.j. stavov, akčných zásahov a výstupov), ako i rovnicu predikcie,
ktorá určuje predikovanú odozvu systému na zvolené akčné zásahy. Pomocou vhodnej vol’by
ohraničeńı je tiež možné garantovat’ stabilitu uzavretého regulačného obvodu a rekurźıvnu
riešitel’nost’ problému predikt́ıvneho riadenia, pŕıpadne zaviest’ do formulácie kvalitat́ıvne
faktory v podobe ohraničeńı na maximálne preregulovanie, vel’kosti zmien akčných zásahov
a podobne.

Úspešnost’ nasadenia predikt́ıvneho riadenia v praxi je určená dvoma dominujúcimi
faktormi: kvalitou regulácie a cenou implementácie. Prvý faktor záviśı predovšetkým od
kvality predikčného modelu, ktorý je použitý v účelovej funkcii na vyjadrenie budúceho
správania sa systému a taktiež od vol’by predikčného horizontu, t.j. d́lžky predikcie. Druhý
aspekt vyjadruje výpočtový výkon potrebný na riešenie optimalizačnej úlohy predikt́ıvneho
riadenia v reálnom čase. Ked’že tieto dva aspekty sú navzájom prepojené priamou úmerou,
predikt́ıvne riadenie sa v súčasnosti použ́ıva predovšetkým pri riadeńı pomalých procesov,
ktorých dlhé časové konštanty poskytujú dostatočný časový priestor na vyriešenie optima-
lizačného problému na bežne dostupných riadiacich platformách.

V posledných rokoch je vo svetovej literatúre jasne viditel’ná snaha o vývoj pŕıstupov
vedúcich k zńıženiu implementačnej náročnosti predikt́ıvneho riadenia pre rýchle pro-
cesy kde sa časové konštanty pohybujú rádovo v mili a mikrosekundách. Jedným
z najúspešneǰśıch smerov je pritom tzv. explicitné predikt́ıvne riadenie, ktorého ciel’om je
“predpoč́ıtat’” optimálne akčné zásahy pre všetky pŕıpustné počiatočné podmienky v tvare
prehl’adávacej tabul’ky. Táto fáza, hoci výpočtovo náročná, sa pritom uskutočňuje off-
line. Implementácia explicitných predikt́ıvnych regulátorov, t.j. źıskanie konkrétnej hod-
noty optimálneho akčného zásahu pre danú počiatočnú podmienku sa potom redukuje na
obyčajné vyhl’adávanie v tabul’ke, ktoré sa dá uskutočnit’ vel’mi rýchlo aj na platformách
s obmedzeným výpočtovým výkonom. Hlavným limitujúcim faktorom explicitného pre-
dikt́ıvneho riadenia je jednoznačne zložitost’ jeho riešenia, vyjadrená počtom prvkov vyge-
nerovanej prehl’adávacej tabul’ky. Zložiteǰsie tabul’ky si jednak vyžadujú väčšie množstvo
pamäte na ich uloženie, ako i väčš́ı výpočtový výkon na ich prehl’adávanie. Oba tieto faktory
negat́ıvne ovplyvňujú cenu implementácie.

1.1 Ciele a pŕınosy práce

Predkladaná habilitačná práca sleduje jednoduchý, a pritom ambiciózny ciel’: zńıžit’

zložitost’ (a tým pádom implementačnú cenu) explicitného predikt́ıvneho riadenia. Dôraz
je pritom kladený na podstatné zńıženie náročnosti, rádovo minimálne desat’násobné v po-
rovnańı s existujúcimi pŕıstupmi. Čiastkové ciele, ktoré predstavujú jednotlivé teoretické
a praktické pŕınosy, sú formulované nasledovne:

3



• Formulácia predikt́ıvneho riadenia pre hybridné systémy, ktoré kombinujú elementy
spojitej dynamiky a diskrétnej logiky s akcentom na rýchle źıskanie riešenia.

• Znižovanie zložitosti explicitných predikt́ıvnych regulátorov pomocou využitia ich
geometrických vlastnost́ı.

• Vývoj softwarových nástrojov na jednoduchý návrh, syntézu, overenie a imple-
mentáciu explicitného predikt́ıvneho riadenia.

Odpovede na jednotlivé čiastkové ciele sú poskytnuté v podobe priložených publiko-
vaných prác autora, doplnených o vysvetl’ujúci komentár. Jednotlivé práce pritom pred-
stavujú ucelený súbor prác venovaných oblasti predikt́ıvneho riadenia. Všetky separáty
vedeckých prác sú v anglickom jazyku, tak ako boli publikované alebo akceptované na
publikovanie.

Hlavné pŕınosy práce sa dajú rozdelit’ do dvoch kategóríı. Tou prvou sú nové teore-
tické poznatky, dovol’ujúce zásadným spôsobom zńıžit’ cenu implementácie explicitného
predikt́ıvneho regulátora tým, že sa podstatne redukuje zložitost’ takýchto regulátorov.
Druhým hlavným pŕınosom je preklenutie medzery medzi teóriou a praxou tým, že práca
predstavuje softwarové nástroje umožňujúce jednoduché využitie publikovaných teore-
tických výsledkov v praxi.
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2 Súčasný stav problematiky a prehl’ad literatúry

Predikt́ıvne riadenie (Model Predictive Control, MPC) (Maciejowski, 2002) je založené
na vol’be akčných zásahov pomocou riešenia optimalizačného problému, čo dovol’uje do
formulácie riadenia zahrnút’ nielen procesné aspekty (ako je napr. sledovanie žiadaných
hodnôt alebo dodržanie procesných ohraničeńı), ale aj zobrat’ do úvahy ekonomické (napr.
maximalizácia zisku alebo minimalizácia spotreby energíı) a environmentálne aspekty. To
je dôvod prečo je predikt́ıvne riadenie široko využ́ıvané v praxi (Qin a Badgewell, 1997),
predovšetkým v riadeńı chemických a petrochemických výrob.

Na základe merania stavových velič́ın x(t), ktoré predstavujú počiatočnú podmienku
optimalizácie sa pomocou predikčného modelu predpovedá budúce správanie sa riadeného
systému po čas t + N , kde N označuje predikčný horizont. Riešeńım optimalizačného
problému sa potom źıska celá sekvencia akčných zásahov u(t), . . . , u(t + N), ktorá mini-
malizuje zvolenú účelovú funkciu N diskrétnych časových krokov do budúcnosti. Následne
sa z tejto sekvencie vyberie iba prvý člen u(t), implementuje sa do systému, źıska sa nové
meranie stavových velič́ın a celý proces sa opakuje. Tento opakujúci sa pŕıstup k imple-
mentácii má dve základné výhody. Prvou je zavedenie spätnej väzby, ktorá kompenzuje
nemerané poruchy a rozdiely medzi predikovaným a skutočným správańım sa systému.
Druhým dôvodom je fakt, že opakovaným riešeńım problému s konečným predikčným
horizontom sa docieli aproximácia problému s nekonečným predikčným horizontom, čo
implikuje (za určitých podmienok) stabilitu spätnoväzbového zapojenia (Mayne a kol.,
2000). Preto sa tento spôsob implementácie tiež často označuje ako riadenie s pohyblivým
horizontom (Receding Horizon Control) (Rawlings a Muske, 1993).

Ak je predikčný model lineárny a ak všetky ohraničenia v probléme sú kon-
vexné, problém predikt́ıvneho riadenia sa dá sformulovat’ ako konvexný optimalizačný
problém (Boyd a Vandenberghe, 2004). Lineárne modely sú však presné iba v bĺızkom
okoĺı linearizačného bodu (Zadeh a Whalen, 1962; Richalet a kol., 1978; Garcia a kol.,
1989; Camacho a Bordons, 1999). Ak je potrebná vyššia presnost’ modelu, je možné použit’

nelineárne predikčné modely (Meadows a Rawlings, 1997; Sastry, 1999; Cannon a kol.,
2003; Findeisen a kol., 2006), čo však vedie na riešenie problému nelineárneho progra-
movania (Floudas, 1995) so všetkými negat́ıvnymi dôsledkami (napr. t’ažkosti s nájdeńım
globálne optimálneho riešenia). V posledných rokoch sa preto vo zvýšenej miere začali na
predikciu použ́ıvat’ hybridné modely (Branicky, 1995; Bemporad a Morari, 1999; Sontag,
1981; Heemels a kol., 2000; De Schutter a Van den Boom, 2001; Heemels a kol., 2001),
ktoré kombinujú elementy spojitej dynamiky a diskrétnej logiky. Ide o systémy tvorené
viacerými lineárnymi modelmi (reprezentujúcimi lokálne linearizácie v okoĺı viacerých li-
nearizačných bodov), medzi ktorými sa systém preṕına na základe splnenia logických pod-
mienok. Hoci hybridné systémy sú vo svojej podstate nelineárne, ich vnútorná po častiach
lineárna štruktúra dovol’uje jednoduchšie nájdenie globálneho optima (Morari a kol., 2003;
Kvasnica a kol., 2010a).

Spôsob tvorby hybridných modelov záviśı od zvoleného modelovacieho pŕıstupu. Tzv.
Linear Complementarity modely (Heemels a kol., 2000) využ́ıvajú na opis hybridného
správania kolmost’ vektorov a sú preto ideálne na opis elektrických obvodov. Mixed Logi-
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cal Dynamical (MLD) systémy (Bemporad a Morari, 1999) zachytávajú všeobecné logické
podmienky v tvare logických súčtov, súčinov, IF-THEN pravidiel a stavových automatov.
Preto sú vhodné na opis všeobecného hybridného chovania pri plánovańı (Bemporad a kol.,
2000a), verifikácii (Bemporad a kol., 2000c) a riadeńı (Rozgonyi a Hangos, 2005). MLD
modely sa dajú jednoducho vytvorit’ napr. použit́ım modelovacieho jazyka HYSDEL (Tor-
risi a Bemporad, 2002; Kvasnica a Herceg, 2010). Nakoniec, po častiach afinné (Piecewise
Affine, PWA) modely (Sontag, 1981) sú ideálne na aproximáciu nelineárnych modelov po-
mocou viacnásobnej linerizácie (Bemporad a kol., 2000b; Mayne a Raković, 2003; Kvasnica
a kol., 2010a). PWA modely sa dajú zostrojit’ bud’ identifikáciou zo vstupno-výstupných
dát (Ferrari-Trecate a kol., 2001; Roll a kol., 2004; Ferrari-Trecate, 2005), priamou ana-
lytickou linearizáciou (Kvasnica a kol., 2010a), alebo využit́ım optimalizačných procedúr
na nájdenie optimálnej PWA aproximácie všeobecnej nelineárnej funkcie (Kvasnica a kol.,
2011d).

Z pohl’adu nasadenia predikt́ıvneho riadenia v praxi, bez ohl’adu na typ zvoleného pre-
dikčného modelu, je zvyčajne potrebné garantovat’ splnenie nasledovných požiadaviek:

• rekurźıvna riešitel’nost’,

• spätnoväzbová stabilita,

• globálnu optimálnost’,

• implementovatel’nost’ v reálnom čase.

Požiadavka na rekurźıvnu riešitel’nost’ (Scokaert a kol., 1999) znamená, že ak je problém
predikt́ıvneho riadenia riešitel’ný (t.j. ak existuje riešenie zlučitel’né z ohraničeniami) v čase
t, tak bude existovat’ aj riešenie v l’ubovolnom čase t + k, k → ∞. Riešitel’nost’ je pri-
tom základnou podmienkou reálnej implementácie lebo garantuje existenciu riešenia (či už
optimálneho alebo suboptimálneho). Štandardne sa táto požiadavka zabezpečuje použit́ım
invariantných množ́ın (Bitsoris, 1988; Blanchini, 1999; Raković a kol., 2004; Grieder a kol.,
2005; Herceg a kol., 2009), pŕıpadne mäkkých ohraničeńı (Kerrigan a Maciejowski, 2000;
Zeilinger a kol., 2010).

Spätnoväzbová stabilita sa tradične dosahuje pridańım ohraničeńı na koncový pred-
ikovaný stav (Mayne a kol., 2000; Grieder a kol., 2003), použit́ım časovo optimálneho
riadenia (Mayne a Schroeder, 1997; Grieder a kol., 2005; Herceg a kol., 2009), využit́ım
nekonečného predikčného horizontu (Grieder a kol., 2004a; Baotić a kol., 2006), alebo zave-
deńım ohraničeńı spôsobujúcich kontraktivitu stavov (de Oliveira Kothare a Morari, 2000).

Globálnu optimálnost’ je jednoduché dosiahnut’ ak sa dá zvolená úloha predikt́ıvneho
riadenia formulovat’ ako konvexný optimalizačný problém (Zadeh a Whalen, 1962; Boyd a
Vandenberghe, 2004). Ak je však predikt́ıvne riadenie formulované pre nelineárne alebo
hybridné predikčné modely, dosiahnutie globálnej optimálnosti je výpočtovo náročné
či už pre hybridné (Bemporad a Morari, 1999; Kvasnica, 2008), alebo nelineárne for-
mulácie (Floudas, 1995; Adjiman a kol., 1996; Papamichail a Adjiman, 2004; Chachuat
a kol., 2006).
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Implementovatel’nost’ riadenia v reálnom čase znamená dodržanie limitov na do-
stupný výpočtový čas a operačnú pamät’. Ako už bolo diskutované vyššie, implementácia
predikt́ıvneho riadenia vyžaduje vyriešenie daného optimalizačného problému v každej
perióde vzorkovania. Preto je vel’mi dôležité formulovat’ tento problém tak, aby sa dalo
jeho optimum nájst’ dostatočne rýchlo. Vo všeobecnosti je časová zložitost’ optima-
lizačných problémov nelineárnou funkciou počtu premenných n a počtu ohraničeńı m.
Pre problémy lineárneho (LP) a kvadratického (QP) programovania je táto zložitost’ pri-
bližne O(n3.5

√
m) (den Hertog, 1994), pričom konštantný člen v O notácii je pre kvad-

ratické programovanie zhruba 5 násobne vyšš́ı (Neumaier, 2004, str. 37). Pri riadeńı hyb-
ridných systémov sa dá optimalizačný problém previest’ (Borrelli, 2003; Kvasnica, 2009;
Kvasnica a kol., 2010a) na lineárny alebo kvadratický program s celoč́ıselnými premennými
(MILP/MIQP), ktorého výpočtová zložitost’ je v najhoršom pŕıpade exponenciálna v počte
celoč́ıselných premenných. Napriek tomu sa mnohé praktické problémy dajú riešit’ pomerne
efekt́ıvne použit́ım metód vetiev a hrańıc (Fletcher a Leyffer, 1998), ktorá je implemen-
tovaná v početných softvérových baĺıkoch. Za všetky spomeňme aspoň CPLEX (ILOG,
Inc., 2003) a GLPK (Makhorin, 2001). Podobný pŕıstup sa dá aplikovat’ aj na riešenie
nelineárnych problémov (Adjiman a kol., 1996; Papamichail a Adjiman, 2004; Chachuat
a kol., 2006).

Napriek znatel’nému pokroku vo vývoji optimalizačného problému však predikt́ıvne ria-
denie bolo dlho doménou pomalých systémov, ktorých dlhé časové konštanty poskytujú do-
statočný časový priestor na optimalizáciu. Zásadný prielom prǐsiel s prácou Bemporad a kol.
(2002), ktorá na problém predikt́ıvneho riadenia aplikuje metódu parametrického progra-
movania (Gal a Nedoma, 1972; Bank a kol., 1982). V tomto pŕıstupe sa daný optimalizačný
problém rieši iba raz pre všetky pŕıpustné hodnoty počiatočných podmienok. Výsledkom je
zákon riadenia v tvare funkcie, ktorá mapuje počiatočné podmienky na optimálne akčné
zásahy. To dovol’uje redukovat’ implementáciu predikt́ıvneho riadenia na problém vyhodno-
tenia funkcie. Pre predikt́ıvne problémy založené na lineárnych a hybridných predikčných
modeloch sa dá ukázat’, že takýto explicitný predikt́ıvny regulátor nadobúda (Borrelli, 2003)
tvar PWA funkcie, ktorá sa dá interpretovat’ ako prehl’adávacia tabul’ka zložená z poly-
hedrálnych regiónov a k nim asociovaných affinných zákonov riadenia.

Jednoduchost’ a rýchlost’ implementácie explicitného predikt́ıvneho riadenia umožňuje
jeho nasadenie aj pri riadeńı rýchlych systémov, kde sa časové konštanty pohybujú rádovo
v mili a mikrosekundách. Pŕıklady aplikácíı zahŕňajú predovšetkým riadenie napät’ových
a prúdových prevodńıkov (Papafotiou a kol., 2007; Mariethoz a kol., 2008; Geyer a kol.,
2008a, 2009; Papafotiou a kol., 2009; Peyrl a kol., 2009; Mariethoz a kol., 2009; Beccuti
a kol., 2009; Bolognani a kol., 2009), mechanických systémov (Niederberger a Morari, 2006;
Niederberger a kol., 2006; Fleming a kol., 2007; Belloli a kol., 2007; Alessandri a kol., 2007;
Lingxun a kol., 2008; Herceg a kol., 2009; Cychowski a kol., 2009), aplikácie v automobi-
lovom priemysle (Möbus a kol., 2003; Giorgetti a kol., 2006; Cairano a kol., 2006; Borrelli
a kol., 2006; Vasak a kol., 2006; Van Der Heijden a kol., 2007; Corona a De Schutter, 2008;
Naus a kol., 2008), ako i pri riadeńı autonómnych zariadeńı (Falcone a kol., 2007; Jianqiang
a kol., 2008; Keviczky a kol., 2008).

Nasadenie explicitného predikt́ıvneho riadenia v praxi je však limitované dvoma roz-
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hodujúcimi faktormi. Tým prvým je exponenciálna výpočtová zložitost’ zostrojenia ex-
plicitného riešenia (Grieder, 2004), ktorá dovol’uje takýto pŕıstup použit’ iba pre systémy
s malým počtom stavov, zvyčajne menš́ım ako 5. Druhou limitáciou je zložitost’ výsledného
riešenia, vyjadrená počtom regiónov prehl’adávacej tabul’ky, ktorá negat́ıvne ovplyvňuje
rýchlost’ implementácie a množstvo spotrebovanej pamäte (Kvasnica, 2009).

Zložitost’ zostrojenia explicitného riešenia je primárne určená počtom ohraničeńı
v konkrétnom optimalizačnom probléme a sekundárne počtom optimalizovaných pre-
menných. Oba tieto faktory pritom priamo súvisia s d́lžkou zvoleného predikčného ho-
rizontu. Preto sa dá nájdenie riešenia urýchlit’ bud’ zńıžeńım stupňov vol’nosti pomocou
tzv. move blockingu (Tøndel a Johansen, 2002; Cagienard a kol., 2007), redukciou pre-
dikčného modelu (Hovland a kol., 2008), prevedeńım problému minimalizácie účelovej fun-
kcie na úlohu minimalizáciu času (Grieder a kol., 2005; Herceg a kol., 2009), využit́ım dyna-
mického programovania (Christophersen a kol., 2005; Baotić a kol., 2006), alebo efekt́ıvnou
elimináciou redundantných ohraničeńı (Suard a kol., 2004).

Zložitost’ výsledného explicitného riešenia (teda počet regiónov) sa dá zńıžit’ viacerými
spôsobmi, extenźıvne oṕısanými v Kvasnica a kol. (2011a). Jeden smer je založený na
relaxácii optimálnosti (Bemporad a Filippi, 2003; Ulbig a kol., 2007; Jones a Morari,
2009), č́ım sa dosiahne jednoduchšie, ale suboptimálne riešenie. Alternat́ıvne je možné
nahradit’ pôvodné regióny explicitného riešenia jednoduchš́ımi objektami, napr. hyperkoc-
kami (Johansen a Grancharova, 2003) alebo simplexmi (Grieder a kol., 2004b; Scibilia
a kol., 2009), pŕıpadne interpolovat’ riešenie iba z malej podmnožiny regiónov (Rossiter a
Grieder, 2005). Hoci všetky tieto spôsoby v niektorých pŕıpadoch vedú k pozoruhodnému
zńıženiu zložitosti, vo všeobecnosti nedávajú záruku podstatného zjednodušenia. Naviac
so sebou prinášajú suboptimálnost’ a problémy so zachovańım stabilizujúcich vlastnost́ı.

Druhý vel’ký smer sa zaoberá zjednodušeńım už existujúceho explicitného riešenia a
jeho nahradeńım jednoduchš́ım funkčným zápisom. Táto možnost’ zahŕňa, okrem iných,
tzv. optimálne spájanie regiónov (Geyer a kol., 2008b), elimináciu regiónov v ktorých je
akčný zásah saturovaný (Kvasnica a Fikar, 2010b), alebo elimináciu saturovaných regiónov
pomocou separačných funkcíı (Kvasnica a kol., 2011c). V týchto pŕıstupoch dochádza
k podstatnému zńıženiu zložitosti explicitných regulátorov bez straty optimálnosti. Alter-
nat́ıvne je možné explicitný zákon riadenia nahradit’ hladkými funkciami a to bud’ sumou
nelineárnych wavelet kriviek (Summers a kol., 2009), Laguerrovými polynómami (Valencia-
Palomo a Rossiter, 2010), alebo obyčajnými polynómami vo viacerých premenných (Kvas-
nica a kol., 2008, 2011b). V poslednom uvedenom pŕıpade je śıce nahradenie suboptimálne,
ale výsledný regulátor garantuje spätnoväzbovú stabilitu a splnenie ohraničeńı.

Tret́ı smer sa zaoberá čo najrýchleǰśım vyhodnoteńım explicitných riešeńı pre danú hod-
notu počiatočnej podmienky. Štandardne sa táto úloha realizuje postupným prehl’adávańım
všetkých regiónov, čo vedie k lineárnej zložitosti tejto implementačnej fázy. Počet operácíı
potrebných na uskutočnenie tohto postupu sa dá zńıžit’ tvorbou vhodných vyhl’adávaćıch
stromov (Tøndel a kol., 2003b; Christophersen a kol., 2007), v ktorých je zložitost’

vyhl’adávania už iba logaritmická v počte regiónov. Zrýchlenie sa tiež dá docielit’ využit́ım
konvexnosti účelovej funkcie (Baotic a kol., 2008) alebo spojitosti zákona riadenia (Wen
a kol., 2009).
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3 Predikt́ıvne riadenie hybridných systémov

3.1 Hybridné systémy

Uvažujeme, že je daný nelineárny model riadeného systému v diskrétnej časovej oblasti
v tvare

x+ = f(x, u), (3.1)

kde x ∈ Rnx je vektor stavov, u ∈ Rnu je vektor akčných zásahov a x+ reprezentuje
stavy v d’aľsej perióde vzorkovania. Predpokladá sa, že vektor stavov je plne dostupný
v každom časovom kroku. Vektor pravých strán f(·, ·) reprezentuje nelineárne vektorové
pole. Všeobecné nelineárne modely na jednej strane poskytujú vysokú presnost’ opisu
reálneho systému, na druhej strane však ich nelineárna charakteristika môže spôsobit’

problémy s dosiahnut́ım globálneho optima v následnej optimalizácii.
Preto je štandardnou praxou aproximovat’ nelineárny model v okoĺı zvoleného linea-

rizačného bodu (xs, us) pomocou Taylorovho rozvoja (Struik, 1969), teda

f(x, u) ≈ fLIN(x, u, xs, us), (3.2)

kde

fLIN(x, u, xs, us) = f(xs, us) +

(
∂f(x, u)

∂x

)
xs,us

(x− xs) +

(
∂f(x, u)

∂u

)
xs,us

(u− us), (3.3)

č́ım sa model (3.1) transformuje na lineárny (v skutočnosti afinný) model v tvare

x+ = Ax+Bu+ c. (3.4)

Výhodou lineárnych modelov je ich jednoduchá štruktúra, nevýhodou potom fakt, že pres-
nost’ opisu je dostatočná iba v bĺızkom okoĺı linearizačného bodu.

Presnost’ aproximácie nelineárneho modelu f(x, u) sa dá zvýšit’ použit́ım viacerých li-
nearizačných bodov. Označme pomocou fLIN,i(x, u, x

s,i, us,i) linearizáciu funkcie f(x, u)
v okoĺı i-tého linearizačného bodu. Ak uvažujeme celkovo nL linearizačných bodov,
výsledná viacnásobná linearizácia nelineárneho modelu (3.1) je vyjadrená pomocou

x+ = fPWA(x, u) =


A1x+B1u+ c1 ak [ xu ] ∈ D1

...

AnLx+BnLu+ cnL ak [ xu ] ∈ DnL ,
(3.5)

kde Ai, Bi, ci predstavujú matice i-tej lokálnej linearizácie pre i = 1, . . . , nL. Model
v tvare (3.5) sa tiež označuje ako po častiach affinný (Piecewise Affine, PWA) model (Son-
tag, 1981), ktorý patŕı do kategórie hybridných systémov (Branicky, 1995). Takéto systémy
sa vyznačujú prepojeńım spojitej dynamiky a diskrétnej logiky, často vyjadrenej práve
prostredńıctvom logických pravidiel v tvare ak-potom.

Predpokladajme, že PWA systém (3.5) je jednoznačne určený v zmysle nasledovnej
defińıcie (Bemporad a Morari, 1999):
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Defińıcia 3.1 PWA systém (3.5) je jednoznačne určený ak jeho doména D ⊆ Rnx × Rnu

je rozdelená na nL regiónov Di tak, že plat́ı D =
⋃nL
i Di a Di ∩ Dj = ∅, ∀i 6= j, t.j. že

regióny sa neprekrývajú.

Tým pádom PWA systém vykazuje deterministické správanie, ked’že ku každému bodu
(x, u) prinálež́ı práve jedna lokálna linearizácia. Jednoznačne určené PWA systémy sú ek-
vivalentné (Heemels a kol., 2001) iným populárnym tvarom hybridných systémov, ako sú
napr. Mixed Logical Dynamical (MLD) systémy (Bemporad a Morari, 1999), Linear Com-
plementarity systémy (Heemels a kol., 2000) a max-min-plus-scaling modely (De Schut-
ter a Van den Boom, 2001). Hoci sú PWA modely (a hybridné modely vo všeobecnosti)
stále nelineárne kvôli pŕıtomnosti logických preṕınaćıch pravidiel, ich vnútorná lineárna
štruktúra umožňuje jednoduchšiu syntézu riadenia (Morari a kol., 2003), čo bolo overené
aj na pŕıklade chemického reaktora v Kvasnica a kol. (2010a). Podrobneǰsie sa tvorbe PWA
modelov venujeme v kapitole 5.2.

3.2 Predikt́ıvne riadenie hybridných systémov

Je daný jednoznačne určený PWA systém (3.5), ktorého stavy a akčné zásahy sú ohraničené

x ∈ X , u ∈ U , (3.6)

kde X ⊂ Rnx a U ⊂ Rnu sú kompaktné (konvexné a uzavreté) polytopické množiny ob-
sahujúce počiatok vo svojom striktnom vnútraǰsku. V predikt́ıvnom riadeńı s konečným
predikčným horizontom N sa v každej diskrétnej perióde vzorkovania rieši nasledovný opti-
malizačný problém:

J∗N(x0) = min
UN

‖QNxN‖p +
N−1∑
k=0

‖Qxxk‖p + ‖Quuk‖p, (3.7a)

s.t. xk+1 = fPWA(xk, uk), k = 0, . . . , N − 1, (3.7b)

xk ∈ X , k = 0, . . . , N, (3.7c)

uk ∈ U , k = 0, . . . , N − 1, (3.7d)

xN ∈ Xf , (3.7e)

kde xk (uk) označuje predikciu vstupov (akčných zásahov) v k-tom kroku predikcie,
zač́ınajúc z počiatočnej podmienky x0 = x(t), kde x(t) je aktuálne meranie stavov, J∗N ∈ R
je optimálna hodnota účelovej funkcie, Xf ⊂ Rnx je kompaktná polytopická terminálna
množina a p označuje vektorovú normu. Výsledkom optimalizácie je sekvencia optimálnych
akčných zásahov U∗N = (u∗0, . . . , u

∗
N−1), z ktorej sa v zmysle riadenia z pohyblivým horizon-

tom aplikuje do systému iba prvý element, čiže

u∗ = [1 0 · · · 0]U∗N (3.8)

reprezentuje zákon riadenia.
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Ako bolo ukázané v Kvasnica (2009) a Kvasnica a kol. (2010a), optimalizačný
problém (3.7) sa dá transformovat’ na štandardný optimalizačný problém s celoč́ıselnými
premennými:

J∗N(x0) = min
UN
||QNxN ||p +

N−1∑
k=0

(
||Qxxk||p + ||Quuk||p

)
(3.9a)

s.t. Hi [
xk
uk ]−Ki ≤M(1− δk,i), (3.9b)

nL∑
i=1

δk,i = 1, (3.9c)

xk+1 − (Aixk +Biuk + ci) ≤M(1− δk,i), (3.9d)

xk+1 − (Aixk +Biuk + ci) ≥ −M(1− δk,i), (3.9e)

xk ∈ X , (3.9f)

uk ∈ U , (3.9g)

kde δi,k ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , nL, k = 0, . . . , N − 1 sú binárne premenné, ktoré predstavujú
pravdivostné indikátory pŕıslušnosti vektora (xk, uk) k i-tému regiónu dynamiky PWA
modelu, M je dostatočne vel’ká konštanta (Williams, 1993) a Hi, Ki sú polpriestorové re-
prezentácie regiónov PWA modelu, teda Di = {[ xu ] | Hi [

x
u ] ≤ Ki}, i = 1, . . . , nL. Ked’že

všetky ohraničenia v probléme (3.9) sú lineárne a účelová funkcia je bud’ kvadratická (pre
p = 2) alebo po častiach lineárna (pre p = 1/∞), problém (3.9) sa dá formulovat’ bud’ ako
kvadratický (MIQP) alebo ako lineárny (MILP) program s celoč́ıselnými premennými (La-
zimy, 1985). Ako bolo ilustrované v Kvasnica a kol. (2010a) na pŕıpadovej štúdii chemického
reaktora, MILP/MIQP problémy sa zvyčajne dajú riešit’ mnohonásobne rýchleǰsie v porov-
nańı s plne nelineárnou formuláciou predikt́ıvneho riadenia. Naviac, v dôsledku použitia
hybridného predikčného modelu je dosiahnutá aj vysoká presnost’ aproximácie pôvodného
nelineárneho procesu.

3.3 Explicitné predikt́ıvne riadenie

V explicitnom predikt́ıvnom riadeńı je ciel’om źıskat’ explicitnú reprezentáciu zákona ria-
denia (3.8) v tvare

u∗ = κ(x), (3.10)

teda ako funkciu κ : Rnx → Rnu , ktorá mapuje počiatočné podmienky problému (3.7)
na priestor optimálnych akčných zásahov. Ak sa dá funkcia κ źıskat’, implementácia pre-
dikt́ıvneho riadenia v uzavretej slučke, t.j. źıskanie optimálneho akčného zásahu u∗ pre
konkrétne hodnoty x, sa redukuje na obyčajne vyhodnotenie funkcie. Tým sa zásadným
spôsobom redukuje výpočtový výkon (a teda čas) potrebný na implementáciu pred-
ikt́ıvneho riadenia.

Ak sa dá optimalizačný problém (3.7) previest’ na štandardný tvar kvadratického (QP),
lineárneho (LP), MILP alebo MIQP programovania, funkcia κ sa dá nájst’ prostredńıctvom
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parametrického programovania (Gal a Nedoma, 1972; Bank a kol., 1982; Bemporad a kol.,
2002). V tomto pŕıstupe sa rieši všeobecný optimalizačný problém v tvare

J∗(x) = min
u
uTPz,zu+ xTPx,uu+ Puu+ Pxx+ P0 (3.11a)

s.t. Su ≤ W + Ex, (3.11b)

kde u ∈ Rnu je vektor optimalizovaných premenných, x ∈ Rnx je vektor parametrov.
Pu,u, Px,u, Pu, Px, P0, S, W , E sú matice pŕıslušných rozmerov, ktoré sa dajú źıskat’

štandardnými matematickými úpravami (Borrelli, 2003; Kvasnica, 2009) problému pre-
dikt́ıvneho riadenia (3.7), pričom u := UN . Formulácia (3.11) zahŕňa jednak paramet-
rické konvexné kvadratické programovanie (pQP) ked’ Pu,u � 0, parametrické lineárne
programovanie (pLP) ak Pu,u = 0, ako i parametrické celoč́ıselné programovanie (pMILP,
pMIQP) ak u ∈ Rnr × {0, 1}nb kde nr je počet reálnych premenných a nb počet binárnych
premenných. Parametrickým riešeńım problému (3.11) rozumieme také riešenie, ktoré u∗

vyjadruje ako explicitnú funkciu κ(x) parametra x pre všetky jeho pŕıpustné hodnoty
sṕlňajúce ohraničenia (3.11b). Základné vlastnosti parametrického riešenia sú sumarizo-
vané v nasledovnej Vete.

Veta 3.2 (Borrelli (2003)) Funkcia u∗ = κ(x) je po častiach affinou funkciou vektora
parametrov x, definovanou výrazom

κ(x) =


F1x+G1 ak x ∈ R1

...

FRx+GR ak x ∈ RR,

(3.12)

kde Ri ⊂ Rnx, i = 1, . . . , R sú polytopické regióny rozdel’ujúce priestor pŕıpustných para-
metrov, t.j. Ri = {x | Hix ≤ Ki} a R <∞ označuje celkový počet regiónov.

Teoretické algoritmy na źıskanie explicitného riešenia (t.j. parametrov Fi, Gi a Ri PWA
funkcie κ) sú oṕısané napr. v Bemporad a kol. (2002); Borrelli (2003); Tøndel a kol. (2003a);
Spjøtvold a kol. (2005); Jones a kol. (2005); Baotić (2005); Kvasnica (2009) a ich softvérová
implementácia je dostupná v baĺıku Multi-Parametric Toolbox (Kvasnica a kol., 2004a;
Kvasnica, 2009).

3.4 Časovo optimálne explicitné predikt́ıvne riadenie

Parametrickým riešeńım problému predikt́ıvneho riadenia (3.7) teda źıskavame explicitný
zákon riadenia (3.10) v tvare PWA funkcie, ktorá sa dá interpretovat’ a implementovat’ ako
prehl’adávacia tabul’ka. Nevýhodou pŕıstupu je fakt, že riešenie sa źıskava enumeráciou
všetkých pŕıpustných kombinácíı akt́ıvnych ohraničeńı problému (3.11). To je zároveň
dôvod, prečo je zložitost’ takéhoto riešenia, vyjadrená počtom regiónov R, v najhoršom
pŕıpade exponenciálnou funkciou počtu ohraničeńı, ktorý v predikt́ıvnom riadeńı záviśı
primárne od d́lžky predikčného horizontu a sekundárne od počtu vstupov a stavov.
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Rýchlost’ zostrojenia explicitného riešenia sa dá teda zvýšit’ skráteńım predikčného ho-
rizontu, čo má však negat́ıvne dôsledky na kvalitu riadenia. Alternat́ıvou je použitie časovo
optimálneho riadenia, kde sa rieši nasledovný problém:

J∗(x0) = minN, (3.13a)

s.t. xk+1 = fPWA(xk, uk), k = 0, . . . , N − 1, (3.13b)

xk ∈ X , k = 0, . . . , N, (3.13c)

uk ∈ U , k = 0, . . . , N − 1, (3.13d)

xN ∈ Xf , (3.13e)

ktorý sa od základného problému (3.7) ĺı̌si zmenou účelovej funkcie: namiesto minimalizácie
nákladovej funkcie sa pre každú hodnotu počiatočnej podmienky x0 hl’adá najmenš́ı počet
krokov, za ktoré sa dá systém previest’ z l’ubovolného stavu x0 do zvolenej ciel’ovej množiny
Xf . Ako sme ukázali v Grieder a kol. (2005), parametrické riešenie problému (3.13) pre
hybridný predikčný model v PWA tvare sa dá nájst’ iteračne v zmysle dynamického prog-
ramovania (Bellman, 1957; Bertsekas, 2000; Borrelli a kol., 2005). Podstata zrýchlenia je
v tom, že namiesto jedného problému s predikčným horizontom N sa rieši N problémov
s horizontom 1:

Algoritmus 3.3 (Grieder a kol. (2005))

1. Zvol’me invariantnú ciel’ovú množinu Xf a asociujme k nej stabilizujúci zákon riade-
nia. Nastavme t = 0.

2. Nájdime parametrické riešenie problému (3.7) pre N = 1, ktoré podl’a Vety 3.2 dá
PWA funkciu u∗t = κt(x0), definovanú nad regiónmi Rt,i. Označme Xt = ∪iRt,i.

3. Nastavme Xf = Xt, zvýšme t = t+ 1 a opakujme postup od bodu 2 pokial’ Xt 6= Xt−1.

Implementácia takéhoto riešenia si vyžaduje pre každú počiatočnú podmienku najskôr zis-
tit’ minimálnu hodnotu indexu t∗, pre ktorú plat́ı x0 ∈ dom(κt∗). Potom sa akčný zásah
vypoč́ıta priamo z (3.10) pre κ := κt∗ . Hodnota t∗ tu zároveň označuje minimálny počet
krokov potrebných k prevedeniu konkrétnej x0 do zvolenej ciel’ovej množiny. Stabilita
takéhoto riadenia je garantovaná zo samotnej jeho konštrukcie, ak je Xf invariantná a
k nej prislúchajúci ciel’ový regulátor je vypoč́ıtaný riešeńım lineárnych maticových nerov-
nost́ı, ako je ukázané v Grieder a kol. (2005). Ako sme dokumentovali v Kvasnica (2009)
na pŕıpadovej štúdii zahŕňajúcej vel’ký počet náhodných PWA modelov, zostrojenie ex-
plicitného riešenia časovo optimálneho problému je v priemere desat’krát rýchleǰsie v po-
rovnańı so štandardnými pŕıstupmi (Borrelli a kol., 2005). Pokles výkonnosti spôsobený
zmenou tvaru účelovej funkcie bol pritom rádovo iba v jednotkách percent.

V práci Herceg a kol. (2009) sme časovo optimálne riadenie hybridných systémov
rozš́ırili o možnost’ sledovania dopredu neznámeho, časovo premenlivého referenčného
signálu xref kde ohraničenie (3.13e) nadobúda tvar xN = xref. Podstata riešenia takejto
úlohy je zhodná s Algoritmom 3.3 s jedným podstatným rozdielom: zatial’ čo v (3.13) boli
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neznámymi parametrami iba počiatočné podmienky x0, v tejto situácii sú parametrami
x0 a xref. Dimenzia parametrického priestoru je teda dvojnásobná, čo implikuje zvýšenie
počtu regiónov. Výhodou je však fakt, že výsledný explicitný regulátor je časovo optimálny
pre l’ubovolnú zlučitel’nú hodnotu referencie. V Herceg a kol. (2009) sme výhody časovo
optimálneho riadenia ilustrovali na pŕıpadovej štúdii riadenia servopohonu, ktorý vykazoval
nelineárnu charakteristiku kvôli pŕıtomnosti mŕtvej zóny. Táto nelinearita bola najskôr na-
hradená hybridných PWA modelom. Následne experimentálna verifikácia syntetizovaného
časovo-optimálneho predikt́ıvneho regulátora jasne demonštrovala jeho hlavné výhody: spl-
nenie ohraničeńı, vysporiadanie sa s nelinearitou a čo najrýchleǰsie sledovanie premenlivej
referencie.

Časovo optimálne predikt́ıvne riadenie sa teda rieši iteračne sekvenciou samostatných
jednokrokových optimalizačných problémov. Ako sme ukázali v Kvasnica a kol. (2009a),
takýto pŕıstup dovol’uje rozš́ırit’ triedu predikčných modelov o PWA modely s paramet-
rickými neurčitost’ami. V tomto pŕıpade uvažujeme predikčný model v tvare

x+k+1 = fPWA(x, λ, u)

= Ai(λ)x+Biu+ ci ak x ∈ Di, (3.14)

kde stavová matica Ai(λ) je pre každý mód i vyjadrená ako konvexná kombinácia viacerých
stavových reprezentácíı, teda

Ai(λ) =

nλ∑
j=1

λjAi,j, (3.15)

pričom nλ vyjadruje počet vrcholových reprezentácíı Ai,j. Explicitné riešenie časovo
optimálneho predikt́ıvneho riadenia je potom vyjadrené ako explicitná funkcia mapujúca
vektor (x, λ) na akčné zásahy. Tieto zásahy sú pritom časovo optimálne pre každú, do-
predu neznámu hodnotu vektora λ s

∑
j λj = 1 a 0 ≤ λj ≤ 1 pre j = 1, . . . , nλ. Ked’že

je regulátor stabilizujúci pre každú hodnotu neurčitého parametra λ, je zároveň robustne
stabilizujúci. To dovol’uje použit’ tento pŕıstup napŕıklad na riadenie Takagi-Sugeno fuzzy
systémov (Takagi a Sugeno, 1985), kde parameter λ reprezentuje aktiváciu jednotlivých
funkcíı pŕıslušnosti (Kvasnica a kol., 2009b).
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4 Znižovanie zložitosti explicitného predikt́ıvneho

riadenia

Ako bolo uvedené v Kapitole 3.3, explicitný zákon predikt́ıvneho riadenia pre lineárne a
hybridné predikčné modely nadobúda tvar po čiastiach afinnej funkcie u∗ = κ(x), ktorá
je tvorená polytopickými regiónmi Ri a k nim asociovanými afinnými zákonmi riadenia.
Implementácia takéhoto riadenia v reálnom čase si vyžaduje pre každé meranie stavov x vy-
hodnotenie funkcie κ(x) pri dodržańı tvrdých ohraničeńı na výpočtový čas a spotrebovanú
pamät’. Len pre ilustráciu uved’me, že pre typické dimenzie, pre ktoré sa dá takéto expli-
citné riešenie “jednoducho” źıskat’ (t.j. pre nx ≤ 5) každý región zaberá v pamäti približne
50nx bajtov a vyžaduje si približne 20nx výpočtových operácíı na vyhodnotenie, či x ∈ Ri.
Celkový počet regiónov pritom nezriedka presahuje rádovo tiśıcky, predovšetkým pre vy-
soké predikčné horizonty. Ak teda uvažujeme o implementácii explicitného predikt́ıvneho
riadenia na lacných platformách s ńızkym výpočtovým výkonom a obmedzenou pamät’ou,
je nevyhnutné zńıžit’ počet regiónov na akceptovatel’nú hranicu. Táto úloha sa v literatúre
označuje ako znǐzovanie zložitosti explicitného predikt́ıvneho riadenia. Podrobný prehl’ad
dostupných metód je uvedený v Kapitole 2.

V tejto kapitole uvažujeme, že explicitný zákon riadenia, t.j. funkcia κ je daná a snaž́ıme
sa o jej náhradu inou, jednoduchšou funkciou κ̃, ktorá má menšiu pamät’ovú a výpočtovú
zložitost’. Rozlǐsujeme pritom dva spôsoby takéhoto nahradenia:

• ekvivalentné nahradenie, kde funkcia κ̃ zachováva všetky vlastnosti funkcie κ, t.j. ked’

pre všetky x ∈ dom (κ) plat́ı κ̃(x) = κ(x);

• suboptimálne stabilizujúce nahradenie, kde je κ̃ je iba približným nahradeńım funkcie
κ, ale pritom zachováva garanciu asymptotickej spätnoväzbovej stability ak rovnakú
garanciu poskytuje aj pôvodný zákon riadenia κ.

Dve nasledovné podkapitoly opisujú źıskanie ekvivalentného nahradenia na základe
prác Kvasnica a Fikar (2010b) a Kvasnica a kol. (2011c), zatial’ čo tretia podkapitola
je venovaná suboptimálnemu nahradeniu publikovanému v Kvasnica a kol. (2011b).

4.1 Eliminácia saturovaných regiónov pomocou orezávania

Daný je explicitný zákon riadenia v tvare PWA funkcie κ, ktorá je definovaná nad celkovo
R regiónmi Ri, i = 1, . . . , R. Ciel’om je zostrojit’ jednoduchšiu funkciu κ̃ s R̃ < R regiónmi
a tzv. orezávaćı filter φ tak, že bude platit’ φ(κ̃(x)) = κ(x) pre všetky x ∈ dom (κ).

Ako sme ukázali v Kvasnica a Fikar (2010b), tento ciel’ sa dá docielit’ odstráneńım
tých regiónov funkcie κ, kde akčný zásah nadobúda saturovanú hodnotu a následným
prekryt́ım vzniknutých “dier” pred́lžeńım nesaturovaných regiónov. Pre názornost’ výkladu
uvažujme, že ohraničenie na akčný zásah (3.7d) je vyjadrené v tvare u ≤ u ≤ u, kde u
a u predstavujú dolnú, respekt́ıvne hornú medzu dovoleného akčného zásahu. Označme
pomocou Imax indexy tých regiónov PWA funkcie κ, v ktorých je akčný zásah saturovaný
na maxime (t.j. ked’ κ(x) = u, ∀x ∈ RImax) a volajme tieto regióny saturované na maxime.
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Podobne označme ako Imin indexy regiónov saturovaných na minime a pomocou Iunsat
indexy nesaturovaných regiónov kde u < κ(x) < u. Názorné grafické vyjadrenie je uvedené
na Obr. 4.1(a), kde regióny č. 2, 3 a 4 sú nesaturované (t.j. Iunsat = {2, 3, 4}), región č. 1
je saturovaný na minime a regióny č. 5 a 6 sú saturované na maxime.

Defińıcia 4.1 Funkciu κ̃ voláme vhodným nahradeńım funkcie κ ak plat́ı:

1. κ̃(x) = κ(x) pre všetky x ∈ RIunsat,

2. κ̃(x) ≥ u pre všetky x ∈ RImax,

3. κ̃(x) ≤ u pre všetky x ∈ RImin.

Vhodné nahradenie teda dovol’uje nadhodnotenie funkčných hodnôt v regiónoch satu-
rovaných na maxime a ich podhodnotenie v regiónoch saturovaných na minime. Gra-
fická ilustrácia vhodného nahradenia je uvedená na Obr. 4.1(c). Je to práve toto
nad(pod)hodnotenie, ktoré dovol’uje zńıžit’ počet regiónov funkcie κ̃ za predpokladu, že
pôvodný zákon riadenia κ obsahuje aspoň jeden saturovaný región. Ako sme dokumento-
vali v Kvasnica a Fikar (2010b), táto požiadavka je splnená pre vel’kú väčšinu predikt́ıvnych
problémov, predovšetkým ak sa použ́ıvajú tesné ohraničenia na akčné zásahy a dlhé pre-
dikčné horizonty.

Veta 4.2 (Kvasnica a Fikar (2010b)) Predpokladajme, že pre danú PWA funkciu κ
existuje jej vhodné nahradenie κ̃ spĺňajúce Defińıciu 4.1. Definujme orezávaćı filter

φ(κ̃(x)) := max{u,min{κ̃(x), u}}. (4.1)

Potom plat́ı φ(κ̃(x)) = κ(x) pre všetky x ∈ dom (κ) a teda funkcia φ(κ̃) je ekvivalentným
nahradeńım funkcie κ.

Dôkaz Vety 4.2 vychádza z faktu, že vzt’ah (4.1) je kompaktným vyjadreńım troch pravidiel
v tvare

φ(κ̃(x)) =


u ak κ̃(x) ≥ u,

u ak κ̃(x) ≤ u,

κ̃(x) inak,

(4.2)

ktoré “orezávajú” funkciu κ̃ tak, že sa dosiahne jej ekvivalencia s pôvodnou funkciou κ.
Aplikácia tejto Vety je v grafickom vyjadreńı uvedená na Obr. 4.1(d).

Vhodné nahradenie κ̃ sa dá zostrojit’ použit́ım základných geometrických
operácíı (Kvasnica, 2009) za predpokladu, že funkcia κ je spojitá a jej doména je konvexná,
čo je garantované, ak je źıskaná parametrickým riešeńım problému (3.7) formulovaného pre
lineárne predikčné modely (Borrelli, 2003). Vezmime do úvahy dva susedné regióny Rs a
Rn a k nim asociované zákony riadenia u∗ = Fsx + Gs resp. u∗ = Fnx + Gn. Ak je jeden
z regiónov saturovaný na minime (teda s ∈ Imin) a druhý nesaturovaný (teda n ∈ Iunsat),
potom zo spojitosti funkcie κ priamo vyplýva, že Fnx + Gn ≤ u pre všetky x ∈ Rs.
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Obr. 4.1: Ilustrácia vhodného nahradenia κ̃ PWA funkcie κ.

Inými slovami, ak je možné saturovaný región Rs odstránit’ a následne kompletne pre-
kryt’ rozš́ıreńım nesaturovaného regiónu Rn, potom dosiahneme podhodnotenie pôvodných
funkčných hodnôt. Tento krok je ilustrovaný na Obr. 4.1(b). Podobná argumentácia plat́ı
aj ak je región Rs saturovaný na maxime, pričom dosiahneme nadhodnotenie funkčnej
hodnoty, ako je zobrazené na Obr. 4.1(c). Rozš́ırenie nesaturovaných regiónov sa pritom
dosiahne odstráneńım stien, cez ktoré tieto regióny susedia so saturovanými regiónmi. Pre
úplnost’ dodávame, že takýto postup sa dá aplikovat’ aj pre vyššie dimenzie stavového
a vstupného priestoru. Kompletný algoritmus je podrobne oṕısaný v Kvasnica a Fikar
(2010b).

Označme ako Runsat počet nesaturovaných regiónov pôvodnej funkcie κ, pričom v praxi
máme Runsat � R (Kvasnica a Fikar, 2010b). Potom zložitost’ funkcie κ̃, vyjadrená počtom
jej regiónov R̃, v najlepšom pŕıpade sṕlňa R̃ = Runsat a v priemere R̃ = 1.3Runsat.
Dôsledkom je teda podstatné zńıženie zložitosti, ktoré je priamoúmerné pomeru počtu
nesaturovaných regiónov zákona riadenia κ k celkovému počtu regiónov. Ako sme ilus-
trovali na vel’kej pŕıpadovej štúdii v Kvasnica a Fikar (2010b), priemerná hodnota tohto
pomeru pri uvažovańı 600 náhodných explicitných regulátoroch sa pohybovala v rozmedźı
od 4 po 13 v závislosti od dimenzie. Úspešnost’ dosiahnutia najlepšieho scenára (t.j. ked’

R̃ = Runsat) bola pritom v intervale od 60 do 98 percent.

4.2 Eliminácia saturovaných regiónov pomocou separácie

V práci Kvasnica a kol. (2011c) sme myšlienku eliminácie saturovaných regiónov d’alej
vylepšili tak, že sa vytvoŕı modifikovaný zákon riadenia κ̃(x), ktorého počet regiónov je
vždy rovný počtu nesaturovaných regiónov pôvodnej funkcie κ, za predpokladu, že κ je
spojitá funkcia a jej regióny sa neprekrývajú. Vtedy totiž plat́ı Imax ∩ Imin ∩ Iunsat = ∅ a
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teda

u∗ = κ(x) =


Fix+Gi ak x ∈ RIunsat ,
u ak x ∈ RImax ,

u ak x ∈ RImin
.

(4.3)

Predpokladajme, že x ∈ dom (κ) a zároveň x /∈ RIunsat . V tomto pŕıpade máme iba dve
možnosti: bud’ κ(x) = u alebo κ(x) = u. V štandardnom pŕıstupe sa pŕıslušná možnost’

urč́ı postupným prehl’adávańım regiónov RImin
a RImax , čo je náročné na výpočtový čas

ako i na operačnú pamät’ (ked’že je potrebné tieto regióny uchovávat’ v pamäti). Ak však
nájdeme separačnú funkciu, ktorá striktne separuje množiny regiónov RImax := ∪i∈ImaxRi

od RImin
:= ∪j∈Imin

Rj, potom môžeme na zjednodušenie funkcie κ použit’ nasledovné
tvrdenie, dôsledok ktorého je ilustrovaný na Obr. 4.2(a).

Tvrdenie 4.3 (Kvasnica a kol. (2011c)) Ak existuje funkcia p : Rnx → R, ktorá spĺňa
p(x) > 0 pre všetky x ∈ RImax a zároveň p(x) < 0 pre všetky x ∈ RImin, potom zákon
riadenia v tvare

u∗ = κ̃(x) =


Kix+ Li ak x ∈ RIunsat ,
u ak p(x) > 0,

u ak p(x) < 0.

(4.4)

je pre všetky x ∈ dom (κ) ekvivalentný pôvodnému zákonu riadenia u∗ = κ(x).

Praktickost’ Tvrdenia 4.3 lež́ı vo fakte, že overenie, či x ∈ RImax (alebo x ∈ RImin
) sa

nahrádza znamienkom funkcie p v bode x. Tým pádom je možné všetky saturované regióny
kompletne odstránit’, č́ım sa šetŕı potrebná pamät’ a zrýchl’uje sa vyhodnotenie funkcie κ̃.
Postup implementácie modifikovaného zákona riadenia κ̃(x) je potom nasledovný:

1. Najskôr zist́ıme, či sa x nachádza v niektorom z nesaturovaných regiónov RIunsat .
Ak áno, potom sa optimálny akčný zásah vypoč́ıta priamo z u∗ = Kix + Li, kde i
označuje č́ıslo regiónu obsahujúceho x.

2. Ak x /∈ RIunsat , potom sa vyhodnot́ı funkcia p(x) a jej znamienko urč́ı, či u∗ = u
alebo u∗ = u.

Základnou úlohou je určenie takej separačnej funkcie p(x), ktorá je dostatočne jednoduchá,
aby jej vyhodnotenie zaberalo čo najmenej času a aby jej uloženie spotrebovalo čo najmenej
pamäte. Teoretickou komplikáciou je pritom fakt, že množiny, ktoré sa snaž́ıme separovat’

sú vo všeobecnosti nekonvexné1.
Uvažujme separačnú funkciu v tvare polynómu vo viacerých premenných, t.j.

p(x) :=
∑

i1+···+in≤δ
αi1,...,iδx

i1
1 · · ·xinn , (4.5)

1Nekonvexnými sú pritom únie RImax := ∪i∈ImaxRi resp. RImin := ∪i∈IminRi. Jednotlivé regióny Ri

sú vždy konvexné polytopy podl’a Vety 3.2.
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RImax

RImin

p(x)

(a) Striktná separácia vrcholov
môže znamenat’ striktnú separáciu
pŕıslušných nekonvexných oblast́ı.

RImax

RImin

p(x)

x̃1

x̃2

(b) Vo všeobecnosti však takýto
záver neplat́ı. V tom pŕıpade
nájdeme body x̃, v ktorých je
striktná separácia porušená.

RImax

RImin

p(x)

(c) Pridańım narušitel’ských bo-
dov x̃ a opakovaným riešeńım
(4.6) sa źıska nový polynóm p(x),
ktorý sa opäž muśı certifikovat’ po-
mocou hl’adania x̃.

Obr. 4.2: MnožinyRImax aRImin
tvorené jednotlivými regiónmi v R2, vrcholy VImax (kruhy)

a VImin
(štvorce), polynomiálny separátor p(x).

kde n je dimenzia stavového priestoru, δ označuje vopred zvolený rád polynómu a αi sú
jeho parametre. Výhodou polynomického tvaru je, že jeho koeficienty sa dajú nájst’ riešeńım
problému lineárneho programovania v tvare

ε∗ = max
ε,αi

ε (4.6a)

s.t. p(vi) ≥ ε, ∀vi ∈ VImax , (4.6b)

p(vj) ≤ −ε, ∀vj ∈ VImin
. (4.6c)

ε > 0, (4.6d)

kde VImax sú vrcholy regiónov RImax a VImin
označuje vrcholy regiónov RImin

. Pre fixnú
hodnotu argumentu sú totiž ohraničenia (4.6b) a (4.6c) lineárne v αi. Ak je problém (4.6)
neriešitel’ný, neexistuje striktná separácia množ́ın RImax a RImin

. Uvažujme preto ε∗ > 0.
Vo všeobecnosti pre δ > 1 však separovatel’nost’ vrcholov ešte nezaručuje separovatel’nost’

pŕıslušných množ́ın, ako je dokumentované na Obr. 4.2(b). Preto muśıme vykonat’ do-
datočnú certifikačnú fázu, v ktorej hl’adáme body x̃, v ktorých daný polynóm zasahuje do
pŕıslušnej oblasti, t.j.

x̃i,k = {x | p(x)− fi,kx+ gi,k = 0, x ∈ Ri}, (4.7)

kde fi,k a gi,k označujú parametre i-tého definujúceho polpriestoru k-tého regiónu. Tieto
“narušitel’ké” body sa dajú potom źıskat’ riešeńım problému nelineárneho programovania.
Ak x̃ = ∅ ∀i, k, potom máme garanciu, že p(x) je validným striktným separátorom množ́ın
RImax a RImin

. V opačnom pŕıpade sa pridajú body x̃i,k do zoznamu bodov VImax resp.
VImin

a celý postup sa opakuje, dokým x̃ 6= ∅, vid’ Obr. 4.2(c).
Aplikácia tohto postupu na vel’ké množstvo náhodne vygenerovaným explicitných re-

gulátorov ukázala nasledovné zistenia:

• na separáciu postačujú relat́ıvne ńızke rády polynómov s δ ≤ 5,
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• faktor redukcie zložitosti sa pohyboval v intervale od 1.8 po 31,

• pamät’ová a výpočtová kapacita potrebná na vyhodnotenie p(x) v (4.4) je zanedba-
tel’ná,

• čas potrebný na zostrojenie separátora p(x) sa pohybuje rádovo v sekundách aj pre
vel’mi komplikované regulátory s rádovo desat’tiśıc regiónmi.

4.3 Stabilizujúca polynomiálna aproximácia explicitného predik-
t́ıvneho riadenia

Ak pripust́ıme určitú stratu optimálnosti pri nahradeńı pôvodného explicitného regulátora
u∗ = κ(x) inou funkciou κ̃, potom sme v Kvasnica a kol. (2008) a Kvasnica a kol. (2011b)
ukázali, že za určitých miernych podmienok je možné eliminovat’ všetky regióny PWA
funkcie κ. Vzniká suboptimálny, ale pritom stabilizujúci regulátor u∗ = κ̃(x), kde κ̃ je
polynóm vo viacerých premenných v tvare

κ̃(x) = α1x+ α2x
2 + · · ·+ αδx

δ, (4.8)

kde δ je vopred určený rád polynómu a xi je umocnenie jednotlivých prvkov vektora x ∈
Rnx , t.j. xi = [xi1, x

i
2, . . . , x

i
nx ]

T . Úlohou je nájst’ maticové koeficienty αi ∈ Rnu×nx tak,
aby boli splnené tri základné požiadavky:

1. κ̃(x) asymptoticky stabilizuje daný PWA systém do počiatku,

2. κ̃(x) zaručuje rekurźıvnu riešitel’nost’, t.j. splnenie ohraničeńı na stavy a akčné zásahy,

3. κ̃(x) aproximuje pôvodný zákon riadenia κ(x).

Ak takýto polynomický regulátor dokážeme nájst’, jeho implementácia v prostred́ı reálneho
času je extrémne jednoduchá. V prvom rade, ked’že hl’adáme jediný spojitý polynóm, jeho
pamät’ová zložitost’ nezáviśı od počtu regiónov pôvodného optimálneho regulátora κ. Pre
rády δ ≤ 9 sa pamät’ový odtlačok takéhoto polynómu pohybuje v okoĺı 100 bajtov. Druhou
výhodou je rýchle źıskanie hodnoty akčného zásahu, ktoré si vyžaduje iba evaluáciu daného
polynómu v konkrétnom stave x.

Predpokladajme, že je daná PWA Ljapunovova funkcia V , ktorá certifikuje, že u∗ =
κ(x) je stabilizujúci zákon riadenia. Potom pre l’ubovolné 0 ≤ γ < 1 pomocou

S(V, γ) :=
{

[ xu ]
∣∣∣ u ∈ U , x ∈ Ω, fPWA(x, u) ∈ Ω, V (f(x, u)) ≤ γV (x)

}
, (4.9)

označujeme množinu stabilizujúcich akčných zásahov, ktoré garantujú splnenie ohraničeńı a
minimálny pokles hodnoty Ljapunovej funkcie. Ω tu pritom označuje invariantnú množinu,
t.j. Ω = {x | V (x) ≤ ε} pre l’ubovolné ε > 0. Funkcia V a množina Ω sa dajú źıskat’

bud’ riešeńım vhodne zvoleného tvaru optimalizačného problému (3.7), ako bolo ukázané
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(a) Množina stabilizujúcich akčných zásahov pre
rôzne hodnoty parametra γ. Pre γ → 0 tieto
množiny “kolabujú” na optimálny stabilizujúci
regulátor κ (modrá prerušovaná čiara).
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(b) Polynómy rôznych rádov aproximujúce

optimálny zákon riadenia a zároveň sṕlňajúce
inklúziu (4.10) pre množinu S(V, 0.7).

Obr. 4.3: Pŕıklad stabilizujúcich množ́ın a aproximácie optimálneho riadenia polynómom.

v Baotić a kol. (2006), alebo dodatočne podl’a postupu v Johansson (2003); Grieder a kol.
(2005).

Pre zvolený po častiach afinný typ systému a Ljapunovovej funkcie sa dá množina
S(V, γ) zostrojit’ štandardnými pŕıstupmi analýzy dosiahnutel’nosti (Christophersen, 2007,
Kap. 10.4) a reprezentovat’ ako vo všeobecnosti nekonvexná únia polytopov S(V, γ) = ∪iSi,
kde Si sú polytopy v x−u priestore. Počet týchto polytopov je pritom priamoúmerný počtu
regiónov optimálneho zákona riadenia κ. Ilustračné zobrazenie množiny S(V, γ) pre rôzne
hodnoty parametra γ je uvedené na Obr. 4.3(a).

Veta 4.4 (Christophersen (2007)) Nech je daná množina S(V, γ). Potom l’ubovolný re-
gulátor u = κ̃(x) spĺňajúci

[
x

κ̃(x) ] ∈ S(V, γ) (4.10)

asymptotický stabilizuje systém x+ = fPWA(x, κ̃(x)) do počiatku pre l’ubovolné x ∈ Ω.

Veta 4.4 predstavuje základný teoretický koncept prezentovanej aproximačnej schémy, kde
hl’adáme polynomický regulátor v tvare (4.8) tak, aby bol pre každé pŕıpustné x “ob-
siahnutý” v množine S(V, γ). Netriviálnost’ riešenia tohto problému vyplýva z faktu, že
inklúzia (4.10) muśı platit’ pre všetky x ∈ Ω, a nielen pre niektoré stavy (napr. pre vrcholy
jednotlivých polytopov tvoriacich množinu S). Ďaľsou komplikáciou je nekonvexnost’ tejto
množiny. Ilustrácia polynomiálnej aproximácie optimálneho zákona riadenia polynómami
rôznych rádov je zobrazená na Obr. 4.3(b).

V Kvasnica a kol. (2008) sme ukázali, že problém nájdenia polynomického regulátora
sṕlňajúceho inklúziu (4.10) pre všetky x ∈ Ω sa dá formulovat’ ako nájdenie rozkladu
polynómov na sumy štvorcov ich monomiálov (Parrilo, 2004). Kvôli vel’kej výpočtovej
zložitosti je však táto výpočtová metóda aplikovatel’ná iba na triviálne pŕıpady kde počet
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polypov tvoriacich S(V, γ) nepresahuje 150 (Kvasnica a kol., 2010b). V Kvasnica a kol.
(2011b) sme preto navrhli efekt́ıvneǰśı spôsob, založený na riešeńı problému lineárneho
programovania. Tento pŕıstup je aplikovatel’ný na ovel’a väčšiu škálu problémov aj vo
vyšš́ıch dimenziách.

Analýza aplikácie takéhoto pŕıstupu na vel’ký počet náhodne generovaných scenárov
ukázala nasledovné závery:

• stabilizujúci polynomický regulátor (4.8) sa dá efekt́ıvne nájst’ pre explicitné pred-
ikt́ıvne regulátory rádovo s tiśıckou regiónov,

• hlavnou výpočtovou prekážkou je vel’ký počet ohraničeńı vo výslednom probléme
lineárneho programovania, ktorý sa často pohybuje rádovo v miliónoch,

• strata optimálnosti v dôsledku aproximácie sa pohybovala v rozmedźı od 12 do 80
percent,

• v dôsledku faktu, že Veta 4.4 je iba postačujúcou podmienkou spätnoväzbovej stabi-
lity sa celková úspešnost’ nájdenia polynomickej aproximácie pohybovala na úrovni
60 %,

• oṕısaný postup je aplikovatel’ný aj na nájdenie stabilizujúceho polynomického re-
gulátora pre lineárne systémy.
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5 Výpočtové nástroje

5.1 Syntéza a implementácia explicitného predikt́ıvneho riadenia

V práci Kvasnica a kol. (2004b) bol predstavený programový baĺık Multi-Parametric Tool-
box (MPT), ktorý sa dočkal významnej rev́ızie v Kvasnica (2009); Kvasnica a Fikar (2010a);
Kvasnica a kol. (2010c). Ako už samotný jeho názov napovedá, ide o toolbox určený na
riešenie problémov parametrického programovania aplikovaných primárne na úlohy pred-
ikt́ıvneho riadenia. Toolbox umožňuje jednoduché a pohodlné definovanie problémov pre-
dikt́ıvneho riadenia pre lineárne a hybridné systémy, źıskanie explicitných riešeńı takýchto
úloh, ako i následnú verifikáciu predikt́ıvnych regulátorov. Naviac toolbox automaticky
generuje spustitel’ný kód explicitných predikt́ıvnych regulátorov, čo dovol’uje ich priame
nasadenie v prostred́ı reálneho času. Toolbox je dostupný pod open-source licenciou zo
stránky http://control.ee.ethz.ch/~mpt, pričom od roku 2004 bolo zaznamenaných
viac ako 25000 stiahnut́ı. Jednotlivé funkcie toolboxu a spôsob jeho použitia sú prehl’adne
dokumentované v Kvasnica (2009). V tejto kapitole sa obmedźıme na ilustráciu najnovš́ıch
rozš́ıreńı, ktoré sú rozdelené do dvoch kategóríı.

5.1.1 Formulovanie a riešenie zložitých úloh predikt́ıvneho riadenia

Pri návrhu predikt́ıvneho riadenia pre reálne aplikácie sa často stretávame s požiadavkou
na špecifický tvar riešeného optimalizačného problému. Preto bola do baĺıka MPT pridaná
možnost’ l’ubovolného rozš́ırenia základného problému (3.7) tak, aby bolo toto rozš́ırenie
jednoducho definovatel’né a riešitel’né. Hlavnou výhodou je pritom fakt, že už́ıvatel’ sa môže
plne koncentrovat’ na defińıciu problému, zatial’ čo MPT sa stará o výpočtovú stránku.
Výsledkom je pritom štandardný predikt́ıvny regulátor v tvare objektu, ktorý sa dá d’alej
spracovat’ (napr. vo forme generovania spustitel’ného kódu oṕısaného v d’aľsej podkapitole).

Táto nová vlastnost’, podrobne dokumentovaná v Kvasnica (2009); Kvasnica a Fi-
kar (2010a) využ́ıva na defińıciu optimalizačného problému modelovaćı jazyk YAL-
MIP (Löfberg, 2004). V MPT pritom už́ıvatel’ najskôr vytvoŕı “kostru” optimalizačného
problému, ekvivalentnú zápisu (3.7). Potom použit́ım jednoduchých jazykových konštrukcíı
môže pridat’ vlastné ohraničenia tak, aby dosiahol požadovanú formuláciu. Pŕıklady
použitia zahŕňajú napŕıklad:

• pridanie ohraničeńı na koncový predikovaný stav vo forme pevného terminálneho
stavu xN = xf , pŕıpadne terminálnej množiny xN ∈ Xf , ktorá môže byt’ aj nekon-
vexná,

• použitie časovo-premenlivých ohraničeńı na stavy, akčné zásahy a výstupy,

• pridanie move-blockingu na zńıženie počtu stupňov vol’nosti,

• defińıcia ohraničeńı spôsobujúcich kontraktivitu systému a tým pádom
spätnoväzbovú stabilitu,
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• zavedenie logických ohraničeńı vo forme implikácíı (⇒) a ekvivalencíı (⇔).

Po vhodnom rozš́ıreńı základnej kostry optimalizačného problému o už́ıvatel’ské ohraničenia
následne tento modifikovaný zápis už́ıvatel’ posunie baĺıku MPT, ktorý zostroj́ı jeho expli-
citné riešenie. S týmto riešeńım môže potom už́ıvatel’ d’alej pracovat’, napr. overit’ jeho sta-
bilizujúce vlastnosti, overit’ jeho výkonnost’ prostredńıctvom simulácíı, pŕıpadne ho priamo
exportovat’ do zvolenej hardvérovej platformy.

5.1.2 Generovanie spustitel’ného kódu pre explicitné predikt́ıvne regulátory

V explicitnom predikt́ıvnom riadeńı, tak, ako bolo oṕısané v Kapitole 3.3 je ciel’om
nájdenie explicitného tvaru zákona riadenia u∗ = κ(x), kde κ je PWA funkcia. Imple-
mentácia takéhoto zákona riadenia si vyžaduje vyhodnotenie funkcie κ, čo sa najčasteǰsie
realizuje postupným prehl’adávańım regiónov tvoriacich túto funkciu. V práci Kvasnica
a kol. (2010c) sme podrobne demonštrovali, že najnovšia verzia baĺıka MPT dokáže
takýto prehl’adávaćı algoritmus automaticky vytvorit’ vo forme kódu v jazyku C/C++.
Od už́ıvatel’a sa pritom nevyžadujú žiadne znalosti tohto programovacieho jazyka. Následné
prevedenie prehl’adávacieho algoritmu na ciel’ové implementačné zariadenie sa dá realizovat’

prostredńıctvom Real-Time Workshopu (RTW). Už́ıvatel’ najskôr vytvoŕı v baĺıku Simu-
link vhodnú schému, do ktorej pridá blok MPT regulátora. Pri následnej aktivácii RTW
sa potom celá schéma automaticky skompiluje a prehrá sa na podporovanú hardvérovú
platformu. Alternat́ıvne MPT poskytuje možnost’ exportu do “čistého” C-kódu, ktorý nie
je viazaný na RTW a dá sa preto pripojit’ k l’ubovolnej aplikácii.

Naviac baĺık MPT v najnovšej verzii podporuje export predikt́ıvnych regulátorov do
nat́ıvneho formátu podporovaného širokou škálou programovatel’ných logických regulátorov
(Programmable Logic Controller, PLC). V tomto pŕıpade toolbox najskôr prevedie opis
PWA funkcie κ na vhodnú dátovú štruktúru, ktorá je následne prepojená s prehl’adávaćım
algoritmom. Tento je implementovaný v jazyku Ladder Logic, ktorý predstavuje štandard
v programovańı PLC.

5.2 Optimalizačný pŕıstup k modelovaniu PWA systémov

V práci Kvasnica a kol. (2011d) bol predstavený výpočtový nástroj Autoprox, čo je tool-
box ná automatickú tvorbu po čiastkach afinných hybridných aproximácíı l’ubovolných
nelineárnych funkcíı. Problém, ktorý riešime, je nasledovný: je daný model nelineárneho
systému x+ = f(z), kde z = (x, u) a f(·) je nelineárne vektorové pole, ktorého analytický
tvar je známy. Naviac predpokladáme, že pŕıpustné hodnoty stavov a akčných zásahov ležia
v množinách X ⊂ Rnx , resp. U ⊂ Rnu . Takýto systém chceme aproximovat’ PWA modelom
x+ = f̃(z), kde f̃ je po častiach afinná funkcia, t.j.

f̃(z) =


A1z + c1 ak z ∈ D1

...

AnLz + cnL ak z ∈ DnL .
(5.1)
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Model (5.1) je pritom iba kompaktnou reprezentáciou všeobecného PWA opisu (3.5).
Úlohou je nájst’ PWA aproximáciu f̃ s vopred určeným počtom regiónov nL tak, aby bola
minimalizovaná aproximačná chyba

eaprx :=

∫
X×U

(f(z)− f̃(z))2 dxdu. (5.2)

Uvažujme najskôr scenár, kde f : R→ R s dom (f) = [z, z]. Potom sa optimálna PWA
aproximácia dá nájst’ riešeńım nasledovného optimalizačného problému:

min
ai,ci,ri

nL∑
i=1

(∫ ri

ri−1

(
f(z)− (aiz + ci)

)2
dz
)

(5.3a)

s.t. z ≤ r1 ≤ · · · ≤ rnL−1 ≤ z, (5.3b)

airi + ci = ai+1ri + ci+1, i = 1, . . . , nL − 1, (5.3c)

kde ri vyjadrujú hranice jednotlivých regiónov v tvare Di = [ri−1, ri] s r0 = z a rnL = z.
Ohraničenie (5.3b) pritom garantuje, že nájdeme neprekrývajúce sa regióny (vid’ De-
fińıciu 3.1). Výsledná PWA aproximácia bude naviac spojitá vd’aka (5.3c). Úloha (5.3) je
problémom nelineárneho programovania v premenných ri, ai a ci a jej riešenie sa dá nájst’

štandardnými metódami garantujúcimi globálnu optimálnost’ (Adjiman a kol., 1996; Pa-
pamichail a Adjiman, 2004; Chachuat a kol., 2006). Pŕıklad optimálnej PWA aproximácie
funkcie f(z) = |z|+ 0.5z2 − sin (z3) je znázornený na Obr. 5.1.
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Obr. 5.1: Graf funkcie f(z) = |z| + 0.5z2 − sin (z3) na intervale [−1, 2.5] (modrá čiara) a
optimálna PWA aproximácia f̃(z) (červená prerušovaná čiara).

Aproximácia viacrozmerných funkcíı sa dá redukovat’ na sériu aproximácíı jednoroz-
merných funkcíı za predpokladu, že funkcia f : Rn → Rm je separovatel’ná, t.j. ked’ sa
dá ṕısat’ v tvare f(z1, . . . , zn) = f1(z1) + · · · + fn(zn). Uvažujme pre názornost’ funkciu
f(z1, z2) = z1z2 s dom (f) = [z1, z1] × [z2, z2]. Zavedeńım substitúcíı y1 = (z1 + z2) a
y2 = (z1 − z2) je jednoducho overitel’né, že plat́ı 1/4(y21 + y22) = z1z2. Funkcie f1(y1) = y21
a f2(y2) = y22 sú pritom iba funkciami jednej premennej a preto môžeme ich respekt́ıvne
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(a) Graf funkcie f(z1, z2). (b) PWA aproximácia f̃(z1, z2)

Obr. 5.2: Optimálna PWA aproximácia funkcie f(z1, z2) = f1(z1)f2(z2) s f1(z1) = z31 a
f2(z2) = |z2|+ 0.5z22 − sin (z2)

3 na doméne [−1.5, 1.5]× [−1, 2.5].

aproximácie f̃1(y1) ≈ y21 a f̃2(y2) ≈ y22 źıskat’ riešeńım problému (5.3). Výsledná PWA
aproximácia f̃(z1, z2) ≈ f(z1, z2) potom nadobúda tvar

f̃(z1, z2) = 1/4(f̃y1(z1 + z2)− f̃y2(z1 − z2)). (5.4)

Rovnaký pŕıstup sa dá použit’ na źıskanie optimálnych aproximácíı l’ubovol’ných separo-
vatel’ných nelineárnych funkcíı bez ohl’adu na dimenziu. Technické detaily sú podrobne
oṕısané v Kvasnica a kol. (2011d). Pŕıklad aproximácie funkcie f(z1, z2) = f1(z1)f2(z2) s
f1(z1) = z31 a f2(z2) = |z2|+ 0.5z22 − sin (z2)

3 je na Obr. 5.2.
Baĺık Autoprox spŕıstupňuje vyššie uvedenú procedúru všeobecnej verejnosti vo forme

matlabovského toolboxu, ktorý je š́ırený pod open-source licenciou zo stránky projektu
http://www.kirp.chtf.stuba.sk/~sw/. Vstupom do toolboxu je analytický tvar ne-
lineárnej funkcie f a počet aproximačných regiónov. Toolbox pritom sám rozozná, či ide
o aproximáciu všeobecných funkcíı, alebo o aproximáciu dynamických systémov. Výstupom
z toolboxu je PWA model, bud’ v tvare internej dátovej štruktúry, alebo vo forme ekvi-
valentného zápisu v modelovacom jazyku HYSDEL (Torrisi a Bemporad, 2002). To dáva
použ́ıvatel’ovi možnost’ d’alej model ručne upravovat’ a dolad’ovat’, ako i použit’ ho na syntézu
riadenia. Toolbox taktiež poskytuje grafické už́ıvatel’ské rozhranie, ktoré sprehl’adňuje
a zrýchl’uje definovanie vstupných dát, predovšetkým pri aproximácii zložitých funkcíı vo
viacerých rozmeroch.
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6 Záver

Predložená habilitačná práca mapuje hlavné pŕınosy autora v oblasti nasadenia pre-
dikt́ıvneho riadenia na platformách s limitovaným výpočtovým výkonom a pamät’ou.
Hlavným prvkom na dosiahnutie tohto ciel’a je parametrické riešenie optimalizačného
problému, čo vedie na explicitný zákon riadenia vo forme po častiach afinnej funkcie κ.
Takúto vlasnost’ nadobúda, ak je predikčný model lineárny alebo hybridný. V poslednom
čase sa však do popredia dostáva otázka, či je možné takého explicitné riešenia zostrojit’ aj
pre všeobecné nelineárne modely. Prvé náznaky sa objavili v prácach Fotiou a kol. (2006);
Bates a kol. (2011), kde bolo źıskané explicitné riešenie pre špeciálny tvar polynomických
predikčných modelov. Následná implementácia takýchto riešeńı si však vyžaduje hl’adanie
koreňov polynómu, čo je problematické v prostred́ı reálneho času. Alternat́ıvu predstavujú
pŕıstupy založené na rozdeleńı priestoru parametrov na hyperboxy s následnou lokálnou
linearizáciou pôvodného nelineárneho problému v každom boxe (Grancharova a Johansen,
2009). Nevýhodou je suboptimálnost’ výsledného riadenia, ako i jeho vysoká zložitost’. Vo
všeobecnosti sa v tejto oblasti neočakáva zásadný pokrok, ked’že pre nelineárne systémy
je už aj priebežné nasadenie predikt́ıvneho riadenia pomerne zložité z praktického ako
i teoretického hl’adiska.

Na zrýchlenie zostrojenia explicitného riešenia bola v Kapitole 3.4 predstavená refor-
mulácia problému na problém minimalizácie času. Iteračný spôsob jeho zostrojenia založený
na riešeńı jednokrokových problémov naviac umožňuje zobrat’ do úvahy neurčitosti v pre-
dikčných modeloch, čo vedie na robustný predikt́ıvny regulátor. Otázka robustnosti má
pritom v praxi zásadný význam. Robustnost’ vzhl’adom na adit́ıvne poruchy je v lite-
ratúre dostatočne rozpracovaná, za všetky spomeňme práce Raković a kol. (2004); Diehl
a Björnberg (2004); Lazar a Heemels (2006); Wang a kol. (2009); Limon a kol. (2010).
Väčš́ım problémom sa jav́ı vysporiadanie sa s parametrickými neurčitost’ami, predovšetkým
pri použit́ı hybridných predikčných modelov. Napriek tomu aj v tejto oblasti existuje bo-
hatý výskum (Raković a kol., 2007; Artstein a Raković, 2008; Besselmann a kol., 2008b,a;
Kvasnica a kol., 2009a; Mayne a kol., 2009; Raković a Barić, 2010). V súčasnosti sa ako naj-
perspekt́ıvneǰśı jav́ı smer stochastického predikt́ıvneho riadenia, kde poruchy a neurčitosti
sú vyjadrené pravdepodobnostnými rozloženiami. Ako bolo ukázané napr. v Kouvaritakis
a kol. (2004); Couchman a kol. (2006); van den Boom a kol. (2007), takto formulované pre-
dikt́ıvne riadenie má vel’a výhod v praxi. Otvorenou otázkou ostáva syntéza explicitných
riešeńı takýchto úloh, kde hlavným problém vo všeobecnosti predstavuje nekonvexnost’

pravdepodobnostných ohraničeńı.

Otázkou, ktorej autor prikladá najväčšiu dôležitost’ do budúcnosti, je samotná povaha
explicitných regulátorov v tom zmysle, že zákon riadenia sa vypoč́ıta iba raz pre všetky
pŕıpustné počiatočné podmienky a jeho následná zmena za behu riadiaceho systému nie je
možná. To znamená, že je vylúčená napŕıklad zmena ladiacich parametrov (váhové matice
QN , Qx a Qu v (3.7a)), ako i zmena predikčného modelu. Prvý krok k źıskaniu explicitného
regulátora laditel’ného “za behu” bol ukázaný v Barić a kol. (2005), kde autori źıskali ex-
plicitné riešenie, ktoré je okrem stavov naviac funkciou váhového koeficienta Qu. Logickým
pokračovańım by teda malo byt’ hl’adanie “úplnej” parametrizácie, t.j. źıskanie κ ako fun-

27



kcie x, Qu, Qx, ako i QN . Podobnou témou je źıskanie takého explicitného zákona riadenia,
ktorý dovoĺı za behu zmenit’ predikčný model, čo by viedlo k syntéze “univerzálneho” re-
gulátora. Na vyriešenie tejto úlohy sa ako najperspekt́ıvneǰsie jav́ı použitie Brunovského
kanonickej formy (Hermida-Alonso a kol., 1996), ktorá dovol’uje vyňat’ časovo-premenlivé
parametre systému z predikčného problému a presunút’ ich do stavovej spätnej väzby. Hlav-
nou komplikáciou je pritom nelinearita výsledného zákona riadenia.

Na dosiahnutie implementovatel’nosti explicitných regulátorov v prostred́ı tvrdých
výpočtových a pamät’ových ohraničeńı bola v Kapitole 4 predstavená trojica metód,
ktorá dodatočne znižuje zložitost’ funkcie κ jej nahradeńım jednoduchšou funkciou. Pri
takomto nahradeńı zohrávajú hlavnú úlohu geometrické vlastnosti PWA funkcíı, meno-
vite fakt, že vel’ká čast’ regiónov takýchto funkcíı býva v praxi asociovaná so saturovaným
akčným zásahom. Metódy v podkapitolách 4.1 a 4.2 takéto regióny kompletne odstraňujú a
nahrádzajú bud’ pred́lžeńım nesaturovaných regiónov, alebo priradeńım vhodnej separačnej
funkcie. V oboch pŕıpadoch dochádza k podstatnému zńıženiu zložitosti, nezriedka presa-
hujúcemu faktor 10. Metóda v podkapitole 4.3 ide ešte d’alej a eliminuje všetky regióny
danej PWA funkcie. Využ́ıva sa pritom vol’nost’ Ljapunovej funkcie, čo dovol’uje zostrojit’

množinu stabilizujúcich regulátorov pre daný hybridný systém s ohraničeniami. Následne
sa hl’adá jednoduchý regulátor v tvare polynómu tak, aby bol kompletne obsiahnutý v tejto
oblasti. Práve tento smer patŕı medzi najperspekt́ıvneǰsie, ked’že źıskaný regulátor je čo
sa týka pamät’ových a výpočtových nárokov porovnatel’ný so štandardnými PI/PID re-
gulátormi.

Hoci metódy dokumentované v Kapitole 4 vedú k zásadnému, rádovo desat’násobnému
zńıženiu zložitosti explicitného predikt́ıvneho riadenia, sú to metódy dodatočného
znižovania zložitosti. Prvoradou teoretickou otázkou v tomto smere je formulovat’ sa-
motný problém predikt́ıvneho riadenia tak, aby sa hned’ źıskalo jednoduché riešenie. Ako
sme videli v Kap. 4.1 a 4.2, vhodným odstráneńım saturovaným regiónov sa nijako ne-
meńı optimálnost’ zákona riadenia. Otvorenou otázkou ostáva, ako pôvodný optimalizačný
problém riešit’ tak, aby tieto regióny nemuseli v explicitnom riešeńı vôbec vzniknút’. Vel’mi
zauj́ımavou sa tiež jav́ı analógia medzi znižovańım zložitosti explicitného predikt́ıvneho
riadenia a štandardnou otázkou kompresie dát ako takou. Prvý krok týmto smerom sme
podnikli v Szücs a kol. (2011) kde sa zńıženie pamät’ovej náročnosti dosiahne aplikáciou
Huffmanovho kódovania. Ak budeme regióny tvoriace explicitný zákon riadenia interpreto-
vat’ ako grafické objekty, potom sa d’aľśım perspekt́ıvnym smerom jav́ı využitie fraktálovej
kompresie (Lu, 1993).

V Kapitole 5 boli predstavené dva softvérové nástroje, baĺık Multi-Parametric Toolbox
a baĺık Autoprox. Prvý z nich slúži na pohodlné formulovanie a vyriešenie úloh pred-
ikt́ıvneho riadenia pre lineárne a hybridné predikčné modely. Dôraz je pritom kladený
na ucelenost’ nástroja tak, aby zabezpečoval celý sled úloh typických v riadeńı od mode-
lovania, cez syntézu riadenia, cez jeho overenie až po implementáciu. Nástroj Autoprox
je vhodným doplnkom baĺıka MPT v tom zmysle, že je schopný automaticky vygenero-
vat’ optimálnu hybridnú aproximáciu daného nelineárneho procesu, ktorá sa dá následne
spracovat’ baĺıkom MPT.
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M. Kvasnica, J. Löfberg a M. Fikar. Stabilizing polynomial approximation of explicit MPC.
Automatica, 2011b. Accepted.
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D. Q. Mayne a S. Raković. Model predicitive control of constrained piecewise-affine
discrete-time systems. Int. J. of Robust and Nonlinear Control , 13(3):261–279, 2003.

36



D. Q. Mayne, J. Rawlings, C. Rao a P. Scokaert. Constrained model predictive control:
Stability and optimality. Automatica, 36(6):789–814, 2000.

E. Meadows a J. Rawlings. Nonlinear Process Control . Prentice Hall, Upper Saddle River,
New Jersey, 1997.
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