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1.1 Pŕınosy práce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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tigation of Robust MPC Design with Integral Action

for a Continuous Stirred Tank Reactor. IEEE Confe-

rence on Decision and Control, Miami, Florida, USA,

57:2611–2616, 2018. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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K. Batárová: Robust MPC Based on Nominal System

Optimization and Weighted Control Input Saturation.

European Symposium on Computer Aided Process En-

gineering , 27: 1585–1590, 2017. . . . . . . . . . . . . . 155





Kapitola 1
Úvod

Predkladaná habilitačná práca sa zaoberá možnost’ami zvýšenia kvality ro-

bustného riadenia komplexných a energeticky náročných procesov.

Medzi typických predstavitel’ov chemického, biochemického, petrochemic-

kého, potravinárskeho, aj farmaceutického priemyslu patria výmenńıky tepla

a chemické reaktory. Práve výmenńıky tepla patria k najrozš́ıreneǰśım pro-

cesným zariadeniam priemyselnej výroby vôbec. Z pohl’adu riadenia je po-

trebné zohl’adnit’ ich nelineárne správanie sa a vysokú energetickú náročnost’.

Chemické reaktory majú taktiež komplexné nelineárne správanie sa, ktoré je

navyše sprevádzané látkovou premennou. Z pohl’adu riadenia chemických re-

aktorov je dôležité zabezpečit’ posun rovnováhy chemických reakcíı na stranu

produktov tak, aby sa maximalizoval výt’ažok.

Okrem hlavného ekonomického aspektu maximalizácie zisku, respekt́ıve

minimalizácie nákladov, sa v poslednej dobe kladie stále väčš́ı dôraz na udr-

žatel’nú priemyselnú produkciu, ktorá minimalizuje negat́ıvne dopady na ži-

votné prostredie. Popri všetkých týchto ciel’och zostáva hlavným ciel’om ria-

denia bezpečnost’ výrobnej prevádzky.

Splnit’ všetky tieto ciele súčasne predstavuje náročný optimalizačný prob-

lém, ktorý si vyžaduje dostatočne kvalitné vedomosti o riadenom procese. Pri

návrhu riadenia sa pracuje s komplexnými procesmi, ktorých kvalitný mate-

matický opis je náročné źıskat’, respekt́ıve, z pohl’adu výpočtovej náročnosti,

je zložité s takýmto matematickým modelom efekt́ıvne narábat’. Z tohto dô-

vodu sa ako perspekt́ıvny pŕıstup k návrhu riadenia riadenia využ́ıvajú ro-
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD

bustné metódy syntézy regulátorov.

Lineárne maticové nerovnosti (LMI) predstavujú efekt́ıvny nástroj, ako

možno pri návrhu robustného riadenia zohl’adnit’ neurčitý systém a súčasne

zachovat’ efekt́ıvnu formuláciu v tvare konvexného optimalizačného prob-

lému.

Limitácie tohto pŕıstupu k návrhu robustného riadenia sú v dvoch ob-

lastiach. Prvou je miera konzervat́ıvnosti tohto pŕıstupu a druhou je celková

výpočtová náročnost’ riadenia v reálnom čase.

1.1 Pŕınosy práce

Predkladaná habilitačná práca si kladie za ciel’ zvýšenie kvality riadenia po-

mocou pokročilých metód robustného riadenia formulovaného pomocou line-

árnych maticových nerovnost́ı. Tento ciel’ sa dosahuje dvomi spôsobmi. Naj-

skôr sa zvyšuje kvalita riadenia zamerańım sa na návrh metód robustného

MPC, ktoré umožňujú redukciu konzervat́ıvnosti, ako aj implementáciu po-

kročilých nástrojov, akými sú nesymetrické a mäkké obmedzenia. Druhým

spôsobom je zvýšenie kvality návrhu robustného riadenia založeného na kon-

vexnom liftingu, ktorý znižuje výpočtovú náročnost’ počas riadenia v reálnom

čase. Kvalita riadenia sa vyhodnocuje s ohl’adom na riadené veličiny, teda vý-

stupy z riadeného systému, ako aj z pohl’adu akčných zásahov, teda vstupov

do systému. Tieto vstupy predstavujú priame surovinové alebo energetické

náklady. Pre zjednodušenie implementácie dosiahnutých teoretických výsled-

kov do praxe, boli vytvorené softvérové nástroje, ktoré efekt́ıvnym a už́ı-

vatel’sky priatel’ským spôsobom umožňujú aplikáciu navrhnutých metód na

riadenie reálnych procesov. S využit́ım vytvorených nástrojov je simulačne aj

experimentálne vyhodnotená kvalita riadenia typických predstavitel’ov prie-

myselnej výroby, a to výmenńıka tepla a chemického reaktora.

S ohl’adom na hlavný ciel’ možno jednotlivé čiastkové pŕınosy predklada-

nej práce formulovat’ nasledovne:

1. návrh pokročilých metód v kontexte robustného MPC založeného na

LMI;

2. návrh pokročilých metód v kontexte robustného riadenia založeného na
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konvexnom liftingu;

3. vývoj softvérových nástrojov na jednoduchý návrh pokročilého robust-

ného riadenia;

4. numerická a experimentálna implementácia a validácia navrhnutých

pŕıstupov robustného riadenia.

Dosiahnutie jednotlivých čiastkových ciel’ov je dokumentované prostred-

ńıctvom priložených publikovaných prác autora, doplnených o sprievodný

vysvetl’ujúci komentár. Priložené práce sú v anglickom jazyku uvedené tak,

ako boli publikované. Spoločne predstavujú ucelený súbor publikácíı zaobe-

rajúcich sa problematikou syntézy pokročilých metód robustného riadenia

komplexných a energeticky náročných systémov s neurčitost’ami.
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Kapitola 2
Formulácia problému

Riadenie reálnych procesov nielen v chemickom priemysle si vyžaduje vel’mi

dobrú znalost’ o správańı sa riadených systémov. Toto správanie sa riadeného

systému je oṕısané pomocou matematického modelu, ktorý slúži na návrh

riadenia. Kvalita modelu riadeného procesu tak priamo úmerne ovplyvňuje

kvalitu navrhnutého riadiaceho systému. Na druhej strane, dôkladné oṕısanie

správania sa systému priamo úmerne zvyšuje celkovú výpočtovú náročnost’,

s akou sa pristupuje k návrhu riadenia. S ohl’adom na možnosti výpočtovej

kapacity počas riadenia v reálnom čase je nevyhnutná vhodná vol’ba kom-

promisu medzi kvalitou opisu a výpočtovou náročnost’ou. Zavádzanie zjed-

nodušujúcich predpokladov je spôsob, ktorým možno dosiahnút’ primeranú

úroveň výpočtovej zložitosti matematického modelu. Efekt́ıvnym spôsobom,

ako zohl’adnit’ pri návrhu pokročilého riadenia existenciu zjednodušujúcich

predpokladov je formulovat’ neurčitý model systému. Následne je možné ap-

likovat’ širokú triedu robustných metód návrhu regulátora, ktoré sú schopné

garantovat’ kvalitu a stabilitu uzavretého regulačného obvodu s ohl’adom na

neurčitý riadený systém. Zásadnou úlohou je návrh efekt́ıvnych pŕıstupov

robustného riadenia, ktoré minimalizujú konzervat́ıvnost’ s ohl’adom na exis-

tujúce ohraničenia riadeného procesu.
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6 KAPITOLA 2. FORMULÁCIA PROBLÉMU

2.1 Riadenie neurčitého systému

Systém, na ktorý vplývajú parametrické aj neparametrické neurčitosti možno

zaṕısat’ v kompaktnom tvare stavového opisu v diskrétnej časovej oblasti:

x(k + 1) = A(α)x(k) + B(α)u(k) + w(k) , x(0) = x0, (2.1a)

y(k) = C x(k) , (2.1b)

[A(α),B(α)] ∈ A, A= convhull([Ai,Bi]), (2.1c)

kde k ≥ 0 predstavuje riadiaci krok v diskrétnej časovej oblasti pre danú

periódu vzorkovania ts, x(k) ∈ X ⊂ Rdx je vektor stavov, u ∈ U ⊂ Rdu je

vektor akčných zásahov a w ∈W ⊂ Rdw je vektor adit́ıvnej neurčitosti. Tieto

veličiny sú ohraničené pomocou polytopických množ́ın, ktoré obsahujú počia-

tok vo svojom striktnom vnútri. Prvky mat́ıc stavového opisu [A(k) B(k)] sú

časovo premenlivé v rámci polytopickej množiny Ψ, ktorá má tvar:

[A(k) B(k)] ∈ Ψ = convhull {[A1 B1], . . . , [AL BL]} , (2.2)

kde maticové páry [A1 B1], . . . , [AL BL] reprezentuje vrcholy polytopu Ψ. Tieto

vrcholy sú dané hraničnými hodnotami parametrických neurčitost́ı.

Ciel’om robustnej syntézy je nájst’ taký zákon riadenia

u(k) = κ(x(k)), (2.3)

ktorý garantuje robustnú stabilitu s ohl’adom na uvažované obmedzenia akč-

ných zásahov a stavov systému. Pre zjednodušenie návrhu riadenia sa zákon

riadenia (2.3) často transformuje do tvaru lineárneho stavového zákona ria-

denia

u(k) = K x(k) , (2.4)

kde K ∈ Rdu×dx je matica spätnoväzbového regulátora.

2.2 Robustné riadenie založené na riešeńı li-

neárnych maticových nerovnost́ı

Lineárne maticové nerovnosti (angl.: Linear Matrix Inequalities, LMI, Boyd

a kol. (1994)) patria medzi efekt́ıvny nástroj formulovania komplexných prob-

lémov návrhu regulátora v tvare konvexných optimalizačných problémov. Už
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základný problém posúdenia robustnej stability neurčitého systému pomocou

Ljapunovovej teórie (Lyapunov, 1892) je v tvare LMI:

A>i PAi − P ≺ 0, (2.5)

kde P = P> � 0, pre i = 1, 2, . . . , L.

Trieda optimalizačných problémov založená na riešeńı LMI sa nazýva

semidefinitné programovanie (angl.: Semidefinite Programming, SDP, Van-

denberghe a Boyd (1996)). SDP predstavujú všeobecnú formuláciu mno-

hých tried konvexných optimalizačných problémov často využ́ıvaných pri ná-

vrhu riadenia, akými sú lineárne programovanie (angl.: Linear Programming,

LP), kvadratické programovanie (angl.: Quadratic Programming, QP), kvad-

raticky ohraničené kvadratické programovanie (angl.: Quadratically Cons-

trained Quadratic Programming, QCQP), aj programovanie kužel’ov dru-

hého rádu (angl.: Second-order Cone Programming, SOCP) (Boyd a Van-

denberghe, 2004).

Optimalizačné problémy formulované pomocou SDP majú často lineárnu

účelovú funkciu a obmedzenia sú v tvare LMI:

A0 +
L∑

i=0

AiXL � 0, (2.6)

kde Ai = A>i , i = 0, 1, . . . , L, sú dané štvorcové symetrické matice a Xi = X>i
sú matice optimalizovaných premenných. Potom štandardná, primárna forma

(angl.: Primal Form) SDP je v tvare:

minX 〈C,X〉 (2.7)

s.t. : 〈Ai, X〉 = bi, i = 0, 1, . . . ,m (2.8)

X � 0, (2.9)

kde Ai = A>i , C = C>, X = X> a označenie 〈C,X〉 = tr
(
C>X

)
=∑

i,j Ci,jXi,j predstavuje stopu matice (angl.: Trace). Konvexná množina pŕı-

pustných hodnôt (angl.: Ffeasibility Set) riešenia SDP vymedzená pomocou

LMI sa nazýva spektrahedron (angl.: Spectrahedron) a je definovaná v tvare:

Xfeas

{
x ∈ Rn : A0 +

m∑

i=0

AiXi � 0

}
. (2.10)
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Na riešenie SDP je dostupných viacero kvalitných softvérových nástrojov.

V prostred́ı MATLAB sú to napŕıklad vol’ne dostupný riešitel’ (angl.: Solver)

SeDuMi (Sturm, 1999) a komerčný produkt MOSEK (MOSEK, 2019), ktorý je

na akademické účely k dispoźıcíı zdarma.



Kapitola 3
Pokročilé metódy robustného MPC

Riadenie energeticky náročných procesov si vyžaduje aplikáciu pokročilých

metód radenia založených na optimalizácíı akčných zásahov. Tieto systémy

majú komplexné matematické modely, často ovplyvnené mnohými neurči-

tými parametrami. Preto je na riadenie týchto systémov vhodné navrhnút’

robustného MPC, ktoré v súčasnosti predstavuje jeden z najpokrokoveǰśıch

pŕıstupov k riadeniu neurčitých systémov. Nevýhodou týchto metód riadenia

sú ich relat́ıvne vysoké výpočtové nároky, ako aj konzervat́ıvnost’ výsledného

riešenia. V tejto kapitole sú zhrnuté tri metódy, pomocou ktorých je možné

zvýšit’ kvalitu riadenia robustného predikt́ıvneho riadenia založeného na mo-

deli (angl.: Model Predictive Control, MPC, Bemporad a Morari (1999)) zalo-

ženého na LMI, pričom sa kladie dôraz aj na efektivitu výpočtovej náročnosti.

Prvá metóda redukuje konzervat́ıvnost’ pomocou formulácie alternat́ıvnych

pŕıstupov k návrhu robustného MPC. Pri návrhu riadenia sa využ́ıva prin-

ćıp synergického efektu kombinácie vhodných stratégii riadenia. Druhá me-

tóda umožňuje efekt́ıvne narábanie s požadovanými ohraničeniami pomocou

formulácie kvázi nesymetrických ohraničeńı. Tretia metóda umožňuje zvýšit’

kvalitu riadenia a redukovat’ energetickú zát’až pomocou formulácie mäkkých

ohraničeńı v kontexte LMI.

Vel’kou výhodou teoretických konceptov návrhu robustného MPC pred-

stavených v tejto kapitole je, že sú vzájomne l’ubovol’ne kombinovatel’né,

č́ım je možné źıskat’ synergický efekt pri zvýšeńı kvality riadenia a úsporách

energie.
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10 KAPITOLA 3. POKROČILÉ METÓDY ROBUSTNÉHO MPC

3.1 Alternat́ıvne pŕıstupy k návrhu robust-

ného MPC

Základné teoretické východiská tohto pŕıstupu boli formulované v práci Ora-

vec (2014) a neskôr boli tieto metódy návrhu robustného MPC podrobneǰsie

rozpracované vo viacerých prácach (Oravec a Bakošová, 2015a,c).

V tejto kapitole predpokladá, že na neurčitý systém v tvare (2.1) nepôso-

bia adit́ıvne neurčitosti w, respekt́ıve, že ich vplyv bol formulovaný pomocou

intervalových parametrických neurčitost́ı.

3.1.1 Alternat́ıvne formulácie Ljapunovovej funkcie

Pojem alternat́ıvne pŕıstupy označuje triedu metód návrhu robustného MPC

založeného na lineárnych maticových nerovniciach, kde sa pomocou kombi-

nácie existujúcich pŕıstupov formulujú nové, alternat́ıvne pŕıstupy.

Základným stavebným kameňom návrhu robustného MPC je Ljapynovova

funkcia (angl.: Lyapunov Function, Lyapunov (1892)), ktorá sa využ́ıva na ga-

ranciu robustnej stability uzavretého regulačného obvodu. Nevýhodou je kon-

zervat́ıvnost’ podmienky robustnej stability, ktorá môže negat́ıvne ovplyvnit’

výslednú kvalitu riadenia. Snaha redukovat’ konzervat́ıvnost’ vedie k rôznym

alternat́ıvnym formuláciám Ljapunovovej funkcie.

V súčasnosti vel’ká trieda metód návrhu robustného MPC pomocou LMI

vychádza z pôvodnej práce Kothare a kol. (1996). Táto práca bola založená

na jednoduchej kvadratickej Ljapunovovej funkcíı (angl.: Common Quadra-

tic Lyapunov Function, CQLF, Boyd a kol. (1994)). Predpokladá sa, že pre

Ljapunovovu funkciu V : Rdx → Rdx

V (x) = x> Px, (3.1)

existuje P = P> � 0. To umožňuje pri návrhu robustného MPC zostrojit’

robustnú pozit́ıvne invariantnú elipsoidálnu množinu (angl.: Robust Positive

Invariant Ellipsoidal Set, Blanchini (1999)), ktorá má svoj stred v počiatku

a polomery jednotlivých ośı závisia od inverznej hodnoty vlastných č́ısel ma-

tice P . Navrhuje sa tak jedna elipsoidálna množina s ohl’adom na všetky
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vrcholy neurčitého systému (2.1), ktorá sa snaž́ı čo najtesneǰsie aproximovat’

skutočnú neznámu robustne pozit́ıvnu invariantnú množinu.

Pŕıstup predstavený v práci Kothare a kol. (1996) bol neskôr upravený

v d’aľśıch prácach. Významným pŕınosom bolo nahradenie CQLF pomocou

parametricky závislej Ljapunovovej funkcie (angl.: Parameter Dependent Ly-

apunov Function, PDLF, Cuzzola a kol. (2002)). Uvažovanie PDLF umož-

nilo navrhnút’ samostatnú maticu Ljapunovovej funkcie zvlášt’ pre každý vr-

chol neurčitého systému (2.1). Súčasne je robustná stabilita uzavretého regu-

lačného obvodu garantovaná pomocou konštrukcie spoločnej matice PDLF.

Vd’aka tomu pŕıstupu je možné navrhnút’ regulátor s ohl’adom na menej

konzervat́ıvne riešenie podmienky robustnej stability. Ked’že sa metóda pred-

stavená v práci Cuzzola a kol. (2002) dala aplikovat’ len na špeciálny pŕıpad

časovo-invariantnej neurčitosti, tento nedostatok bol odstránený v práci Mao

(2003).

Iný spôsob, ako sa vysporiadat’ s konzervat́ıvnost’ou spôsobenou rieše-

ńım MIN-MAX optimalizačného problému, bol predstavený v prácach Ding

a kol. (2007, 2004); Wan a Kothare (2003). Redukcia konzervat́ıvnosti bola

dosiahnutá pomocou rozdelenia úlohy návrhu robustného regulátora na dve

časti. V prvej časti sa regulátor navrhuje s dôrazom na kvalitu riadenia, pri-

čom sa zohl’adńı len nominálny systém, teda idealizovaný systém, na ktorý

nepôsobia žiadne neurčitosti.

Následne je potrebné zabezpečit’ robustnú stabilitu uzavretého regulač-

ného obvodu. Preto sa v druhej časti formulujú ohraničenia optimalizačného

problému s ohl’adom na všetky vrcholové systémy, ale bez explicitných požia-

daviek na mieru kvality riadenia vyjadrenú kvadratickým kritériom kvality.

Tento pŕıstup k návrhu robustného MPC dosahuje ńızku mieru konzerva-

t́ıvnosti a vysokú kvalitu, ak sa pracovné podmienky neurčitého systému na-

chádzajú v bĺızkosti nominálneho systému. Kvalita riadenia sa vyhodnocuje

pomocou kvadratického kritéria J , ktorého hodnotu sa snaž́ıme minimalizo-

vat’:

J =
∞∑

k=0

(
x(k)>Q x(k) + u(k) R u(k)

)
, (3.2)

kde Q � 0, R � 0 sú vhodne zvolené váhové matice.
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Konzervat́ıvnost’ návrhu robustného MPC je tiež ovplyvnená spôsobom,

akým sa manipuluje s akčnými zásahmi. Robustné MPC je schopné garan-

tovat’ dodržanie ohraničeńı na akčné zásahy, ale pri riadeńı je potrebné za-

bezpečit’, aby sa neporušili ohraničenia na akčné zásahy pri konzervat́ıvnom

návrhu regulátora. Z tohto dôvodu nemuśı dochádzat’ k úplnému využ́ıvaniu

celého dostupného rozsahu hodnôt akčných zásahov. V prácach Cao a Lin

(2005); Huang a kol. (2011); Zhang a kol. (2013) bol postupne rozpracovaný

pŕıstup, ktorý využ́ıva dodatočnú saturáciu vypoč́ıtaných hodnôt akčných

zásahov. Vd’aka tomu je možné naplno využit’ celý rozsah akčných zásahov.

Garancia robustnej stability uzavretého regulačného obvodu je zabezpečená

pomocou parametricky závislej Ljapunovovej funkcíı s ohl’adom na akčné

zásahy.

Vzájomnými kombináciami existujúcich pŕıstupov k zńıženiu konzervat́ıv-

nosti návrhu robustného MPC pomocou LMI sme predstavili 10 nových alter-

nat́ıvnych metód. Podrobnosti ohl’adom konštrukcie pŕıslušného optimalizač-

ného problému v tvare SDP pre jednotlivé metódy možno nájst’ v práci Ora-

vec a Bakošová (2015a).

Poznámka 1 (Výpočtová náročnost’) Výpočtová náročnost’ spojená s rie-

šeńım optimalizačného problému v tvare SDP je priblǐzne daná O(n3
o nr), kde

no je počet skalárnych optimalizačných premenných a nr je počet riadkov

uvažovaných LMI (Gahinet a kol., 1994, chap.8). Výpočtová náročnost’ al-

ternat́ıvnych pŕıstupov k návrhu robustného MPC je vyššia v porovnańı s pô-

vodnými pŕıstupmi, ktorých kombináciou vznikli. Je to spôsobené tým, že sa

pôvodný optimalizačný problém rozširuje o viaceré optimalizované premenné,

teda sa zvyšuje dominantný kubický člen no. Na druhej strane sa vyriešeńım

zložiteǰsieho optimalizačného problemu redukuje celková konzervat́ıvnost’ ná-

vrhu robustného MPC.

3.1.2 Algoritmus a implementácia alternat́ıvnych pŕı-

stupov k návrhu robustného MPC

Návrh alternat́ıvnych pŕıstupov k návrhu robustného MPC je sformulovaný

vo všeobecnom tvare pomocou Algoritmu 1. Detaily návrhu alternat́ıvnych

pŕıstupov možno nájst’ v práci Oravec a Bakošová (2015a).
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Algorithm 1 Alternat́ıvny pŕıstup k návrhu robustného MPC.

vstupy: stavy systému x(k), neurčitý systém (2.1), požiadavky na kvalitu

(váhové matice Q, R, ohraničenia U, Y)

výstup: akčný zásah u(k)

1: vyriešit’ pŕıslušný optimalizačný problém v tvare SDP (Oravec a Bako-

šová, 2015a)

2: K(k)← Y(k) X(k)−1

3: u(k)← K x(k)

Softvérová implementácia vybraných alternat́ıvnych pŕıstupov k návrhu

robustného MPC v prostred́ı MATLAB/Simulink je vol’ne dostupná v rámci

toolboxu MUP na stránkach:

https://bitbucket.org/oravec/mup/wiki/

Po nainštalovańı je k dispoźıcíı aj vol’ne stiahnutel’ný DEMO projekt pre

prostredie pŕıkazového riadku, ako aj pre prostredie Simulink. DEMO projekt

pre prostredie pŕıkazového riadku je možné spustit’ pomocou pŕıkazu:

>>mup_rmpc_demo

DEMO projekt pre prostredie Simulink je možné spustit’ pomocou pŕı-

kazu:

>>mup_rmpcblock_demo

Výsledky źıskané v oblasti alternat́ıvnych metód návrhu robustného MPC

boli źıskané s ohl’adom na viaceré komplexné systémy. Možnosti zvýšenia kva-

lity riadenia a zńıženia spotreby energie boli analyzované simulačne pre siet’

výmenńıkov tepla v práci Bakošová a Oravec (2014), aj experimentálne pre

laboratórny doskový výmenńık tepla v práci Oravec a kol. (2016). Možnosti

zvýšenia kvality riadenia chemického reaktora boli analyzované simulačne

v prácach Oravec a Bakošová (2015b,c), aj experimentálne pre laboratórny

chemický reaktor, v ktorom prebiehal proces neutralizácie v práci Oravec

a kol. (2018).

https://bitbucket.org/oravec/mup/wiki/
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3.2 Robustné MPC s nesymetrickými ohra-

ničeniami

Praktická implementácia riadenia technologických procesov si často vyža-

duje zohl’adnenie nesymetrických ohraničeńı akčných zásahov alebo výstu-

pov systému. Nesymetrické ohraničenia akčných zásahov sú také, ktoré majú

hodnotu ustáleného stavu posunutú mimo strednej hodnoty intervalu vyme-

dzenú rozsahom limitných hodnôt. Nesymetrické ohraničenia výstupov sys-

tému majú analogickú štruktúru.

Formulácia nesymetrických ohraničeńı pomocou LMI nie je triviálnou úlo-

hou, nakol’ko konštrukcia LMI je založená na ohraničeniach v tvare noriem.

Formulácia ohraničeńı pomocou noriem má tú nevýhodu, že sa stráca vedo-

most’ o znamienku hodnoty ohraničenej veličiny v odchýlkovom tvare. Preto

sa stráca vedomost’ o tom, ktoré z nesymetrických limitov majú byt’ akt́ıvne.

Tradičné pŕıstupy k návrhu robustného MPC sú založené na konzerva-

t́ıvnom pŕıstupe, kedy sa nesymetrické ohraničenie aproximuje symetrickým

ohraničeńım. Nevýhodou tohto pŕıstupu je, že sa zanedbáva čast’ rozsahu

hodnôt akčných zásahov alebo výstupov systému, ktoré sú v skutočnosti

k dispoźıcíı.

Efekt́ıvnym spôsobom, ako zohl’adnit’ nesymetrické ohraničenia pri ná-

vrhu robustného MPC a zachovat’ pri tom výhody spojené s formuláciou za-

loženou na LMI je implementácia kvázi nesymetrických ohraničeńı. Základné

teoretické východiská tohto pŕıstupu boli formulované v práci Oravec (2014)

a neskôr publikované v práci Oravec a kol. (2017b).

Výhodou tohto pŕıstupu k návrhu robustného MPC je to, že je možné

aplikovat’ ho s ohl’adom na mnohé d’aľsie metódy návrhu robustného MPC,

ktoré boli predstavené v literatúre, napŕıklad Cao a Lin (2005); Cuzzola a kol.

(2002); Ding a kol. (2007, 2004); Huang a kol. (2011); Mao (2003); Wan a

Kothare (2003); Yang a kol. (2013); Zhang a kol. (2013) a podobne.

3.2.1 Kvázi nesymetrické ohraničenia

Nesymetrické ohraničenia akčných zásahov a výstupov systému možno for-

mulovat’ vo všeobecnom tvare
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u(k) ∈ U, U =
{

u ∈ Rdu : umin � u � umax

}
, (3.3a)

y(k) ∈ Y, Y =
{

y ∈ Rdy : ymin � y � ymax

}
, (3.3b)

kde vo všeobecnosti umin 6= −umax, ymin 6= −ymax.

Prinćıpom implementácie kvázi nesymetrických ohraničeńı je spôsob, akým

sa formulujú ohraničenia. Na rozdiel od tradičných spôsobov formulovania

časovo-invariantných ohraničeńı sa limitné hodnoty stanovia nanovo v kaž-

dom riadiacom kroku, teda sa formulujú ako časovo premenlivé symetrické

ohraničenia. Aktuálne limitné hodnoty sa určia na základe toho, ktoré ohra-

ničenie sa očakáva ako limitné.

Na odhad akt́ıvnych ohraničeńı sa využ́ıva indikátorová funkcia (angl.:

Indicator Function, Boyd a Vandenberghe (2004), kap. 5.1). Tá na základe

pomocného zákona riadenia indikuje, či sa očakáva akt́ıvne ohraničenie na

hornej alebo na dolnej medzi.

Pomocný zákon riadenia sa navrhne jednorázovo ešte pred samotným

riadeńım s ohl’adom na konzervat́ıvne symetrické ohraničenia. Vypoč́ıta sa

tak pomocný akčný zásah v tvare

ũ(k) = K0 x(k) , (3.4)

kde K0 ∈ Rdu×dx je matica pomocného regulátora.

Pomocný regulátor sa źıska vyriešeńım pomocného optimalizačného prob-

lému v tvare SDP
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min
γ0,X0,Y0

γ0 (3.5a)

s.t.:




X0 ? ? ?

AiX0 + BiY0 Xk ? ?√
QXk 0 γkI ?√
RHk 0 0 γkI


 � 0, (3.5b)

[
1 ?

x0 X0

]
� 0, (3.5c)

[
X0 ?

Y0 Umin

]
� 0, (3.5d)

[
X0 ?

C [AiX0 + BiY0] Ymin

]
� 0, (3.5e)

kde i = 1, 2, . . . , L. V optimalizačnom probléme (3.5) predstavuje symbol ?

prvok matice so symetrickou štruktúrou. I predstavuje jednotkovú maticu a

0 je jednotková matica pŕıslušného rozmeru.

Optimalizačný problém v tvare (3.5) sa vyrieši jedenkrát pred samotným

riadeńım s ohl’adom na optimalizované premenné: γ0, X0, Y0. Matice Umin,

Ymin ohraničujú akčné zásahy a výstupy systému s ohl’adom na konzervat́ıvny

MIN-MAX pŕıstup, teda s ohl’adom na menšie z maximálnych nesymetric-

kých ohraničeńı.

Robustná stabilita uzavretého regulačného obvodu s ohl’adom na kvázi

nesymetrické ohraničenia je garantovaná práve pomocou pomocného zákona

riadenia v tvare (3.4).

Pre riešitel’ný optimalizačný problém v tvare SDP (3.5) sa pomocný re-

gulátor vypoč́ıta

K0 = Y0 X−10 . (3.6)

Pomocný regulátor umožňuje výpočet pomocného akčného zásahu ũ pro-

stredńıctvom zákona riadenia (3.4) a pomocného výstupu systému ỹ pomocou

modelu systému.

Následne je možné nesymetrické ohraničenia pomocou Schurovho doplnku

(angl.: Schur Complement, Boyd a Vandenberghe (2004), kap. C.4) efekt́ıvne
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transformovat’ do tvaru LMI. Źıska sa tak optimalizačný problém v tvare

SDP s lineárnou účelovou funkciou a s ohraničeniami v tvare LMI. Výsledný

optimalizačný problém v tvare SDP je tvare

min
γ,X,Y

γ (3.7a)

s.t.:




Xk ? ? ?

AiXk + BiYk Xk ? ?√
QXk 0 γkI ?√
RYk 0 0 γkI


 � 0, (3.7b)

[
1 ?

xk Xk

]
� 0, (3.7c)

[
Xk ?

Yk Umax,k

]
� 0, (3.7d)

[
Xk ?

C [AiXk + BiYk] Ymax,i,k

]
� 0, (3.7e)

kde i = 1, 2, . . . , L. V optimalizačnom probléme (3.7) predstavuje symbol ?

prvok matice so symetrickou štruktúrou. I predstavuje jednotkovú maticu a

0 je jednotková matica pŕıslušného rozmeru.

Optimalizačný problém v tvare (3.7) sa rieši v každom kroku riadenia

s ohl’adom na optimalizované premenné: γ, X, Y. Na rozdiel od tradičných

pŕıstupov k návrhu robustného MPC sa v ohraničeniach formulovaných po-

mocou LMI (3.7d), (3.7e) predpokladajú časovo premenlivé prvky Umax,k,

Ymax,i,k.

Nakol’ko pri riadeńı v reálnom čase môže dochádzat’ k preṕınaniu medzi

regulátormi, tak stabilita je garantovaná pomocou konštrukcie Ljapunovo-

vej funkcie pre uzavretý regulačný obvod s ohl’adom na všetky kombinácie

limitných hodnôt akčných zásahov a výstupov systému.

Ďaľsie technické podrobnosti možno násjt’ v práci Oravec a kol. (2017b).

Poznámka 2 (Výpočtová náročnost’) Výhodou návrhu robustného MPC

s kvázi nesymetrickými ohraničeniami je, že tento pŕıstup vôbec nezvyšuje

výpočtovú zložitost’ pôvodného optimalizačného problému v tvare SDP (3.7).

K miernemu navýšeniu výpočtovej náročnosti počas riadenia v reálnom čase
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dochádza v dôsledku rozhodovania/preṕınania medzi limitmi nesymetricky

ohraničených velič́ın. Avšak toto navýšenie je zanedbatel’né v porovnańı s rie-

šeńım optimalizačného problému. Implementácia si vyžaduje návrh pomoc-

ného regulátora, ktorý nezvyšuje výpočtovú zát’až, pretože sa realizuje ešte

pred samotným riadeńım v reálnom čase.

3.2.2 Algoritmus a implementácia robustného MPC

s nesymetrickými ohraničeniami

Návrh robustného MPC s nesymetrickými ohraničeniami je sformulovaný

v Algoritme 2.

Algorithm 2 Robustné MPC s nesymetrickými ohraničeniami Oravec

a kol. (2017a).

vstupy: stavy systému x(k), neurčitý systém (2.1), požiadavky na kvalitu

(váhové matice Q, R, nesymetrické ohraničenia U, Y, pomocný regulátor

K0)

výstup: nesymetricky ohraničený akčný zásah u(k)

1: ũ(k)← K0 x(k)

2: ỹi(k)← C (Ai + Bi K0) x(k) , i = 1, 2, . . . , L

3: aktualizovat’ Umax,k s ohl’adom na ũ(k)

4: aktualizovat’ Ymax,k s ohl’adom na ỹ(k)

5: vyriešit’ SDP (3.7) s ohl’adom na Umax,k, Ymax,k

6: if SDP (3.7) je riešitel’ný then

7: K(k)← Y(k) X(k)−1

8: u(k)← K x(k)

9: ŷi(k)← C (Ai + Bi Kk) x(k) , i = 1, 2, . . . , L

10: if u(k) 6∈ U or ŷi(k) 6∈ Y then

11: u(k)← ũ(k)

12: end if

13: else

14: u(k)← ũ(k)

15: end if

Softvérová implementácia nesymetrických ohraničeńı v prostred́ı MAT-
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LAB je vol’ne dostupná na stránke:

https://bitbucket.org/oravec/nonsym_lmi_rmpc

Po nainštalovańı je k dispoźıcíı aj vol’ne stiahnutel’ný DEMO projekt pre

prostredie pŕıkazového riadku, ktorý je možné spustit’ pomocou pŕıkazu:

>>rmpc_nonsym demo

Robustné MPC s nesymetrickými ohraničeniami bolo úspešne aplikované

na riadenie doskového výmenńıka tepla v práci Oravec a kol. (2017a). Pri ná-

vrhu sa implementovala integračná zložka na odstránenie trvalej regulačnej

odchýlky. Na minimalizovanie vplyvu šumu merania sa implementoval Heb-

kého filter. Spolu s nesymetrickými ohraničeniami sa tak dosiahlo zvýšenie

kvality riadenia, ako aj zńıženie energetickej zát’aže.

https://bitbucket.org/oravec/nonsym_lmi_rmpc
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3.3 Robustné MPC s mäkkými ohraničeniami

Pri riadeńı technologických procesov sa často možno stretnút’ s požiadavkou

dodržiavat’ hodnoty akčných zásahov alebo riadených velič́ın v určitom po-

žadovanom rozsahu. Tieto rozsahy môžu predstavovat’ pracovné podmienky,

pri ktorých dochádza k optimálnej prevádzke, minimalizuje sa opotrebenie

akčných členov, alebo sa minimalizuje energetická zát’až. V pŕıpade nevy-

hnutnosti je možné tieto pracovné podmienky dočasne porušit’, ale z dlho-

dobého hl’adiska je žiadúce udržiavat’ hodnoty daných rozsahov. Tento typ

pracovných podmienok je možné efekt́ıvne formulovat’ pomocou mäkkých

ohraničeńı.

Výhodou tohto pŕıstupu k návrhu robustného MPC s mäkkými ohrani-

čeniami je to, že je možné aplikovat’ ho s ohl’adom na mnohé d’aľsie metódy

návrhu robustného MPC, ktoré boli predstavené v literatúre, napŕıklad Cao

a Lin (2005); Cuzzola a kol. (2002); Ding a kol. (2007, 2004); Huang a kol.

(2011); Mao (2003); Wan a Kothare (2003); Yang a kol. (2013); Zhang a kol.

(2013) a podobne.

3.3.1 Mäkké ohraničenia v tvare LMI

Uvažujeme mäkké ohraničenia, ktoré je možné zaṕısat’ v tvare

u(k) ∈ Us ⊂ Uh, (3.8)

y(k) ∈ Ys ⊂ Yh, (3.9)

kde Us,Uh ∈ Rdu a Ys,Yh ∈ Rdy sú množiny mäkkých a tvrdých ohraničeńı

akčných zásahov a výstupov systému.

Pri návrhu robustného MPC sa uvažuje kvadratická penalizácia porušenia

mäkkých ohraničeńı v tvare

J =
∞∑

k=0

(
x(k)>Q x(k) + u(k) R u(k) + s>y Qsy sy + s>u Rsu su

)
, (3.10)

kde sy, su ≥ 0 sú vektory ktorých hodnota zodpovedá vel’kosti porušenia mäk-

kých ohraničeńı. Prirodzene, čiastkovým ciel’om riadenia je minimalizácia

hodnoty jednotlivých prvkov týchto vektorov. Na to sa využ́ıvajú diagonálne
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matice penalizácie porušenia akčných zásahov Qsy,Rsu � 0, pričom s ohl’a-

dom na vlastné č́ısla mat́ıc plat́ı, že determinant |R| � |Rsu| a determinant

|Q| � |Qsy|.
Následne je možné mäkké ohraničenia pomocou Schurovho doplnku efek-

t́ıvne transformovat’ do tvaru LMI. Źıska sa tak optimalizačný problém v tvare

SDP s lineárnou účelovou funkciou a s ohraničeniami v tvare LMI. Výsledný

optimalizačný problém v tvare SDP má tvar

min
γ,X,Y,G,̃su ,̃sy

γ + q>sy s̃y + r>su s̃u (3.11a)

s.t.:




Xk ? ? ?

A(0)Xk + B(0)Hk Xk ? ?√
QXk 0 γkI ?√
RHk 0 0 γkI


 � 0, (3.11b)

[
Xk ?

AiXk + BiHk Xk

]
� 0, (3.11c)

[
1 ?

xk Xk

]
� 0, (3.11d)

[
Umax ?

G>k Xk

]
� 0, (3.11e)

[
Xk ?

C [AiXk + BiHk] Ymax

]
� 0, (3.11f)

[
Xk ?

EuYk Usoft,k(s̃u)

]
� 0, (3.11g)

[
Xk ?

EyC (AiXk + BiYk) Ysoft,k(s̃y)

]
� 0. (3.11h)

kde i = 1, 2, . . . , L. V optimalizačnom probléme (3.11) predstavuje symbol ?

prvok matice so symetrickou štruktúrou. I predstavuje jednotkovú maticu a

0 je jednotková matica pŕıslušného rozmeru.

Optimalizačný problém v tvare (3.11) sa rieši v každom kroku riadenia

s ohl’adom na optimalizované premenné: γ, X, Y, G, H, Usoft, Ysoft s̃u, s̃y.

Robustná stabilita uzavretého regulačného obvodu je garantovaná pomocou

kvadratickej Ljapunovovej funkcie V (x) = x>Px, kde P = P> � 0, X = γP−1.
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Premenné s̃u a s̃y nadobúdajú kvadratickú hodnotu porušenia mäkkých

ohraničeńı akčných zásahov a výstupov systému, teda pre jednotlivé prvky

vektorov plat́ı, že s̃u,j = s2u,j, s̃y,j = s2y,j. Matice G, H zabezpečujú garanciu

spätnoväzbovej stability s ohl’adom na dodatočnú saturáciu akčných zásahov.

Matica zosilnenia lineárneho zákona riadenia (2.4) s ohl’adom na mäkké

ohraničenia sa následne vypoč́ıta na základe riešenia SDP (3.11) s využit́ım

optimalizovaných premenných X, Y :

K = Y X−1. (3.12)

Ďaľsie podrobnosti k návrhu robustného MPC s mäkkými ohraničeniami

možno nájst’ v práci Oravec a Bakošová (2016).

Poznámka 3 (Výpočtová náročnost’) Výpočtová náročnost’ spojená s rie-

šeńım optimalizačného problému v tvare SDP je priblǐzne daná O(n3
o nr), kde

no je počet skalárnych optimalizačných premenných a nr je počet riadkov

uvažovaných LMI (Gahinet a kol., 1994, chap.8). Návrhom robustného MPC

s mäkkými ohraničeniami v tvare SDP (3.11) sa mierne zvýši výpočtová ná-

ročnost’, nakol’ko bol kubický člen no zvýšený o tol’ko skalárnych optimalizo-

vaných premenných, kol’ko je akčných zásahov a výstupov systému s mäkkými

ohraničeniami. Lineárny člen nr bol zvýšený o (du + 2dx + dy) riadkov.

3.3.2 Algoritmus a implementácia robustného MPC

s mäkkými ohraničeniami

Návrh robustného MPC s mäkkými ohraničeniami je sformulovaný v Algo-

ritme 3.

Softvérová implementácia mäkkých ohraničeńı v prostred́ı MATLAB/Si-

mulink je vol’ne dostupná v rámci toolboxu MUP na stránkach:

https://bitbucket.org/oravec/mup/wiki/SOFT-CON

Po nainštalovańı je k dispoźıcíı aj vol’ne stiahnutel’ný DEMO projekt pre

prostredie pŕıkazového riadku, ako aj pre prostredie Simulink. DEMO projekt

pre prostredie pŕıkazového riadku je možné spustit’ pomocou pŕıkazu:

>>mup_rmpc_soft_con_demo

https://bitbucket.org/oravec/mup/wiki/SOFT-CON
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Algorithm 3 Robustné MPC s mäkkými ohraničeniami Oravec a Bako-

šová (2016).

vstupy: stavy systému x(k), neurčitý systém (2.1), požiadavky na kvalitu

(váhové matice Q, R, Qsy, Rsu, ohraničenia Uh, Yh, Us, Ys)

výstup: akčný zásah u(k)

1: vyriešit’ SDP (3.11)

2: K(k)← Y(k) X(k)−1

3: u(k)← Kx(k)

DEMO projekt pre prostredie Simulink je možné spustit’ pomocou pŕı-

kazu:

>>mup_rmpcblock_soft_con_demo

Robustné MPC s mäkkými ohraničeniami bolo úspešne aplikované na

riadenie doskového výmenńıka tepla v práci Oravec a kol. (2017c). Dosiahlo sa

tak zvýšenie kvality riadenia, ako aj zńıženie energetickej zát’aže vyjadrenej

prostredńıctvom celkovej energie spotrebnej na ohrev horúceho média.
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Kapitola 4
Robustné riadenie pomocou

konvexného liftingu

Riadenie energeticky náročných procesov si vyžaduje aplikáciu pokročilých

metód založených na optimalizácíı akčných zásahov. Často sa využ́ıvajú me-

tódy robustného MPC. Nevýhodou týchto metód je, že si vyžadujú výraznú

výpočtovú zát’až počas riadenia v reálnom čase. V porovnańı s výpočtom

akčných zásahov pomocou robustného MPC je možné pristúpit’ k robust-

nému návrhu regulátora s využit́ım metódy konvexného liftingu. Nakol’ko je

výrazná čast’ výpočtovej náročnosti delegovaná na pŕıpravnú fázu riadenia,

tak samotné riadenie v reálnom čase je výpočtovo efekt́ıvneǰsie. Na druhej

strane, nevýhodou tejto metódy, v porovnańı s robustným MPC, môže byt’

schopnost’ zohl’adnit’ len neurčité systémy s menš́ım počtom stavov systému.

Tento pŕıstup k návrhu robustného riadenia je založený na práci Nguyen

a kol. (2017) a bol významným spôsobom rozš́ırený v práci Orvaec a kol.

(2019).

4.1 Prinćıpy robustného riadenia s konvex-

ným liftingom

Robustné riadenie pomocou konvexného liftingu (angl.: Convex Lifting, Ngu-

yen a kol. (2017)) je založené na dvoch fázach. Prvá fáze, ktorá sa nazýva

25
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aj off-line fáza, je pŕıpravná, nakol’ko sa realizuje ešte pred samotným riade-

ńım. Druhá fáza sa nazýva aj on-line fáza, pretože prebieha počas samotného

riadenia v reálnom čase.

V rámci off-line fázy sa definuje množina pŕıpustných hodnôt stavov Xfeas,

nad ktorou je možné navrhnút’ robustné riadenie pomocou konvexného lif-

tingu. V rámci tejto množiny sa tiež navrhne robustne pozit́ıvne invariantná

(angl.: Robust Positive Invariant, RPI, Blanchini (1999)) množina Z. Táto

množina je robustná vzhl’adom na parametrické a adit́ıvne neurčitosti sys-

tému (2.1). Pre RPI množinu Z sa navrhne pŕıslušný lineárny zákon riadenia

v tvare (2.4). Tento zákon riadenia sa použije na riadenie vždy, ked’ stavy sys-

tému x patria do RPI množiny Z. Počas off-line fázy sa tiež definuje samotný

konvexný lifting stavového priestoru mimo RPI množiny, teda na doplnku

množiny Xlift = Xfeas \Z.

V rámci on-line fázy sa pre každé meranie/odhad stavov x(k) vypoč́ıta pŕı-

slušný vektor akčných zásahov u(k). Hodnoty akčného zásahu sa vypoč́ıtajú

bud’ vyriešeńım optimalizačného problému v tvare lineárneho programova-

nia (angl.: Linear Programming, LP, Boyd a Vandenberghe (2004), kap. 4.3)

alebo pomocou lineárneho zákona riadenia (2.4).

Pomocou LP sa akčný zásah navrhne vtedy, ak x(k) ∈ Xlift. V opačnom

pŕıpade, teda ak x(k) /∈ Xlift ⇒ x(k) ∈ Z, tak sa akčný zásah u(k) vypoč́ıta

pomocou (2.4).

4.2 Konštrukcia RPI množiny

Konštrukcia RPI množiny sa realizuje v rámci off-line fázy a je založená na

vyriešeńı optimalizačného problému v tvare semidefinitného programovania

(angl.: Semidefinite Programming, SDP, Vandenberghe a Boyd (1996)).

min
Z,Y
−log det(Z) (4.1a)

s.t. :

[
Z ?

AiZ + BiY Z

]
� 0, (4.1b)

kde i = 1, . . . , L a optimalizované premenné sú matice X ∈ Rdx×dx a Y ∈
Rdu×dx . X je inverzná Ljapunovova matica Z = Z> � 0 ∈ Rdx×dx kvadratickej
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Ljapunovovej funkcie:

V (x) = x>Z̃x = x>Z−1x, (4.2)

kde Z̃ = Z̃
> � 0 ∈ Rdx×dx . Y ∈ Rdu×dx je pomocná matica parametrizácie

lineárneho zákona riadenia:

K = Y Z−1. (4.3)

Riešeńım optimalizačného problému v tvare SDP (4.1) sa źıska elipso-

idálna aproximácia maximálnej RPI množiny. Tvar tejto elipsoidálnej RPI

množiny je určený maticou Z−1, ktorá bola optimalizovaná s ohl’adom na

maximalizáciu svojho objemu.

Pri návrhu RPI množiny sa zohl’adnili všetky vrcholy generované para-

metrickými neurčitost’ami systému (2.1). Aby sa zachovala vhodná štruktúra

optimalizačného problému, tak sa pri výpočte Z−1 nezohl’adnili adit́ıvne ne-

určitosti systému (2.1).

Adit́ıvne neurčitosti spolu s obmedzeniami akčných zásahov a stavov sys-

tému sa zohl’adňujú následne v iterat́ıvnej procedúre. V rámci tejto pro-

cedúry sa v každej iterácíı zohl’adńı adit́ıvna neurčitost’ pomocou Minkows-

kého súčtu (resp. Pontrajaginovho odč́ıtania) (angl.: Minkowski Sum, Borrelli

a kol. (2017)) množiny W. S ohl’adom na množinu dosiahnutel’nosti (angl.:

Reachability Set, Borrelli a kol. (2017)) sa zohl’adnia obmedzenia na akčné

zásahy a stavy systému (2.1). Skonštruuje sa tak výsledná polytopická RPI

množina Z. Ďaľsie technické detaily spojené s konštrukciou RPI množiny sú

uvedené v práci Nguyen a kol. (2017).

4.3 Konštrukcia konvexného liftingu

Aby bolo možné vypoč́ıtat’ v rámci on-line fázy akčný zásah pre stavy sys-

tému x, ktoré nepatria do RPI množiny, je potrebné zostrojit’ konvexný lif-

ting. Ciel’om je zostrojit’ tento konvexný lifting nad množinou konvergencie

(angl.: Domain of Attraction) X .

Nech je daný neurčitý systém (2.1) a nech je daný zákon riadenia v tvare:

u(k) = κ(x(k)), u(k) ∈ U. (4.4)
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Potom pre danú hodnotu parametra λ, 0 ≤ λ < 1 je množina konvergencie

X ⊂ X taká, pre ktorú plat́ı, že:

(A(α) x(k) +B(α)κ(x(k)))⊕W ⊆ λX , (4.5)

∀x(k) ∈ X , ∀[A(α), B(α)] ∈ Ψ. (4.6)

Maximálna množina λ−konvergencie Pλ je množina obsahujúca všetky

λ−konvergentné množiny v množine X.

Pre potreby návrhu robustného riadenia pomocou konvexného liftingu

uvažujeme, že množina konvergencie X je pre dané 0 ≤ λ < 1 aproximáciou

maximálnej množiny λ−konvergencie Pλ, teda, že plat́ı X = Pλ. Súčasne

možno bez straty na všeobecnosti predpokladat’, že Z ⊂ Pλ.

Ciel’om je zostrojit’ konvexný lifting `(x) ≥ 0 nad množinou konvergen-

cie X pre ktorý plat́ı, že `(x) = 0 vtedy a len vtedy, ak x ∈ Z. Ďaľsie

technické podrobnosti ohl’adom konštrukcie X , respekt́ıve Pλ, možno nájst’

v prácach Blanchini (1999); Nguyen a kol. (2017).

Pri návrhu konvexného liftingu sa zostroj́ı množina V1 vrcholov RPI mno-

žiny Z a množina V2 vrcholov RPI množiny Z. Samotnou podstatou robust-

ného riadenia založeného na konvexnom liftingu je, že k týmto množinám sa

zostroja pomocné množiny V̂1, V̂2 s liftingom do vyššieho priestoru reálnych

č́ısel:

V̂1 =
{[
x>, 0

]> ⊂ Rdx+1 : x ∈ V1
}
, (4.7a)

V̂2 =
{[
x>, c

]> ⊂ Rdx+1 : x ∈ V2
}
, (4.7b)

kde c > 0 je vhodne zvolená konštanta.

Skonštruovat’ konvexný lifting znamená vyriešit’ optimalizačný problém

parametrického lineárneho programovania (angl.: Parametric Linear Prog-

ramming, pLP, Borrelli a kol. (2017)) v tvare

`(x) = min
z
z (4.8a)

pre : x ∈ X , (4.8b)[
x

z

]
∈ Π, (4.8c)
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kde optimalizovanou premennou s ohl’adom na množinu parametrov x ∈ Rdx

je z ∈ R1. Π ∈ Rdx+1 je polytopická množina, ktorá vznikne ako konvexná

obálka zo zjednotenia konvexných množ́ın V̂1 a V̂2 (4.7).

Z konštrukcie konvexného liftingu vyplýva, že hodnota optimalizovanej

premennej z nadobúda kladné hodnoty len nad množinou Xlift, teda pre

všetky stavy systému x ∈ Xfeas, pre ktoré súčasne plat́ı, že x /∈ Z.

Konštrukcia konvexného liftingu je zhrnutá pomocou Algoritmu 4. Ďaľsie

technické podrobnosti ohl’adom konštrukcie konvexného liftingu možno nájst’

v práci Nguyen a kol. (2017).

Algorithm 4 Konštrukcia konvexného liftingu Nguyen a kol. (2017).

vstup: RPI množina Z, aproximácia množiny konvergencie X = Pλ pre

dané λ a parameter ladenia c

výstup: konvexný lifting `(x)

1: V1 ← V(Z), V̂1 =
{[
x>, 0

]> ⊂ Rdx+1 : x ∈ V1
}

2: V2 ← V(X ), V̂2 =
{[
x>, c

]> ⊂ Rdx+1 : x ∈ V2
}

3: Π← convhull
(
V̂1 ∪ V̂2

)

4: `(x)← riešenie (4.8)

4.4 Výpočet akčného zásahu mimo RPI mno-

žiny

Ciel’om je vypoč́ıtat’ hodnoty akčných zásahov nad množinou konvexného

liftingu Xlift, teda mimo RPI množiny Z. V takom pŕıpade sa akčný zásah

u ∈ U vypoč́ıta pomocou riešenia nasledujúceho optimalizačného problému

v tvare LP:
[
γ?

u(k)?

]
= arg min

γ,u(k)
γ (4.9a)

pre : a>i (Aj x(k) +Bj u(k) + w) + bi ≤ γ `(x(k)), (4.9b)

γ ≥ 0, u(k) ∈ U, ∀i ∈ `N , ∀w ∈W, (4.9c)

∀[Aj, Bj] ∈ V(Z), (4.9d)
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kde V(Z) predstavuje množinu vrcholov RPI množiny a `N je množina všet-

kých afinných funkcíı tvoriacich konvexný lifting nad množinou Xlift.

4.5 Algoritmus robustného riadenia s konvex-

ným liftingom

Robustné riadenie založené na konvexnom liftingu je sumarizované pomocou

Algoritmu 5.

Algorithm 5 Robustné riadenie založené na konvexnom liftingu Nguyen

a kol. (2017).

vstup: neurčitý systém (2.1)

výstup: akčný zásah u(k)

I: off-line fáza:

výpočet RPI množiny Z a pŕıslušného regulátora K

výpočet konvexného liftingu nad množinou Xlift

II: on-line fáza:

if x(k) ∈ Xlift then

na základe riešenia LP (4.9) vypoč́ıtat’ akčný zásah u(k)

else if x(k) ∈ Z then

u(k) = K x(k)

end if

4.6 Laditel’né RPI množiny

Nevýhodou pôvodného pŕıstupu konštrukcie RPI množ́ın pre potreby návrhu

robustného riadenia založeného na konvexnom liftingu, ktorý bol predstavený

v práci Nguyen a kol. (2017) je, že sa priamo nezohl’adňujú žiadne kritéria

na kvalitu riadenia. Tvar RPI množiny založený na riešeńı SDP (4.1) bol

optimalizovaný s ohl’adom na maximalizáciu svojho objemu. Avšak v rámci

navrhnutej RPI množiny je s použit́ım lineárneho zákona riadenia (2.4) ga-

rantovaný len nejaký pokles hodnoty Ljapunovovej funkcie. Prirodzene, ma-
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ximalizácia RPI množiny Z vedie k minimalizácii agresivity regulátora K

lineárneho zákona riadenia (2.4).

Ďaľsou nevýhodou pôvodného pŕıstupu k návrhu robustného riadenia za-

loženého na konvexnom liftingu je, že SDP (4.1) explicitne nezohl’adňuje

vplyv adit́ıvnych neurčitost́ı systému (2.1). Tieto adit́ıvne neurčitosti sú ná-

sledne implicitne zohl’adnené v rámci interat́ıvnej procedúry. Ak lineárny

regulátor K navrhnutý nad RPI množinou Z nie je dostatočne agreśıvny,

potom iterat́ıvna procedúra zohl’adňujúca adit́ıvnu neurčitost’ môže viest’ na

výrazne zredukovanú RPI množinu Z. V najhoršom pŕıpade PRI množinu

nie je možné zostrojit’, teda Z = ∅.

Tieto nedostatky je možné odstránit’ uvažovańım analogických prinćıpov

návrhu robustného riadenia, ktoré boli predstavené v práci Kothare a kol.

(1996). Navyše je tak možné pri návrhu robustného riadenia explicitne zo-

hl’adnit’ požiadavky na kvalitu riadenia.

Konštrukcia laditel’ných RPI množ́ın je založená na riešeńı nasledujúceho

optimalizačného problému v tvare SDP

min
γj ,Xj ,Yj

γj (4.10a)

s.t. :




Xj ? ? ?

AiXj + BiYj Xj ? ?

Q
1/2
j Xj 0 γjI ?

R
1/2
j Yj 0 0 γjI


 � 0, (4.10b)

kde j = 1, i = 1, . . . , L, optimalizované premenné sú 0 < γj ∈ R, Yj, a vážená

inverzná matica Xj = X>j ∈ Rdx×dx kvadratickej Ljapunovovej funkcie:

V (x) = x>Pjx, (4.11)

kde Pj = γj X
−1
j je vážená Ljapunovova matica, ktorá je rozdielna od Z̃ =

Z−1 (4.2).

Na základe pŕıpustného riešenia SDP (4.10) sa zostroj́ı pŕıslušný zákon

riadenia v tvare

u = Kj x, (4.12)

pre j.-tu parametrizáciu zákona riadenia

Kj = Yj X−1j . (4.13)
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SDP (4.10) sa rieši pre zadané váhové matice 0 � Qj ∈ Rdx×dx , 0 ≺ Rj ∈
Rdu×du , pre ktoré plat́ı, že

V (x(0)) ≤ −
∞∑

k=0

(
x(k)>Qjx(k) + u(k)>Rju(k)

)
. (4.14)

Váhové matice Qj, Rj tak predstavujú laditel’ný stupeň vol’nosti pri kon-

štrukcii RPI množiny. Každý kandidát na výslednú polytopickú RPI mno-

žinu tak môže byt’ systematicky ladený pre dosiahnutie akceptovatel’ného

kompromisu medzi výsledným objemom RPI množiny a kvalitou riadenia.

Táto kvalita riadenia záviśı od navrhnutého regulátora Kj a jeho schopnosti

minimalizovat’ vplyv adit́ıvnej neurčitosti w. Technické detaily možno nájst’

napŕıklad v prácach Kothare a kol. (1996); Orvaec a kol. (2019).

Pripomeňme si, že počas on-line fázy sa v každom kroku riadenia akčný

zásah u vypoč́ıta bud’ vyriešeńım optimalizačného problému v tvare LP alebo

aplikáciou lineárneho zákona riadenia, pozri Algoritmus 5. Z pohl’adu vý-

počtovej náročnosti on-line fázy je výpočtovo/energeticky výhodneǰsie, ak

sa akčný zásah źıska práve vyriešeńım lineárneho zákona riadenia. Preto je

z pohl’adu výpočtovej/energetickej náročnosti snaha maximalizovat’ objem

RPI množiny Z v rámci množiny pŕıpustných riešeńı Xfeas, na úkor objemu

množiny Xfeas.

Prirodzene, výsledná vel’kost’ RPI množiny Z sa zmenšuje s rastúcou ag-

resivitou regulátora a naopak. Preto je pre výslednú kvalitu riadenia potrebné

vhodne zvolit’ tento kompromis vyjadrený vol’bou váhových mat́ıc Qj, Rj.

4.7 Preṕınanie zákonov riadenia

Problémom ladenia RPI množ́ın s ohl’adom na kvalitu riadenia je, ako vhodne

vyriešit’ vol’bu kompromisu medzi vel’kost’ou navrhnutej RPI množiny a po-

žiadavkami na kvalitu riadenia. Efekt́ıvnym riešeńım môže byt’ práve imple-

mentácia preṕınania medzi viacerými vhodne navrhnutými zákonmi riadenia

(angl.: Switching Control Law).

Preto sa pre návrh robustného riadenia založeného na konvexnom liftingu

počas off-line fázy, teda pred samotným riadeńım, navrhne dvojica RPI mno-

ž́ın Z1, Z2, s pŕıslušnou dvojicou regulátorov K1, K2.
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Vel’ká-pomalá RPI množina Z1 je navrhnutá vzhl’adom na maximalizáciu

svojho objemu s ohl’adom na množinu pŕıpustných riešeńı Xfeas. V dôsledku

maximalizácie objemu RPI množiny Z1 je pŕıslušný regulátor K1 navrhnutý

nad touto množinou málo agreśıvny.

Malá-rýchla RPI množina Z2 ⊂ Z1 je navrhnutá tak, aby bol pŕıslušný re-

gulátor K2 navrhnutý nad touto množinou dostatočne agreśıvny a zabezpečil

tak požadovanú mieru konvergencie stavov systému do počiatku.

Dvojica RPI množ́ın Z1, Z2 a pŕıslušných regulátorov K1, K2 sú navrhnuté

vyriešeńım optimalizačného problému v tvare SDP (4.10). Vel’ká-pomalá RPI

množina Z1 a regulátor K1 sa źıska vyriešeńım SDP (4.10) pre j = 1. Malá-

rýchla RPI množina Z2 a regulátor K2 sa vypoč́ıta vyriešeńım SDP (4.10) pre

j = 2. Výsledná kvalita riadenia záviśı od vhodnej vol’by dvojice váhových

mat́ıc Qj, Rj in (4.10) pre j = 1, 2.

Následne sa počas on-line fázy, teda počas samotného riadenia procesu

v reálnom čase, preṕına medzi dvomi zákonmi riadenia podl’a toho, v ktorej

RPI množine sa aktuálne nachádzajú stavy systému. Teda ak x(k) ∈ Z2,

potom

u(k) = K2 x(k) , (4.15)

inak ak plat́ı, že x(k) ∈ Z1 \Z2 potom

u(k) = K1 x(k) , (4.16)

inak u(k) je dané vyriešeńım LP (4.9).

Ciel’om je súčasne dosiahnut’ minimalizáciu energetickej/výpočtovej ná-

ročnosti on-line fázy a maximalizovat’ kvalitu riadenia. Tieto ciele sa dosa-

hujú tak, že sa minimalizuje frekvencia nutnosti riešit’ optimalizačný problém

v tvare LP maximalizáciou množiny Z1 na úkor množiny Xlift. Zákon riade-

nia prislúchajúci k tejto vel’kej-pomalej RPI množine (4.16) sa využ́ıva len

po nevyhnutnú dobu, pretože akonáhle stavy systému dosiahnú malú-rýchlu

RPI množinu Z2, tak sa riadenie prepne na zákon riadenia (4.15).

Nakol’ko sa do riadenia v reálnom čase zavádza prinćıp preṕınania me-

dzi množinou zákon riadenia, tak je potrebné certifikovat’ robustnú stabilitu

uzavretého regulačného obvodu s ohl’adom na preṕınanie medzi regulátormi.
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Túto garanciu možno źıskat’ tak, že sa zostroj́ı Ljapunovova funkcia uzavre-

tého regulačného obvodu s ohl’adom na všetky uvažované zákony riadenia.

Kvadratickú Ljapunovovu funkciu, ktorá vyhovuje tejto podmienke možno

źıskat’ vyriešeńım nasledujúceho optimalizačného problému v tvare SDP

find G (4.17a)

s.t. : [Ai + BiKj]
>G[Ai + BiKj]−G ≺ 0, (4.17b)

kde G = G> � 0, i = 1, . . . , L, j = 1, 2, je matice kvadratickej Ljapunovovej

funkcie uzavretého regulačného obvodu v tvare

Vcl(x(k)) = x(k)>G x(k) . (4.18)

Ak existuje pŕıpustné riešenie optimalizačného problému (4.17), tak potom je

uzavretý regulačný obvod robustne stabilný s ohl’adom na preṕınanie medzi

uvažovanými zákonmi riadenia.

Poznámka 4 (Viacnásobné laditel’né RPI množiny) Kvalitu riadenia

možno zvýšit’ pomocou viacnásobného návrhu N RPI množ́ın Z1 ⊂ Z2 . . . ⊂
ZN , ktoré môžu byt’ efekt́ıvne skonštruované vyriešeńım optimalizačného prob-

lému v tvare SDP (4.10) pre N párov váhových mat́ıc [Qj Rj], j = 1, . . . , N .

Nevýhodou takéhoto pŕıstupu je zvýšená pamät’ová náročnost’ na uchovanie

N polytopických Zj množ́ın, N mat́ıc regulátorov Kj, ako aj zvýšená výpoč-

tová/energetická náročnost’ on-line fázy spôsobená nevyhnutnost’ou viacná-

sobného riešenia problému pŕıslušnosti bodu k RPI množine (angl.: Point

Location Problem).

Poznámka 5 (Výpočtová náročnost’) Výpočtová náročnost’ spojená s rie-

šeńım optimalizačného problému v tvare SDP je priblǐzne daná O(n3
o nr), kde

no je počet skalárnych optimalizačných premenných a nr je počet riadkov uva-

žovaných LMI (Gahinet a kol., 1994, chap.8). Návrhom robustného riadenia

založeného na konvexnom liftingu s preṕınańım medzi zákonmi riadenia dôjde

k nahradeniu pôvodného optimalizačného problému v tvare SDP (4.1) za dva

optimalizačné problémy v tvare SDP (4.10). Výpočtová náročnost’ sa mierne

zvýši, ale dominantný kubický člen no bol zvýšený len o dve optimalizované

premenné, a to γ1, γ2. Lineárny člen nr bol zvýšený o 2(dx+du) riadkov. Toto

mierne zvýšenie výpočtovej náročnosti nie je z pohl’adu riadenia relevantné,

nakol’ko k nemu dochádza len jednorazovo, počas off-line fázy.
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4.8 Algoritmus riadenia s využit́ım laditel’-

ných RPI množ́ın

Návrh robustného riadenia založeného na konvexnom liftingu s využit́ım la-

ditel’ných RPI množ́ın je zhrnutý v Algoritme 6.

Algorithm 6 Robustné riadenie založené na konvexnom liftingu s využi-

t́ım laditel’ných RPI množ́ın Orvaec a kol. (2019).

vstupy: neurčitý systém (2.1), požiadavky na kvalitu (váhové matice Qj,

Rj pre j = 1,2)

výstup: akčný zásah u(k)

I: off-line fáza:

výpočet RPI množ́ın Z1, Z2 a pŕıslušných regulátorov K1, K2

výpočet konvexného liftingu nad množinou Xlift

II: on-line fáza:

if x(k) ∈ Xlift then

na základe riešenia LP vypoč́ıtat’ akčný zásah u(k)

else if x(k) ∈ Z2 then

u(k) = K2 x(k)

else if x(k) ∈ Z1 then

u(k) = K1 x(k)

end if

4.9 Interpolácia zákona riadenia

Návrhu viacnásobných laditel’ných RPI množ́ın vedie k zvýšenej výpočto-

vej náročnosti off-line fázy, teda pŕıpravnej fázy návrhu regulátora. Jednou

z možnost́ı, ako túto nevýhodu prekonat’ je uvažovat’ s interpoláciou zákona

riadenia v rámci on-line fázy, teda počas riadenia v reálnom čase. Umožńı

sa tým ladenie agresivity regulátora nad vopred definovanou množinou expli-

citne skonštruovaných hraničných hodnôt regulátora bez dodatočnej potreby

riešit’ d’aľśı optimalizačný problém. Táto metóda návrhu robustného riadenia

je v súčasnosti v stave analýzy vlastnost́ı uzavretého regulačného obvodu.
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Kapitola 5
Záver

Predložená habilitačná práca sumarizuje hlavné pŕınosy autora v oblasti ná-

vrhu, vývoja a implementácie pokročilých metód robustného riadenia kom-

plexných a energeticky náročných systémov chemického priemyslu. Hlavnými

pŕınosmi tejto práce sú:

1. Navrhnutie pokročilých metód v kontexte robustného MPC založeného

na LMI. Slnenie tohto ciel’a je dokumentované v kapitole 3, kde boli

postupne predstavené alternat́ıvne pŕıstupy k návrhu robustného MPC,

originálny pŕıstup implementácie nesymetrických obmedzeńı založený

na časovo-premenlivých symetrických obmedzeniach, ako aj mäkké ob-

medzenia formulované v kontexte LMI.

2. Navrhnutie pokročilých metód v kontexte robustného riadenia zalo-

ženého na konvexnom liftingu. Slnenie tohto ciel’a je dokumentované

v kapitole 4, v ktorej je predstavený originálny pŕıstup umožňujúci pri

návrhu robustného riadenia explicitne zohl’adnit’ požiadavky na kvalitu

pomocou laditel’ných RPI množ́ın. Súčasne sa redukuje výpočtová/e-

nergetická náročnost’ riadenia v reálnom čase.

3. Tvorba softvérových nástrojov na jednoduchý návrh pokročilého ro-

bustného riadenia. Slnenie tohto ciel’a bolo dokumentované v prilože-

ných publikovaných prácach prostredńıctvom všetkých simulačných a

experimentálne nameraných výsledkov, ktoré boli źıskane práve pomo-

37
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cou vytvoreného a vol’ne dostupného toolboxu MUP: https://bitbucket.

org/oravec/mup/wiki/Home

4. Numerická a experimentálna implementácia a validácia navrhnutých

pŕıstupov robustného riadenia. Slnenie tohto ciel’a je dokumentované

prostredńıctvom priložených prác publikovaných v kvalitných vedec-

kých časopisoch a na významných medzinárodných konferenciách.

Budúce rozš́ırenia tejto práce sa môžu zamerat’ na splnenie nasledujúcich

ciel’ov:

� analýza d’aľśıch možnost́ı implementácie pokročilých metód do návrhu

robustného MPC založeného na LMI, ako napŕıklad obmedzenie vel’-

kosti zmeny akčného zásahu (angl.: Slew Rate Constraints),

� analýza vlastnost́ı návrhu robustného riadenia pomocou konvexného

liftingu založeného na interpolácíı zákonov riadenia,

� aktualizácia vol’ne dostupného softvérového nástroja na návrh robust-

ného MPC založeného na LMI,

� vývoj vol’ne dostupného softvérového nástroja na návrh robustného

riadenia pomocou konvexného liftingu.

https://bitbucket.org/oravec/mup/wiki/Home
https://bitbucket.org/oravec/mup/wiki/Home
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V European Control Conference, Zürich, Switzerland , 542–547. 2013.

L. Zhang, J. Wang a K. Li: Min-Max MPC for LPV Systems Subject to Actu-

ator Saturation by a Saturation-Dependent Lyapunov Function. V Chinese

Control Conference, Xi’an, China, 4087–4092. 2013.



Curriculum Vitae

Juraj Oravec

Dátum narodenia: 1. február 1987
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– prospel s vyznamenańım – cena dekana FCHPT, STU

Ocenenia

2014 Cena rektora STU v Bratislave
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2018 57th IEEE Conference on Decision and Control, Miami, Florida, USA

sekcia: Process Control

2018 21st Conference on Process Integration, Modelling and Optimisation

for Energy Saving and Pollution Reduction, Praha, Česká republika
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2016 18. slovenská študentská vedecká konferencia v odbore chémie a che-

mickej a potravinárskej technológie
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2014 16. slovenská študentská vedecká konferencia v odbore chémie a che-

mickej a potravinárskej technológie
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