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1 Úvod

Predkladanú dizertačnú prácu tvorí súbor prác autora [P-1] až [P-11], ktoré boli
uverejnené v rokoch 1999 - 2012.

Práca je venovaná niektorým aplikáciam derivácií a integrálov neceločíselného
rádu v modelovaní a riadení procesov. Zaoberá sa hlavne využitím diferenciálnych
rovníc neceločíselného rádu na matematické modelovanie lineárnych a nelineárnych
systémov, identifikáciou ich parametrov, metódami návrhu parametrov regulátorov
neceločíselného rádu a ich analógovou a digitálnou implemetáciou.

Základné otázky súvisiace s problematikou derivácií a integrálov neceločíselného
rádu, spôsoby opisu lineárnych a nelineárnych dynamických systémov neceločísel-
ného rádu, problémy týkajúce sa stability takýchto systémov, numerické metódy
riešenia diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu a niektoré vybrané modely ne-
lineárnych systémov sú zahrnuté do monografie [P-1]. Ako sa ukázalo, stabilita ta-
kýchto systémov je stále otvorenou otázkou, ktorou je potrebné zaoberať sa, o čom
svedčí aj príspevok [P-2] do knihy „Unsolved problems in mathematics and control
systems”(Princeton University Press, 2004). V tomto príspevku je riešená problema-
tika robustnej stability. Otázky identifikácie dynamických systémov neceločíselného
rádu boli skúmané v prácach [P-3] a [P-4]. V článku [P-3] bola na účely identifikácie
parametrov ekonomického systému, ktorý bol popísaný sústavou diferenciálnych rov-
níc neceločíselného rádu, využitá úplná metóda najmenších štvorcov a v článku [P-4]
bola navrhnutá nová identifikačná metóda, využívajúca Mittag-Lefflerovu funkciu,
ktorá je základom riešenia diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu.

Obr. 1: Približné delenie známych me-
tód riadenia a postavenie riadenia
tzv. „Fractional Control”.

Práce [P-5], [P-6] a [P-7] sa zaoberajú no-
vými typmi regulátorov neceločíselného rádu
a metódami návrhu parametrov takýchto re-
gulátorov, ktoré sa využívajú na základnej
(basic control) úrovni riadenia. Problema-
tika adaptívneho riadenia s modelmi nece-
ločíselného rádu je popísaná v práci [P-8].
Na implemetáciu nových typov regulátorov
neceločíselného rádu boli vyvinuté metódy
pre ich analógovú [P-9] a digitálnu imple-
mentáciu [P-10]. Praktické aspekty návrhu
a implementácie týchto regulátorov sú zhr-
nuté v prehľadovej práci [P-11]. Využívanie

regulátorov neceločíselného rádu v riadení má v anglickom jazyku ustálené slovné
spojenie „fractional control”. Ak by sme chceli zaradiť „fractional control” medzi
existujúce spôsoby riadenia vzhľadom na neurčitosť parametrov riadenej sústavy,
poruchy pôsobiace na sústavu a úroveň použitého riadenia, môžeme to urobiť tak,
ako je to znázornené na Obr.1. Výsledky prác ukazujú, že ide o riadenie, ktoré je
dostatočne robustné a veľmi vhodne využíva niektoré vlatnosti derivácie a integrálu
neceločíselného rádu, ako je napríklad pamäťový efekt a ďalší stupeň voľnosti [13].

Predkladané práce tvoriace dizertáciu sú vybrané tak, aby autor mal rovnaký
podiel na výstupe uvedenom v publikácii v prípade, že nie je jej jediným autorom.
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2 Vedecké ciele a prínosy práce

Hlavným cieľom práce je predstaviť podiel autora v oblasti výskumu aplikácií derivá-
cií a integrálov neceločíselného rádu v matematickom modelovaní a riadení procesov.
Ide predovšetkým o metódy, ktoré by umožnili efektívne využiť diferenciálne rovnice
neceločíselného rádu pre modelovanie reálnych procesov, identifikovať parametre ta-
kýchto modelov a metódy pre návrh parametrov a implementáciu regulátorov nece-
ločíselného rádu na riadenie reálnych objektov. Za týmto účlelom bolo, okrem vyššie
uvedeného, potrebné rozpracovať aj metódy pre numerické riešenie diferenciálnych
rovníc neceločíselného rádu, aby ich bolo možné jednoducho aplikovať v praxi, na-
príklad aj pri digitálnej implementácii regulátorov neceločíselného rádu. Ďalej boli
rozpracované aj otázky súvisiace so stabilitou systémov neceločíselného rádu, ktorá
je nevyhnutným kritériom pre správne fungovanie každého systému. Preto bol výs-
kum orientovaný aj na tieto podporné aspekty dôležité pre praktické aplikácie.

Na základe výsledkov uvedených v súbore prác tvoriacich dizertáciu boli publiko-
vané aj 4 monografie, z toho dve v zahraničných vydavateľstvách (Springer a World
Scientific), 3 kapitoly v zahraničných monografiách, viac ako 55 článkov v recenzo-
vaných časopisoch, viac ako 80 príspevkov v recenzovaných zborníkoch z vedeckých
konferencií, 7 priemyselných aplikácií a podporný softvér (balíky funkcií) pre Mat-
lab/Simulink publikovaný na MathWorks, Inc., Matlab Central File Exchange.

3 Hlavné výsledky dizertačnej práce

Hlavné výsledky predloženého súboru prác tvoriacich dizertáciu, dosiahnuté pri pl-
není vyššie uvedených vedeckých cieľov, je možné rozdeliť do nasledujúcich blokov:

• metódy pre numerické riešenie diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu, kde
okrem rekurentných vzťahov pre riešenie diferenciálnych rovníc boli navrhnuté
aj aproximačné metódy v diskrétnej oblasti,

• základné otázky súvisiace so stabilitou systémov neceločíselného rádu, pričom
okrem klasickej teórie stability bola rozpracovaná aj robustná stabilita,

• metódy identifikácie dynamických systémov neceločíselného rádu, ktoré vy-
užívajú nové prístupy ako napríklad úplnú metódu najmenších štvorcov alebo
Mittag-Lefflerovu funkciu,

• metódy pre návrh parametrov regulátorov (PIλDδ regulátorov) neceločísel-
ného rádu, pričom ide hlavne o metódu umiestnenia pólov, metódu využíva-
júcu minimalizáciu normy H∞, metódu využívajúcu Bodeho ideálnu prenosovú
funkciu a metódy pre adaptívne riadenie neceločíselného rádu,

• metódy pre implementáciu takýchto regulátorov neceločíselného rádu v ana-
lógovej a v digitálnej podobe.

Každý z týchto blokov je podrobnejšie charakterizovaný v ďalších častiach práce.
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3.1 Matematické modelovanie reálnych dynamických
systémov

3.1.1 Prehľad súčasného stavu

Diferenciálny počet neceločíselného (ľubovoľného reálneho) rádu je čoraz častejšie
diskutovanou témou vedeckých výskumov a inžinierskych aplikácií. Myšlienka de-
rivácie a integrálu neceločíselného rádu nie je nová. Pravdepodobne prvá zmienka
o derivácii neceločíselného rádu bola v Leibnizovom liste L’Hospitalovi v roku 1695.
Historicky prvou aplikáciou bola Abelova štúdia problému tautochronov z roku 1881.
V posledných rokoch sa objavilo viacero prác, v ktorých je popísané využitie deri-
vácie neceločíselného rádu v rôznych oblastiach vedy a výskumu (viď [23, 20, 30]).

V minulosti bola teória derivácie neceločíselného rádu doménou matematikov,
pretože neexistoval jednoduchý matematický aparát pre jej jednoduchú aplikáciu.
V súčasnosti sú už vyvinuté efektívne metódy pre analytické aj numerické rieše-
nie derivácie a integrálu neceločíselného rádu. Sú tiež dobre rozpracované metódy
pre riešenie diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu. Tieto metódy dávajú mož-
nosti aplikovať deriváciu a integrál neceločíselného rádu v praktických aplikáciách
napríklad vo fyzike, chémii, elektrotechnike, hutníctve, ekonomike a pod.

Na analýzu dynamických vlastností systémov je potrebné poznať ich presnú ma-
tematickú reprezentáciu vyjadrenú vhodným matematickým modelom. Tento model
je vo väčšej alebo menšej miere abstrakciou a idealizáciou reálneho systému. Reálne
systémy sú vo všeobecnosti sústavami neceločíselného rádu, aj keď u niektorých ty-
pov sústav je rád veľmi blízky celočíselnému rádu. Doposiaľ sa dynamické systémy
popisovali ako sústavy celočíselného rádu bez ohľadu na nepriaznivé dôsledky, ktoré
môže spôsobiť zanedbanie reálneho rádu systému. Zanedbanie reálneho rádu bolo za-
príčinené neexistenciou jednoduchých matematických nástrojov pre popis takýchto
sústav. Keďže v súčasnosti už existujú metódy a nástroje pre výpočet derivácií
a integrálov neceločíselného rádu, je možné pri modelovaní zohľadniť aj reálny rád
systému. Tento rád môže byť konštantný, premenlivý a dokonca aj distribuovaný.
Takéto matematické modely sú adekvátnejšie na popis dynamických vlastností sys-
témov ako doteraz používané modely s deriváciami a integrálmi celočíselného rádu
a využívajú sa v rôznych oblastiach (viď napr.: [17, 21, 23, 27, 34, 35], atď.).

“. . . the temperature of the environ-
ment is time-dependent. Furthermore,
as shown in Petras & Vinagre (2002),
the transient unit response of the heat
solid system could be fractional-order
. . .”, H.S.Ahn et al., Sadhana (2009),
34(5):833-850.

Nie je žiadúce vytvárať nové matematické mo-
dely dynamických systémov tak, že napríklad v
pôvodnej diferenciálnej rovnici nahradíme derivá-
cie celočíselného rádu deriváciami neceločíselného
rádu bez zmysluplného dôvodu. Existuje niekoľko
faktorov, ktoré nám do značnej miery predurčujú
to, že daný objekt alebo proces je potrebné popísať modelom, v ktorom sa vysky-
tuje integrál alebo derivácia neceločíselného rádu. Jednou z príčin adekvátnejšieho
modelovania systémov pomocou derivácie neceločíselného rádu je pamäť systémov
a prebiehajúcich procesov, pretože derivácia neceločíselného rádu je vynikajúcim
nástrojom na zachytenie pamäťových a dedičných vlastností materiálov a procesov.
K takýmto procesom patria napríklad elektrochemické procesy alebo procesy pre-
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nosu tepla. Dedičné chovanie vykazujú napríklad väzkopružné materiály alebo naprí-
klad proces difúzie. Drsnosť alebo pórovitosť materiálu môže taktiež viesť k modelom
s deriváciami neceločíselného rádu. Patrí sem napríklad kondenzátor, ktorého dosky
(elektródy) majú drsný povrch. Napríklad už pri samotnom odvodzovaní matema-
tického modelu elekrického obvodu s reálnym kondenzátorom zohľadňujeme tieto
vlastnosti a výsledný model obsahuje deriváciu neceločíselného rádu. Rekurzivita
(uk+1 = quk, q = konšt.,∀k) tiež vedie k derivácii neceločíselného rádu. Príkladom
na rekurzivitu je RC obvod so stromovým alebo rebríkovitým usporiadaním súčias-
tok. Samostatnou časťou, ktorá môže viesť k modelom s deriváciami neceločíselného
rádu je fraktalita a chaotické chovanie systémov (Brownov pohyb).

Na využitie derivácie a integrálu neceločíselného rádu v riadení procesov doteraz
chýbajú vhodné metódy analýzy a identifikácie regulovaných sústav a metódy syn-
tézy regulátorov a ich implementácií v praxi. Návrh týchto nových metód je hlavnou
témou tejto doktorskej dizertačnej práce.

3.1.2 Matematický aparát: derivácia a integrál neceločíselného rádu

Na vyjadrenie derivácie a integrálu neceločíselného (ľubovoľného) rádu je možné
definovať spoločný operátor aD

α
b , kde α (α ∈ R) je rád a [a, b] sú hranice operácie.

Nejedná sa teda o lokálny operátor, ako je to v prípade derivácií celých rádov.
V dizertácii sa využívajú tri definície derivácie (integrálu) neceločíselného rádu,
ktoré sú pre širokú triedu funkcií navzájom ekvivalentné [27].

Grünwaldovu - Letnikovu definíciu (GLD) derivácie neceločíselného rádu α podľa
premennej t je možné napísať v tvare:

aD
α
t f(t) = lim

h→0

1

hα

[ t−a
h

]∑
i=0

(−1)i
(
α

i

)
f(t− ih), (1)

kde [.] znamená celočíselnú časť, a a t sú hranice operácie aD
α
t f(t).

Riemannovu - Liouvillovu definíciu (RLD) derivácie neceločíselného rádu α je
možné zapísať v nasledujúcom tvare:

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (n− 1 < α < n). (2)

Caputovu definíciu (CD) derivácie neceločíselného rádu α je možné zapísať v na-
sledujúcom tvare:

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (n− 1 < α < n). (3)

Definícia (3) je veľmi vhodná pre praktické aplikácie, pretože ak je použitá Capu-
tova derivácia v diferenciálnych rovniciach neceločíselného rádu, môžeme uvažovať
s rovnakými počiatočnými podmienkami ako pri klasických diferenciálnych rovni-
ciach, t.j. f (m)(0), pre m = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Pri Riemannovej-Liouvillovej derivácii
(2) môže nastať problém s interpretáciou počiatočných podmienok. Problémy súvi-
siace s fyzikálnou intepretáciou počiatočných podmienok pri použití Riemannovej-
Liouvillovej derivácie a ich aplikáciou v reálnych úlohách bol riešený v práci [11].
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3.1.3 Spôsoby popisu dynamických systémov neceločíselného rádu

Existuje niekoľko spôsobov, ktorými môžeme matematicky popísať systémy necelo-
číselného rádu. V tejto časti spomenieme niekoľko z nich. Vo všeobecnosti na popis
lineárneho systému neceločíselného rádu môžeme využiť diferenciálnu rovnicu nece-
ločíselného rádu v tvare [27]:

anD
αny(t)+ . . .+a1D

α1y(t)+a0D
α0y(t) = bmD

βmu(t)+ . . .+b1D
β1u(t)+b0D

β0u(t),
(4)

kde Dγ ≡ 0D
γ
t je Riemannova-Liouvilleova, Caputova alebo Grünwaldova-Letnikova

derivácia neceločíselného rádu v závislosti od interpretácie použitých počiatočných
podmienok a ich fyzikálneho významu.

V mnohých inžinierskych aplikáciách sa často používa Laplaceova transformácia,
ktorá pre RLD, GLD and CD derivácie a integrály neceločíselného rádu r s nulovými
počiatočnými podmienkami má tvar [23]:

£{aD±rt f(t); s} = s±rF (s). (5)

S využitím Laplaceovej transformácie (5) môžeme systém neceločíselného rádu
(4) popísať korešpondujúcou prenosovou funkciou v tvare [27]:

G(s) =
bms

βm + . . .+ b1s
β1 + b0s

β0

ansαn + . . .+ a1sα1 + a0sα0
=
Q(sβk)

P (sαk)
, (6)

kde ak (k = 0, . . . n), bk (k = 0, . . . m) sú konštanty a αk (k = 0, . . . n), βk (k =
0, . . . m) sú ľubovoľné reálne alebo iracionálne čísla, ktoré môžu byť zoradené ako
αn > . . . > α1 > α0 a βm > . . . > β1 > β0.

Lineárny časovo nemenný (LTI) systém neceločíselného rádu môže byť vyjadrený
aj v stavovom tvare [P-1]:

0D
r
t x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t), (7)

kde x ∈ Rn, u ∈ Rm a y ∈ Rp sú stavový, vstupný a výstupný vektor systému,
A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n a r = [r1, r2, . . . , rn]T sú neceločíselné rády. Ak
r1 = r2 = . . . rn ≡ r, systém (7) je tzv. deliteľného rádu, ináč je to systém tzv.
nedeliteľného rádu.

V tejto dizertačnej práci uvažujeme aj so všeobecným zápisom nelineárneho sys-
tému neceločíselného nedeliteľného rádu v tvare [P-1]:

0D
ri
t xi(t) = fi(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), t)

xi(0) = ci, i = 1, 2, . . . , n, (8)

kde fi sú nelineárne funkcie a ci sú počiatočné podmienky. Vektorový zápis systému
(8) je:

Drx = f(x), (9)

kde r = [r1, r2, . . . , rn]T pre 0 < ri < 2, (i = 1, 2, . . . , n) a x ∈ Rn.
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3.1.4 Riešenie diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu

Na riešenie diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu existuje viacero metód, ktoré
boli publikované v priebehu posledných rokov. Analytické metódy riešenia obyčaj-
ných diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu boli popísané v práci [27]. Nu-
merické metódy riešenia diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu boli popísané
napríklad v prácach [8, 15, 27, 29].

V práci [P-1] bola popísaná numerická metóda riešenia diferenciálnych rovníc
neceločíselného rádu, ktorú je možno s výhodou použiť okrem riešenia lineárnych
aj na riešenie nelineárnych diferenciálnych rovníc neceločíselného rád. Táto metóda
využíva princíp krátkej pamäti popísaný v práci [27].

Pre praktický numerický výpočet derivácie alebo integrálu neceločíselného rádu
je možné odvodiť vzťah založený na GLD (1), ktorý má tvar:

(k−L/h)D
±r
kh f(t) ≈ h∓r

k∑
i=v

(−1)i
(
±r
i

)
fk−i = h∓r

k∑
i=v

c
(±r)
i fk−i, (10)

kde h je krok výpočtu a kde v = 0 pre k < (L/h) alebo v = k−(L/h) pre k > (L/h),
pričom L je dĺžka pamäti a (−1)i

(±r
i

)
sú binomické koeficienty c(±r)i , (i = 0, 1, . . .),

pre ktoré platí vzťah [8]:

c
(±r)
0 = 1, c

(±r)
i =

(
1− 1 + (±r)

i

)
c
(±r)
i−1 . (11)

Je samozrejmé, že použitím princípu krátkej pamäti dochádza k chybe pri výpoč-
te. Ak je funkcia ohraničená f(t) ≤M , potom môžeme určiť odhad dĺžky pamäti L
pre požadovanú presnosť ε podľa vzťahu [27]:

L ≥
(

M

ε|Γ(1− r)|

)1/r

. (12)

Na odvodenie všeobecného tvaru numerického riešenia uvažujme diferenciálnu
rovnicu neceločíselného rádu v tvare začiatočnej úlohy (initial value problem):

aD
r
t y(t) = f(y(t), t) (13)

s počiatočnými podmienkami y(k)(0) = y
(k)
0 , k = 0, 1, . . . , n− 1, kde n− 1 < r < n.

S využitím aproximácie (10) získame vyjadrenie pre numerické riešenie, ktoré môže
byť zapísané ako [P-1]:

y(tk) = f (y(tk), tk)h
r −

k∑
i=v

c
(r)
i y(tk−i), (14)

kde tk = kh. Pre tzv. pamäťový člen vyjadrený sumou môže byť využitý princíp
krátkej pamäti alebo môžeme uvažovať s nekonečne dlhou pamäťou a v takom prí-
pade v = 1 pre všetky hodnoty k vo vzťahu (14).

V prípade, že je potrebné riešiť viacčlenné diferenciálne rovnice neceločíselného
rádu, kde sa v rovnici vyskytuje n derivácií neceločíselného rádu, je výhodné uro-
biť rozklad na n diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu s využitím substitúcie
y(t) ≡ x1(t) a ďalej Dα1x1(t) = x2(t), . . ., Dαnxn(t) = g(x1(t), x2(t), . . . , xn−1(t)).
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3.1.5 Stabilita dynamických systémov neceločíselného rádu

V monografii [P-1] boli skúmané otázky stability lineárnych a nelineárnych systémov
neceločíselného rádu. Hoci myšlienka definície stability systémov neceločíselného
rádu bola profesorom Matignonom popísaná v práci [19], bolo potrebné systematicky
usporiadať a popísať metódy pre vyšetrovanie stability lineárných a nelineárných
systémov neceločíselného rádu.

Klasické metódy vyšetrovania stability, ako napríklad Routh-Hurwitzovo krité-
rium, nemôžu byť vzhľadom na reálny rád systému použité, preto bolo potrebné nájsť
iné postupy. Hlavnou príčinou je to, že pri systéme neceločíselného rádu dostávame
namiesto polynómu n-tého stupňa takzvaný pseudopolynóm, ktorý je mnohoznač-
nou funkciou. Korene takejto funkcie ležia na Riemannových listoch, ktoré tvoria
Riemannovu plochu. Ich hľadanie už nie je triviálne. Prvý Riemannov list je najdô-
ležitejší, pretože iba korene ležiace na tomto liste majú vplyv na stabilitu systému.
Je nutné poznamenať, že mapovanie prvého Riemannovho listu −π < arg(s) < π do
Gaussovej komplexnej roviny sa robí pomocou transformácie w = sq a teda korešpon-
dujúca oblasť v Gaussovej komplexnej rovine w je definovaná −qπ < arg(w) < qπ,
kde q je neceločíselný rád systému. Z uvedeného vyplýva, že stabilná oblasť v Gaus-
sovej komplexnej rovine potom nie je jej ľavá polovica, ale je to výsek daný transfor-
mačným vzťahom. Je samozrejmé, že pre q = 1 dostaneme klasický prípad. V mo-
nografii [P-1] bolo na príkladoch ukázané, ako je možné posúdiť stabilitu vybraných
lineárnych, aj lokálnu stabilitu nelineárnych systémov neceločíselného rádu.

“The problem of generalization of the
robust stability test procedure for a ge-
neral linear time invariant fractional-
order (LTI-FO) systems has been dis-
cussed by Petras et al. [28]. Petras
et al. [29] proposes an approach ba-
sed on intuitive extension of Kharito-
nov edge theorem for interval poly-
nomials for investigating the stability
of linear time invariant fractional-order
system with small number of uncer-
tain intervals.” — P.S. Nataraj et al.,
Comm. Nonlinear Sci. Numer. Simulat.
(2010), 15(4): 946–955.

V práci [P-2] bola sformulovaná otázka robust-
nej stability pre prípad systému neceločíselného
rádu, ktorého parametre sú neurčité, ale je známy
interval, v ktorom sa tieto parametre nachádzajú.
Ide o stále otvorenú otázku. V monografii [P-1]
bola neurčitosť parametrov systému rozšírená aj
na neurčitosť jeho rádu. Vyšetrovanie robustnej
stability je potom možné urobiť s využitím modi-
fikácie Kharitonovho teorému. Kharitonov teorém
a následne 4 Kharitonove polynómy sú použiteľné
iba pre prípad systému celočíselného rádu. Modi-
fikácia teorému spočíva v tom, že je potrebné vy-
šetriť 2n polynómov, kde n je počet intervalov s neurčitými parametrami. Charak-
teristický pseudopolynóm pre všeobecný prípad môžeme potom zapísať v tvare:

P (s, o, q) =
n∑
i=0

[q−i , q
+
i ]s

[o−,o+]
i , (15)

kde q± je parametrická intervalová neurčitosť a o± je rádová intervalová neurčitosť.
V monografii [P-1] bolo na príkladoch ukázané, že autorom navrhnutý postup je

možné použiť na vyšetrovanie robustnej stability lineárnych systémov neceločísel-
ného rádu. Ako bolo ďalej ukázané aj v práci [P-4], neurčitosť parametrov systému
a aj jeho rádu je problém, ktorý je často potrebné riešiť v praktických aplikáciách.
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3.1.6 Vybrané modely systémov neceločíselného rádu

V monografii [P-1], ale aj v ďalších prácach tvoriacich dizertáciu [P-3, P-4, P-7, P-11],
boli popísané nové matematické modely procesov a systémov, ktoré využívajú dife-
renciálne rovnice neceločíselného rádu. Bolo ukázané, že tieto modely sú adekvátnej-
šie ako klasické a lepšie popisujú reálne správanie systému.

“The principal goal of this monograph
is to introduce the reader to a new
and rapidly growing branch of dynami-
cal systems called fractional-order cha-
otic systems. . . . Although many clas-
ses of fractional-order chaotic systems
are not discussed, the book is a very
nice first step towards a systematic
description of this new and interesting
direction of research.” — Y. V. Ro-
govchenko, Zentralblatt MATH, recen-
zia monografie [P-1], Zbl 1228.34002,
2012.

Súčasťou monografie [P-1] je aj balík funkcií
pre Matlab, ktorý je voľne dostupný na web stránke
MathWorks, Inc., File Exchange. Balík obsahuje
výber 15 základných matematických modelov chao-
tických systémov neceločíselného rádu v podobe
funkcií, pomocou ktorých je možné veľmi jedno-
ducho simulovať stavové trajektórie a časové prie-
behy týchto chaotických systémov pre zadaný čas
simulácie, parametre systému a zvolené počiatočné
podmienky. Tento balík funkcií (toolbox) s názvom
Fractional-Order Chaotic Systems s demo ukážkami
je dostupný na: http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/27336.

“Petras [8] designed fractional-order
Chua’s system.” — Y. N. Ning et al.,
Chin. Phys. B (2012), 21(8),080503.

Niektoré modely nelineárnych systémov nece-
ločíselného rádu, ktoré sú popísané v monografii
[P-1] boli prevzaté z iných publikovaných prác, iné
boli čiastočne modifikované a 3 systémy boli odvodené a popísané autorom dizertá-
cie. Výber spomínaných 15 modelov bol urobený tak, aby tieto modely predstavovali
aplikácie v základných oblastiach vedy a výskumu, ako napríklad elektrotechnika,
chémia, fyzika, ekonomika, atď. V práci boli popísané aj niektoré spôsoby riade-
nia takýchto systémov. Pre každý systém je okrem popisu matematického modelu
neceločíselného rádu, s využitím Jacobianu vyšetrená aj lokálna stabilita systému
a odvodené numerické riešenie sústavy diferenciálnych rovníc neceločíselného rádu
opisujúcich model systému. Toto numerické riešenie je potom implementované už vo
vyššie spomenutom toolboxe ako funkcia pre Matlab.

“As was demonstrated recently by
Petras in case of Chua’s system [20], if
one derives the equations properly, not
all equations are of fractional order.”
— X. Y. Wang, Comm. Nonlinear
Sci. Numer. Simulat. (2009), 14(8):
3351–3357.

“As discussed in Petras (2008),
the models containing derivatives of
fractional order such as fractional-
order Van der Pol can represent
electrical circuits if one admits that
the real capacitors and inductors have
memory . . .” — M. S. Tavazoei et
al., Journal of Vibration and Control
(2009), 15(6): 803-819.

Veľká pozornosť je v monografii [P-1] venovaná
modelom elektrických obvodov, napríklad aj veľmi
známemu systému, takzvanému Chuovmu systému
neceločíselného rádu. Po prvýkrát bol autorom od-
vodený model, kde sa prirodzenou cestou objavili
derivácie neceločíselného rádu. Iní autori častokrát
iba nahradili derivácie celočíselného rádu derivá-
ciami neceločíselného rádu bez uvedenia dôvodu.
Tento prístup nie je správny. Dôvody pre použitie
modelu s deriváciou neceločíselného rádu boli pod-
robne popísané v práci a tiež bol ukázaný postup,
ako správne odvodiť modely rôznych elektrických
obvodov, ktoré však nemusia nevyhnutne používať
deriváciu alebo integrál neceločíselného rádu.
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3.2 Identifikácia systémov neceločíselného rádu

3.2.1 Prehľad súčasného stavu

Ako už bolo ukázané viacerými autormi, matematické modely s deriváciami necelo-
číselného rádu sú adekvátnejšie na popis dynamických vlastností reálnych systémov.
Vo všeobecnosti je však u sústav typu (4) nutné okrem konštantných koeficientov
ak, bk (k = 0, 1, 2, . . . , n) identifikovať aj rády derivácií βk, αk (k = 0, 1, 2, . . . , n),
ktoré nie sú celočíselné, ale reálne a teda nemožno použiť klasické identifikačné me-
tódy. V práci [9] bola navrhnutá identifikačná metóda, ktorá využíva kombináciu
metódy derivácie prechodových chrakteristík a metódu pasívneho prehľadávania in-
tervalu na ktorom sa hľadajú neznáme rády βk, αk (k = 0, 1, 2, . . . , n) pre rôznu
jemnosť delenia intervalu.

Okrem identifikácie systémov neceločíselného rádu v časovej oblasti je možno vy-
užiť aj frekvenčnú oblasť. Metóda identifikácie vo frekvenčnej oblasti na identifikáciu
parametrov modelu elektrochemickýh procesov a parametrov modelu flexibilného ro-
botického ramena bola popísaná v práci [21]. Ďalšie aplikácie identifikačných metód
vo frekvenčnej oblasti je možné nájsť v práci [24]. Identifikácia parametrov IPMC
(Ionic Polymer Metal Composite) modelu neceločíselného rádu v podobe Marquardt
algoritmu bola podrobne popísaná v práci [5].

Hľadanie efektívnej identifikačnej metódy pre modely neceločíselného rádu je
stále otvorenou otázkou. V ďalších častiach práce popíšeme dva nové prístupy iden-
tifikácie parametrov takýchto modelov. Prvý prístup je navrhnutý v stavovom pries-
tore a druhý rieši úlohu v časovej oblasti.

3.2.2 Identifikácia v stavovom priestore

Je všeobecne známe, že stavový priestor má v teórií automatického riadenia výz-
namné postavenie. Je vhodný pre návrh LQ riadenia, vyšetrovanie stability z prie-
behu stavových trajektórií a hlavne popis vlastností systému je z hľadiska viacerých
potrebných matematických úkonov efektívnejší ako klasický vstupno-výstupný opis.

V práci [P-3] bola navrhnutá identifikačná metóda, ktorá využíva stavový pries-
tor a matematický model v podobe sústavy diferenciálnych rovníc neceločíselného
rádu:

0D
q1
t x1(t) = a11 x1(t) + a12 x2(t) + a13 x3(t) + c1,

0D
q2
t x2(t) = a21 x1(t) + a22 x2(t) + a23 x3(t) + c2, (16)

0D
q3
t x3(t) = a31 x1(t) + a32 x2(t) + a33 x3(t) + c3.

Na riešenie sústavy diferenciálnych rovníc (16) bol použitý nasledujúci algoritmus.
Najprv pomocou maticového prístupu popísaného v práci [29] bola zostavená deri-
vačná matica D. Kroneckerov produkt matice koeficientov A a jednotkovej matice
En, kde n je počet uzlov, v ktorých je derivácia počítaná, je definovaný ako

C = A⊗ En (17)

Potom matica výsledného algebrického systému je

M = D−C (18)

9



Vektor pravej strany c musí byť transformovaný do stĺpcového vektora r, kde dĺžka
vektora je 3× n (n je počet dátových bodov), aby vyhovoval rovnici:

X = M−1 r, (19)

kde X je matica koordinátov [x1(t), x2(t), x3(t)] z bodov ležiacich na krivke, ktorou
prekladáme namerané dáta.

Keďže uvažujeme o hľadaní optimálnej krivky v 3D priestore, nie je možné použiť
klasickú metódu najmenších štvorcov, ale musíme použiť úplnú metódu najmen-
ších štvorcov, kde budeme uvažovať najkratšiu (kolmú) vzdialenosť od nameraného
bodu v priestore k hľadanej krivke. Táto metóda je v zahraničnej literatúre známa
aj ako „total least squares”. V našom prípade sú optimálne hodnoty parametrov
q, A a c potom získané minimalizáciou sumy kolmých vzdialeností nameraných
dát Pk=[GDPk, INFk, UEk], ktorými boli v práci [P-3] stavy národných ekonomík,
k modelovanej trajektórii T (t), čo môže byť zapísané ako:

E =
n∑
k=1

d(Pk, T (t)), (20)

kde n je počet nameraných bodov. Výsledkom tohoto optimalizačného procesu sú
optimálne hodnoty parametrov qopt,Aopt, copt a matica bodov X, ktoré reprezentujú
modelovanú trajektóriu.

“The article by Petras and Podlubny is
a very readable tutorial on the subject
of total least squres, which they call
least circles from the geometric inter-
pretation of the technique.– P. Teetor,
R/Finance Conference 2011.

V tejto súvislosti je potrebné poznamenať, že
navrhovaný identifikačný postup je možné teore-
ticky rozšíriť až do n-rozmerného stavového pries-
toru. Keďže uvažujeme s kolmou vzdialenosťou me-
dzi nameraným bodom a hľadanou krivkou, je mo-
žné aj ináč geometricky interpretovať štvorec tejto vzdialenosti. V práci [26] bola
navrhnutá geometrická intepretácia, ktorú autor spolu s ďalším spoluautorom na-
zvali „total least circles”. Kritérium minimalizácie je v takom prípade definované
ako

E =
∑
i

π
[
d
(

(xi, yi), f(x, α1, α2, . . . , αn)
)]2

, (21)

pričom je vidieť, že známy vzťah je vynásobený číslom π, kde d
(

(xi, yi), f
)

je vziale-

nosť medzi nameranými bodmi (xi, yi) a krivkou danou modelom f . Tento postup je
aplikovateľný aj pre 3D priestor. V takom prípade dostaneme namiesto kruhov gule.
V prípade n-rozmerného priestoru pojde o hypersféry. Tieto postupy boli podrobne
opísané a diskutované v práci [26].

Za účelom vytvárania statických a dynamickýh modelov systémov z nameraných
dát s využitím úplnej metódy najmenších štvorcov bol autorom v spolupráci s inými
spoluautormi vytvorený balík funkcií pre Matlab s názvom Total Least Squares
Method, ktorý je voľne dostupný na web stránke MathWorks, Inc., File Exchange
(viď http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/31109 ) a tiež funkcia
fit 3D data() (viď http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/12395 ).
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3.2.3 Identifikácia v časovej oblasti

Na identifikáciu parametrov modelu v podobe diferenciálnej rovnice neceločíselného
rádu bola v práci [P-4] popísaná nová identifikačná metóda, ktorá je založená na
použití Mittag-Lefflerovej funkcie. Podstata metódy je nasledovná: Keď hľadáme
matematický model z nameraných dát, je zaužívanou praxou, že vyberáme vhodnú
krivku a identifikujeme jej parametre použitím nejakého kritéria (najčastejšie me-
tódy najmenších štvorcov). Pri novej metóde poukazujeme na to, že vybratie kon-
krétnej krivky znamená, že proces je modelovaný pomocou diferenciálnej rovnice,
pre ktorú je daná krivka jej riešením.

Napríklad, ak prekladáme namerané dáta rovnicou y(t) = at + b (lineárny re-
gresný model) znamená to, že proces je modelovaný ako riešenie diferenciálnej rov-
nice druhého rádu s dvomi počiatočnými podmienkami:

y′′ = 0, y(0) = b, y′(0) = a. (22)

Podobne je to ak prekladáme dáta funkciou y = a sin(ωt)+b cos(ωt), to znamená,
že proces je modelovaný ako riešenie diferenciálnej rovnice v tvare:

y′′ + ω2y = 0, y(0) = b, y′(0) = aω. (23)

Vybraním ďalšej veľmi často používanej funkcie v tvare y = aebt postulujeme, že
proces je modelovaný ako riešenie diferenciálnej rovnice v tvare:

y′ − b y = 0, y(0) = a. (24)

Ak uvažujeme naďalej týmto smerom, môžeme hovoriť, že namiesto postulovania
krivky, ktorá má modelovať namerané dáta, je možné postulovať tvar diferenciálnej
rovnice a identifikovať jej parametre za určených počiatočných podmienok. Naprí-
klad, ak chceme namerané dáta modelovať krivkou v tvare:

y = y0Eα,1(a t
α), (25)

kde Eα,β(z) je Mittag-Lefflerova funkcia definovaná ako [27]:

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (26)

potom parametre, ktoré majú byť identifikované sú α, a, a y0.
Ak sú namerané dáta modelované funkciou (25), to znamená, že sú modelované

ako riešenie nasledujúcej diferenciálnej rovnice neceločíselného rádu, ktorá využíva
Caputovu definíciu derivácie rádu α:

0D
α
t y(t)− a y(t) = 0, y(0) = y0. (27)

V práci [P-4] bola použitá vyššie popísaná metóda na identifikáciu parametrov
modelu vybíjania elektrického obvodu v podobe diferenciálnej rovnice neceločísel-
ného rádu. Za týmto účelom bola vytvorená a publikovaná funkcia pre Matlab s náz-
vom mlffit() (viď http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/32170 ).
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3.3 Regulátory neceločíselného rádu

3.3.1 Prehľad súčasného stavu

V priemyselných aplikáciách sa stále vo veľkej miere využívajú Proporcionálno-
Integračno-Derivačné (PID) regulátory. Ako bolo uvedené napríklad v knihe [1],
tak 95% riadiacich slučiek v praxi je tvorených PID/PI regulátormi. Riadiace al-
goritmy založené na PID regulátoroch patria teda stále medzi najpopulárnejšie.
Táto popularita spočíva hlavne v ich efektívnosti a funkčnej jednoduchosti.

Už z minulosti sú známe niektoré pokusy využívať deriváciu a integrál necelo-
číselného rádu v riadení. Ako príklad je možné uviesť priekopnícku prácu profesora
Tustina z roku 1958, kde s využitím integrálu neceločíselného rádu riadil masívny ob-
jekt [31]. Ďalej je možné spomenúť aj ďalšie využitie integrálu neceločíselného rádu
v riadení [18], ktoré navrhol profesor Manabe v roku 1961 alebo veľmi podobný
návrh profesora Carlsona z roku 1961 na riadenie servomotorov [6].

Klasický tvar PID regulátora je možné zovšeobecniť na regulátor, ktorý bude
mať neceločíselný rád pri integračnej a derivačnej zložke. Týmto zovšeobecnením do-
stávame PIλDδ regulátor neceločíselného rádu. Je definovaný prenosovou funkciou
[28]:

C(s) =
U(s)

E(s)
= K + Tis

−λ + Tds
δ, (λ, δ ∈ R), (28)

kde E(s) je obraz regulačnej odchýlky na vstupe a U(s) je obraz výstupu z regu-
látora. Prenosovej funkcii (28) zodpovedá v časovej oblasti diferenciálno-integrálna
rovnica neceločíselného rádu

u(t) = Ke(t) + Ti 0D
−λ
t e(t) + Td 0D

δ
t e(t), (29)

kde λ je rád integrovania, δ je rád derivovania, K, Ti a Td sú parametre regulátora.

Obr. 2: Klasické typy
PID regulátorov
v rovine λ− δ.

Všetky klasické druhy PID regulátorov sú partikulárnymi
prípadmi PIλDδ regulátorov (Obr. 2): pri λ = 1 a δ = 1
máme klasický PID regulátor, pre λ = 1 a δ = 0 dostá-
vame PI regulátor, pri λ = 0 a δ = 1 máme PD regulátor
a pre λ = 0 a δ = 0 získame iba proporčný člen (P regulá-
tor). Vďaka tomu, že rády integrátora a derivátora môžu
nadobúdať aj hodnoty odlišné od 0 alebo 1, umožňujú
regulátory typu PIλDδ lepšie prispôsobiť riadenie povahe
riadenej sústavy. Na praktickú implementáciu regulátorov
neceločíselného rádu musia byť pre daný proces vhodnou
metódou navrhnuté parametre regulátora: K,Ti, Td, λ, δ.

Okrem vyššie popísaného PIλDδ regulátora neceločíselného rádu existujú aj jeho
rôzne modifikácie, ako napríklad P [ID]α alebo [PI]α−[PD]β a tiež úplne iné koncep-
cie ako je CRONE regulátor a jeho tri generácie [24], Lead-Lag kompenzátory [21]
alebo TID regulátor [16]. Velmi dobrý prehľad existujúcich typov regulátorov nece-
ločíselného rádu, ich rôznych modifikácií a tiež prehľad existujúcih metód pre návrh
ich parametrov je urobený v monografiách [5, 21]. To, že sa jedná o významnú oblasť
výskumu dokazuje aj fakt, že v USA bol v roku 2009 profesorovi Chenovi udelený
patent na metódu pre návrh parametrov regulátorov neceločíselného rádu [12].
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3.3.2 Metóda návrhu parametrov regulátorov neceločíselného rádu
založená na umiestnení pólov

“Petras [proposed] a method based
on the pole distribution of the charac-
teristic equation in the complex plane
(Petras, 1999).” — A. Biswas et al.,
Engineering Applications of Artificial
Intelligence (2009), 22(2): 343-350.

“Petras (1999) [suggested] a method
based on the pole distribution . . .” —
G. G. Roy at al., International Journal
of Bio-Inspired Computation (2010),
2(5):303-309.

“Petras [9] came up with a met-
hod based on the pole distribution
of the characteristic equation in the
complex plane.” — A. Rajasekhar
et al., Lecture Notes in Computer
Science (2011), Springer, 670-678.

V práci [P-5] bola vypracovaná nová metóda pre
návrh parametrov regulátora neceločíselného rádu,
ktorá je založená na princípe metódy dominant-
ných koreňov. Táto metóda využíva niektoré vlast-
nosti komplexnej premennej. Jej podstata vychá-
dza z umiestnenia pólov (koreňov) charakteristic-
kej rovnice v Gaussovej komplexnej rovine. Vzdia-
lenosť pólov od imaginárnej osi udáva mieru sta-
bility. Póly, ktoré su k imaginárnej osi najbližšie
z ľava sú dominantné a určujú výsledné chova-
nie regulačného obvodu. Pri syntéze regulátora je
snaha dosiahnuť to, aby priebeh regulovanej ve-
ličiny bol totožný so zložkou riešenia odpoveda-
júcej dominantným koreňom. Hodnoty dominant-
ných koreňov, ktoré majú byť riešením charakteris-
tickej rovnice sa stanovia na základe požiadaviek
na kvalitu regulačného obvodu. To znamená, že dominantné korene určíme pre žia-
danú mieru stability σ a mieru tlmenia ζ = σ

ωn
, kde ωn je prirodzená frekvencia,

pričom tlmená prirodzená frekvencia oscilácií je ωd = ωn
√

1− ζ2. Týmto podmien-
kam vyhovuje pár komplexne združených koreňov

s1,2 = −σ ± jωd. (30)

Parametre regulátora sa nastavujú tak, aby ostatné korene charakteristickej rovnice
boli od dominantných koreňov vzdialené čo najviac vľavo.

Pri regulátore neceločíselného rádu nám oproti klasickému regulátoru celočísel-
ného rádu pribudli ďalšie parametre, a to rád derivácie δ a rád integrálu λ. Dáva
nám to viac možností pre lepšie zohľadnenie dynamických vlastností regulovaných
sústav, nakoľko máme viac stupňov voľnosti. Pri syntéze regulátora je možné okrem
žiadanej miery stability a miery tlmenia definovať aj prípustnú regulačnú odchýlku.

Návrh parametrov regulátora je možné v zásade rozdeliť na dve časti:

1. Návrh parametra K
Pri návrhu parametra K vychádzame zo vzťahu pre prípustnú regulačnú od-
chýlku e∞[%]:

K = (100/e∞)− a0, (31)

kde a0 je absolútny člen z modelu riadenej sústavy.

2. Návrh parametrov Td, δ, Ti, λ
Pre žiadanú mieru stability a mieru tlmenia vyhovuje už uvedený pár kom-
plexne združených koreňov (30). Rovnako, ako pri klasickej metóde dominant-
ných koreňov, pri návrhu používame charakteristickú rovnicu uzavretého re-
gulačného obvodu. Rovnica má tvar:

C(s)P (s) + 1 = 0. (32)
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Po dosadení prenosovej funkcie regulátora a prenosovej funkcie regulovaného
systému do charakteristickej rovnice (32) a po úpravách dostaneme charakte-
ristickú rovnicu v nasledujúcom tvare:

n∑
k=0

aks
βk + (K + Tis

−λ + Tds
δ) = 0. (33)

Táto algebrická rovnica (33) je uvedená vo všeobecnom tvare pre regulovaný
systém neceločíselného rádu, ktorý môžeme popísať n-člennou diferenciálnou
rovnicou a pre PIλDδ regulátor neceločíselného rádu. Pre jednotlivé partiku-
lárne prípady PIλDδ regulátora a rôzne regulované systémy môžeme odvodiť
iné výsledné tvary charakteristickej rovnice.

Z matematického pohľadu ide nie o polynóm, ale o tzv. pseudopolynóm, pričom
tu nemožno hovoriť ani o jeho stupni. Po vyriešení tejto rovnice dostaneme
parametre regulátora. Riešenie urobíme tak, že dosadíme jeden z dvojice kom-
plexných koreňov do rovnice (33), ďalej parametre sústavy a parameter K,
ktorý sme si vypočítali podľa prípustnej regulačnej odchýlky (31). Keďže sa
jedná o funkciu komplexnej premennej, charakteristická rovnica (33) bude mať
reálnu časť a imaginárnu časť a teda získame dve rovnice. Výsledkom riešenia
týchto rovníc sú parametre regulátora neceločíselného rádu navrhnutého pre
žiadanú mieru stability, mieru tlmenia a maximálnu prípustnú trvalú regulačnú
odchýlku, pokiaľ absentuje integračná zložka v regulátore.

Riešenie charakteristickej rovnice a teda aj návrh parametrov regulátora K,
Ti, λ, Td a δ je možné urobiť napríklad aj numerickou metódou, pričom pojde
o riešenie úlohy:

min
Kp,Ti,λ,Td,δ

||C(s)P (s) + 1||s=−σ±jωd
.

kde C(s) je obrazový prenos regulátora a P (s) je obrazový prenos riadenej
sústavy.

Popísaná metóda návrhu umožňuje navrhnúť parametre PIλDδ regulátora, ktorý
zabezpečuje žiadanú mieru stability, mieru tlmenia a odstráni trvalú regulačnú od-
chýlku. Pokiaľ je potrebné navrhnúť regulátor neceločíselného rádu tak, aby zabez-
pečoval okrem vyššie spomenutej miery tlmenia a miery stability aj požadovanú
amplitúdovú Am a fázovú bezpečnosť Φm pre špecifikovanú medznú frekvenciu ωcg,
ktoré sú mierou robustnosti, môžeme pre korekciu resp. nový návrh parametrov
regulátora využiť nasledujúce vzťahy [21]:

|C(jωcg)P (ωcg)|dB = 0 dB

arg(C(jωcg)P (ωcg)) = −π + Φm

Vyššie uvedené vzťahy sa často využívajú pre autonastavovacie techniky reguláto-
rov. Všetky doteraz publikované výsledky ukazujú, že takto navrhnuté regulátory
neceločíselného rádu sú dostatočne robustné a kvalitatívne zabezpečujú lepšiu regu-
láciu, ako klasické regulátory celočíselného rádu.
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3.3.3 Metóda návrhu parametrov regulátorov neceločíselného rádu
pomocou H∞ normy

“Petras and Hypiusova (2002) also
suggested a numerical multicriteria
optimisation method for the H∞ case.”
— D. Valerio et al., Acta Polytechnica
Hungarica (2006), 3(4): 55-70.

V práci [P-6] bola popísaná nová metóda návrhu
parametrov regulátora neceločíselného rádu, ktorá
využíva vlastnosti normy H∞, pričom je známe,
že norma opisuje veľkosť signálu s jeho maximál-
nou hodnotou. Nech f je funkcia, ktorá zobrazuje
imaginárnu os do komplexnej roviny; f : jR → C, potom ∞-norma funkcie f je
definovaná [7]:

||f(jω)||∞ = sup|f(jω)|, ∀ω. (34)

Ak P (s) je prenosová funkcia systému, potom jej H∞ norma je maximálna hodnota
frekvenčnej charakteristiky P (jω) pre všetky ω. V Bodeho amplitúdovej charakte-
ristike je to najväčšia amplitúda a v Nyquistovej charakteristike je to maximálna
vzdialenosť Nyquistovej krivky od počiatku súradnicovej osi.

Aby pri návrhu robustného riadenia boli zahrnuté aj neurčitosti, tak sa minimali-
zuje veľkosť citlivostných prenosových funkcií opisujúcich uzavretý regulačný obvod.
Pre tieto účely sú bežne skúmané tieto citlivostné funkcie:

• nominálna citlivostná funkcia:

S(ω) =
E(jω)

W (jω)
=

1

1 + Pn(jω)C(jω)
, (35)

• nominálna doplnková citlivostná funkcia:

T (ω) =
Y (jω)

W (jω)
=

Pn(jω)C(jω)

1 + Pn(jω)C(jω)
, (36)

kde Pn(jω) je prenosová funkcia nominálneho modelu riadenej sústavy a C(jω) je
prenosová funkcia regulátora.

Pri návrhu parametrov regulátora uvažujeme s nominálnou citlivostnou funkciou
a doplnkovou citlivostnou funkciou. Úlohu je potom možné formulovať tak, aby
|S(ω)| a |T (ω)| boli čo najmenšie pre všetky ω. Funkcie S a T nemôžu byť súčasne
malé vo všetkých frekvenciách, preto sa musí urobiť vhodný kompromis. Riešením
je urobiť S a T malé v rôznych frekvenčných pásmach.

Aby nominálna citlivostná funkcia S(ω) mala malú amplitúdu, regulátor navrhu-
jeme tak, aby platilo:

We(ω)|S(ω)| ≤ 1, ω ∈ [0, π], (37)

kde We(ω) je nezáporná váhová funkcia. Ak sa nominálna frekvenčná odozva sys-
tému Pn(jω) podstatne líši od aktuálnej frekvenčnej odozvy systému Pa(jω), môže
nastať problém so splnením vzťahu (37). V skutočnosti by malo platiť:

|We(ω)Sa(ω)| ≤ 1, ω ∈ [0, π], (38)
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kde

Sa(ω) =
1

1 + Pn(jω)C(jω)
. (39)

Vzťah (39) definuje citlivostnú funkciu aktuálneho procesu. Pretože funkcia Sa(ω)
je neznáma, overenie (38) sa nemôže urobiť priamočiaro. Tento problém je možné
vyriešiť, ak pri návrhu regulátora môžeme stanoviť maximálnu nezhodu medzi no-
minálnym modelom a aktuálnou dynamikou riadeného procesu.

Predpokladajme, že nezhoda medzi nominálnou frekvenčnou charakteristikou
Pn(jω) a aktuálnou frekvenčnou charakteristikou Pa(ω) bude vyjadrená v multipli-
katívnej forme:

|Pa(ω)− Pn(jω)| ≤ |Pn(jω)|Wy(ω), (40)

kde Wy(ω) je reálna nezáporná váhová funkcia. Systémy s týmto druhom neurčitosti
spĺňajú podmienku (38) vtedy, ak platí nasledujúca nerovnosť [7]:

||We(jω)|S(jω)|+Wy(jω)|T (jω)|||∞ ≤ 1. (41)

Aj je uzavretý obvod stabilný, potom nerovnica (41) sa zjednoduší na tvar:

max
ω∈[0,π]

(We(jω)|S(iω)|+Wy(jω)|T (jω)|) ≤ 1. (42)

Nerovnosti (41) a (42) sú podmienky robustnosti.
Ak ako regulátor uvažujeme regulátor neceločíselného rádu s prenosovou funkciou

(28), ktorá má vo frekvenčnej oblasti tvar:

Gr(jω) = K + Ti(jω)−λ + Td(jω)δ, (43)

potom pre odhad parametrov regulátora môžeme napísať nasledujúci funkcionál:

J(K,Ti, λ, Td, δ, ω) = |We(jω)S(jω)|+ |Wy(jω)T (jω)|. (44)

Ak do vzťahu (42) dosadíme v citlivostnej funkcii S(jω) a doplnkovej citlivostnej
funkcii T (jω) prenos regulátora a prenos regulovanej sústavy Gs(s), potom pre fun-
kcionál (44) dostávame nasledujúci vzťah:

max
ω∈[0,π]

J(K,Ti, λ, Td, δ, ω) = max
ω∈[0,π]

[
We(jω) +Wy(jω)|Gs(iω)Gr(jω)|

|1 +Gs(jω)Gr(jω)|

]
≤ 1. (45)

Po dosadení frekvenčného prenosu regulátora (43) a frekvenčného prenosu regulo-
vanej sústavy do vzťahu (45) a derivovaním funkcionálu J(K,Ti, λ, Td, δ, ω) podľa
jednotlivých neznámych parametrov regulátora, dostávame sústavu 5 rovníc o 5 ne-
známych pre výpočet neznámych parametrov regulátora.

Na vhodný výber váhových funkcií We a Wy sa dajú využiť doporučené hodnoty
parametrov kx0; kx∞;ωk, ktoré sú uvedené v tabuľke č.1 v práci [P-6]. Váhová funkcia
W je potom definovaná nasledujúcimi parametrami:

W = [kx0; kx∞;ωk],

kde kx0 a kx∞ sú veličiny amplitúdovej frekvenčnej charakteristiky (pre dolnú a hornú
frekvenciu) a ωk je frekvencia, pri ktorej amplitúdová frekvenčná charakteristika
pretína x-ovú os. Pričom ωs, v tabuľke č.1 v práci [P-6], je prvá frekvencia, pri
ktorej Bodeho charakteristika pretína hodnotu 0 [dB] a e∞ je požadovaná trvalá
regulačná odchýlka uzavretého regulačného obvodu.
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3.3.4 Metóda návrhu parametrov regulátorov neceločíselného rádu
založená na Bodeho ideálnej prenosovej funkcii

Profesor Bode vo svojej knihe z roku 1945 o spätnoväzobných zosiľňovačoch navrhol
podobu takzvanej ideálnej prenosovej funkcie, ktorá môže byť vyjadrená nasledujú-
cim vzťahom [4]:

L(s) =

(
s

ωgc

)α
, (46)

kde ωgc je žiadaná medzná frekvencia a α je sklon ideálnej Bodeho charakteristiky,
ktorú on vo svojej práci pomenoval „cut-off” charakteristika. Fázová bezpečnosť po-
tom je Φm = π(1+α/2) pre všetky hodnoty zosilnenia. Amplitúdová bezpečnosť Am
je nekonečná. Napríklad konštantná fázová bezpečnosť 60o, 45o a 30o korešponduje
so sklonom amplitúdovej časti Bodeho charakteristiky α = −1.33, −1.5 a −1.66.
Nyquistova charakteristika pre Bodeho ideálnu prenosovú funkciu je priama čiara
prechádzajúca počiatkom pod uhlom arg(L(jω)) = απ/2.

Bodeho ideálna prenosová funkcia (46) môže byť použitá aj ako referenčný sys-
tém pre návrh parametrov regulátora neceločíselného rádu pre žiadanú amplitúdovú
a fázovú bezpečnosť. Ide v podstate o integrál neceločíselného rádu. Pre otvorený
regulačný obvod potom môžeme napísať nasledujúci tvar referenčnej prenosovej fun-
kcie:

G(s) =
K

sα
, (0 < α < 2), (47)

a pre uzavretý regulačný obvod zobrazený na Obr. 3 má referenčná prenosová funk-
cia tvar:

Gc(s) =
Y (s)

W (s)
=

K

sα +K
, (0 < α < 2). (48)

Obr. 3: Regulačný obvod s Bodeho ideálnou prenosovou funkciou.

Všeobecné charakteristiky Bodeho ideálnej prenosovej funkcie môžeme zosumarizo-
vať nasledovne (viď [P-7, P-8]):

(a) Otvorený regulačný obvod (47):

• Amplitúda: konštantný sklon −α20dB/dec.;

• Medzná frekvencia: funkcia parametra K;

• Fáza: vodorovná čiara −απ
2
;

• Nyquistova charakteristika: rovná čiara s argumentom −απ
2
.

(b) Uzavretý regulačný obvod (48):
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Obr. 4: Bodeho charakteristiky prenosovej funkcie (47).

• Amplitúdová bezpečnosť: nekonečná;

• Fázová bezpečnosť: konštantná : Φm = π
(
1− α

2

)
.

V práci [P-7] boli navrhnuté parametre regulátora neceločíselného rádu na ria-
denie otáčok jednosmerného motora (DCM) s využitím Bodeho ideálnej prenosovej
funkcie a to tak, aby preregulovanie bolo nezávislé od zmien pri rôznom zaťažení
motora. Vo frekvenčnej oblasti to znamená, že fázová bezpečnosť je nezávislá od
zmien zaťaženia motora.

Ak uvažujeme prenosovú funkciu riadeného objektu, napríklad jednosmerného
motora, v tvare:

GDCM(s) =
KDCM

s(τs+ 1)
, (49)

potom fázová bezpečnosť regulačného obvodu je daná ako

Φm = arg [C(jωg)GDCM(jωg)] + π, (50)

kde jωg je medzná frekvencia. Nezávislá fázová bezpečnosť je inými slovami pove-
dané konštantná fáza vo fázovej časti Bodeho charakteristiky. To môže byť zabez-
pečné regulátorom v podobe

C(s) = k1
k2s+ 1

sµ
, k1 = 1/KDCM , k2 = τ. (51)

Takýto regulátor neceločíselného rádu (51) zabezpečuje konštantnú fázu a výsledná
fázová bezpečnosť Φm je potom daná iba parametrom µ:

Φm = arg [C(jω)GDCM(jω)] + π = arg

[
k1KDCM

(jω)(1+µ)

]
+ π

= arg
[
(jω)−(1+µ)

]
+ π = π − (1 + µ)

π

2
. (52)
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3.3.5 Metódy pre adaptívne riadenie neceločíselného rádu

Adaptívne metódy riadenia boli pomerne dobre rozpracované okolo roku 1960. Stali
sa štandardnou súčasťou učebníc o riadení [2]. Jeden z adaptačných mechanizmov
je známy pod skratkou MRAC (Model Reference Adaptive Control). V práci [P-8]
bol rozšírený tento známy adaptačný prístup a to dvoma spôsobmi:

1. Nové nastavovacie MIT pravidlo s deriváciou neceločíselného rádu:

Ako je všeobecne známe v MIT pravidle, pomer zmeny parametrov je závislý
od adaptačného zosilnenia γ. S využitím vlastnosti derivácie neceločíselného
rádu je možné docieliť, aby pomer zmeny parametrov závisel okrem adaptač-
ného zosilnenia γ aj na ráde derivácie α a to použitím nového MIT pravidla:

dαθ

dαt
= −γ ∂J

∂θ
= −γe∂e

∂θ
, (53)

kde α je reálne číslo (rád derivácie) a e je rozdiel (chyba) medzi referenčným
výstupom a výstupom zo systému. Nové adaptačné pravidlo (53) je možné
upraviť aj na tvar:

θ = −γIα
[
∂J

∂θ

]
= −γIα

[
e
∂e

∂θ

]
; Iα ≡ D−α (54)

Pre α = 1 dostávame klasický tvar nastavovacieho pravidla. V práci [P-8] bolo
ukázané, že už pri jednoduchom modeli je možné rýchlejšie nastaviť neznáme
parametre, ak α = 1.25 a nie ako je to pri klasickom prípade, ak α = 1.

2. Využitie referenčného modelu neceločíselného rádu:

Pri riešení klasických MRAC problémov s referenčným modelom je referenčný
model často tvorený sústavou druhého rádu. Triedu referenčných modelov mo-
žeme rozšíriť tak, že budeme využívať sústavy neceločíselného rádu.

V práci [P-8] bolo na jednoduchom simulačnom príklade ukázané, že pre sys-
tém popísaný prenosovou funkciou v tvare:

G(s) =
1

s+ 1
, (55)

je možné pre nastavenie (adaptáciu) dopredného zosilnenia využiť výstup z re-
ferenčného modelu v tvare:

Ym(s) =
1

s0.25 + 1
Uc(s), (56)

kde uc je referenčný vstupný signál a ym je referenčný výstup.

Ak by sme použili α = 1 v nastavovacom pravidle (53), bolo by veľmi obtiažne
sledovať referenčný výstup aj na značne veľkom časovom intervale. Ak použi-
jeme referenčný model neceločíselného rádu, potom je to pomerne jednoduchá
úloha, ak si zvolíme α ∈ (0, 1). V práci [P-8] bol použitý referenčný model (56)
s adaptačným zosilnením γ = 15, ktorý dobre sledoval chovanie systému (55).
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3.3.6 Metódy pre analógovú implementáciu regulátorov

Pre analógovú implementáciu regulátorov neceločíselného rádu je potrebné mať elek-
trické obvody alebo elementy, ktoré vykazujú chovanie reálneho integrátora a/alebo
derivátora. Obvody s takýmto chovaním sa nazývajú „fractance” a majú nasledu-
júce vlastnosti [22, 14]. Fáza v Bodeho charakteristike je konštantná a nezávislá od
frekvencie na určitom frekvenčnom rozsahu. Je možné zostrojiť filter, ktorý má na-
stavovateľnú charakteristiku tak, že ju nemožno realizovať použitím iných bežných
súčiastok alebo obvodov. Existuje niekoľko typov fractance. Veľmi populárnym je
tzv. „domino ladder”, pričom ide o rebríkovité usporiadanie rezistorov, kondenzáto-
rov a cievok. Návrh požadovanej impedancie fractance je možné vykonať pomocou
rozvoja do reťazového zlomku (CFE), ktorý poskytuje racionálnu aproximáciu po-
žadovanej impedancie. Je známe, že takáto aproximácia je vhodnejšia pre realizáciu
analógového operátora neceločíselného rádu ako iné elektrické obvody [10].

“Analogue realisations of a fractional
order controller have been developed
in the literature: Petras, Podlubny,
O’Leary, Dorcak and Vinagre (2002),
Podlubny, Petras,Vinagre, Dorcak and
O’Leary (2002), Podlubny et al.
(2003a, b) and. . .” — P. Varshney et
al., International Journal of Electronics
(2008), 95(6): 531-547.

V práci [P-9] bola popísaná metóda CFE, ktorá
aproximuje iracionálnu funkciu vyjadrujúcu spo-
jitý operátor neceločíselného rádu, pričom táto me-
tóda nevyžaduje žiadnu ďalšiu transformáciu. Hod-
noty elektrických súčiastok (R, L, C) sú priamo
determinované zo získaného reťazového zlomku. Ak
pri pasívnych súčiastkách dostaneme záporné hod-
noty, je možné využiť konvertor negatívnej impe-
dancie pracujúci s operačným zosiľňovačom, ktorý bol taktiež popísaný v práci [P-9].

Obr. 5: Rebríkovitá štruktúra (domino ladder).

Uvažujme schému rebríkovíteho usporiadania obvodu, ktorý je zobrazený na
Obr. 5, kde Z2k−1(s) a Y2k(s), k = 1, . . . , n, sú dané impedancie elektrických sú-
čiastok. Výslednú impedanciu Z(s) celého obvodu je možné vyjadriť jednoducho
v tvare reťazového zlomku:

Z(s) = Z1(s) +
1

Y2(s) +
1

Z3(s) +
1

Y4(s) +
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1

Y2n−2(s) +
1

Z2n−1(s) +
1

Y2n(s)

(57)
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Vzťah medzi rebríkovitým usporiadaním zobrazeným na Obr. 5 a reťazovým zlom-
kom (57) poskytuje jednoduchú metódu pre návrh obvodu s požadovanou impe-
danciou Z(s), pričom priamo získame nominálne hodnoty potrebných elektrických
súčiastok. Racionálna aproximácia derivátora a integrátora neceločíselného rádu α
môže byť formálne vyjadrená ako

s±α ≈
{
Pp(s)

Qq(s)

}
p,q

= Z(s), (58)

kde p a q sú rády racionálnej aproximácie, P a Q sú polynómy stupňov p a q. Okrem
metódy reťazových zlomkov je možné hodnoty elektrických súčiastok vypočítať aj
priamo, a to metódou, ktorá zovšeobecňuje Warburgovu impedanciu As−α, kde A je
nezávislé od uhlovej frekvencie a 0 < α < 1. Táto impedancia sa objavuje v rozhraní
elektróda/elektrolyt [33]. Ďalšie aproximačné metódy je možné nájsť v práci [32].
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R 4 
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+ 

Z(s) d 

R d 

_ 

+ 

Obr. 6: Analógová implementácia PIλDδ regulátora.

Na Obr. 6 je znázornená analógová implementácia PIλDδ regulátora neceločíselného
rádu. Derivátor neceločíselného rádu je aproximovaný pomocou impedancie Z(s)d
a integrátor neceločíselného rádu je aproximovaný pomocou impedancie Z(s)i, kde
rády oboch aproximácií sú 0 < α < 1. Pre rády väčšie ako 1, impedancie neceločí-
selných rádov môžu byť kombinované s klasickými operátormi celočíselných rádov.

Ak predpokladáme R2 = R1, potom pre parametre regulátora neceločíselného
rádu môžeme napísať vzťahy:

K =
R3

R4

, Ti =
Z(s)i
Ri

, Td =
Rd

Z(s)d
.

V prípade, že sú použité identické rezistory R v sérii a identické kondenzátory C
paralelne v štruktúre rebríkovitého usporiadania, potom výsledné chovanie elektric-
kého obvodu bude mať charakter operátora integrovania/derivovania polovičného
rádu. Realizácia takýchto obvodov a následné merania boli okrem práce [P-9] popí-
sané aj v práci [25].
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3.3.7 Metódy pre digitálnu implementáciu regulátorov

Pre digitálnu implementáciu regulátorov neceločíselného rádu je nutné mať vhodnú
diskrétnu aproximáciu spojitého operátora s±r (r ∈ R), ktorá môže byť vyjadrená
pomocou generujúcej funkcie s ≈ ω(z−1). Táto generujúca funkcia a jej rozvoj do
reťazového zlomku alebo mocninového radu nám potom priamo určujú tvar aproxi-
mácie a aj príslušné koeficienty [15]. Následne je možné takéto diskrétne ekvivalenty
operátora neceločíselného rádu využiť pri realizácii regulátora neceločíselného rádu,
ktorý môže byť implementovaný v tejto diskrétnej podobe na akomkoľvek zariadeni
pracujúcom s diskrétnym časom, s určitou periódou vzorkovania. Takýmto zaria-
dením môže byť napríklad PLC automat, priemyselný počítač s IO kartou, PIC
procesor alebo FPGA. Popis niektorých praktických realizácií je možné nájsť v [5].

Vo všeobecnosti, ak je spojitá funkcia f(t) aproximovaná diskrétnou funkciou
f(kh), kde h je veľkosť aproximačnej siete (krok), aproximácia derivácie neceločísel-
ného rádu r môže byť vyjadrená ako [5, 21]:

yh(kh) = h∓r
(
ω
(
z−1
))±r

fh (kh) , (59)

kde z−1 je posunutý operátor Z-transformácie a ω (z−1) je generujúca funkcia.
Ako generujúcu funkciu ω(z−1) môžeme použiť nasledujúci vzťah [3]:

ω(z−1) =

(
1

βT

1− z−1

γ + (1− γ)z−1

)
, (60)

kde β a γ sú parametre pre nastavenie zosilnenia a fázy a T je vzorkovacia perióda.
Napríklad, ak β = 1 a γ = {0, 1/2, 7/8, 1, 3/2}, potom generujúca funkcia (60) bude
Eulerovým dopredným operátorom, Tustinovým operátorom, Al-Alaoui operátorom,
Eulerovým spätným operátorom alebo implicitným Adamsovým pravidlom. Týmto
spôsobom môže byť generujúca funkcia nastavená oveľa presnejšie podľa požiadaviek.

Rozvoj generujúcej funkcie môže byť urobený v podstate troma spôsobmi. Prvý
spôsob je rekurzívna schéma. Napríklad v práci [P-10] bola použitá Muirova rekur-
zívna aproximácia. Druhý spôsob je rozvoj generujúcej funkcie do mocninového radu
(PSE). V tomto prípade je získaná aproximácia v tvare polynómu stupňa p, čo je
v podstate vyjadrenie v podobe FIR filtra. Tretí spôsob je rozvoj generujúcej funkcie
do reťazového zlomku (CFE), ktorý vedie k racionálnej aproximácii a výsledný tvar
aproximácie je v podobe IIR filtra. V podstate je možné použiť aj niektorú spojitú
aproximáciu popísanú v práci [32] a následne ju pomocou funkcie c2d() v Matlabe
prekonvertovať na diskrétnu podobu.

Výsledná prenosová funkcia aproximujúca operátor neceločíselného rádu pomo-
cou PSE metódy môže byť získaná použitím vzťahu [P-1, P-7, P-10]:

D±r(z−1) =
Y (z)

F (z)
≈ PSE

{
(ω(z−1))±r

}
p
' Pp(z

−1), (61)

kde Y (z) je Z-transformácia výstupnej sekvencie y(kT ), F (z) je Z-transformácia
vstupnej sekvencie f(kT ), PSE{u} je vyjadrenie, ktorého výsledkom je rozvoj funk-
cie u do mocninového radu, D±r(z) je diskrétny ekvivalent operátora neceločíselného
rádu a Pp(z−1) je polynóm stupňa p premennej z−1.
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Napríklad, pri použití princípu krátkej pamäti [27], Eulerovho operátora spät-
nej diferencie a metódy PSE, diskrétny ekvivalent integro-diferenciálneho operátora
neceločíselného rádu (ω(z−1))±r je potom daný ako

D±r(z−1) = (ω(z−1))±r = T∓rz−[L/T ]
[L/T ]∑
i=0

(−1)i
(
±r
i

)
z[L/T ]−i, (62)

kde L je dĺžka pamäti a (−1)i
(±r
i

)
sú binomické koeficienty počítané podľa (11).

“Ivo Petras proposed a MATLAB func-
tion dfod2(), which can be used in
FIR filter approximation of fractional-
order differentiators [173].” — C. A.
Monje et al., Fractional-order Systems
and Controls (2010), Springer, p. 198.

Táto metóda aproximácie operátora neceločí-
selného rádu v diskrétnej oblasti v podobe FIR
filtra bola autorom implementovaná aj v Matlabe
v podobe funkcie, ktorá je voľne dostupná na web
stránke MathWorks, Inc., File Exchange ako fun-
kcia dfod2() (viď http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3673 ).

Výsledná prenosová funkcia aproximujúca operátor neceločíselného rádu metó-
dou CFE môže byť vyjadrená vzťahom [P-1, P-7, P-10]:

D±r(z−1) =
Y (z)

F (z)
≈ CFE

{
(ω(z−1))±r

}
p,q

' Pp(z
−1)

Qq(z−1)
=
p0 + p1z

−1 + . . .+ pmz
−m

q0 + q1z−1 + . . .+ qnz−n
,

kde CFE{u} je rozvoj funkcie u do reťazového zlomku; p a q sú rády aproximácie,
P a Q sú polynómy stupňov p a q, kde spravidla p = q = n.

V práci [P-10] bol pre priamu diskretizáciu spojitého operátora neceločíselného
rádu sr (0 < r < 1) použitý Tustinov operátor a jeho rozvoj pomocou metódy
CFE. V práci [P-7] bola na zostavenie generujúcej funkcie využitá myšlienka použiť
kombinovanú podobu Eulerovho operátora spätnej diferencie a Tustinovho operátora
s tým, že je možné nastaviť pomer medzi oboma operátormi. Takto definovaný nový
operátor má tvar:

(ω(z−1))±r =

(
1 + a

T

1− z−1

1 + az−1

)±r
, (63)

kde a je pomerový člen a r je neceločíselný rád. Pomerový člen a je množstvo fázo-
vého posunu a tento nastavovací člen je vhodný pre riešenie inžinierskych problémov.

Na rozvoj nového diskrétneho operátora (63) je možné využiť metódu CFE.
Výsledná diskrétna prenosová funkcia, aproximujúca operátor neceločíselného rádu,
môže byť vyjadrená v tvare [P-1, P-7]:

(ω(z−1))±r ≈
(

1 + a

T

)±r
CFE

{(
1− z−1

1 + az−1

)±r}
p,q

(64)

=

(
1 + a

T

)±r
Pp(z

−1)

Qq(z−1)
=

(
1 + a

T

)±r
p0 + p1z

−1 + . . .+ pmz
−m

q0 + q1z−1 + . . .+ qnz−n
,

kde CFE{u} je rozvoj funkcie u do reťazového zlomku; p a q sú rády aproximácie,
P a Q sú polynómy stupňov p a q, kde zvyčajne p = q = n.
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Táto metóda aproximácie operátora neceločíselného rádu v diskrétnej oblasti
v podobe IIR filtra bola autorom implementovaná aj v Matlabe v podobe funkcie,
ktorá je voľne dostupná na web stránke MathWorks, Inc., File Exchange ako funkcia
dfod1() (viď http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3672 ). Modi-
fikácia tejto aproximačnej metódy bola autorom implementovaná v Matlabe ako
funkcia dfod3() (http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/31358 ).

Je potrebné poznamenať, že pre aplikácie z oblasti riadenia je vhodné, aby zís-
kaná racionálna aproximácia v podobe diskrétnej prenosovej funkcie, by mala byť
stabilná a neminimálne fázová. Ďalej, pre lepšie vlastnosti vo frekvenčnej oblasti,
bolo by výhodné získať takú diskrétnu aproximáciu, ktorej póly a nuly ležia pozdĺž
úsečky z ∈ (−1, 1) v rovine z. Ako bolo ukázané v práci [P-10], navrhnuté aproxi-
mačné techniky vyhovujú spomenutým požiadavkám.

Vyššie popísané aproximačné techniky boli autorom využité aj na vytvorenie
funkcie DFOC() v Matlabe, ktorá je diskrétnou podobou regulátora neceločíselného
rádu a umožňuje simulovať riadenie procesov pomocou regulátora neceločíselného
rádu (viď http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/33761 ).

Ako bolo ukázané v prácach [P-1, P-10, P-11], aproximácia v podobe IIR filtra
je vhodnejšia pre praktickú implementáciu, ako aproximácia v podobe FIR filtra.
Z praktického hľadiska si vyžaduje menší počet koeficientov a teda má aj menšie
nároky na pamäť a výkon procesora. Výsledky sú pritom porovnateľné už pri voľbe
rádu aproximácie n = 4 v IIR podobe s rádom aproximácie n = 100 pri FIR podobe.

Pre praktickú implementáciu diskrétneho regulátora neceločíselného rádu je po-
trebné vyriešiť množsvo ďalších problémov. V práci [P-11] boli zosumarizované nie-
ktoré praktické aspekty aplikácií regulátorov neceločíselného rádu. Medzi tie najdô-
ležitejšie môžeme považovať:

• obmedzenia na typ a rozsah vstupov a výstupov u zariadení, na ktorých sa
realizuje regulátor neceločíselného rádu,

• obmedzenia súvisiace s návrhom riadenia (nelinearity, dynamika procesu, ne-
určitosti, poruchy),

• rôzne modifikácie riadiaceho systému s regulátorom neceločíselného rádu, ako
napríklad filtrácia žiadanej hodnoty kvôli mäkšiemu nábehu riadenia, filtrácia
derivačnej zložky, obmedzenia integračnej zložky,

• vhodný návrh kódu pre implementáciu regulátora neceločíselného rádu (na-
stavenie priorít, efektívne slučky, vhodná voľba premenných),

• mať môžnosť kvantitatívne vyhodnotiť správanie sa riadiaceho systému (napr.
Harrisov index).

Niektoré praktické implementácie regulátorov neceločíselného rádu na riadenie
objektov a procesov v nich prebiehajúcich boli podrobne popísané napríklad v prá-
cach [P-7, P-11], kde sa regulátory neceločíselného rádu aplikovali na riadenie otáčok
DC motora a na riadenie elektrického ohrievača. Ďalšie príklady praktickej aplikácie
týchto regulátorov je možné nájsť aj v práci [5].
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4 Závery pre prax a ďalší rozvoj vedy

Predkladaná dizertačná práca sa venuje hlavne metódam pre matematické modelo-
vanie systémov neceločíselného rádu, identifikácii parametrov týchto modelov, me-
tódam vyšetrovania stability takýchto systémov, metódam pre návrh parametrov
a metódam pre implementáciu nových typov regulátorov neceločíselného rádu na
najnižšej úrovni riadenia. V práci sú spomenuté aj otázky vyššieho stupňa riadenia
a to adaptívneho riadenia s využitím derivácií a integrálov neceločíselného rádu.

Metódy a prostriedky rozpracované autorom, ktoré sú obsiahnuté v predkladanej
dizertačnej práci, spolu s prudkým rozvojom výpočtovej techniky umožňujú široké
uplatnenie týchto nástrojov v riadení procesov, ale aj využitie v rôznych iných ved-
ných a inžinierskych oblastiach.

Rozpracovanie numerických metód na riešenie lineárnych a nelineárnych dife-
renciálnych rovníc neceločíselného rádu umožnilo veľmi jednoduché využitie nových
typov modelov pre popísanie dynamického chovania systémov neceločíselného rádu.
Na vybraných modeloch bolo ukázané, ako je možné modelovať a simulovať cho-
vanie reálnych systémov s využitím prostredia Matlabu, pre ktoré bola urobená aj
počítačová podpora v podobe balíkov funkcií.

Pre praktické využitie nových matematických modelov boli v dizertačnej práci
navrhnuté aj metódy pre identifikáciu parametrov nových typov modelov, kde oproti
klasickým metódam je potrebné identifikovať aj reálny rád modelu. K už existujúcim
metódam idetifikácie parametrov vo frekvenčnej oblasti bola navrhnutá a popísaná
metóda identifikácie parametrov v stavovom priestore s využitím úplnej metódy
najmenších štvorcov a metóda v časovej oblasti, ktorá využíva nový prístup založený
na Mittag-Lefflerovej funkcii.

Vyriešenie niektorých otázok klasickej a robustnej stability prispelo k rozvoju no-
vého smeru v oblasti zovšeobecnenia teórie stability systémov neceločíselného rádu.

Jednou z nosných častí práce, sú autorom navrhnuté a rozpracované metódy
pre nastavenie parametrov regulátorov neceločíselného rádu. Aby bolo možné tieto
nové regulátory použiť na riadenie reálnych procesov, je potrebné správne nasta-
viť parametre regulátorov na základe určitých požiadaviek na riadenie. Pri týchto
regulátoroch nastavujeme aj reálny rád derivovania a integrovania v regulátore.

Analógové metódy pre aproximáciu operátora neceločíselného rádu v podobe
elektrických obvodov, takzvaných fractance, umožňujú okrem iného aj implementá-
ciu regulátorov neceločíselného rádu v analógovej podobe.

Autorom navrhnuté rôzne formy diskrétnych aproximácií operátora neceločísel-
ného rádu prispeli k možnostiam praktického využitia tohto operátora na digitálnu
implementáciu regulátorov neceločíselného rádu na rôznych zariadeniach, ako sú
napríklad PLC automaty. Až tieto nové metódy a algoritmy umožňujú široké uplat-
nenie nových typov regulátorov v praxi, nakoľko v súčasnosti sa väčšina riadiacich
systémov na najnižšej úrovni riadenia realizuje práve na báze PLC automatov.

Záverom je možné konštatovať, že autorove výsledky umožňujú širokú aplikáciu
nových navrhnutých metód v praxi. Tieto výsledky predstavujú tiež vhodný základ
pre ďalšie pokračovanie výskumu a rozvoj vedy v oblasti aplikácie derivácií a integ-
rálov neceločíselného rádu v riadení procesov.
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Summary

The submitted dissertation consists of a book [P-1] and a collection of several related
articles [P-2]–[P-11].

The basic questions related to fractional calculus, description of linear and nonlinear
fractional-order systems, stability, numerical methods for solution of fractional differential
equations and selected models of the fractional-order systems are included in [P-1]. Prob-
lem of robust stability for fractional-order systems is solved in work [P-2]. The methods for
parameters identification of the fractional-order systems in state space and time domain
were investigated in articles [P-3] and [P-4]. New type of the fractional-order controllers
and methods for tuning of the controller parameters were published in article [P-5], [P-6],
and [P-7]. The problem of the fractional-order adaptive control was described in paper
[P-8]. For practical implementation of the fractional-order controllers were developed the
methods for their analogue [P-9] and digital realization [P-10]. A survey of practical as-
pects of design and implementation of the fractional-order controllers was done in article
[P-11].

The main contributions of the work included: new models of the fractional-order
systems, identification methods for such models, methods for tuning and implementation
of the fractional-order controllers, methods for stability investigation and methods for
numerical solution of the fractional differential equations. These methods proposed by
the author are the modern direction in the automation and process control, which can be
called fractional control.

Резюме

Данная диссертация состоит из монографии [P-1] и нескольких связанных с нею ста-
тей [P-2]–[P-11].

В монографии [P-1] рассматриваются основные вопросы связанные с исчислением
дробного порядка, линейные и нелинейные системы дробного порядка, устойчивость
их решений, численные методы решения дифференциальных уравнений дробного по-
рядка, а также избранные модели систем дробного порядка. Решению задачи о ро-
бастной устойчивости систем дробного порядка посвящена работа [P-2]. В статьях
[P-3] и [P-4] предметом исследований были методы для определения параметров си-
стем дробного порядка в пространстве состояний и во временной области. Новые виды
регуляторов дробного порядка и методы для настройки параметров таких регулято-
ров были представлены в статьях [P-5], [P-6] и [P-7]. Задача об адаптивном управле-
нии дробного порядка исследовалась в статье [P-8]. С целью внедрения регуляторов
дробного порядка в приложениях были разработаны методы для их аналоговой [P-9]
и цифровой [P-10] реализации. Обзор практических аспектов разработки и внедрения
регуляторов дробного порядка был осуществлен в статье [P-11].

К основным результатам предложенной диссертации относятся следующие: новые
модели систем дробного порядка; методы идентификации параметров таких моде-
лей; методы для настройки и имплементации регуляторов дробного порядка; методы
исследования устойчивости и методы численного решения дифференциальных урав-
нений дробного порядка. Перечисленные методы, разработанные автором, представ-
ляют собой современное направление в автоматизации и управлении процессами, для
которого можно пользоваться названием методы управления дробного порядка.
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